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Apstrakt

Ovaj rad se bavi problemom tamne materije. Prvo smo se kratko pozabavili istorija-
tom ovog nerexenog pita�a. Zatim su predstav	ena dva razliqita naqina detekcije tamne
materije. Jedan se bazira na rotacionim krivama galaksija dok se drugi bazira na gra-
vitacionom soqivu. Tako�e, izvedena je formula za ugao raseja�a svetlosti pod uticajem
gravitacije u okvirima �utnove fizike. Opisane su i razliqite hipoteze koje pokuxa-
vaju da objasne tamnu materiju i upore�ena su dva pristupa objax�ava�u tamne materije,
jedan koji podrazumeva dodava�e nove materije i drugi koji podrazumeva modifikaciju
teorije gravitacije. Na kraju je prodiskutovano koji od ova dva pristupa je zastup	eniji
i zaxto pita�e tamne materije uprkos svome znaqaju i da	e nije rexeno skoro sto godina
nakon xto je prvi put formulisano.

Abstract

This article presents the problem of dark matter. We begin by reviewing the history of
this unsolved question. Next, we present two different methods to detect dark matter. One
is based on the galaxy rotation curves, while the other one on the gravitational lensing effect.
Furthermore, we devise the formula for the angle of deflection in the gravitational field within
the framework of Newtonian physics. This paper additionally outlines various dark matter
hypotheses and contrasts the two approaches to explaining dark matter. One of them postulates
adding new matter, while the other one postulates modifying the theory of gravity. In the end,
we discuss which one is perceived to be more convincing and why the question of dark matter,
despite its significance, remains unsettled almost a century after being formulated for the first
time.
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1 Uvod

Jedan od najbitnijih nerexenih problema savremene fizike jeste tamna materija. Iako
qini oko 27% energetskog sastava univerzuma [1], odnosno oko 85% ukupne materije, znamo
vrlo malo o tome xta je zapravo tamna materija i da li je uopxte materija ili efekti
koje vidimo mogu biti objax�eni modifikova�em opxte teorije relativnosti.

Problem tamne materije prvi put spomi�e Lord Kelvin1 u svom govoru iz 1884. godine.
Naime, on je na osnovu distribucije brzina zvezda koje orbitiraju oko centra galaksije
procenio broj crnih tela koja bi morala da budu deo naxe galaksije. Procenivxi i masu
naxe galaksije koja je iznena�uju�e bila ve�a od mase vid	ivih zvezda, zak	uqio je da su
mnoge, mo�da qak i ve�ina, zvezda u galaksiji Mleqni put crna tela.

Zatim, 1933. godine, astronom Fric Cviki2 otkriva da masa svih zvezda u Koma
klasteru galaksija zapravo predstav	a samo jedan procenat mase koja je neophodna da bi
se galaksije odr�ale na okupu. Nedostaju�u masu je zvao dunkle Materie (tamna materija).
Iako su �egovi proraquni bili netaqni za oko red veliqine, uglavnom zbog loxe vrednosti
Hablove konstante, ipak je taqno zak	uqio da mora postojati dodatna materija koja bi
dr�ala klaster na okupu.

Postoja�e tamne materije ostalo je pod znakom pita�a decenijama sve do 1970-ih godina
kada su Vera Rubin3 i Vilijam Kent Ford4 potvrdili da ona zaista postoji, posmatraju�i
sliqan fenomen. Naime, koriste�i novi spektograf da bi posmatrali rotacione krive
galaksija odnosno raspodelu brzina rotacije zvezda u zavisnosti od centra galaksije,
zak	uqili su da je masa zvezda koje qine tipiqnu galaksiju samo 10% od neophodne da bi
galaksija ostala na okupu. Nakon xto je �ihov rezultat potvr�en 1978, uticajan nauqni
qasopis obajvio je �ihove rezultate, pa je od oko 1980. godine nedostaju�a masa i potreba
za uvo�e�em tamne materije prepoznata kao veliki nerexen problem u astronomiji xirom
nauqne zajednice. Tako�e u ovom periodu, istovremeno sa �ima, sliqan problem uoqava
i Ken Friman5. On je prouqavao rotaciju 36 spiralnih galaksija i naxao da se za dve
qinilo da imaju masu ve�u nego xto bi moglo da bude objax�eno na osnovu svetlosti koju
su isijavale zvezde iz tih galaksija. Stoga su se te galaksije sastojale od zvezda i tamne
materije, koju nismo mogli da vidimo, jer ne interaguje sa svetlox�u.

Kako se astronomija razvijala bili smo u mogu�nosti da mnogo preciznije i u ve�em
rasponu uda	enosti od centra galaksije merimo brzine zvezda. Samim tim i nepoklapa�e
izme�u oqekivane mase galaksija na osnovu tih mere�a i vid	ive mase je postajalo sve
jasnije. Tako�e, tokom 1980-ih godina prime�eni su i drugi efekti koji su dodatno potvr-
dili postoja�e tamne materije. Me�u �ima su i gravitaciona soqiva (prvo je otkriveno
1979. godine), raspodela temperature vrelog gasa u galaksijama i klasterima galaksija
kao i xablon anizotropija u kosmiqkom mikrotalasnom pozadinskom zraqe�u. Do danas
su zabele�ene i mnoge druge pojave koje se pripisuju tamnoj materiji, dok je detekcija
potencijalnih qestica kandidata jedan od ve�ih poduhvata u fizici qestica.

Kao xto smo ve� videli u prethodnom paragrafu, tamna materija mo�e biti detekto-
vana na mnogo razliqitih naqina. Uprkos tome, imamo vrlo malo sazna�a o tome xta ona

1William Thomson, Baron Kelvin (1824 { 1907), xkotski in�e�er, matematiqar i fiziqar.
2Fritz Zwicky (1898 { 1974), xvajcarski astronom i fiziqar.
3Vera Florence Cooper Rubin (1928 { 2016), ameriqki astronom.
4William Kent Ford (1931), ameriqki astronom.
5Kenneth Charles Freeman (1940), australijski astronom.
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predstav	a, ve� samo vidimo �ene gravitacione efekte. Samim tim, postoji i dosta hi-
poteza koje objax�avaju tamnu materiju i pristupi tom problemu su vrlo razliqiti. Mi
�emo se u ovom radu posvetiti dvema metodama detekcije. Jedna podrazumeva mere�e ve�
pomenute raspodele brzina zvezda od uda	enosti od centra galaksije i uoqava�e nekon-
zistentnosti izme�u mase dobijene na osnovu te raspodele i mase vid	ivog dela galaksije,
dok druga proce�uje masu uda	enih galaksija na osnovu efekta gravitacinog soqiva gde
ponovo prime�ujemo neslaga�e izme�u mase proce�ene na taj naqin i vid	ive mase. Tako�e
�emo prodiskutovati razliqite hipoteze koje pokuxavaju da objasne tamnu materiju.

Struktura rada je slede�a. Prvo �emo se u drugom poglav	u pozabaviti pita�em rota-
cionih krivih galaksija. Odredi�emo na osnovu �utnovog zakona gravitacije zanisnost
brzine zvezda od uda	enosti od centra galaksije. Zatim �emo na osnovu eksperimentalnih
rezultata zak	uqiti kakva bi trebala da bude raspodela mase u galaksiji. Tako�e �emo
prokomentarisati i zaxto je ta raspodela drugaqija od oqekivane i koji taqno �en deo
pripisujemo tamnoj materiji.

U tre�em poglav	u �emo razmatrati efekat gravitacionog soqiva. Prodiskutova�emo
xta se dexava sa svetlox�u koja dolazi do Zem	e sa uda	e�ih kosmiqkih objekata, a
pritom prolazi blizu drugih masivnih tela (tzv. gravitacionih soqiva), poput galaksija
ili galaktiqkih klastera. Geometrijskom analizom i koriste�i formulu za ugao raseja�a
svetlosti u gravitacionom po	u masivnog tela odredi�emo vezu izme�u mase gravitacionog
soqiva i uglova i rastoja�a mer	ivih sa Zem	e. Stoga �emo mo�i da odredimo masu
galaksije koja predstav	a gravitaciono soqivo i da je uporedimo sa proce�enom masom
vid	ivog dela.

Zatim �emo u qetvrtom poglav	u izvesti ekvivalent formule za ugao raseja�a u �ut-
novoj fizici. Aproksimira�emo svetlost kao malo telo qija masa te�i nuli, a brzina
brzini svetlosti i onda �emo posmatrati kreta�e takvog tela koje dolazi iz daleka u
gravitacionom po	u masivne lopte. Izvex�emo formulu za trajektoriju takvog tela i na
osnovu te trajektorije ugao za koji skre�e u gravitacionom po	u.

Peto poglav	e je posve�eno teorijskim kandidatima za tamnu materiju. U �emu �emo
izlistati ve�inu bitnih hipoteza koje pokuxavaju da objasne tamnu materiju. Prodisku-
tova�emo prednosti i mane dva glavna pristupa objax�ava�u tamne materije, uvo�e�e nove
materije i modifikova�e teorije gravitacije, kao i kako da ih razlikujemo. Objasni�emo
i kakve promene u Ajnxtajnovoj jednaqini po	a podrazumeva svaki od ova dva pristupa.
Tako�e �emo opisati i izanalizirati nekoliko najbitnijih kandidata za novu materiju,
uk	uquju�i aksione, sterilne neutrine i supersimetriqne partnere qestica Standardnog
Modela.

Posled�e xesto poglav	e je zak	uqak u kom �emo prodiskutovati dobijene rezultate
i prokomentarisati budu�nost istra�iva�a ove oblasti. Posle �ega sledi dodatak u kom
se nalazi dokaz kriterijuma pozitivnosti iz qetvrtog poglav	a, dok se na samom kraju
nalazi spisak literature.

2 Rotacione krive galaksija

Jedan od prvih signala da postoji tamna materija jeste problem rotacionih krivih
galaksija. Stoga �emo se u ovom poglav	u osvrnuti na opis i analizu tih krivih.

Posmatrajmo pojednostav	en model proizvo	ne galaksije kao dvodimenzionalni disk
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polupreqnika R sa istom raspodelom mase du� svake poluprave koja polazi iz centra. Tj.
povrxinska gustina mase σ(r, ϕ) zavisi samo od rastoja�a od centra. Posmatrajmo kreta�e
jedne zvezde koja rotira na konstantnom rastoja�u r po kru�nici u gravitacionom po	u
takve galaksije. Pritom zanemarujemo bilo kakve spo	ax�e uticaje.

Koriste�i poznatu teoremu koja tvrdi da je gravitaciona sila koja deluje na telo
unutar tanke 	uske nula, mo�e da se zak	uqi da isto va�i i za 	usku proizvo	ne deb	ine
kojoj gustina mase ne zavisi od ugla, ve� samo od rastoja�a od centra. Naime, takva 	uska
se mo�e izdeliti na beskonaqno mnogo tankih 	uski. Rezultuju�a gravitaciona sila od
svake od tih tankih 	uski je nula, pa je i zbir tih rezultuju�ih sila nula.

Prime�uju�i ovo zak	uqiva�e na nax dvodimenzionalan sluqaj, zak	uqujemo da na
kreta�e zvezde ne utiqe masa galaksije na rastoja�u ve�em od r. To jest na kreta�e zvezde
utiqe samo masa koja se nalazi na rastoja�u od centra galaksije ma�em od r. Stoga,
mo�emo postaviti jednaqinu kreta�a zvezde. Neka je v(r) brzina zvezde, m masa zvezde, G
gravitaciona konstanta, a M(r) masa dela galaksije koji qine sva tela koja se nalaze na
rastoja�u ma�em od r od centra. Poxto zvezda rotira jer na �u deluje gravitaciona sila,
mo�emo izjednaqiti izraz za �utnovu gravitacionu silu sa izrazom za centripetalnu
silu:

G
mM(r)

r2
= m

v(r)2

r
, (1)

odakle da	e sledi

v(r) =

√
GM(r)

r
. (2)

Naravno, ova formula va�i samo kada je r ≤ R (gde je R polupreqnik galaksije). Kada je
r > R va�i slede�e:

v(r) =

√
GM(R)

r
. (3)

Na osnovu formule (3) oqekivali bismo da deo grafika zavisnosti brzine nebeskog
tela od uda	enosti od centra galaksije kada je r > R izgleda kao na slici 1. Me�utim,
eksperimentalnim posmatra�em velikog broja galaksija [2, 3], dobijena je pribili�no ras-
podela brzina nebeskih tela u zavisnosti od uda	enosti od centra galaksije kao na slici
2. Oqigledno postoje znaqajna neslaga�a izme�u teorijskih oqekiva�a i eksperimental-
nih rezultata. Da bismo to objasnili aproksimira�emo grafik sa slike 2 zavisnox�u sa
slike 3, pri qemu je R1 polupreqnik vid	ivog dela galaksije, R2 parametar koji se odre-
�uje na osnovu eksperimentalnih rezultata, a v1 brzina zvezda na samom rubu vid	ivog

dela galaksije tj. na rastoja�u R1 (v1 = v(R1) =
√

GM(R1)
R1

). Tako�e deo grafika posle R2

se ne mo�e izmeriti, jer ne postoji dovo	no zvezda da bi se odredila raspodela brzina,
ali se oqekuje da �e izgledati ovako na osnovu teorijskih razmatra�a (jednaqina (3)).

Dakle, na osnovu grafika i jednaqine (2) (i na osnovu neprekidnosti funkcije M(r))
zak	uqujemo da

• na delu od nule do R1 poxto v(r) raste linearno va�i slede�e

v(r) ∼ r ⇒
√
GM(r)

r
∼ r ⇒ M(r) ∼ r3 ⇒ M(r) = c1r

3 , (4)
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Slika 1: Teorijski oqekivana raspodela brzina

Slika 2: Grafik zavisnosti brzine rotacije zvezde od rastoja�a od centra galaksije
ESO563-G021 [2, 3]
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Slika 3: Aproksimacija eksperimentalno dobijene raspodele brzina

ali poxto je v1 = v(R1) =
√

GM(R1)
R1

mo�emo izraziti c1 tj. M(r) preko v1:

M(R1) =
v21R1

G
= c1R

3
1 ⇒ c1 =

v21
GR2

1

⇒ M(r) =
v21
GR2

1

r3 . (5)

• na delu od R1 do R2 va�i slede�e

v(r) = const. ⇒
√
GM(r)

r
= const. ⇒ M(r) ∼ r ⇒ M(r) = c2r , (6)

pa sliqno kao u prethodnom sluqaju mo�emo da	e napisati (uzimaju�i u obzir da je
v(R2) = v2 = v1):

M(R2) =
v22R2

G
= c2R2 ⇒ c2 =

v21
G

⇒ M(r) =
v21
G
r . (7)

• na delu od R2 do beskonaqnosti va�i slede�e

M(r) = const. = M(R2) =
v21R2

G
. (8)

Zak	uqujemo:

M(r) =



v21
GR2

1
r3 , 0 ≤ r ≤ R1

v21
G r , R1 ≤ r ≤ R2

v21R2

G , R2 ≤ r

. (9)

Grafik funkcije M(r) prikazan je na slici 4.
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Slika 4: Grafik zavisnosti M(r)

Me�utim, za pore�e�e sa eksperimentalnim podacima je nekad zgodnija funkcija ras-
podele mase u zavisnosti od rastoja�a od centra galaksije, σ(r). Stoga �elimo da odre-
dimo vezu izme�u σ(r) iM(r) i da onda, na osnovu jednaqine (9), odredimo kako bi trebalo
da izgleda σ(r).

Imamo da ako je zadato σ(r), M(r) mo�emo odrediti na slede�i naqin:

M(r) =

∫∫
krug

σ(r1)r1 dr1 dϕ =

∫ 2π

0

∫ r

0
σ(r1)r1 dr1 dϕ

=

∫ 2π

0
dϕ

∫ r

0
σ(r1)r1 dr1 = 2π

∫ r

0
σ(r1)r1 dr1 , (10)

a ako je zadato M(r), sada �emo izvesti kako mo�emo izraqunati σ(r). Koriste�i �utn-
Lajbnicovu teoremu dobijamo:

M(r)

2π
= F (r)− F (0) , (11)

pri qemu je F (x) primitivna funkcija (podintegralne) funkcije f(x) = σ(x)x tj. va�i
da je F ′(x) = σ(x)x. Poxto su leva i desna strana jednaqine (11) jednake onda su i �ihovi
izvodi po r jednaki tj. va�i slede�e:

M ′(r)

2π
= F ′(r) , (12)

jer je F (0) konstanta koja ne zavisi od r (�en izvod je nula). Da	e koriste�i da je F (x)
primitivna funkcija za funkciju f(x) va�i

M ′(r)

2π
= f(r) = σ(r)r , (13)

pa je

σ(r) =
M ′(r)

2rπ
. (14)
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Koriste�i ovu vezu i jednaqinu (9) dobijamo funkciju σ(r)

σ(r) =
1

2π


3v21
GR2

1
r, 0 ≤ r ≤ R1

v21
G r−1, R1 ≤ r ≤ R2

0, r ≥ R2

. (15)

Grafik funkcije σ(r) prikazan je na slici 5.

Slika 5: Grafik zavisnosti σ(r)

Zak	uqujemo da mora postojati masa izvan vid	ivog dela galaksije da bi grafik za-
visnosti brzine zvezda izgledao kao na slici 3. Ovu masu pripisujemo tamnoj materiji.
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3 Gravitaciono soqivo

Jox jedna bitna pojava koja ukazuje na postoja�e tamne materije jeste gravitaciono
soqivo. Naime, opxta teorija relativnosti (OTR) predvi�a da svetlost skre�e pod uti-
cajem gravitacije [4] (preciznije, masa iskriv	uje prostorvreme, pa je samim tim i pravac
kreta�a svetlosti drugaqiji kada je masa prisutna nego kada nije). Ukoliko je S izvor
svetlosti, a M masa velikog masivnog objekta (druge galaksije), G�utnova gravitaciona
konstanta, a b parametar sudara upadnog zraka svetlosti (slika 6), na osnovu OTR izvodi
se da svetlost skre�e za ugao raseja�a [4]

α =
4GM

c2b
. (16)

M

S

O

α

b

Slika 6: Savija�e svetlosti pod uticajem gravitacije

I zaista, eksperimentalno je potvr�eno da kada posmatramo daleke izvore svetlosti
(galaksije, kvazare), ukoliko izme�u nas i izvora svetlosti postoji druga galaksija ili
masivni objekat dolazi do kriv	e�a slike izvora kao na slici 7. Poxto taj masivni
objekat efektivno igra ulogu soqiva iz geometrijske optike, nazivamo ga gravitacionim
soqivom.

Posmatrajmo izvor svetlosti S, masivno telo (galaksiju) L i planetu Zem	u (posma-
traqa) O (slika 8). Tada vidimo dve slike izvora S koje nastaju u preseku zraka koji
prolaze sa suprotnih strana L, dok svi ostali zraci nakon prelama�a na soqivu ne�e
sti�i do Zem	e. Stoga, dovo	no je posmatrati samo ta dva zraka. Koriste�i jednaqinu
(16) �elimo da izraqunamo masu galaksije L, koju �emo oznaqiti sa M . Da bismo to
uradili neophodni su nam ugao α i parametar b1 koji eksperimentalno nisu mer	ivi. Me-
�utim opservabilni su uglovi θ1 i θ2 tj. uglovi pod kojima vidimo dva lika izvora koji
se stvaraju. Tako�e mer	iva su rastoja�a d, d1 i d2 i mo�emo ih smatrati poznatim. Da
bismo izrazili masu M preko θ1, θ2, d, d1 i d2, posmatrajmo odvojeno geometriju gor�eg i
do�eg zraka. Radi lakxeg razumeva�a svi uglovi na slici 9 su nacrtani da budu znaqajno
ve�i nego u stvarnosti.

Primetimo da je ^OSA = ^SOL = θS , pa je ^OSB = ^OSA+ ^ASB = θS + β1. Da	e
imamo ^BOS = ^BOL− ^SOL = θ1 − θS i ^SBO = π − α1. Posmatrajmo sada 4SBO:

^OSB + ^SBO + ^BOS = π ⇒ θS + β1 + π − α1 + θ1 − θS = π , (17)
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Slika 7: Efekat gravitacionog soqiva snim	en Hablovim teleskopom

O

L

S b1

α1

θS θ1

d1 d2

d

Slika 8: Skica gravitacionog soqiva
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O

L

S

B

b1

α1

θS θ1

d1 d2

d

b

Aβ1

C

Slika 9: Geometrija gor�eg zraka

odakle sledi
α1 = β1 + θ1 . (18)

Iz jednaqine (16) imamo

α1 =
4GM

c2b1
. (19)

Primetimo da je SCLA pravougaonik, pa je |LA| = |CS| = b i |SA| = |CL| = d1. Da	e
|AB| = |BL| − |AL| = b1 − b. Stoga je

β1 ≈ tg β1 =
|AB|
|SA|

=
b1 − b
d1

, (20)

dok je

θ1 ≈ tg θ1 =
|LB|
|LO|

=
b1
d2

(21)

i

θS ≈ tg θS =
|CS|
|CO|

=
b

d
. (22)

U prethodnom koraku smo primenili poznatu aproksimaciju tg x ≈ x na male uglove θ1,
θS i β1. Zame�uju�i izraze (19) i (20) u jednakost (18) da	e dobijamo:

4GM

c2b1
=
b1 − b
d1

+ θ . (23)

Odavde, koriste�i da je b1 = θ1d2 iz (21) i b = θSd iz (22), sledi:

4GM

c2θ1d2
=
θ1d2 − θSd

d1
+ θ1 . (24)
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Mno�e�i obe strane sa d1 dobijamo:

4GMd1
c2θ1d2

= θ1(d2 + d1)− θSd . (25)

Primetimo da je d1 + d2 = d i pomno�imo celu jednakost sa θ1
d :

4GMd1
c2d2d

= θ21 − θSθ1 . (26)

Ako sada definixemo veliqinu

θE =

√
4GM

c2
d1
d2d

, (27)

tzv. Ajnxtajnov ugao, jednakost (26) mo�emo zapisati kao

θ2E = θ21 − θ1θS . (28)

Razmotrimo sada do�i zrak, i izvedimo analogon jednaqine (28). Ci	 nam je da onda
eliminixemo neopservabilni ugao θS iz jednaqine (28) tako xto �emo ga izraziti preko
opservabilnog θ2 i izraqun	ive veliqine θE . Prvo, primetimo da je ^SAC = ^BAL, pa

O

L

S

B

b2

α2

θS

θ2

d1 d2

d

b

Aβ2
C

Slika 10: Geometrija do�eg zraka

je onda:

tg β2 =
|SC|
|CA|

=
|LB|
|AL|

. (29)

Ako sada uvedemo oznaku s = |CA| i uoqimo da je |AL| = d1 − s jednakost (29) se pretvara
u

b

s
=

b2
d1 − s

, (30)
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odakle imamo
sb2 = d1b− sb , (31)

pa je
s(b2 + b) = d1b , (32)

to jest

s =
d1b

b2 + b
. (33)

Iz jednaqine (29) imamo

tg β2 =
|SC|
|CA|

= b
1

s
= b

b2 + b

d1b
=
b2 + b

d1
. (34)

U trouglu ABO zbir uglova je π, pa je uzimaju�i u obzir da je ^OBA = π−α2 i ^BAO = β2
(slika 10):

β2 + π − α2 + θ2 = π , (35)

odakle sledi da je
α2 = θ2 + β2 . (36)

Da	e, iz jednaqine (16) imamo, sliqno kao za gor�i zrak, da je

α2 =
4GM

c2b2
. (37)

Tako�e, sa slike 10 se vidi da je

θ2 ≈ tg θ2 =
b2
d2
, (38)

dok je

θS ≈ tg θS =
b

d
, (39)

a iz (34) imamo

β2 ≈ tg β2 =
b2 + b

d1
, (40)

pri qemu koristimo aproksimaciju x ≈ tg x za male uglove. Ako sada zamenimo izraze
(37) i (40) u jednaqinu (36) dobijamo:

4GM

c2b2
= θ2 +

b2 + b

d1
. (41)

Iz jednaqina (38) i (39) imamo redom b2 = θ2d2 i b = θSd, ako to zamenimo u (41) dobijamo:

4GM

c2θ2d2
= θ2 +

θ2d2 + θSd

d1
. (42)

Ako sada celu jednaqinu pomno�imo sa d1θ2 dobijamo

4GMd1
c2d2

= θ22d1 + θ22d2 + θSθ2d . (43)
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Da	e, ukoliko iskoristimo da je θ22d1 + θ22d2 = θ22(d1 + d2) = θ22d, jer je d1 + d2 = d i
zamenimo izraz za θ2E dobijamo:

θ2Ed = θ22d+ θSθ2d . (44)

Ako podelimo jednaqinu (44) sa d dobijamo:

θ2E = θ22 + θSθ2 , (45)

xto je tra�eni analogon jednaqine (28) za do�i zrak. Odatle sada imamo

θS =
θ2E − θ22
θ2

. (46)

Zame�iva�em ovog izraza u jednaqinu (28) dobijamo:

θ2E = θ21 − θ1
θ2E − θ22
θ2

. (47)

Pomno�imo sada sa θ2 da bismo se oslobodili razlomka

θ2Eθ2 = θ21θ2 − θ1θ2E + θ1θ
2
2 ⇒ θ2Eθ1 + θ2Eθ2 = θ21θ2 + θ1θ

2
2 , (48)

odakle sledi
θ2E(θ1 + θ2) = θ1θ2(θ1 + θ2) . (49)

Konaqno
θ2E = θ1θ2 . (50)

Sada mo�emo izraziti M preko mer	ivih veliqina. Zame�uju�i izraz za Ajnxtajnov
ugao (27) u jednaqinu (50) dobijamo:

4GM

c2
d1
d2d

= θ1θ2 , (51)

stoga je

M =
c2

4G

θ1θ2d2d

d1
. (52)

Jednaqina (52) nam omogu�ava da mere�em odgovaraju�ih uglova i rastoja�a odredimo
masu M tela koje igra ulogu gravitacionog soqiva. Me�utim, u sluqaju galaksija, ispos-
tav	a se da skreta�e svetlosti nije u saglasnosti sa proce�enom masom vid	ivog dela
galaksije. Svetlost skre�e vixe nego xto predvi�a teorijski model vid	ivog dela galak-
sije. Drugim reqima, ili ima vixe materije na mestu gde se nalazi gravitaciono soqivo
(galaksija), ili je opxta teorija relativnosti pogrexna.
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4 Ugao raseja�a svetlosti

Kao xto smo videli u prethodnom poglav	u, opxta teorija relativnosti predvi�a
rasejava�e svetlosti u gravitacionom po	u sfernog tela mase M pod uglom α iz jednaqine
(16). Po zakonima nerelativistiqke fizike svetlost nema masu, pa do rasejava�a ne
dolazi, me�utim ako svetlost aproksimiramo malim telom mase m −→ 0, koje se kre�e
brzinom v −→ c, tada �utnova fizika predvi�a nenulti ugao raseja�a α, koji mo�emo
izraqunati na slede�i naqin [5].

Neka se telo opisano u prethodnom paragrafu kre�e u gravitacionom po	u fiksirane
lopte mase M . Poxto je gravitaciona sila centralna sila smemo da iskoristimo zakon
odr�a�a momenta impulsa i mehaniqke energije da bismo dobili jednaqinu kreta�a tela.
Posmatramo sluqaj kreta�a u xy ravni. Potencijalna energija gravitacione interakcije
tela i lopte je:

Ep = −GmM
r

= −G mM√
x2 + y2

, (53)

gde je r rastoja�e tela od centra sfere, a x i y koordinate tela u Dekartovom koordinat-
nom sistemu sa centrom u sredixtu lopte. Kinetiqka energija tela je:

Ek =
mv2

2
=
m(v2x + v2y)

2
=
mẋ2

2
+
mẏ2

2
, (54)

gde je ḟ = df
dt . Iz formula (53) i (54) sledi da je ukupna mehaniqka energija tela u

Dekartovim koordinatama

E = Ek + Ep =
mẋ2

2
+
mẏ2

2
−G mM√

x2 + y2
. (55)

Moment impulsa tela je
~L = ~r × ~p = m ~r × ~v . (56)

Poxto je ~r = x~ex + y~ey i ~v = ẋ~ex + ẏ~ey, gde su ~ex i ~ey jediniqni vektori, va�i:

~r × ~v =

∣∣∣∣∣∣∣∣
~ex ~ey ~ez

x y 0

ẋ ẏ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (xẏ − yẋ)~ez . (57)

Zame�iva�em (57) u (56) dobijamo:

~L = m(xẏ − yẋ)~ez , (58)

pa je
‖~L‖2 = L2 = ~L · ~L = m2(xẏ − yẋ)2 , (59)

odakle sledi
L = m(xẏ − yẋ) , (60)

gde ukoliko L ima negativnu vrednost to samo znaqi da je suprotno usmereno u odnosu
na smer z ose. Zapiximo sada jednaqine (55) i (56) u polarnim koordinatama. Ako sa r
oznaqimo radijalnu koordinatu, a sa ϕ ugaonu, tada va�i:

x = r cosϕ , (61)
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y = r sinϕ . (62)

Poxto nam u izrazima za mehaniqku energiju i moment impulsa figurixu i prvi izvodi
x i y koordinate polo�aja od vremena, i �ih izraqunavamo na slede�i naqin:

ẋ = (x(t))′ = (r(t) cos(ϕ(t)))′ = r′ cosϕ− rϕ′ sinϕ = ṙ cosϕ− rϕ̇ sinϕ , (63)

sliqno i za ẏ dobijamo:

ẏ = y′ = (r sinϕ)′ = r′ sinϕ+ rϕ′ cosϕ = ṙ sinϕ+ rϕ̇ cosϕ . (64)

Ako sada zamenimo (61), (62), (63) i (64) u (55), dobijamo:

E =
m(ṙ cosϕ− rϕ̇ sinϕ)2

2
+
m(ṙ sinϕ+ rϕ̇ cosϕ)2

2
−G mM√

(r cosϕ)2 + (r sinϕ)2

=
m

2
((ṙ cosϕ− rϕ̇ sinϕ)2 + (ṙ sinϕ+ rϕ̇ cosϕ)2)−G mM√

r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ

=
m

2
(ṙ2 cos2 ϕ− 2rṙϕ̇ cosϕ sinϕ+ r2ϕ̇2 sin2 ϕ+ ṙ2 sin2 ϕ+ 2rṙϕ̇ sinϕ cosϕ+ r2ϕ̇2 cos2 ϕ)

−G mM√
r2(sin2 ϕ+ cos2 ϕ)

=
m

2
(ṙ2(sin2 ϕ+ cos2 ϕ) + r2ϕ̇2(sin2 ϕ+ cos2 ϕ))−GmM√

r2
, (65)

gde smo koristili da je sin2 ϕ+cos2 ϕ = 1. Poxto je r ≥ 0 po definiciji, onda
√
r2 = |r| =

r, pa se jednaqina (65) pretvara u

E =
m(ṙ2 + r2ϕ̇2)

2
−GmM

r
. (66)

Sada �emo na sliqan naqin izvesti izraz za moment impulsa u polarnim koordinatama.
Zamenimo (61), (62), (63) i (64) u (60) da bismo dobili:

L = m(r cosϕ(ṙ sinϕ+ rϕ̇ cosϕ)− r sinϕ(ṙ cosϕ− rϕ̇ sinϕ))

= m(rṙ cosϕ sinϕ+ r2ϕ̇ cos2 ϕ− rṙ sinϕ cosϕ+ r2ϕ̇ sin2 ϕ) = m(r2ϕ̇(cos2 ϕ+ sin2 ϕ)) , (67)

pa koriste�i da je sin2 ϕ+ cos2 ϕ = 1, dobijamo

L = mr2ϕ̇ . (68)

Primetimo tako�e da je dobijeni izraz u skladu sa onim koji bismo oqekivali poznavaju�i
zakone dinamike rotacije, jer je L = mr2ϕ̇ = mr2ω = Iω, gde je I moment inercije materi-
jalne taqke koja rotira oko nepokretne ose na rastoja�u r, a ω ugaona brzina materijalne
taqke pri toj rotaciji.

Kao xto smo ve� rekli, ci	 nam je da koriste�i zakone odr�a�a mehaniqke energije i
momenta impulsa izvedemo zavisnost r(ϕ). Da bismo rexili taj sistem diferencijalnih
jednaqina uvedimo smenu

u(t) =
1

r(t)
−Gm

2M

L2
, (69)
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pa sada zapravo tra�imo u(ϕ). Poxto je L konstanta, onda je tako�e i −Gm2M
L2 konstanta,

pa iz jednaqine (69) sledi da je

u̇ = − 1

r2
ṙ . (70)

�elimo da izrazimo ṙ i ϕ̇ koji figurixu u izrazu za mehaniqku energiju (jednaqina (66))
preko u(ϕ) i ϕ i �ihovih izvoda. Koriste�i pravilo izvoda slo�ene funkcije i izraz
(70) imamo da je

− 1

r2
ṙ = u̇ = u′ = (u(ϕ(t)))′ = u′(ϕ(t))ϕ′(t) = ϕ̇

du

dϕ
, (71)

odakle sledi

ṙ = −r2ϕ̇ du
dϕ

. (72)

Ako sada iskoristimo da je L = mr2ϕ̇, imamo da je

ṙ = − L
m

du

dϕ
. (73)

Tako�e iz izraza za moment impulsa i veze izme�u r i u (jednaqina (69)) izvodimo slede�e

ϕ̇ =
L

mr2
=
L

m

(
1

r

)2

=
L

m

(
u+

Gm2M

L2

)2

. (74)

Tako�e, iz jednaqine (69) dobijamo:

1

r
= u+

Gm2M

L2
, (75)

pa je onda

r =
1

u+ Gm2M
L2

. (76)

Ako sada zamenimo izraze (73), (74), (75) i (76) u jednaqinu (66) dobijamo

E =
m

2

(− L
m

du

dϕ

)2

+

(
1

u+ Gm2M
L2

)2(
L

m

(
u+

Gm2M

L2

)2
)2
−GmM (

u+
Gm2M

L2

)
.

(77)
Sre�iva�em jednaqine (77) dobijamo

2mE

L2
=

(
du

dϕ

)2

+ u2 −
(
Gm2M

L2

)2

. (78)

Definiximo veliqinu A takvu da je

A2 =
2mE

L2
+

(
Gm2M

L2

)2

. (79)

Ako sada na obe strane jednakosti (78) dodamo
(
Gm2M
L2

)2
i zamenimo (79) dobijamo:

A2 =

(
du

dϕ

)2

+ u2 , (80)
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pri qemu su A2, pa i |A|, konstante, jer su iz zakona odr�a�a mehaniqke energije i momenta
impulsa E i L konstantni. Reximo diferencijalnu jednaqinu (80) da bismo dobili u(ϕ).
Iz (80) imamo:

|A|2 − u2 =

(
du

dϕ

)2

. (81)

Primetimo da bi ova jednaqina imala uopxte smisla mora da va�i da je |A|2 − u2 ≥ 0.
Xto da	e mo�e da se transformixe na slede�i naqin:

|A|2 − u2 ≥ 0 ⇐⇒ |A|2 ≥ u2 ⇐⇒ u2

|A|2
≤ 1 ⇐⇒

(
u

|A|

)2

≤ 1 , (82)

gde smo iskoristili da je |A| =

√
2mE
L2 +

(
Gm2M
L2

)2
6= 0, jer je m > 0. Za dokaz da ova

nejednakost mora da bude ispu�ena u naxem sluqaju, tj. kada su vrednosti odgovaraju�ih
veliqina kao iz postavke problema, pogledati dodatak A.

Kako smo razmotrili uslov definisanosti, mo�emo se vratiti rexava�u, jednaqinu
(81) sada smemo korenovati, poxto su obe strane nenegativne:√

|A|2 − u2 =

∣∣∣∣dudϕ
∣∣∣∣ = ∓du

dϕ
, (83)

pa je

dϕ = ∓ du√
|A|2 − u2

, (84)

odakle ukoliko izvuqemo |A|2 iz korena dobijamo

dϕ = ∓ du

|A|
√

1−
(
u
|A|

)2 . (85)

Poxto smo razdvojili prome�ive, sada mo�emo integraliti obe strane:∫
dϕ = ∓

∫
1√

1−
(
u
|A|

)2 du|A| . (86)

Uvedimo smenu t = u
|A| (dt = du

|A|), da bismo dobili:∫
dϕ = ∓

∫
1

1− t2
dt , (87)

odakle sledi da je

ϕ = ∓ arcsin
u

|A|
+ C1 . (88)

Poxto je arcsinx = − arccosx+ π
2 , da	e imamo da je

ϕ− C1 = ∓
(
− arccos

u

|A|
+
π

2

)
, (89)
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poxto je (∓1) · (−1) = ±1, dobijamo da je

ϕ− C1 = ± arccos
u

|A|
∓ π

2
=

{
arccos u

|A| −
π
2

− arccos u
|A| + π

2 = arccos(− u
|A|)− π + π

2 = arccos(− u
|A|)−

π
2

.

(90)
Zak	uqujemo

ϕ+
π

2
− C1 = arccos

(
± u

|A|

)
. (91)

Definiximo B = π
2 − C1 i uzmimo kosinus od obe strane

± u

|A|
= cos(ϕ+B) , (92)

odakle je konaqno
u = ±|A| cos(ϕ+B) . (93)

Ako sada ovo zamenimo u (76) sa strane 19 dobijamo tra�enu jednaqinu trajektorije qes-
tice, odnosno zavisnost r(ϕ):

r(ϕ) =
1

±|A| cos(ϕ+B) + Gm2M
L2

. (94)

Poka�imo da jednaqina (94) odgovara jednaqini hiperbole. Primetimo prvo da je bez
uma�e�a opxtosti B = 0, jer me�a�em B trajektorija qestice koja odgovara (94) samo
rotira oko koordinatnog poqetka. Sada ako u definiciji A (vidi (79)) uvedemo oznake

p =
2mE

L2
(95)

i

q =
Gm2M

L2
(96)

dobijamo da je
A2 = p+ q2 , (97)

to jest
|A| =

√
p+ q2 . (98)

Tako�e iz jednaqine (61) sa strane 17 i koriste�i qi�enicu da je

r =

√
r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ =

√
x2 + y2 , (99)

dobijamo da je

cosϕ =
x

r
=

x√
x2 + y2

. (100)

Zamenimo sada (96), (98), (99) i (100) u (94)√
x2 + y2 =

1

±
√
p+ q2 x√

x2+y2
+ q

, (101)
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pa je odatle
±x
√
p+ q2 + q

√
x2 + y2 = 1 . (102)

Dodava�em ∓x
√
p+ q2 sa obe strane i kvadrira�em da	e dobijamo

q2(x2 + y2) = 1∓ 2x
√
p+ q2 + x2(p+ q2) . (103)

Oduzmimo 1 + q2y2 + q2x2 od obe strane

q2x2 + q2y2 − 1− q2y2 − q2x2 = 1∓ 2x
√
p+ q2 + x2p+ x2q2 − 1− q2y2 − q2x2 , (104)

pa da	e imamo
px2 ∓ 2

√
p+ q2x− q2y2 = −1 . (105)

Dodajmo obe strane p+q2

p i izvucimo p ispred zagrade da bismo napravili kvadrat binoma

p

(
x2 ∓ 2

√
p+ q2

p
x+

p+ q2

p2

)
− q2y2 =

p+ q2

p
− 1 , (106)

odakle sledi da je

p

(
x∓

√
p+ q2

p

)2

− q2y2 =
p+ q2 − p

p
=
q2

p
. (107)

Pomno�imo sada celu jednaqinu sa p
q2
, da bismo konaqno dobili

p2

q2

(
x∓

√
p+ q2

p

)2

− py2 = 1 , (108)

odnosno (
x∓
√
p+q2

p

)2

q2

p2

− y2

1
p

= 1 . (109)

Ukoliko oznaqimo c = ∓
√
p+q2

p , a2 = q2

p2
imamo da je

(x+ c)2

a2
− y2

1
p

= 1 . (110)

Sada u zavisnosti od toga da li je p = 2mE
L2 (vidi (95)) pozitivno ili negativno tj. da

li telo ima pozitivnu ili negativnu energiju jednaqina (110) je jednaqina hiperbole ili
elipse, redom (faktor +c nema nikakvog uticaja ve� samo translira hiperbolu/elipsu
du� x ose). Poxto u naxem sluqaju telo dolazi iz daleka brzinom v −→ c �egova meha-

niqka energija je tada E = Ek +Ep = mv2

2 −G
mM
r −→

mc2

2 > 0, kada r −→ +∞, pa se onda,
jer je 1

p > 0, jednaqina (110) transformixe u

(x+ c)2

a2
− y2

b2
= 1 , (111)
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Slika 11: Trajektorija raseja�a qestice pod dejstvom �utnove gravitacione sile

gde je b =
√

1
p . Zak	uqujemo da je jednaqina trajektorije (94) jednaqina hiperbole u naxem

sluqaju.
Postavimo ose x i y, tako da je qestica najbli�a masi M za y = 0 , tj. za ϕ = 0 (vidi

sliku 11). Drugim reqima, funkcija

r(ϕ) =
1

±|A| cos(ϕ+B) + Gm2M
L2

(112)

dosti�e minimum za ϕ = 0. Odnosno, �en prvi izvod je jednak nuli kad je ϕ = 0 i me�a
znak u toj taqki, za ma�e vrednosti je negativan, a za ve�e pozitivan. Izraqunajmo prvi
izvod r(ϕ):

r′(ϕ) = (−1)
1(

±|A| cos(ϕ+B) + Gm2M
L2

)2 (±|A|(− sin(ϕ+B)))

=
±|A| sin(ϕ+B)(

±|A| cos(ϕ+B) + Gm2M
L2

)2 . (113)

Poxto je imenilac svakako ve�i od nule, znak prvog izvoda zavisi samo od brojioca
±|A| sin(ϕ+B). Imamo da treba da bude

r′(0) = ±|A| sin(B) = 0 , (114)
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odakle zak	uqujemo da je B = 0 ili B = π. Pri qemu da bi bio ispu�en drugi uslov tj. da
r′(ϕ) me�a znak u B tako da je za ma�e vrednosti negativan, a za ve�e pozitivan, moramo
da razmatramo odvojeno sluqaj predznaka + odnosno −. Zak	uqujemo da je za predznak +
ovaj uslov ispu�en samo za B = 0, dok je za predznak − ovaj uslov ispu�en samo za B = π.
Ali poxto je cos(x+ π) = − cos(x), imamo da je

±|A| cos(ϕ+B) =

{
+|A| cos(ϕ+ 0)
−|A| cos(ϕ+ π) = −|A|(− cos(ϕ))

}
= |A| cosϕ . (115)

Kada to zamenimo u jednaqinu trajektorije (112) dobijamo:

r(ϕ) =
1

|A| cosϕ+ Gm2M
L2

. (116)

Ci	 nam je da iz jednaqine trajektorije izraqunamo ugao raseja�a qestice α (vidi
sliku 11). Da bismo to uqinili izraquna�emo asimptotski ugao θ i onda na�i vezu izme�u
α i θ. Imamo da po definiciji θ va�i da je

lim
ϕ→±θ

r(ϕ) = +∞ , (117)

odakle sledi da je

1

|A| cos(±θ) + Gm2M
L2

= +∞ ⇒ |A| cos(±θ) +
Gm2M

L2
= 0 . (118)

Odavde zak	uqujemo da je

cos θ = −Gm
2M

|A|L2
. (119)

Ostalo je jox da izraqunamo |A|. Kada je telo jako daleko imamo da je E = mc2

2 i L = mcb
(naravno, poxto va�e zakoni odr�a�a, E i L imaju ove vrednosti tokom celog kreta�a).
Ako to zamenimo u izraz za A2 (jednaqina (79) sa strane 19) dobi�emo

A2 =
2mmc2

2

m2c2b2
+

(
Gm2M

m2c2b2

)2

=
m2c2

m2c2b2
+

(
GM

c2b2

)2

=
1

b2

(
1 +

(
GM

c2b

)2
)
. (120)

Poxto je svako telo, sa izuzetkom crnih rupa, mnogo ve�e od svog Xvarcxildovog radi-
jusa, rs = 2GM

c2
, gde je M masa tela, mo�emo zak	uqiti da je rL � rs

2 = GM
c2
, gde je rL

polupreqnik lopte. Ali zbog toga xto je b > rL (inaqe bi qestica udarila o telo mase
M), va�i da je b > rL � GM

c2
tj.

GM

c2b
� 1 , (121)

tako�e, (
GM

c2b

)2

� 1 , (122)

pa je

1 +

(
GM

c2b

)2

≈ 1 . (123)
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Pa se iz (120) nakon korenova�a dobija

|A| = 1

|b|
=

1

b
. (124)

Zamenimo sada ovo u (119) i iskoristimo da je L = mcb:

cos θ = − Gm2M
1
bm

2b2c2
= −GM

bc2
= − rs

2b
. (125)

Pogledajmo ponovo sliku 11. Primetimo da je

β + α = θ (126)

i da je
β + β + α = π . (127)

Iz (126) imamo da je β = θ − α. Zamenimo to u (127) da bismo dobili:

θ − α+ θ − α+ α = π , (128)

odakle konaqno
α = 2θ − π . (129)

Sada imamo da je

sinα = sin(2θ − π) = sin 2θ cos(−π) + sin(−π) cos(2θ) = − sin 2θ = −2 sin θ cos θ . (130)

Poxto θ ∈ (0, π) (vidi sliku 11), va�i da je sin θ > 0, stoga je sin θ = +
√

1− cos2 θ. Ali

kako je − cos2 θ = −
(
−GM

c2b

)2
= −

(
GM
c2b

)2 � 1 (vidi jednaqinu (122)), mo�emo primeniti
aproksimaciju (1 + x)α ≈ 1 + αx, kad je x� 1, pa je onda

sin θ = (1− cos2 θ)
1
2 ≈ 1− 1

2
cos2 θ . (131)

Ubacimo sada ovo u jednaqinu (130)

sinα = −2

(
1− 1

2
cos2 θ

)
cos θ = −2 cos θ + cos3 θ . (132)

Imaju�i na umu da je cos θ = −GM
c2b
� 1 (vidi jednaqine (121) i (125)) zanemarimo tre�i

stepen male veliqine cos θ:

sinα ≈ −2 cos θ =
2GM

c2b
. (133)

Primetimo da je i sinα = 2GM
c2b
� 1, pa mo�emo iskoristiti aproksimaciju sinx ≈ x za

male uglove da bismo konaqno dobili

α =
2GM

c2b
. (134)

Rezultat koji se dobija u okviru OTR je duplo ve�i od ovog rezultata, jednaqina (16) na
strani 11.
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5 Teorijski kandidati za tamnu materiju

Postoje dva naqina da se objasne eksperimentalni rezultati koje dobijamo [1]. Jedan
naqin je da izmenimo opxtu teoriju relativnosti tj. da pretpostavimo da postoji jox
jedno po	e koje deluje na sva tela, xto podrazumeva me�a�e Ajnxtajnove jednaqine po	a

Gµν + Λgµν =
8πG

c4
Tµν . (135)

Specifiqno, ovaj pristup podrazumeva me�a�e leve strane jednaqine dodava�em jox jed-
nog qlana. Drugi naqin objax�ava�a eksperimentalnih rezultata koji se dovode u vezu
sa tamnom materijom podrazumeva da je OTR dobra i taqna teorija, a rezultate objax�ava
uvo�e�em nove materije, izvan Standardnog Modela elementarnih qestica [6]. Naime,
u tom sluqaju me�amo desnu stranu jednaqine (135) me�a�em qlana Tµν , koji predstav	a
tenzor energije-impulsa. Postoji vixe kandidata qestica koji bi mogli da objasne efekte
koje vidimo, ali za sada nemamo nikakvih eksperimentalnih dokaza o tome xta bi zapravo
mogla biti tamna materija. Te�ina problema le�i i u tome xto ukoliko izaberemo prvi
pristup, mi zapravo tvrdimo da je OTR pogrexna ili u najma�u ruku nepotpuna teorija,
dok ukoliko izaberemo drugi pristup tvrdimo da je Standardni Model pogrexan ili u
najma�u ruku nepotpun. Me�utim, obe ove teorije su jako dobro eksperimentalno prove-
rene i pokazale su se neverovatno preciznim u brojnim eksperimentima koje smo izveli
do sada. Nikada nismo imali bo	ih poklapa�a izme�u eksperimenta i teorije. Bilo
koja varijacija ijedne od ove dve teorije bi morala da prvo objasni sve druge fenomene i
rezultate koje vidimo, a tek onda, povrh toga, pojave koje povezujemo sa tamnom materijom.

U tabeli 1 mo�emo videti jednu podelu ve�ine bitnih hipoteza koje pokuxavaju da
objasne sliqne efekte koje pripisujemo tamnoj materiji [7]. Mi �emo spomenuti samo
nekoliko najbitnijih.

Prvi od kandidata za objax�e�e tamne materije jeste aksion [8]. Kvantni hromodi-
namiqki aksioni su hipotetiqke elementarne qestice koje pridru�ujemo po	u aksiona
koje je postulirano kao potencijalno rexe�e problema oquva�a CP-simetrije u kvantnoj
hromodinamici. Naime, do jake interakcije dolazi jer po	e gluona interaguje sa tzv. gus-
tinom struje kvarkova, koja ima vektorsku prirodu i mo�e biti aksijalno ili polarno.
Stoga se jaka interakcija opisuje sa dva razliqita sabirka { gluon-polarnom strujom i
gluon-aksijalnom strujom. Me�utim, jedno od otvorenih pita�a savremene fizike jeste
zaxto u eksperimentima detektujemo samo polarni qlan tj. zaxto je konstanta interak-
cije koja mno�i aksijalnu struju (koju inaqe obele�avamo sa θ) ima jako malu vrednost
koja je bliska ili jednaka nuli. Ispostav	a se da ukoliko bi postojao aksijalni qlan
on bi doveo do naruxe�a CP-simetrije, koja je inaqe naruxena kod slabe interakcije,
pa je pita�e zaxto nije i kod jake. Jedan od teorijskih modela koji pokuxava da pru�i
teorijski razlog da vrednost θ bude prosto jednaka nuli jeste Peccei-Quinn6 model, koji
uvodi novo po	e aksiona i samim tim i novu qesticu koja se zove aksion. Me�utim, svi
dosadax�i pokuxaji detektova�a aksiona nisu bili uspexni. Ukoliko on bude otkriven
i ukoliko �egova masa upadne u neki odgovaraju�i opseg, on bi mogao da bude objax�e�e
svih efekata koje vidimo u vezi sa tamnom materijom.

6Roberto Daniele Peccei (1942 – 2020), italijanski teorijski fiziqar qestica, Helen Rhoda
Arnold Quinn (1943), australijski fiziqar qestica.
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uvo�e�e
nove materije

laki bozoni
kvantni hromodinamiqki aksioni

qestice poput aksiona
fuzzy hladna tamna materija

neutrini
Standardni Model
sterilni neutrini

slaba skala

supersimetrija
dodatne dimenzije

mali Higs
efektivna teorija po	a

druge qestice
slabo interaguju�e

masivne qestice (WIMP)
samointeraguju�a tamna materija

makroskopska
materija

primordijalne crne rupe
masivni kompaktni

halo objekti (MaCHOs)
makroskopska tamna materija (Macros)

modifikova�e gravitacije
modifikovana �utnova dinamika (MoND)
tenzor-vektor-skalar gravitacija (TeVeS)

Tabela 1: Klasifikacija svih hipoteza o tamnoj materiji

Naredni kandidat jesu supersimetriqni partneri qestica Standardnog Modela [9, 10].
Premda je 1967. godine dokazana takozvana Coleman-Mandula7 teorema koja tvrdi da pros-
torvremenske i unutrax�e simetrije ne mogu iskombinovati ni na jedan netrivijalan
naqin, ispostavilo se da postoji jedan izuzetak od pretpostavki ove teoreme. Drugim
reqima mogu�e je proxiriti Poenkareovu simetriju na ve�u grupu prostorvremenskih si-
metrija na netrivijalan naqin. Na taj naqin uopxtavamo Standardni Model elementarnih
qestica na supersimetriqne teorije koje podrazumevaju da svaka qestica iz Standardnog
Modela ima svoju supersimetriqnu partner-qesticu. Me�utim, supersimetrija bi, ako bi
postojala, bila naruxena ispod neke energetske skale tj. u niskoenergetskim eksperi-
mentima ne bi bila ispoxtovana. Iako bi �eno postoja�e imalo niz lepih svojstava i
rexavalo mnogo otvorenih problema moderne fizike (izme�u ostalog problem hijerarhije,
problem ujedi�e�a jake, slabe i elektromagnetne interakcije, problem kosmoloxke kons-
tante kao i pobo	xa�a u opisu gravitacije (supergravitacija, superstrune)), supersime-
trija nije detektovana eksperimentalno. Tako�e, ako bi postojala, qestice superpartneri
poxto imaju masu ve�u od svih postoje�ih qestica mogu igrati ulogu gradivnih qestica
tamne materije. Do sada nijedna qestica superpartner nije detektovana.

Jox jedan kandidat za objax�ava�e efekata tamne materije jesu takozvani sterilni
neutrini [11]. Naime, tokom 90-tih godina proxlog veka da bi se rexio problem So-
larnih neutrina8 fiziqari su se okrenuli mehunizmu neutrino oscilacija (mogu�nost

7Sidney Richard Coleman (1937 – 2007), ameriqki teorijski fiziqar, Jeffrey Ellis Mandula (1941),
ameriqki fiziqar.

8Prime�eno je da do nas sa Sunca dolazi dva do tri puta ma�e neutrina nego xto bismo oqe-
kivali na osnovu teorijskih razmatra�a termonuklearnih reakcija u centru Sunca.
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pretvara�a elektronovog neutrina u mionski, mionskog u tau i tau natrag u elektronov)
koji podrazumeva da neutrini imaju nenultu masu. Postoja�e ovih oscilacija i kasnije
mere�e masa neutrina zahtevalo je promenu Standardnog Modela elementarnih qestica.
Ovo mo�e biti uqi�eno na vixe naqina i jox uvek ne postoji konsenzus oko toga koji
od �ih je najbo	i, jer su eksperimenti sa neutrinima jako texki i postoji jox mnogo
k�ihovih osobina koje nam nisu poznate. Dodatno, postav	a se pita�e ukoliko neutrini
imaju masu zaxto svi imaju takozvanu levu kiralnost, dok svi antineutrini imaju desnu.
Kiralnost qestice je osobina levog odnosno desnog "zavrt�a" i razlikuje qestice u od-
nosu na ogledalsku simetriju. Dok se verovalo da je masa neutrina nula, nije bilo qudno
xto svi imaju levu kiralnost, jer za bezmasene qestice va�i zakon odr�a�a kiralnosti.
Me�utim, za masene qestice, ovaj zakon je naruxen, pa se postav	a pita�e zaxto u ekspe-
rimentima nikad ne vidimo neutrine desne kiralnosti. Jedno od rexe�a ovog problema
jeste postoja�e takozvanih sterilnih neutrina koji imaju desnu kiralnost, ali nemaju
naboj qak ni za slabu interakciju. Ovo se posti�e takozvanim seesaw mehanizmom po kom
sterilni neutrini imaju velike mase i nemaju naboj za slabu interakciju, dok obiqni
neutrini imaju male mase i nenulti naboj za slabu interakciju. Sterilni neutrini bi
zbog svoje mase i osobine da ne interaguju nikako sem gravitaciono bili odliqan kan-
didat za gradivni element tamne materije. Me�utim, oni do sada nisu eksperimentalno
detektovani.

Slabo-interaguju�e masivne qestice (tzv. WIMP) su hipotetiqke qestice koje po de-
finiciji predstav	aju gradivne qestice tamme materije. Za razliku od prethodnih kan-
didata, koji su uvedeni iz drugih razloga koji nemaju veze sa tamnom materijom, WIMP
uvodimo femenoloxki specifiqno da bismo opsiali tamnu materiju. Dakle one nisu te-
orijski precizno uvedene sa taqno odre�enim veliqinama, ve� za qesticu ka�emo da je
WIMP ukoliko ispu�ava slede�e uslove:

1. qestica interaguje slabom i gravitacionom silom i ne interaguje jakom niti elek-
tromagnetnom,

2. qestica tako�e potencijalno interaguje i nekom dodatnom, petom silom, pri qemu
�en intenzitet nije ve�i od intenziteta slabe sile,

3. qestica ima masu uporedivu sa masom protona, ili ve�u.

Oqekuje se da zbog hla�e�a zbog xire�a univerzuma kao i zbog svoje velike mase WIMP
qestice imaju male energije i da se poslediqno nagomilavaju oko postoje�ih tela velikih
masa (galaksija, planeta, zvezda). Tako�e se pretpostav	a da bi onda na tim mestima zbog
nagomilava�a trebalo da dolazi do sudara izme�u qestice i �ene antiqestice (anihila-
cija), xto onda znaqi da bi centri galaksija i zvezda trebali da budu izvori zraqe�a sa
specifiqnim spektrom koji odgovara tim sudarima i koji se ne mo�e objasniti na drugi
standardniji naqin. Me�utim, do sada takvo zraqe�e koje ne mo�e biti objax�eno na
drugi standardniji naqin nije detektovano. Dobar teorijski kandidat za WIMP qestice
jesu supersimetriqni partneri postoje�ih qestica, poxto ispu�avaju sva tri gorenave-
dena uslova, za razliku od prethodno pomenutih aksiona i sterilnih neutrina.

Tokom razvoja ideja za rexava�e problema tamne materije jedna od ideja je bila da se
tamna materija sastoji od takozvanih masivnih astrofiziqkih kompaktnih halo objekata
(MACHO). Za razliku od prethodnih kandidata u pita�u su makroskopski objekti, koji
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su veliqine asteroida, planeta i ma�ih zvezda i koji ne mogu da emituju svetlost i zbog
toga su "tamni". Me�u ove objekte spadaju:

• asteroidi i planete-lutalice, koji nisu vezani za sunqeve sisteme

• ugaxeni beli patu	ci (tzv. crni patu	ci) i ohla�ene neutronske zvezde

• braon patu	ci (proto-zvezde koje nisu imale dovo	nu masu da postanu prave zvezde
tj. da u �ima poqnu da se dexavaju nuklearne reakcije)

• male i sred�e crne rupe koje nemaju oko sebe akrecioni disk

Me�utim, kao i sva barionska materija na temperaturi ve�oj od apsolutne nule i MACHO-
i bi trebali da emituju elektromagnetno zraqe�e. Do sada ovo zraqe�e nije detektovano
i otpisani su svi objekti qija je masa izme�u 0, 3 mase Meseca i 100 masa Sunca. Mnogi od
kandidata sa spiska su i teorijski problematiqni. Naime, zbog odr�a�a momenta impulsa
stvara�e crne rupe bez akrecionog diska je vrlo retka pojava, dok se tako�e ispostav	a
da beli patu	ci i neutronske zvezde nisu imali dovo	no vremena da se ohlade i ugase, jer
nije proxlo dovo	no vremena od postanka Univerzuma da bi se taj proces desio. Danas
postoji konsenzus da je MACHO hipoteza prevazi�ena, jer su preciznija astrofiziqka
ispitiva�a i teorijska razmatra�a eliminisala sve kandidate sa gor�eg spiska jednog
po jednog, pa bi u najoptimistiqnijem sluqaju MACHO objekti mogli da objasne samo 20%
mase tamne materije koju detektujemo gravitacionim efektima.

Ve� je pomenuto da postoje dva razliqita pristupa rexava�u problema tamne mate-
rije. Do sada smo razmatrali samo hipoteze koje podrazumevaju uvo�e�e nove materije,
a sada �emo razmotriti hipoteze koje podrazumevaju modifikova�e gravitacije i bo	e
definisati razliku izme�u dva pristupa.

Jedna od prvih hipoteza koje su podrazumevale me�a�e samog zakona gravitacije umesto
uvo�e�a nove materije kao izvora gravitacionog po	a jeste modifikovana �utnova di-
namika [12] (modified Newtonian dynamics, MoND). Ona pretpostav	a da se �utnov zakon
gravitacije me�a na rastoja�ima reda veliqine jedne galaksije. Iako prvobitno primam-
	iva, ova teorija je brzo opovrgnuta jer je u suxtini nerelativistiqka. Kasnije se pojavio
ozbi	niji relativistiqki pristup, pre svega u obliku tenzor-vektor-skalar modela [13]
(TeVeS).

Modifikova�e gravitacije se u suxtini svodi na opisiva�e gravitacije ne samo me-
trikom (jednaqina (135)), ve� metrikom i dodatnim po	ima. Me�utim, na formalnom
teorijskom nivou mi dodajemo nova po	a i ukoliko pretpostavimo da postoji dodatna ma-
terija u galaksiji, pa iako me�amo desnu stranu Ajnxtajnove jednaqine po	a, mi naime
tu izmenu mo�emo "prebaciti" na levu stranu i na taj naqin dobiti sliqan oblik jed-
naqine kao u sluqaju modifikova�a gravitacije odnosno dodava�a novog gravitacionog
po	a. Stoga se postav	a pita�e kako razlikovati ova dva pristupa. Postoji, me�utim,
konvenvijom dogovreno pravilo za svrstava�e nove hipoteze u odgovaraju�u grupu. Naime,
ukoliko po	e koje odgovara hipotezi poxtuje princip ekvivalencije, hipotezu svrstavamo
u grupu dodava�a materije, dok je inaqe smatramo modifikova�em zakona gravitacije.
Iako konvencija, ovaj kriterijum je nedvosmislen, rigorozan i omogu�ava nam da bilo
koju novu hipotezu na jasan naqin svrstamo ili u grupu "OTR sa novom materijom" ili u
"modifikovana gravitacija". Iako postoje predlozi iz obe grupe, treba naglasiti da za
sada prednost imaju modeli "materije", jer svi do sada eksperimentalni rezultati ukazuju
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na to da tamna materija poxtuje princip ekvivalencije i odatle materija u nazivu. Uko-
liko u budu�nosti bude detektovano naruxe�e principa ekvivalencije ova situacija mo�e
lako da se promeni, me�utim, do tada, modeli koji podrazumevaju dodava�e materije imaju
prednost nad modelima modifikovane graivtacije, makar i samo kroz ovu konvenciju.

6 Zak	uqak

U ovom radu, nakon xto smo u uvodu izneli kratki istorijat i objasnili znaqaj tamne
materije, bavili smo se dvema metodama detekcije tamne materije, rotacionim krivama ga-
laksija i gravitacionim soqivom. Tako�e smo prodiskutovali potencijalne hipoteze koje
pokuxavaju da objasne tamnu materiju. U drugom poglav	u smo aproksimacijom eksperi-
mentalno dobijene raspodele brzina zvezda, koristivxi pojednostav	en model galaksije
i �utnov zakon gravitacije dobili kakva mora biti raspodela mase od centra galaksije.
Dobili smo da mora postojati masa izvan vid	ivog dela galaksija. Tu masu smo pripi-
sali tamnoj materiji. Zatim smo u tre�em poglav	u geometrijskom analizom i koriste�i
izraz za ugao raseja�a svetlosti na masivnom telu koji se izvodi koriste�i OTR naxli
vezu izme�u uglova pod kojima vidimo likove galaksije (ili nekog drugog nebeskog tela,
npr. kvazara) iza gravitacionog soqiva i veliqine koju smo nazvali Ajnxtajnov ugao.
Poxto u izrazu za Ajnxtajnov ugao figurixu poznata rastoja�a i masa gravitacionog
soqiva, mogli smo da je izraqunamo. Potom smo konstatovali da je masa koja se dobija
ve�a od proce�ene mase vid	ivog dela galaksije i da se razlika pripisuje tamnoj ma-
teriji. U qetvrtom poglav	u smo zrak svetlosti aproksimirali telom mase koja te�i
nuli i qija brzina te�i brzini svetlosti da bismo izveli nerelativistiqku formulu za
ugao raseja�a svetlosti. Koriste�i zakon odr�a�a energije i momenta impulsa, naxli
smo jednaqinu trajektorije u gravitacionom po	u masivne sfere. Zatim smo na osnovu te
jednaqine izveli izraz za ugao raseja�a. Dobijeni rezultat je duplo ma�i od onog koji
se dobija koriste�i opxtu teoriju relativnosti. U narednom, petom, poglav	u pozaba-
vili smo se hipotezama koje objax�avaju tamnu materiju. Izneli smo glavne prednosti
i mane jedine dve vrste hipoteza, dodava�e nove materije i modifikova�e gravitacije i
objasnili kako ih razlikujemo. Nakon toga smo izlistali ve�inu bitnih hipoteza, a one
najbitnije smo dodatno objasnili i izneli �ihove prednosti, mane i me�usobne sliqnosti
i razlike.

Tamna materija je i da	e jedna od najve�ih misterija moderne fizike. Ako uopxte
jeste materija i ako pretpostavimo da je OTR ispravna, ona qini pribli�no 85% sve
mase u univerzumu. Uprkos tome, o �oj znamo veoma malo. Znamo da qestice koje bi je
qinile ne interaguju elektromagnetno, a interaguju gravitaciono. Upravo zato, postoje
mnogi efekti koji ukazuju na �eno postoja�e ili da nexto ne va	a sa opxtom teorijom
relativnosti. U ovom radu smo videli metod rotacionih krivih galaksija i efekat gra-
vitacionog soqiva. Postoje i mnogi drugi metodi detekcije tamne materije, u koje nismo
ulazili.

Tako�e smo diskutovali i kandidate za tamnu materiju, od kojih svaki ima svoje pred-
nosti i mane i ne postoji konsenzus oko toga koji je najbo	i. Me�utim, xto se tiqe pris-
tupa rexava�u problema ve�ina fiziqara danas veruje da je tamna materija zaista mate-
rija. Tako je uglavnom jer svi dosadax�i rezultati pokazuju da tamna materija poxtuje
princip ekvivalencije i jer je jako texko napraviti izme�enu teoriju gravitacije koja
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ob�ax�ava sve rezultate koji su ve� objax�eni pomo�u opxte teorije relativnosti kao i
sve razliqite efekte koji se pripisuju tamnoj materiji. Iako je dopu�ava�e Standardnog
Modela zahtevan poduhvat, ve�ina fiziqara je mix	e�a da je to jednostavniji i bo	i
pristup od me�a�a opxte teoriji relativnosti. U svakom sluqaju, rexe�e problema
tamne materije bi dovelo do revolucije u modernoj fizici, jer bi bilo koji od ova dva
pristupa doveo do znaqajnih promena u nekom od stubova moderne fizike.
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Najvixe �elim da se zahvalim svom mentoru. �egova posve�enost i vreme koje je
izdvajao su me potpuno oduxevili. Tako�e bih �eleo da se zahvalim svojim profesorima
fizike, Ivanu Stani�u i Igoru Salomu, koji su doprineli mom obrazova�u u fizici i
na taj naqin i indirektno ovom radu.

A Kriterijum pozitivnosti

Dokaza�emo da je
|A|2 − u2 ≥ 0 , (136)

ako su vrednosti veliqina koje figurixu kao iz postavke problema (vidi poglav	e 4).
Zamenimo prvo izraze za A2 i u (jednaqine (69) i (79)) da bismo dobili:

2mE

L2
+

(
Gm2M

L2

)2

−
(

1

r
−Gm

2M

L2

)2

≥ 0 , (137)

xto se da	e transformixe u

2mE

L2
+

(
Gm2M

L2

)2

− 1

r2
+ 2

Gm2M

L2

1

r
−
(
Gm2M

L2

)2

≥ 0 , (138)

pa dobijamo kvadratnu jednaqinu po 1
r :

− 1

r2
+ 2

Gm2M

L2

1

r
+

2mE

L2
≥ 0 . (139)

Ako definixemo x = 1
r , da bi nejednakost (139) bila ispu�ena mora da va�i:

x1 ≤ x ≤ x2 , (140)

gde su x1 i x2 redom ma�e i ve�e rexe�e kvadratne jednaqine:

−x2 + 2
Gm2M

L2
x+

2mE

L2
= 0 . (141)

Da bismo naxli rexe�a ove kvadratne jednaqine, x1 i x2, poka�imo prvo da je diskri-
minanta D zapravo jednaka 2|A|. Naime,

D =
√
b2 − 4ac =

√
4

(
Gm2M

L2

)2

− 4(−1)

(
2mE

L2

)
= 2

√
2mE

L2
+

(
Gm2M

L2

)2

= 2|A| , (142)
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pa je stoga

x1,2 =
−2Gm

2M
L2 ± 2|A|
−2

=
Gm2M

L2
∓ |A| . (143)

Zamenimo sada ovo u uslov (140) da bismo dobili:

Gm2M

L2
− |A| ≤ x ≤ Gm2M

L2
+ |A| , (144)

odnosno
Gm2M

L2
− |A| ≤ 1

r
≤ Gm2M

L2
+ |A| . (145)

Leva nejednakost je svakako ispu�ena, jer je r nenegativan broj, pa samim tim i 1
r , dok

je
Gm2M

L2
− |A| ≤ 0 , (146)

jer je

Gm2M

L2
≤

√
2mE

L2
+

(
Gm2M

L2

)2

, (147)

poxto je 2mE
L2 ≥ 0 (jer je E ≈ mc2

2 > 0). Ostalo je jox da proverimo da li va�i desna
nejednakost u (145). Da bismo to uqinili zamenimo dobijenu jednaqinu trajektorije (116)
u (145):

|A| cosϕ+
Gm2M

L2
≤ Gm2M

L2
+ |A| . (148)

Ovo je oqigledno ispu�eno, poxto je cosϕ ≤ 1.
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