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Ancrpakr

Ogaj pax ce 6aBu pobsiemom Tamue marepuje. [IpBo ¢MO ce KpaTKo M03a0aBUJIT UCTOPY]ja-
TOM OBOT HEDEITIEHOT MUTAha. 3ATUM CY TIPEJICTAB/bEHA, ABA PA3ININTA, HAUNHA JIETEKIHje TaMHe
Marepuje. Jeman ce 6a3mpa HA POTAIMOHMM KPUBAMA, TaJIAKCH]a JIOK ce JApyru 6asuwpa Ha Tpa-
BuTaImOHOM coumBy. Takohe, nu3Besena je hopmysia 3a yrao pacejara CBETJIOCTH TIOJ YTHTIAjeM
rpapuTaije y okpupuma EbyrHose ¢uzuke. Onucane cy u pa3jaudure XUMOTE3€ KOje MOKYIIIAa-
Bajy na objacue Tamuy marepujy u ymopeheHa cy aBa npucTya objammaBamy TAMHE MATEPH]e,
jeJaH KOJH MOApa3syMeBa JIOJaBaihe HOBE MAaTEepHje W JAPYIH KOJjU TOAPa3yMeBa MOAUQDUKAIIH]Y
Teopuje rpasutarnmje. Ha Kpajy je npo/mckyToBaHO KOju 01 OBa JBA IPUCTYIA j€ 3aCTyIbEHUjH
¥ 3aIITO IIUTAKE TAMHE MATEPHje YIIPKOC CBOME 3HAYA]y U JaJbe HUje PEIIeHO CKOPO CTO T'OJUHA,
HAKOH IIITO je UpBU IyT (GOPMYJIMCAHO.

Abstract

This article presents the problem of dark matter. We begin by reviewing the history of
this unsolved question. Next, we present two different methods to detect dark matter. One
is based on the galaxy rotation curves, while the other one on the gravitational lensing effect.
Furthermore, we devise the formula for the angle of deflection in the gravitational field within
the framework of Newtonian physics. This paper additionally outlines various dark matter
hypotheses and contrasts the two approaches to explaining dark matter. One of them postulates
adding new matter, while the other one postulates modifying the theory of gravity. In the end,
we discuss which one is perceived to be more convincing and why the question of dark matter,
despite its significance, remains unsettled almost a century after being formulated for the first
time.
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1 ¥YBox

Jenan o HajouTHUjuX HEpenennx mpobsema caBpemene pusvke jecte TaMmua marepuja. Mako
9rHU OKO 27% eHepreTcKor cactapa yHUBEp3yMa [1], omaocHO 0KO 85% yKyIHe MaTepHje, 3HAMO
BPJIO MaJI0O O TOME IIITa je 3aIPaBO TaMHA MaTepHja M Ja JIiu je yoIITe Marepuja uiu edexkru
KOje BUIMMO MOT'y OuTH 06jallmbeHr MOTU(DUKOBAKEM OIIITE TEOPHje PEJIATUBHOCTH.

IIpob6irem Tamue maTepuje npsu myT cnomuise Jlops Keasun! y com rosopy u3 1884. roxume.
Hamme, on je Ha ocmoBy muctpubyiinje Op3uHa 3BE3/a KOje OPOUTHPAJY OKO IEHTPA TAJAKCH]E
nporenno 6poj npaUX Tesaa koja 6bu mopadia ga 6ymay meo mamre ragakcuje. [Iponenusmm n macy
HalIlle raJakcrje Koja je msnenahyjyhe 6mna Beha ox mace BUI/bUBHX 3Be3/1a, 3AK/BYUHO je Ja Cy
MHOT€, MOXK/I3, YaK ¥ BehuHa, 3B€3/1a y ragakcuju MJednu myT mpHa TeJja.

Barum, 1933. romume, acrpomom @pui lpuku? oTkpusa na Maca cBuX 3Be3na y Kowma
KJIACTEPY TAJAKCH]a 3aIlpaBO MPEACTABHa CAMO JeJAaH HPOIEHAT Mace KOja je HeOmXOmHa a3 6um
ce rajakcuje onpxkaJe Ha okymy. Hegocrajyhy macy je 3Bao dunkle Materie (tamna marepuja).
WNako cy meroBu npopadyHu OUIN HETAYHHU 33 OKO PEJI BEJIMUNHE, YTJIABHOM 300T JIOIIEe BPeTHOCTH
XabjoBe KOHCTAHTE, WUIAK je TAYHO 3aKJ/bYUIHO JIa MOPA MOCTOjaTH JOJATHA MATephja Koja 6m
JpIKaJia KJIacTep Ha OKYIIY.

TlocTojame TamHe MaTEpHje OCTAIO je IO/ 3HAKOM IUTAamba Aerenujama cse 10 1970-ux roguna
ka2 cy Bepa Py6un® u Bummjam Kenr ®opxr? morspauiu na ona 3aucTa moctoju, mocMarpajyhn
cimaan ¢penoven. Hawme, xopucrehu woBu cnekrorpad mga 6u mocmarpasy poTamuone KPUBe
raJIaKCHja OJHOCHO PaCIOJIesy Op3uHa pOTAIXje 3BE3Ja Y 3aBHCHOCTH OJ IEHTPa TaJIaKCH]e,
3aKJBYIHJIM Cy JIA j€ Maca 3Be3Jia KOje YMHe THIU4Hy rajgakcujy camo 10% ox meonxomme j1a Om
raJlakCcuja ocrajia Ha okyiy. HakoHn 1o je shuxoB pedysrar rnorephen 1978, yrunajan naydnu
qaconuc 06ajBUO je HUXOBe pe3yaTtare, ma je ox oko 1980. rogume memoctajyha maca u morpeba
3a yBOhemeM TaMHe MaTepuje MPerno3HaTa Kao BeJIMKH HepelneH mpobyeM y acTPOHOMUJHU TITHPOM
HayuHe 3ajenuuiie. Takolje y 0BOM Tepuojy, UCTOBPEMEHO €a BUMAa, CIUYAH ITPOOJIEM yoUuaBa

. On je npoyuasao poramujy 36 COMPAIHIX TajJakcuja U HAIIAO JIa Ce 33 JBEe

v Ken ®puman
YIUHAIIO J1a UMajy Macy Behy mero mrro 6m Morso ma 6yme o6jalimbeHo Ha OCHOBY CBETJIOCTH KOjy
Cy mcmjapajie 3Be3/e n3 Tux rajakcuja. CTora cy ce Te rajlakChje cacTojalie OJ 3Be3/a U TaMHe
MaTepHje, KOjy HECMO MOTJIM JI3 BHIAMO, jep He HHTeparyje ca cBeTJIomhy.

Kaxko ce acrponomuja pazsujasia 6uimm cMo y MOryNHOCTH 13 MHOTO Mperu3Huje u y Behem
PACIIOHY YJIAJLEHOCTH O/ IIEHTPA rajiakcuje MepuMo 6p3une 3Be3a. CaMuM TUM U HETIOKJIAIAKE
n3Mel)y OYeKMBaHE Mace rajakChjd Ha OCHOBY THX MEPEHAa W BUJJbMBE MAce je IOCTajajio CBE
jacuuje. Takobe, rokom 1980-ux roguna npumehenu cy u apyru epeKTH KOju Cy JOJATHO HOTBP-
Jium nocrojame ramue marepuje. Mely muma cy u rpasuranmona counsa (1IPBO je OTKPUBEHO
1979. romume), pacmojiesia TEMIEPATYPE BPEJIOT Taca y raJakCHjaMa W KJIACTEPUMA, TAJIAKCH)a
Ka0 u IMabJI0H aHU30TPOIK]a ¥ KOCMUYKOM MUKPOTAJIACHOM O3 IMHCKOM 3pademy. o manac
cy 3abejiekeHe W MHOTE JIPyTe TOjaBe KOje ce MPUMUCY]y TaAMHO] MATEPHju, JOK je IeTEeKIIhja
MOTEHITUjAJTHAX YeCTUIA KAHJIUAATA jeJIaH o Behux mogyxBaTa y (hU3UMK YECTHUIA.

Kao mrro cmo Beh Bumesm y mperxomqunom naparpady, TaMaa MaTepuja MOXKe OUTH [IeTeKTO-
BaHA HA MHOTO PAa3JIMYUTUX HAYUHA. ¥ IPKOC TOME, UMaMO BPJIO MAJIO CA3HAHA O TOME IITA OHA,

'William Thomson, Baron Kelvin (1824 — 1907), mIKOTCKU MHIKEIHEp, MareMaTudap u Gpuandap.
2Fritz Zwicky (1898 — 1974), mBajiapcKu acTPOHOM U (bU3HTAD.

3Vera Florence Cooper Rubin (1928 — 2016), amepuaku acTpOHOM.

4William Kent Ford (1931), aMepuaku acTpOHOM.

SKenneth Charles Freeman (1940), aycTpaimjcku acTpOHOM.



mpesicTaBba, Beh caMo BUIMMO heHe rpapuTanuone edekre. CaMuM TUM, MOCTOJU U JIOCTA XU-
moTe3a Koje 00jalnbaBajy TAMHY MATEPUjy W MPUCTYIHM TOM mpobjeMy cy BpJo paziamautu. Mu
hemo ce y oBOM pajly MOCBETHTH JIBEMa MeTOJaMa JeTeKiuje. JeHa mojipa3yMeBa Mepeme el
moMenyTe pacrojesie 6p3nHa 3Be3/1a O YAAJBEHOCTH O TEHTPA TAJTAKCHje W yOUABAHe HEKOH-
3UCTEHTHOCTH U3Mel)y mMace H00HjeHe HA OCHOBY T€ PACIIOJENIE U MACE BUJIJBUBOT JIEJIA TAJIAKCH]E,
JIOK JIPYTa MPOTIEHYje MACy YIAJbeHWX TAJaKCHja HA OCHOBY e(heKTa TPABHTAIMHOT COUMBA TJIE
mornoBo npuMehyjemo Hecaarame nu3mely Mace npornemene Ha Taj HAYKUH U BUIJbUBE Mace. Takobhe
heMo HPOJAMCKYTOBATH PAa3JIMYNTE XUIIOTE3€E KOje MOKYIIaBajy Jia 0bjacHe TaMHY MaTEpHjy.

Crpykrypa pajia je cieneha. [Ipeo hemo ce y nipyrom norsiapiby 1mo3abaBuTH MATAHEM POTA-
NUOHUX KpuBUX rajakcuja. Oppenuhiemo Ha 0cHOBY HbyTHOBOD 3aKOHA IPABUTANM]E 3aHUCHOCT
6p3uHe 3Be3/1a, 01 y/IAJFEHOCTH O/ IEHTPA rajiakcuje. 3aTuM heMo HA OCHOBY €KCIIEPUMEHTAJTHUX
pe3yaTaTa 3aKJbYUYHTH KakBa Om Tpebaja ma Oyae pacmomena Mace y rajgakcuju. Takohe hemo
MPOKOMEHTAPUCATH W 3AIITO jeé Ta PACIOIENIa APYTadnja OJ OUYEKHWBAHE W KOJU TAYHO IHEH JIe0
MIPUITKCYjeMO TaMHOj MaTEPUjH.

VY tpehewm nornasmy hemo pazmarparu edekar rpaBUTANMOHOT counBa. lIpomuckyroBahemo
IITa ce JIEMAaBa €a CBeTJIONiNy Koja J0JIa3u J0 3eMJbe €A yIAJbeHhUX KOCMUYKUX objekara, a
OPUTOM TTPOJIa3u 6u3y IPYTUX MACHBHUX TeJa (T3B. TPABUTAIMOHUX COYMBA,), TIOMYT TAJAKCH]a,
WM TAJIAKTUYIKAX KJacTepa. ['eoMerpujckoM aHaau3oM u Kopucrehu (popmylsty 3a yrao pacejama
CBETIIOCTH Y TPABUTAIIMOHOM TI0JhY MACUBHOT TeJIa OipeinheMo Be3y n3Mehy Mace TpaBuTAIHOHOT
COUMBA UM YIVIOBA U PACTOjama Mep/buBux ca 3emsbe. (Crora hemo mohwm ja ojipejimMo Macy
raJiakCuje KOja IPEJICTaBJha IPABUTAIMOHO COYMBO M JIA j€ yIOPEIMMO Ca IPOICHEHOM MaCOM
BUJIJbUBOT JIeJIA.

3arum heMo y 4eTBpPTOM MOTJIABIbY W3BECTH eKBUBAJIEHT (popMysie 3a yrao pacejama y Hbyr-
HOBOj pusuim. AnpokcumupalieMo CBETJIOCT Ka0 MaJjio TeJIo Uhja Maca TEeXW HyJu, a Op3uHa
Op3WHU CBETJIOCTH W OHAA heMO TOCMATPATH KPEeTalhe TAKBOT Teja KOje J0JIa3u U3 JIAJEKa Y
TPABUTAIMOHOM TI0JbY MacuBHe jonTe. U3senthemo hopmyny 3a TpajekTOpHUjy TAKBOT TEJa W HA
OCHOBY T€ TPajeKTOpHje yrao 3a KOju CKpehe y rpaBHTAIIMOHOM IIOJbY.

TleTo norsyiasbe je mocseheHo TEOPHUjCKUM KaH/IMJIATHMA 33 TAMHY MarTepujy. ¥ memy hemo
u3amucTaTH Behuiy GUTHHX XHUIoTe3a Koje MOKYIIaBajy MAa objacHe TamMHy MaTepujy. IIpomncky-
ToBaheMO MpeIHOCTH U MAHE JIBA TJIABHA IIPUCTYIIa 00jalrmhaBamy TaAMHE MaTepuje, yBOhermhe HOBE
Marepuje u Mo inPUKOBaE TEOPHUje rpaBUTAIMje, KA0 U KAKO Ja ux pasiukyjemo. O6jacauhemo
¥ KaKB€ MPOMEHE y AjJHIITAjHOBOj jeIHAUMHU TOJbA TMOAPA3yMeBa CBAKM OJ OB JIBA, IPUCTYIIA.
Takobhe hemo omnmcaTn u M3aHAJIU3UPATH HEKOJUKO HAJOMTHWjHX KAHIUIATA 33 HOBY MAaTEpH]y,
yKIbyuyjyhu akcmone, crepuiHe HeyTpUHE U CyTePCUMETPUYIHE TapTHepe decTuIa CTaHaapIHOT
Moeana.

Ilocnemmme 1mecTo momIaBsbe je 3aK/byIaK ¥ KOM NeMo MPOaNCKyTOBATH JOOHjeHE pe3ysaTare
u mporoMenTapucatu OymyhHocT nerpaxkmsama oBe obmactu. [locse mera ciaenm momaTak y KoM
ce HAJIA3U JIOKA3 KPUTEPHUjyMa MO3UTUBHOCTH U3 UETBPTOI IMOTJIABIHA, JIOK C€ HA CAMOM KpPAajy
HAJIA3W CITUCAK JINTEPATYDPE.

2 Poranmone kKpmBe rajlaKkcmja

JeaH oJ1 IPBUX CUTHAJIA J@ OCTOjA TaMHA MATEpHUja jecTe MpobJieM POTAIMOHUX KPUBUX
rajiakcuja. Crora hiemo ce y 0BOM HOIJIaB/bY OCBPHYTH HA OIKMC U AHAJIM3Y THX KPUBUX.
TlocmaTpajMo mojeTHOCTABIHEH MOIES TTPOU3BOJbHE TAJAKCHje KAO JBOANMEH3NOHAIHU JUCK



mOJTypevYruKa R ca MCTOM pacroie]IoM Mace JIyZK CBaKe TOJyIpaBe Koja moja3n u3 mearpa. 1j.
HOBPIINHCKA I'YyCTUHA Mace o (T, ) 3aBUCK CAMO 0/ PACTOjama oJ1 ieHTpa. IlocMaTpajMo Kperame
jeJIHE 3Be3Jie KOja pOTHPa HA KOHCTAHTHOM PACTOJAaby 7 MO0 KPYXKHUIY Y TPABUTAIIMOHOM TIOJBY
TakBe rajakcuje. [purom 3amemMapyjeMo 6MI0 KaKBE CHOJHAIIHE YTHIIA]E.

Kopucrehn mosmary Teopemy Koja TBpAu Ja je TPaBUTAIMOHA CHJA KOja JIeJyje Ha TeJO
YHYTap TAHKE JbYCKe HYJIa, MOXKEe 14 Ce 3aKJbyUH JIa UCTO BAXKHW U 33 JbYCKY TPOU3BOJbHE j1e0/brHe
K0jOj TyCTHHA, Mace He 3aBUCH OJ yIia, Beh camo on pacrojama ox menrpa. Hamme, TakBa JbycKa
ce MOXKe M3JejuTu Ha, OECKOHATHO MHOTO TAHKHX JbyCKu. Pesymryjyha rpaBuraruona cwia of
CBaKe 0JI TMX TAHKWUX JbYCKU je HyJa, 1a je u 30up Tux pe3ysaryjyhux cumia Hysa.

IIpumemyjyhu oBO 3ak/byuuBamb€ HA HAII JBOJMMEH3MOHAJIAH CJIy4adj, 3aKJ/bYy9IyjeMO 13 Ha,
KpeTabe 3Be3Jie He YTUUIe Maca rajakcuje Ha pacrojamy Behem o r. To jecT Ha Kperame 3Be37e
yTHYe caMo Maca Koja ce HAJA3W Ha PACTOjay OJ IEHTpa rajiakcuje mamem ona 7. (Crora,
MOXKEMO MMOCTABHUTH jeIHAUMHY KpeTarba 3Be3ne. Heka je v(r) 6p3una 38e3/1e, m maca 3se3ze, G
IpaBUTAIMOHA KOHCTaHTa, a M (1) Maca jesa rajlakcuje KOju YdHe CBa TeJla KOja ce HaJla3e Ha
pacTojamy MameM o1 1 o7 meaTpa. 1lomrTo 3Be3ma poTupa jep Ha by JIeIyje TPABUTAIMOHA, CHJTA,
MOKEMO H3jeJIHAYUTH U3pa3 33 IbyTHOBY rpaBHTAIMOHY CUJYy €A HM3DPAa30M 33, IEHTPHUIIETATHY
CHILY:

GgmMr) _ | v(r)® (1)

OMaKJIe JaJhe CIean
v(r) =\ ———. (2)

Hapasno, oBa dopmysna Baxku camo Kaja je r < R (rme je R momynpeunuk ranakcuje). Kama je
r > R Baxwu cienehe:

u(r) =4/ ——. (3)

Ha ocnoBy dopmyne (3) ouekusanu 6ucmo na jeo rpaduka 3asucHocTu Gp3mHe HEGECKOT
TeJIa, 0JI y/IaJHEHOCTHU OJI NIEHTPA raJjiakcuje Kaja je v > R wsriena kao Ha couiu 1. Mehyrum,
eKCIIEPUMEHTAJIHUM TIOCMATPAkeM BEIUKOT Gpoja rasakcuja [2, 3], mobujena je IpubHIMKHO pac-
nogiesia 6p3vHa, HebeCKMX Tejia y 3aBUCHOCTH OJI YAAJbEHOCTH OJ IEHTPA TaJiaKCcrje Kao Ha CJIWIH
2. OuuryieHO TOCTOje 3HAYAJHA HEC/Iarama u3Mehy TEeOPUjCKUX OUEKUBAHA W €KCIEePUMEHTAJ-
mux pedynarata. Jla 6ucmo To objacnmin anpoxkcumumpahemo rpaduk ca cauke 2 3aBUCHOIINY ca
cIuKe 3, TIpu YeMy je R; MOIynpevHUK BUAJBUBOT JleJla rajakcuje, Ry mapameTap Koju ce ofpe-

Dyje HA OCHOBY €KCIIEPMMEHTAJHWUX PEe3yJiTara, a v; Op3wWHa 3Be3/a Ha caMOM PyOy BUIJHUBOT

Jlesta rasiakcdje 1j. Ha pacrojamy Ry (v = v(Ry) = %(131)). Takobe meo rpaduka mocse Ro

ce He MOXKe U3MEPHUTH, jep He IMOCTOjU JIOBOJLHO 3Be3Jia Ja 6u ce oipeauia pacrojesa 6p3uHa,
aju ce oveKyje na hie m3rienarn OBako Ha OCHOBY TEOPHjCKHMX pasmarpama (jeanaqaunna (3)).

Jaxite, Ha ocHoBy rpaduka u jeauaaunse (2) (1 Ha ocHOBY HemperumHocTr byuruje M (1))
3aKJByUyjeMoO Jia

e Ha Jiey on HyJie 10 Ry momrro v(r) pacrte JuHeapHO BaxKu cuejaeche

o(r)~r = G]\:{(T)Nr = M@)~r® = M(r)=ar’, (4)



Cnuka 1: Teopujcku oueknBaHa pacroienaa Op3uHa
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Cauka 2: ['pacduk 3aBucHocTn 6p3uHe poTalje 3Be3/1e 0/ PacTojamba Ol IEeHTPA IaJaKChje
ESO563-G021 [2, 3]
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Chuka 3: AnpoxcuMalmja eKCIepuMeHTAJHO J00HjeHe paciojesie Op3uHa,

anm nomTo je v; = v(Ry) = ”%(1}?1) MOXKeMO u3pasutu ¢ tj. M(r) upeko vy:

VIR v2 2
M(Rl) = 1G 1 = CIR:{) = c1 = Gé2 = M(’l") — GEQ TS ) (5)
1 1

e Ha meny ox K1 mo Ry Baxwu cienehe

v(r) = const. = 4/ G]\;{(T) =const. = M(r)~r = M(r)=cr, (6)

4, CJIMIHO KAO ¥ MPETXOTHOM CJIyUajy MOKEMO Jiajbe HamucaTu (y3uMajyhu y o63up ma je
U(RQ) = V2 = ’1)1)1

2R 2 2
e Ha jiesty o1 Ry 10 GeckoHaTHOCTH BaxXu cieaehe
’R
M(r) = const. = M(Rp) = 12 0
3akmbyTyjemo:
2
;11%%7“3, 0<r<m
M(r) = gr, Ri<r<Ry - (9)

v2Ro
1G ) RQ S r

I'paduk dyukmuje M (r) npukasan je Ha cauru 4.



M(r)

M(R,)

Ry R»

Cauka 4: I'paduk 3aBucnocru M (r)

MebhyTum, 3a mopeheme ca eKCIIepUMEHTAJIHAM IOJAINMA j€ HEeKaJ 3roaHrja (DYyHKIH]a pac-
HoJleJIe Mace y 3aBHCHOCTH OJ PacTojama o NeHTpa ragakcuje, o(r). Crora keammo na ojpe-
numo se3y usmehy o(r) u M (r) u ma ouja, Ha OCHOBY jeaHaunHe (9), oapeuMo Kako 61 TpebaJio
Jia maraena o (r).

Nwmamo na ako je 3amaro o(r), M(r) MmoxeMo ofpeauTn Ha ciejehu HAIUH:

2 r
M(r) = //k o(ry)ridride = /0 /0 o(ry)ridryde
rug

2m T T
= / d(p/ o(r)ridry = 277/ o(ry)ridry, (10)
0 0 0

a ako je sagaro M(r), cana hiemo n3Bectn kako moxemo uspauynaru o(r). Kopucrehu Hbyrn-
JlajbuuroBy Teopemy mnobujamo:
M0 b - P (), (1)
27
npu yemy je F'(x) npumurusna dynkimmja (mogunarerpanue) dyukmmje f(x) = o(x)x 1j. Baxku
na je F'(x) = o(x)z. Tlomro cy nesa u gecua crpana jennaqune (11) jeqpake onga ¢y 1 lHUXOBH
M3BOIM TI0 T JeIHAKH Tj. BaxKu cjaemgehe:

M'(r)

T =P, (12)

jep je F(0) xoncranTa koja me 3aBucu of, r (e u3Bos je nyna). Jame kopucrehin na je F(x)
npumuTuBHA QyHKIMja 3a GysKmjy f(z) Baxu

Y0 ) =otor, (13
ma je e
o(r) = 2;: . (14)



Kopucrehu oy Besy u jeauaunny (9) mobujamo dbysrmujy o(r)

éﬁ% r, 0<r<R;
o) =53 Bl Ri<r<h (15)
0, 7> Ro
I'paduk dyuknuje o(r) npukas3aH je Ha CITHUIHA 5.
o(r)
ARI ARZ .

Cawmka 5: ['paduk 3aBucnocru o(r)

3aKIBYyTyjeMO 73 MOpa TMOCTOjaTH MAaca W3BAH BU/AJPUBOT JIEJIa rajakcuje na om rpaduk 3a-
BUCHOCTH Op3MHE 3Be3/1a M3IJIe1a0 Kao Ha caunu 3. OBy Macy HpUIKCYjeMO TAMHOj MaTEPHju.
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3 I'paBuTalilioHO COYUBO

Jomn jemna OuTHA MOjaBa KOja yKa3yje HAa MOCTOjalbe TaAMHE MATepHje jecTe TPDABUTAIUOHO
counBo. Hawmme, ommra teopuja penarusroctr (OTP) npensulja ma csermoct ckpehe oy yTu-
najeM rpasuTanyje [4] (mperusHuje, Maca HCKPUBJbYje IPOCTOPBPEME, 14 jé CAMHUM THM U ITPABAIL
KPeTamha CBETJIOCTH JIPYTauUju KA j€ Maca IPUCYTHA HEero Kajaa Huje). YKOJIHMKO je S m3Bop
cBersiocTH, a M Maca BequKOr MacuBHOT objekTa (npyre ramakcuje), G EbyTHoBa rpaBuTanuoHa,
KOHCTAHTa, a b mapamerap cyaapa ynajaHor 3paka csersioctn (cawka 6), na ocaoBy OTP usBomu
ce Jia cBeraocT ckpelie 3a yrao pacejama [4]

4GM

Cnuka 6: CaBujarme CBETIOCTH IO YTHIAjeM IDABUTAIN]Ee

W zaucra, ekcrepuMeHTa HO je TOTBPHEHO 13 KaJa MOCMATPAMO JIAJIEKe W3BOPE CBETJIOCTHU
(ramakcuje, KBa3ape), YKOJIUKO m3Meljy HAC M M3BOpa CBETJIOCTH MOCTOJU JIPYTa TAJAKCHja WA
MacUBHU O0jeKAT JOJIA3W JI0 KPUBJbEHHA CIUKe W3BOpa Kao Ha ciuru 7. llomro Taj macuBHm
objexkar e(peKTUBHO WTPA YJIOTY COUWBA W3 TEOMETPHU]CKE ONTHKE, HA3WBAMO T'd TPABATAIMOHUM
COYHBOM.

IMocmaTpajmo m3sop cBernoctu S, MacuBHO Teqo (rajgakcujy) L w nuranery 3emsby (mocma-
tpaua) O (ciuka 8). Tama pummmo JBe cmKe W3BOpa S KOje HACTA]y y HMPECEKy 3paka KOju
MpOJIa3e Ca CYMPOTHWX CTpaHa L, MOK CBU OCTAJW 3pAl¥ HAKOH MpejaMama Ha coumBy Hehe
cruhu 1o 3emibe. Crora, MOBOJHHO je TIOCMATPATHA CaMO Ta JiBa 3paka. Kopucrehu jejHaduHy
(16) xemumo ma m3pagyHamo macy rajgakcuje L, kojy hemo osmaumrm ca M. Jla 6Gucmo To
YPAIAIN HEOTIXOIHA Cy HAM yTao < U TIapaMeTap by KOju eKCIepUMEHTATHO HUCY MepbuBu. Me-
Jyrum oncepabuiinu cy yriioBu 61 u 02 Tj. yTioOBH 1O, KOjEMa BHIUMO JIBA, JIMKA U3BOPA KOjU
ce crBapajy. Takohe mepspuBa cy pacrojama d, di u do ¥ MOXKEMO HX CMaTpard mo3HaTuMm. Jla
6ucmo mapasmin Macy M mpexo 01, 0y, d, di 1 ds, TOCMATPaAjMO OABOJEHO T€OMETPH]Y TOPIHET U
Jother 3paka. Panm maxmrer pa3yMeBarmha CBY YIJIOBY HA cauii 9 cy HanpTanw ma OyIy 3Ha9ajHO
Behu Hero y cTBapHOCTH.

ITpumernmo 1a je <OSA = <SOL = Og, na je <OSB = <OSA + <ASB = 0g + 51. Hame
nMamo <BOS = <BOL — <SOL =60, — g n <SBO = 7 — 3. llocmarpajmo cama ASBO:

<OSB+<«SBO+<«BOS=7 = Os+pf+7—a1+60,—0s=m, (17)
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Crnuka 7: Edekar rpaBUTalmOHOr COYMBA CHUMJ/bEH XaOJIOBUM TEJIECKOIIOM

d

Canka 8: Ckuia rpaBUTAIIOHOT COIUBA,

12



d1 d2

=

d

Cnuka 9: Teomerpuja ropmer 3paka

OMTAKJIe CJIeSTN

ar =P+ 0. (18)
U3 jepnauaune (16) nmamo
AGM
= —. 19
o= (19)

IIpumernmo ma je SCLA upasoyraonuk, ma je |LA| = |CS| = b u |SA| = |CL| = d;. Hame
|AB| = |BL| — |AL| = by — b. Crora je

|AB| by —b

Blztgﬁlz‘sm— g (20)
JOK je
91mtg91::§g::22 (21)
n
GS%tg95:||gg||:Z. (22)

Y nperxomHoM KOpakKy CMO IPHMEHHJIA MO3HATY AnpOKCUMAIMjy tg r & T Ha MaJje yrjose 07,
Os u B1. Bamemyjyhu uspasze (19) u (20) y jemnakocr (18) masme mobujamo:
4GM by —b
C2bl N d1

+90. (23)

Onasne, kopucrehn ja je by = 61dy w3 (21) u b = Ogd u3 (22), caenn:

AGM  61dy — Osd
Eidy

+ 0. (24)
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Mmuoxxehn obe crpane ca dp mobmjamo:

4GMd,y

/T — ) 2
20,4, 01(d2 + d1) — Osd (25)

ITpumervmo 13 je di + do = d U HOMHOXKHUMO TIEJTY JEIHAKOCT Ca %1:

4GMdy
Cngd

[AGM dy
O = T2 dyd’ (27)

T3B. AJHIITAJHOB yrao, jeHAKOCT (26) MOKEMO 3aMMCATH Kao

=60? — 056, . (26)

Axko caja meUHAITEMO BETUIHHY

02 =62 — 0,05 . (28)

Pasmorpumo casma f0mu 3pak, U u3BeauMo aHajgoron jepmaumne (28). Ilwb mam je ma omga
EJIMMUHHUIIIEMO HeoncepBabuiHu yrao fg u3 jeanadnse (28) Tako mro hemo ra u3pasuTu mMpeKko
onceppabusHOT 0o U W3padyHspuBe Besmanre Op. [lpeo, npumernmvo ma je <SAC = <BAL, na

Comka 10: Teomerpuja momer 3paxa

je onjga:

_|s¢l _ |ILB|
~|CA|  |AL|C
Axo cama yBenemo o3naky s = |C'A| u younmo na je |AL| = d; — s jeanakoct (29) ce mpeTBapa
y

tg 2 (29)

b bo

s di—s’

(30)
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OIaKJIE UMaMO

sby = dib — sb, (31)
ma je
S(bQ + b) =db, (32)
TO jecT
dib
= . 33
S = 4 (33)
U3 jenmaaune (29) nmamo
|SC| 1 ba+b ba+b
t =——=b-=0b = . 34
&0 =16 =5 = dp (34)

Y rpoyrary ABO 36up yruiosa je m, nia je yaumajyhiu y 063up ga je <OBA = m1—ao u <BAO = 35
(cnmka 10):
Potm—ae+b=m, (35)

oJaxJe CJIeu 1a je
ag =05+ Bs. (36)

Jame, n3 jenpaqaune (16) nmamo, CIMIHO KAao 3a TOPHE 3Dak, J1a je

oy = 45;‘24 . (37)
Taxkobe, ca ciuke 10 ce Buan Ja je
bt b2 = (35)
JIOK je )
Gswtgﬂsza, (39)
a u3 (34) nmamo
P2~ tg B2 = de—il_b, (40)

P YeMy KOPHCTHMO anpoKcuManmjy @ =~ tg & 3a mase yriose. AKO caja 3aMEHHMO U3Pase
(37) u (40) y jenmaqauny (36) mobumjamo:

4GM ba + b
=0 . 41
021)2 2+ d1 ( )

U3 jemnaamna (38) u (39) mmamo pemom by = ads u b = Ogd, ako To 3amernmo y (41) aobujamo:

4GM Oxds + Ogd
- =0+ ————. 42
6202d2 2 + d1 ( )
Ako caga 1ieny jemHauMHy MOMHOXKAMO ca dqfy mobujamo
AGMd
Wl = 02dy + 03ds + 050d.. (43)
2

15



Jlame, yKOJIMKO MCKOPUCTHMO 1a je 02dy + 03dy = 03(dy + d2) = 03d, jep je di +dy = d m
3aMEHWMO W3Pa3 33, 9% Jobmjamo:

0%d = 03d + 050od . (44)
Axo nomesnumo jemuaauny (44) ca d mpobujamo:
0% = 03 + 056, (45)

IITO je TPAYKEHU AHAJIOTOH jemHadwHe (28) 3a momu 3pak. Omarie cajia uMamo

02 — 63
fg = L2 2z (46)
B2
BamemuBameM 0BOr u3pasa y jejnaumny (28) mobujamo:
02 _ 92
02, =07 — 9,2 (47)
02
IlomuoxkUMO cajta ca Oy ga OHCMO ce OCI0DOIHIN PA3IOMKA,
0205 = 0305 — 010% + 0105 = 0501 + 0505 = 0305 + 0,03, (48)
OJIaKJIe CJIeTN
92E(01 + 62) = 9102(91 + 92) . (49)
Konauno
0% = 016, . (50)

Cana moxkemo m3pazutu M Tpeko Mep/bUBUX BenmduHa. 3aMemyjyhn mspas 3a AjHmrrajHos
yrao (27) y jenmauauny (50) nobujamo:

4GM dy
———— =610 1
2 de 1Y2, (5 )
cTora je
c? 0102dod
M=—"—. 52
4G dy (52)

Jennaumna (52) Ham omoryhasa Jia MepemeM oAroBapajylinx yriioBa u pacTojama OJpeIuMo
macy M Tesia Koje urpa yJsory rpasuranuoHor counBa. Mehyrwum, y caydajy rajakcmja, mcmoc-
TaBJba Ce JIa CKPETAhe CBETJIOCTH HHUje Y CAIJIACHOCTH CA IIPOIEHEHOM MACOM BUJJHUBOI JIEJIA,
rajiakcuje. Ceemtoct ckpehe Buie Hero mro mpeasulja TEOPUjCKH MOJIEIT BUJBUBOT JIEJI4 TAJIAK-
cuje. pyrum pedrma, Uiy UMa BUIlE MAaTEPHUje HA MECTY IJI€ CE HAJA3U I'PABUTAIIMOHO COYMBO
(rajaxcuja), WM je OIIIITA TEOPHja PEJATHBHOCTHU MOTPEIIIHA.
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4 VYrao pacejama CBETJIOCTHU

Kao mrro cmo Bumesm y mpeTXOMHOM MOIVIABJBY, OMINTA TEOPHja PEJATUBHOCTU MpeaBuha
pacejaBaibe CBeTJIOCTH ¥ TPABUTAITHOHOM OBy ¢hepHOr Tejaa Mace M mom yriioM « u3 jeJHadrnHe
(16). Tlo 3akommMa HepesaTUBUCTUYKE (DU3WKE CBETIOCT HEMA MAacy, Ia JI0 pacejaBarba He
J0JIa37, MehyTHM aKo CBETJIOCT AIpOKCHMHpaMO MajauM TeaoM mace m — 0, Koje ce kpehe
6p3unom v —> ¢, Tama Fbyrnosa dusuka npemsuba HeHyaTH yrao pacejama «, KOju MOKEMO
u3padyHaTH Ha cyenehn Haume [5).

Hexka ce Tesio onmcamno y nperxoanom naparpady kpehe y rpaBuTannoHOM 0By (DUKCHPaHE
gonte Mace M. IlomTo je rpaBUTAIMOHA CHJIA MEHTPAJJIHA CHJIA CMEMO Ja UCKOPHCTHMO 3aKOH
OJIPXKAFHa MOMEHTA UMITYJICA M MEXaHUIKE €Hepruje /13 OucMo n00um jefHavanHy KpeTama TeJIa.
ITocmaTpamo ciaydaj KpeTarma y xy paBHU. lloTeHnujanHa eHepruja rpaBUTAIIIOHE HHTEPAKITH]E

TeJa M JIOTTe je:
M M
mM_ g mM 55)

r /22 + 42
r7e je r pacrojame Teja o IeHTpa cdepe, a £ U iy KoopawHaTe Tesa y JlekapToBoM KOOpaIuHAT-
HOM CHUCTEMY Ca IIEHTPOM y cpeuInTy jonte. KuHeTndIka eHepruja Tesa je:

E,=-G

mv?  m(v2+ UZ) ma?  my?

e je f = ZZT];' U3 dopmyna (53) u (54) cneqm na je yKylmHA MEXaHWYKA €HEPrUja, TEJA y
JleKapToBUM KOOPIMHATAMA,
-2 :2 M
E=E,+E,="0 T 4 T (55)

2 2 /22 + 2 '

MowMeHT mMITyJICa Teaa je

-

L=Fxp=mix7v. (56)

Iomrro je ¥ = x€; + yé, u U = 2€, + Y€y, TAe Cy €; U €y jeIMHIIHNA BeKTOPH, BAXKMH:

€x €y €.
FXxi=| 2 0 | = (2 —yi)e, . (57)
x
BamemuBamem (57) y (56) mobujamo:
L = m(zy — yi)é. (58)
mna je B
IL|* = L? = L - L = m*(zy — y2)*, (59)
O/IaKJIe CJIeJH
L =m(zy —yt), (60)

rjie yKOJMKO L mMa HETaTWBHY BPEIHOCT TO CAMO 3HAYH JIa jé CYIPOTHO YCMEPEHO y OJIHOCY
Ha CMep z oce. 3amummuMo caja jeanaqwnne (55) u (56) y momapaum KoopawHaTtamMa. Ako ca 7
03HAYMMO PAJUjaJIHy KOODJIMHATY, & Ca (0 yTAOHY, TaJa BAXKU:

T =TCcosy, (61)
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y=rsing. (62)

Tlomro Ham y u3pa3nma 3a MEXaAHWYKY €HePrujy M MOMEHT MMILYJIca (pUrypuiny u npBu U3BOJH
2 ¥ Yy KOOPJMHATE II0JIOXKAja OJI BpEMeHa, W BhUX U3pavyHaBaMoO Ha cjieJiehu HAIuH:

= (z(t)) = (r(t) cos(p(t))) = 1" cosp — ry’ sinp = 7 cosp — r¢sinp, (63)
CJIMYHO ¥ 3a Y jobujamo:
y=1y = (rsing) =1r'sinp +r¢’ cosp = rsinp +rocosp. (64)

Axo caya 3amenmmo (61), (62), (63) u (64) y (55), nobujamo:

B m(7 cos ¢ — 1 sin p)? n m(7 sin ¢ + 7 cos p)? G mM
2 2 V/(rcos )2 + (rsin )2
M
:m(('cosw—rgbsimpy—|—(7*Sin<p—|—7“c,bcosg0)2)—G m
2 V12 cos? o + r2sin® ¢

= %(7’“2 cos? p — 2rrpcos psin g + r2<,b2 sin? v+ 72 sin? @+ 2rrosinpcos @ + r2¢2 cos? ®)

mM m mM
-G = —(#2(sin? o+ cos? ©) + 1"29232 sin? w+ cos? ) - G—, 65
\/1"2 (sin? o + cos? ) 2 (X ) ( ) Vr? (65)

e cMo KopucTmii jia je sin? ¢ +cos? p = 1. Tlonrro je r > 0 o gedununuju, onga Vr2 = |r| =

r, na ce jeqHadnna (65) mpersapa y

22 2,02

m(re +r mM

( 5 &) _gmM (66)
r

E =

Cana hieMo Ha csiMYaH HAYMH U3BECTH M3PA3 33 MOMEHT MMIIYJICA Y TOJADHUM KOOD/AMHATAMA.
Bamenumo (61), (62), (63) u (64) y (60) ma 6bucmo gobum:

L =m(rcosp(rsing + r¢cosg) — rsinp(rcosp — rosing))

= m(r7 cos @ sin ¢ + 12p cos® p — risin p cos p + r@sin® ) = m(r?p(cos® p +sin’ @), (67)

na kopucrehin ma je sin? o 4 cos? ¢ = 1, gobujamo
L=mr?p. (68)

IIpumernmo Takobhe ma je mobujenn n3pas y CKAady ca OHAM KOju OMCMO OYEKHUBAJIHM IO3HABA]Yhu
3aKOHE JHAMEKe porammje, jep je L = mr?p = mr?w = Iw, rae je I MoMmenT uHepruje Marepu-
jaJiHe TadKe KOja pOTHPA OKO HEIOKpPeTHEe Oce Ha PacTojaiby T, 8 w yraona Op3vHA MaTepPHjaJIHe
TayKe 1PY TOj POTaluju.

Kao mrro cmo Beh pexksm, mimsb HaM je 1a kopuctehm 3akoHe 0pIKambha MEXAHUIKE €HEPTHje U
MOMEHTa MMITYJICa U3BeJeMo 3aBucHOCT 7 (). Hda 6ucmo permmau Taj cucreM audepeHImjaTHux

jeTHAYMHA, YBEJIUMO CMEHY
1 m2M

u(t) = o5~ G (69)



21
m=M
Tz KOHCTaHTa,

ma, caJia 3anpaso Tpaxumo u(p). Iomro je L koucTanTa, oHJA je Takohe u —G
na u3 jegpaqwnne (69) caeam ma je
1
U=——r. 70
> (70)
2Kemmmo ma u3pasumo 7 u @ Koju (urypuiry y uspasy 3a MeXaHHUIKY eHeprujy (jeauaansa (66))
npeko u(p) u ¢ u wuxoBux u3Boga. Kopucrelin npasmwio n3Boga cioxene GbyHKIMje n u3pas

(70) mmamo ga je

1. . Cdu
—gr=a=u = (u(p(t)) = d(p(1)¢'(t) = e (71)
OJIaKJIe CJIeSn
d
P = —r2¢£ : (72)
AKko casa uckopuctuMo 12 je L = mr2¢p, umamo ga je
L du
= 73
[ (73)

Takobhe u3 u3pasa 3a MOMEHT UMITyJIca U Bese uzMehy 7 u u (jennaumnua (69)) uzsomumo cienehe

L L (1\? L Gm2M\?
b =~ () == - . 4
YT T m <r> m (u—i— L2 > (74)
Takobe, u3 jemnauwnne (69) mobujamo:
1 Gm2M
- 75
S =t T (75)
mna je oHma
1
u -+ sziM (76)

Axo caya 3amenumo uspase (73), (74), (75) u (76) y jenuauuny (66) nobujamo

2 2
m L du\? 1 L Gm2M\ > Gm2M
E=—|(-Z222 - = e — GmM .
5 ( md<p> + <u+ GHE3M> <m <u—|— Iz > ) Gm <u—|— Iz )

(77)
Cpebhusamen jemnaumue (77) mobujamo
2mE du\? 9 Gm2M\*
L2 - <dgp> +u” — < L2 > . (78)
Hedunummumo sennunny A Takpy 1a je
2mE Gm2M\?
2 _
A—L2—|—< L2>' (79)
2
Axo cana ma ob6e crpane jemnakoctu (78) nogamo (GTJ’;M ) u 3amerumo (79) nobujamo:
du\?
A? = — ? 80
(G2 . (50)
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pu emy cy A2, ma u |A|, KoHCTaHTe, jep Cy U3 3aKOHA OJPIKAKA, MEXAHIIKE CHEPTHje M MOMEHTA,
umnysca E u L xoucranran. Permmmo pudepennpmjanuy jennaauny (80) ma 6ucvo nobum u(p).

3 (80) nmamo:
|A]? —u? = ﬁfQ. (81)
de

[pumeramo a 6U OBa jeHAuMHA WMaJIa YOMIITe CMUCAa Mopa ja Baxn fa je |A]2 — u? > 0.
IITo mape Moxe ma ce TpaHcgopMuile Ha ciaeaehn Hadum:

2 2
AP —u2 >0 A2 > 2 o< L) < 82
|A]* —u® > = JAF>u = AE S = ) Sb (82)

. 2
rje CMO MCKopucTuim ma je |[A| = \/ 2T2E + (GTEQM

HEjeTHAKOCT MOpa Ja Oyle UCIYIheHa y HAIeM CIydajy, Tj. KaJa Cy BPEeIHOCTH OAroBapajyhmx
BEJIMIUHA K0 M3 TOCTABKe TpobiieMa, moriaesaT aogaTtak A.

Kako cMo pasmorpunu ycsios jie(pUHUCAHOCTH, MOXKEMO CE BPATHUTHU PEIIABAY, jeTHAUUHY
(81) cama cMeMoO KOpEHOBATH, TIOMTO Cy 00€ CTpaHe HEHEraTUBHE:

2
) #£ 0, jep je m > 0. 3a noka3 ja 0Ba

du du
VAR —w2 = |2 =522 83
ma je
du
dp=F—r 84
@ A (84)
ofaKJe YKOIHKo u3Bydemo |A|? u3 xkopena mobujamo
du
do=7F . (85)

Al ()

Tlomrro cMo pa3aBojusIM TPOMELURE, CATA MOKEMO WHTErpaauTu 06e cTpaHe:

[ o=+ / CZ“ (56)

IA\
Yeemumo cMeHy t = ﬁ (dt = rl—“l), Ha 6uecMo JOOUIIN:
/ dy = / L (87)
90 - ? 1 _ t2 )
OJIAKJIE CJIeJIV I3, je
¢ = Farcsin W +C. (88)
[Tomro je arcsinz = — arccos T + 7, Jajbe ©MaMo Jia, je
p—C1=7F <— arccos & + 72T> , (89)
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nomro je (F1) - (—1) = £1, xobujamo na je

s

U T arccos 7 5

p—C) =+arccos — F - = |‘3‘ 2
|A 2 — arceos g1 + 35

3akJbyIyjemMo

v+ g — ('} = arccos <:I:‘Z|> .

Hedmmmmumo B = § — C u yammmo Kocumyc o1, 0be cTpane
- (¢ + B)

— = cos(p )
Al

OJIAKJIE je KOHAYHO
u = +|A|cos(¢ + B).

(92)

(93)

Axo caza oBo 3amennmo y (76) ca crpane 19 no6ujamo TpakeHy jeJHAYMHY TPAJEKTOPHjE d€C-

THIIE, OJJHOCHO 3aBUCHOCT 7 (¢):

1

r(p) = :
+|A|cos(¢ + B) + 76'7231\4

(94)

[okaxkumo ma jeqaaunna (94) oarosapa jenuaunau xunepbosie. Ilpumermmo mpeo ja je 6e3
ymamema ommroctn B = 0, jep Mmemamem B Tpajekropmja decTuine Koja oarosapa (94) camo
pPOTHpPaA OKO KOOPAUHATHOT ToueTka. Caja ako y aedununuju A (umu (79)) yBegemo o3HaKe

_ 2mE
p - L2
u
B Gm2M
q - L2
JobujaMo 1a je
A’ =p+¢?,

TO jecT
Al = Vp+q*.

Takobe u3 jeuaunne (61) ca crpane 17 u kopucrehn unmenuny na je

r=1/r2cos2 ¢+ r2sin? @ = /a2 + 2,

JobujaMo 1a je
r /12 + y2

Bamernnmo caga (96), (98), (99) w (100) y (94)

1
£/ 2_|_ 2 ,
Y T R e 14

x2 +y2
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a je oJaTiie

trv/p+ @+ gVt +y? =1 (102)

Homapamem :Fxm ca obe cTpaHe W KBaJIPHUPAbeM Jajbe IT00MjamMo
P +y?) =1F20Vp+ @ +2°(p+ %) (103)
Onysmmnvo 1+ ¢%y? + ¢>2? ox obe crpane
P+ Y 1=y — P =15 20Vp+ @+ 2%+ 2°¢ — 1=y — P, (104)

na JaJbe mMaMO

pz? F2p + ¢?x — ¢*yP = —1. (105)

. 2
Homajmo obe crpane p-‘rTq ¥ U3BYIIUMO P UCHPeE], 3arpaje Ja 6MCcMO HATTPABUIN KBaJIpaT OUHOMA

/ 2 2 2
p<$2:F2 pPra P+Q>_q2y2:p+q 1 (106)

+
P p?

OJIAKJIE CJIe/IVN I3, je

2
2 2 _ 2
plog YPHE) 2o _PHra—p_a (107)
p p p

TloMHOXKUMO cajia TIeTy jeTHAUNHY ca q%, Ja OMCMO KOHAYHO JOOWIN

2
2 2
p P+q
Poag Y2EC) _p2 oy, (108)
q p
OZ[HOCHO
2
Vrte®
<x G v
" -7 =1 (109)
p? p
/ 2
VKOJINKO O3HAYAMO C = :FPTJrq, a’ = ;—2 HMaMO I, je
(x+0? o
P
Caza y 3aBHCHOCTH OJf TOTa Ja JH je p = 22”2E (Buzm (95)) HO3UTUBHO WMJIM HEIATMBHO Tj. JIa

JI TEJIO UMa MMO3UTHBHY WJIM HETATUBHY eHeprujy jemnaumua (110) je jenmnaumna xunepboste wim
esiiice, pejgom (dakrop +c Hema HUKakBOr yruiaja Beli camo TpaHcamupa xunepbosty /esuncy
nyx x oce). llomro y Hamem ciaydajy Tesio jona3u u3 Jajgeka OP3UHOM U — C BEroBa MeXa-

2
m7{\4 — 7= > 0, Kaga r — +00, IIa ce OHfa,

HIYKa eHepruja je taja B = Ey + E, = ™3 - -G

jep je % > 0, jennaanna (110) rpancdopmunie y

(z+c)* ¢
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Cmuka 11: TpajexkTopuja pacejama decTure moi JaejcTBoM IbyTHOBe rpaBUTAIIOHE CHLTe

rme je b = \/% . Bakspyuyjemo sia je jemnaunna Tpajekropuje (94) jeqnaunna xunepbose y Hamem
cJIy4ajy.

ITocTaBumo oce x u y, Tako jia je dectura Hajosmxka macu M 3a y =0, 1j. 32 ¢ = 0 (Brau
comky 11). JIpyrum peunma, dyHaknuja

r(g) !

B +|A|cos(p + B) + G”].sz

(112)

noctuxke MuHUMYM 33 ¢ = 0. OJHOCHO, BeH NPBU U3BO/J, je jeHak Hysn KaJ je ¢ = 0 u Mema
3HAK Y TOj TAYKM, 38 MAME BPEIHOCTH j€ HEraTWuBaH, & 3a Behe mosmrmBan. Vzpauyuajmo npsu
u3Boz 1 ():
1 .
F(p) = (~1) — (£|A|(~sin(p + B)))
(:|:|A| cos(¢ + B) + G”32M>

_ +|A|sin(¢ + B) ' (113)

2
(:HA\ cos(p + B) + G’ZEM)

Tlomro je wmenwmstarn cBakako Behw o Hyse, 3HAK MPBOT W3BOJA 3aBUCH CaMO O Opojwora
+|A|sin(¢ + B). Umamo ga tpeba ma Oyie

7 (0) = £|A|sin(B) = 0, (114)
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o/akie 3akibyayjemo ja je B = 0 uwnu B = 7. [lpu yemy ga 6u 610 ucnymen Apyru yCaoB Tj. Ja
r'(p) Mema 3HaK y B Tako ma je 3a Mame BPEIHOCTH HETATWBAH, a 33 Behie O3UTHBAH, MOPAMO

JIa Pa3MaTpaMo OJBOJEHO CIIyUaj MpeI3HAKa + OJHOCHO —. 3aKJBYyUyjeMo I3 je 3a MpPea3HaK -+
0Baj yCJIOB mcCIymeH camo 3a B = 0, 110K je 3a npe3Hak — 0Baj yCJIOB MCIIYIEeH camo 3a B = 7.
Ay nomrro je cos(z + m) = — cos(z), nmamo aa je

+[A[ cos(¢ +0)

+|A|cos(¢ + B) = { —|A| cos(p + m) = —|A|(— cos(p))

} = |Alcos . (115)

Kaga 1o 3amenumo y jepnaqauny rpajexkropuje (112) mobujamo:

1

= ‘A| COSSO“‘ GanzM .

() (116)

usp Ham je g3 U3 jeHAUMHE TPAJEKTOPUjE M3PAYyHAMO yrao pacejama dectune « (Buiu
cmky 11). Jla 6ucmo To yunanaun nzpaaynahemo acummrrorcku yrao 6 w ona nahn sesy nsmehy
a u 0. Umamo ma o gedurunujn 6 Baxku 1a je

wlgier(w) = +o0, (117)
OJIAKJIE CJIe/IV 13, je
2
|A|Cos(i91) T = < M) + 0”272]” 0. (118)
Opnasie 3ak/byUyjeMo Jia je
cosez—w. (119)
Ocrauto je jomr ma uzpagynamo |A|. Kama je Tesio jako ganeko umamo 1a je E = mQCQ n L = mcb

(HApABHO, MONITO BaXKe 3aKOHU OPXKamba, F u L mMajy 0Be BPEJHOCTH TOKOM IEJOT KPETamha).
Axo To zamermMo y m3pas 3a A2 (jenmaumma (79) ca crpame 19) mobuhemo

ol 2mt(GmEMNY e (GMNY 1 (0 (GAn)? (120)

© m2c2h? m2c2b2 ) m2c2b? c2b2 ) b2 c2b ’
TTomro je cBako Tesio, ca m3y3eTKoM HpHUX pyla, MHOrO Behe o ceor [IBapmmminosor pasiu-
jyca, rs = Q%M, rae je M wmaca Tema, MOYXKEMO 3aK/by9UTH Ja je T > 5 = %, e je rr

noynpevHuk jonre. A 360r Tora mro je b > 1y (MHaUe O6M YeCTHIA YAAPUIIA O TeJIO Mace
M), Baxu jga je b > rp > (i—é\/[ Tj.

GM
T <« 121
2y b (121)
Takobe,
GM\?
= 1 122
(Czb> <1, (122)
ma je
GM\?
1+ (Z=) ~1. 123
+(Cgb) (123)
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ITa ce u3 (120) HAKOH KOpEHOBama A00Mja

1 1

Bamenumo caga oBo y (119) u uckopucrtumo na je L = mcb:

Gm?*M GM Ts
g _ _ s 125
€08 %m2 b2c? bc? 2b (125)

Tlorsnemajmo nonoso cauky 11. Ilpumerumo ja je
B+a=20 (126)

" Ja je
B+B+a=m. (127)

U3 (126) umamo ga je 5 = 6 — . 3amenumo 1o y (127) na 6ucmo gpobuitu:
0—a+0—a+a=m, (128)

OJJaKJIe KOHAYHO

a=20—m. (129)

Cajta umamo s je
sin o = sin(20 — 7) = sin 260 cos(—m) + sin(—7) cos(20) = —sin 20 = —2sinf cosh . (130)
Homrro § € (0,7) (Bumu cauxy 11), Baxu ga je sinf > 0, crora je sinf = ++v/1 — cos20. Anu

%)2 = — (%)2 < 1 (Bunm jemmaumnuy (122)), MOXKEMO TPUMEHATH

anpokcumanyjy (1 + z)® =~ 1+ az, kazg je ¢ < 1, na je onja

KaKo je —cos?f = — (—

1

sin9:(1—00820)% %1—500529. (131)
Y6amuvo caya oBo y jemnaunny (130)
1
sina = —2 (1 - 50082 9) cos = —2cosf + cos> 6. (132)
Nwmajyhu wa ymy ja je cosf = —% < 1 (Buywm jepnaumne (121) u (125)) sanemapumo rpehin
CTEeIeH MaJie BeJIUIuHe Cos b 2GM
sina ~ —2cos = —5—. (133)
c4b
IIpumernmo ga je m sina = 2CGZ]bV1 < 1, ma MOXKeMO MCKOPHUCTUTH AIPOKCUMAIU]y Sinx ~ T 3a
MaJie yIjIoBe J1a 6MCMO KOHAYHO J00MIH
2GM
a= : 134
2 (134)

Pesynrar koju ce mobuja y okBupy OTP je mymio selim o oBor pedynrara, jenpaunna (16) Ha
crpanm 11.
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5 Teopujcku KaHauJgaTu 3a TaMHY MaTe€PHjy

IMocroje apa HaumHa ga ce objacHe eKClIEpUMEHTAJIHN pe3yJraTh Koje jgobujamo [1]. Jeman
HAYMH je JIa U3MEHHUMO OIIIITY TEOPHUjy PEJATHBHOCTH Tj. Ja MPETHOCTABAMO Ja TOCTOjHA jOII
JEJTHO TIOJhe KOje Jiesiyje Ha CBa TeJia, IITO MOJIPa3yMeBa Memamhe AJHINTAjHOBE jeTHATUHE TTOJhA

887G
G/"'V + Ag/“j == CTTMV . (135)

Crerudrano, 0Baj MPUCTYT MOAPA3YMEBA MEHALE JIEBE CTPAHE jeIHAYUHE JIOTABAFHEM JOITT jeI-
vOT wiaHa. Jlpyru Hauun objarimaBama €KCIEPUMEHTAJHUX PE3YJITATa KOJU Ce JIOBOJE Y BE3y
ca TAMHOM MaTepujoM mospaszymesa jaa je OTP mobpa u tauna Teopuja, a pesyarare objarimasa
yeohemem HOBe Marepuje, m3Ban Cranmapmaor Mojena enementapaux dectuna [6]. Hamwme,
y TOM CJIy9ajy MemaMo JecHy crpaHy jemuaqnse (135) memamem dnana 1), KOju MpeiCTaBIba
TeH30p eHepruje-uMirysica. llocroju Buire KanaumaTa 9ecTuIa Koju 6u Morin ga objacHe edexre
KOje BUJIMMO, aJI1 33 CaJia HEMAMO HUKAKBUX €KCIIEPUMEHTAJIHUX JI0KA3a O TOME 1ITa O 3a11paBo
Moruia 6utu Tamua Marepuja. Texkuua mpobiieMa JieKu ¥y TOME IITO YKOJIUKO u3abepeMo IpBu
HPHUCTYT, M7 3anpaBo TBpauMO J1a je OTP morpentaa wim y HajMamy PyKy HEHOTIYHA TEOPH])a,
JIOK YKOJIMKO m3abepeMo Apyru mpuctyn Tpaumo ja je Cranmapaan Mojea morpenan win y
HajMakby PYKy HemoTmyH. MelyruMm, obe oBe Teopuje cy jako moOpO €KCIEPHMEHTAJJIHO IPOBe-
peHe 1 TI0Ka3aJie Cy Ce HEBEPOBATHO NPENu3HUM Yy OPOjHUM eKCIIEPHMEHTHUMA KOjeé CMO W3BEJIH
go cama. Hwuranma mamemo mMasm 60X MOKJamama um3Mehy ekcmepumenTta m Teopuje. Buio
KOja Bapwujarmja mjeHe ol OBe jBe Teopuje Om MopaJa ja mpBo objacuu cBe japyre dheHOMEHe U
pe3yaTaTe Koje BUIAMO, a TeK OHJIA, IOBPX TOTa, II0jaBe Koje TIOBe3yjeMO ca TAMHOM MaTEPHjOM.

Y tabenn 1 moxkemo BuaeTu jegHy nozjesny Behwae OGuTHMX XWHoTe3a KOje TMOKYIIaBajy Jia
objacue camaHe ederre Koje mpumucyjemo tamuoj mMarepwju [7]. Mwu hemo cromenyTtu camo
HEKOJIMKO HAjOMTHUJUX.

Ilpeu on kaHmuIaTa 3a Objallmbeme TaMHe MaTepuje jecte akcuoH [8]. KsanTHM Xpomomn-
HAMUYKW AKCUOHU Cy XMIOTETUYKE €JIEMEHTaPHE YECTULE KOje LPUJIPYIKYJEMO 110Jby AKCHUOHA
KOje je TTOCTYJIMPaHO Kao MOTEHIWjaJIHO perrenhe mpobiema ouyBama CP-cuMerpuje y KBaHTHO]
xpoMmomHaMuIi. Hanme, J10 jake nHTEpaKIHje T0Ja3H jep MoJbe TUIYOHA WHTeparyje ca T3B. Tyc-
THUHOM CTPYjeé KBAPKOBA, KOja MMa BEKTOPCKY MPHUPOLY W MOXKE OWTH aKCHjaAJHO WJIM MOJIAPHO.
Crora ce jaka WHTepaKIKja ONUCYje Ca JBA PA3JINIUTA cAOUPKA — TUIYOH-TIOJAPHOM CTPYjOM H
IJIyOH-aKCHjaJiHOM cTpyjoM. MeDyTnMm, jesHO 07 OTBOPEHMX NHUTAaMA caBpeMeHe (DU3MKeE jecre
3AIITO y €KCIIEPUMEHTHMA, JETEKTYJEMO CAMO MOJAPHU YJAH Tj. 3aIITO je KOHCTAHTA WHTEPAK-
nyje Koja MHOXKM akcujanHy crpyjy (kojy mHade obesexkaBamo ca @) mMa jako Majy BPEIHOCT
Koja je Oamcka mid jenHaka Hyad. VcmocraBsba ce 1a YKOJHKO OH IIOCTOjA0 AKCHJAJIHU UIAH
o Ou joBeo o0 Hapytiewma CP-cumerpuje, Koja je mHaue HapyllneHa KOJ cjaabe WHTEPaKImje,
[Ia je MATAE 3aIITO HUje W KOJ, jaKe. JeaH OJi TEOPHUjCKAX MOJIeJIa KOJU MOKYIIaBa 13 MPYyKHI

Teopujcku pasJior aa speaHoct O Gyse npocro jeamaka myiu jecre Peccei-Quinn®

MOJI€JI, KOjH
YBOJIM HOBO TTOJb€ AKCMOHA W CAMUM THM W HOBY YECTHILy KoOja ce 30Be akcmoH. MehyTum, cBu
JOCAJIAIIHY TIOKYITAjH JeTEKTOBAha AKCUOHA HUCY OWJIM YCIEeNTHH. Y KOJIMKO OH 0yJie OTKpUBEH
¥ YKOJIMKO erOBa Maca YIaJHe y HeKw oarosapajyhu omcer, om 6u morao ma Oyme objarmmeme

cBHX e(heKaTa KOje BUIMMO yV BE3H Ca TAMHOM MATEDPHJOM.

6Roberto Daniele Peccei (1942 — 2020), uramujancku Teopujcku ¢usnuap wectuna, Helen Rhoda
Arnold Quinn (1943), aycrpanujcku pusndap 4eCTHUliA.
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KBAHTHHU XPOMOJIMHAMUYKN aKCHOHH

Jlaku 0030HM YECTHIE MOMYT aKCHOHA

fuzzy xnamna TamMHa MaTepuja
Crangapaan Moges

HEYTPUHU
CTEePUJIHU HEYTPUHH
cynepcuMeTprja
BoDeme oJ/laTHE JUMEH3H]e
yBoD . ciaba ckaJsa aka a ]
HOBe MaTepuje MaJu XHUrce

edeKTHBHA Teopuja 1M0/bha
cnabo uaTEparyjyhe
JpyTe YecTuIe macusHe gectune (WIMP)
camounTeparyjyha ramna marepuja
IPUMOD/IjaaHe TPHE pyTIe
MaCHUBHU KOMIIaKTHH
xaso objektu (MaCHOs)
MaKpOCKOICKa TaMHa Marepuja (Macros)
moaudukopana Fbyraosa qunamuka (MoND)
TeH30pP-BeKTOP-cKasiap rpaputanmja (TeVeS)

MaKPOCKOIICKA,
MaTepuja

MOT(PHUKOBaIHLE I'PaBUTAIA]E

Tabena 1: Knacudukanuja cBuxX Xumnore3a 0 TAMHO] MaTepUju

Hapeuau kanauaar jecy cynepcumerpudanu napraepu decruna Crangapasaor Mogeaa [9, 10].
Ilpempaa je 1967. roaume nokaszama takossana Coleman-Mandula’ Teopema Koja TBpmu Ja mpoc-
TOPBPEMEHCKE M yHYTPAIlllbe CUMETPHUje HE MOr'y MCKOMOMHOBATHM HUM HA jEJIAH HETPUBHUjAJIAH
HAYWH, UCTOCTABUJIO Ce JIa MOCTOJU jelJaH W3y3eTaK OJ MPETIOCTABKH OBe Teopeme. Jlpyrum
peunma moryhe je nmpormmpuTy [loerkapeoBy cumerpujy Ha Behy rpymy npocTopBpeMeHCKUX CH-
MeTpHja Ha HeTpuBHjaJaH HaurH. Ha taj Hauna yommrasamo Crargapaaun Moen eJieMeHTapHUX
YECTHUIA HA CyNEepPCUMETPUYHE TeOpHUje Koje Mojpa3yMeBajy ja cBaka dectuna u3 CraHIapHOT
Mogena nma cBOjy cymepcumerpuyny napraep-dectuiy. Mehyruwm, cynepcumerpuja 6u, ako 6u
mocTojaJia, H6uiIa HAPYIEHA WCIIOJ, HEKE eHEPTeTCKe CKaJie Tj. Y HUCKOEHEPreTCKUM eKCIIEPU-
merTnMa He O6m Gwmia ucmomroBana. Mako 6u mEHO MOCTOjame MMAaJ0 HU3 JIEMUX CBOjCTaBa U
pelaBajgo MHOTO OTBOpeHnX mpobiaema MojepHe dbusuke (n3mehy ocrasor mpobiaeM Xujepapxuje,
npobJseM yjemumena jake, ciaade n eJeKTPOMArHeTHEe HHTEPAKIje, TpobsemM KOCMOJIONIKE KOHC-
TaHTE KA0 M HOOOJBINAKA ¥ OMUCY IPABUTAIMjE (CYMEPrPABUTAIINjA, CYIEPCTPYHE)), CyIepcrMe-
TPUja HUje JIETEKTOBaHA eKciiepuMenTaHo. Takohe, ako Ou mocrojasia, 9eCTuIie CyrepuapTaepu
MOTNTO WMajy Macy Behy oJi CBHX MOCTOjeNMX YeCTHIa MOry WIDATH YJIOTY T'DAJWBHUX YECTUIA
TaMHe MaTepuje. o cajia HUje Ha YeCTUla CynepnapTHep HUje JeTEKTOBaHA.

Jomn jenam kammgmmar 3a objammaBame edekaTa TAMHE MATEPHje jeCy TAKO3BAHW CTEPUJIHU
meyrpunu [11]. Hawmme, Tokom 90-THX romumHa mporuior Beka ja 6mu ce permmo mpobiaem Co-
JIAPHUX HeyTpI/IHa8 busmaapu cy ce okpeHynm MeXyHH3MY HEYTPUHO ocrusanuja (moryhimocT

"Sidney Richard Coleman (1937 — 2007), amepuaku Teopujcku dbusudap, Jeffrey Ellis Mandula (1941),
amepuaku dusngap.

8TIpumeheno je ma 10 Hac ca CyHIA JOMa3W ABa 10 TPH IIyTa Mamhe HeyTPHHA HETO IITO GHCMO Ote-
KHBaJII Ha, OCHOBY TEOPHjCKHX pa3MaTpamba TePMOHYKIeapHHX peaknmja y nearpy CyHna.
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PeTBApPalkha eJIEKTPOHOBOT HEYTPUHA Y MHOHCKHM, MAOHCKOT y Tay W Tay HATDAr y €JEeKTPOHOB)
KOjU T0/Ipa3yMeBa Jia HEYTPUHU MMajy HeHysaTy macy. llocrojame OBMX ocrnmialmja m KacHUje
Mepeme Maca HEyTpUHA 3axTeBasio je npomeny CranmapmaHor Mojesa ereMeHTADHUX YECTHUIA.
OBo MOXke OWTH YIMIHLEHO Ha BUITE HAYWHA W JOTI YBEK HE TIOCTOjW KOHCEH3YC OKO TOTA KOju
ol HHUX je HajbobH, jJep Cy eKCIEePHMEHTH Ca HEeYTPHHHMA jaKO TeIIKH W IMOCTOJH JOII MHOIO
KIbUXOBUX 0cobuHa Koje HaMm Hucy nosuare. JlojgaTHO, ocTaB/ba Ce IUTAHE YKOJIUKO HEYTPHHH
MMajy Macy 3alllTO CBH UMajy TAKO3BaHY JIEBY KMPAJHOCT, JIOK CBH AHTUHEYTPUHHU UMAJy JECHY.
Kupanmoct gectune je ocobuna jeBOT OIHOCHO JIECHOT “3aBPTHHA” U PA3JIMKYje 9ECTUIE Y O/I-
HOCY Ha OIJIeJIAJICKy cuMeTpujy. JloK ce BepoBaJio Jia je Maca HEeyTPHHA HyJa, HHje OMIO TyIHO
IITO CBU MMA]y JIEBY KHPAJJIHOCT, jep 3a 6€3MaceHe 4eCTHUIle BaXKU 3aKOH OJPXKabha KAPAJIHOCTH.
MebhyTum, 3a MaceHe YecTHIie, OBaj 3aKOH je HAPYIIEH, I1a Ce IMOCTAB/bA IMUTAIE 3AIITO Y eKCIIe-
PUMEHTUMA HUKAJ He BUJIMMO HEyTpHHE JeCHe KWPAJHOCTH. JeIHO O peliema OBOT mpobieMa
JecTe mocTojame TaKO3BAHUX CTEPUJIHUX HEYTPWHA KOjU MMajy JECHY KUPAJIHOCT, aJid HEMAjy
Haboj Yak HU 3a caaby uHTepakimjy. OBO ce MOCTUKE TAKO3ZBAHUM SEEsaw MEXaHW3MOM M0 KOM
CTEPWJIHM HEYTPWHH MMAjy BeJuKe Mmace u Hemajy Haboj 3a ciaby mHTEpaknujy, JoK obudnu
HEYTPUHU UMAJy MaJjie Mace W HeHyaTH Haboj 3a cinaby uuTepakiujy. CrepuiiHu HeyTpUHHU Ou
300r cBOje Mace W OcOOHWEHE 14 He WHTEPAryjy HUKAKO CeM TDABUTAITMOHO OWJIM OIJITUYaH KaH-
JUIAT 33 IPAJIMBHU €JIEMEHT TaMHe marepuje. MehyTum, oHu 10 cajia HUCY €KCIHEPUMEHTATIHO
JIETEKTOBAHMU.

Caabo-unreparyjyhe macusue gecrtune (r3s. WIMP) cy xumorerndke decTure Koje o jie-
duHUIUjI TPEICTAB/bAJy TPAJIMBHE YECTUIE TaMMe Marepuje. 3a pasjuKy OJI NPEeTXOJHUX KaH-
JUaaTa, KOju Cy YBeIEeHM U3 JPYTHUX Pasjora Koju HeMajy Be3e ca TaMHOM MmaTepujom, WIMP
yBOIUMO (HPEMEHOJIOMKN CIeIupUIHO A2 6UCMO ONMCUAN TaMHY MaTepHjy. lakie oHe Hucy Te-
OPHUjCKU TPEIU3HO yBeJeHe ca Tadno oxpehenwm Besmumnama, Beh 3a wecTwily Kakemo 1a je
WIMP ykosuko ucnymasa cienehe yeaose:

1. wectuna wHTEparyje cjaboM M IPABUTAIMOHOM CHJIOM M HE MHTEeparyje JaKOM HHUTH €JIeK-
TPOMArHeTHOM,

2. wecTurla Takohe MOTEHNM]ATHO MHTEPAryje W HEKOM JOJATHOM, MeTOM CHJIOM, TIPU YeMy
IEeH MHTEeH3UTET HUje Behn oy mHTeH3uTeTa ciabe cuie,

3. decTuia mMa Macy yIOPeIWBYy Ca MAaCOM IIPOTOHA, WJ¥ BeNy.

Ouekyje ce ja 300r xurahema 300r MUpema YHUBEP3YyMa Kao u 300r ¢Boje Besmke mace WIMP
YeCTHUIE UMAjy MaJie eHepruje 1 Ja Ce MOCJAeINIHO HArOMIJIaBA]y OKO mocrojehnx Tesa BemKux
Mmaca (rajakcuja, miaHera, 3se3a). Takobe ce mpeTnocrasiba jia 6u OHIA HA THM MeCTHMAa 360T
HATOMMJIABAa TPebAJIO Ja, Jloa3u 10 cyaapa uamelly dectune n mene anTuuectune (aHUXUIA-
yja), IITO OHJA 3HAYU Ja OU IEHTPU TrajJakCchja U 3Be3/a Tpebasiu Ja Oy/1y U3BOPHU 3paverma, Ca,
crieruUIHUM CIIEKTPOM KOjU OJIoBapa THM CYJapHUMa M KOjU Ce HE MOXKe 00jaCHWTHU Ha JPYTH
cTaHmapauuju HadmH. Mebhytum, 10 caga TakBo 3pader-e Koje He MoxKe O6uTh 00jallmheHo Ha,
JpYTHU CTAHIAPAHUjU HaYnWH Huje nerekToBano. Jlobap teopujckm kamaumar 3a WIMP gectuie
Jecy CynepcUMETPUYHM MAPTHEPHU MOCTOjeNuX YecTwuiia, MOMITO UCHYHAaBajy CBa TPU IOpEeHABe-
JIEHa yCJIOBA, 33 PA3JIMKY OJ MTPETXOAHO TOMEHYTHX aKCHOHA W CTEPUITHUX HEYTPWHA.

Tokom pasBoja umeja 3a peraBaibe IpobieMa TaMHe MaTepHje jeIHa o uaeja je buia 1a ce
TAMHA MATEPHja CACTOjU O/ TAKO3BAHMX MACHBHUX ACTPOPU3MIKUX KOMIIAKTHUX XaJ0 objekara
(MACHO). 3a pa3nuky 0/ IPeTXOHAX KAHJIAIATA Y MUTAKY CY MAKPOCKOICKH 00jeKTH, KOju
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Cy BEJIMYUHE acTEPOUIa, TUIAHETA W MAFhUX 3BE3/a W KOJU HE MOTY Ja eMHUTY]y CBETIOCT U 360T
tora cy "tamun’. Mely oBe objekTe cramajy:

® ACTEPOW/IM W IJIAHETE-JIyTAJIUIE, KOjU HUCY BE3AHM 3a CyHUYEBE CHCTEME
e yrammenu Geu MaTy/bIU (T3B. PHU TATY/BIN) U OXJal)eHe HEyTPOHCKe 3Be3jIe

e OpaoH MaTy/hIHU (IIPOTO-3BE3/IE KOje HUCY MMAJie JOBOJFHY MACy Ja HOCTAHy IpPaBe 3BE3JIe
Tj. Ja y HUMa NOYHY Ja Ce JelaBajy HyKJaeapHe Peakimje)

e MaJie M CpeJiibe I[PHE PYyIle Koje HEMAJy OKO cebe aKperuoHU JUCK

MeljyTum, kao u cBa bapuoHcka Marepuja Ha TeMiepaTypu Behoj o anconyTtue nysre u MACHO-
v Ou Tpebasin 3 eMUuTYyjy €JISKTPOMArHeTHO 3pademe. Jlo cajza 0BO 3pademe HHUje JTeTEKTOBAHO
¥ OTIIMCAHU Cy CBHU o0jekTu uuja je maca usmely 0,3 mace Mecerna u 100 maca Cynna. Muoru o,
KaH/IMJIATa Ca CIIUCKA Cy U Teopujcku npodbiemarnanu. Hanme, 300r 0jprKamba MOMEHTA UMITYJIC,
cTBapame IpHe pyre 0e3 aKPerroHor JIMCKA, je BPJIO PETKa M0jaBa, JOK Ce TaKOohe MCIOCTABIbA,
Ja 6esv ATYJBIIM ¥ HEYTPOHCKE 3BE3JIe HUCY UMAJIH JIOBOJPHO BPEMEHA JIa C€ OXJIAJIEe U yrace, jep
HEje MPOILIO JOBO/FHO BPEMEHA OJ MOCTAHKa ¥ HuBEp3yMa ja Om ce Taj mporec gecuo. Jlamac
moctoju Koucenzyce ga je MACHO xwunoresa mpepazubena, jep cy TpPeNu3HEja acTPOPUIAIKS
UCTIATHBAA, W TEOPHUJCKA PA3MATPaha eIMMUHUCAIA CBE KAHJAWIATE Ca TOPHEr CIUCKA, jeTHOT
1o jeaor, na 6u y HajonruMmuctuaaujeM caydajy MACHO o6jexktu moriu ja o6jacue camo 20%
Mace TaMHE MaTepHje KO]y JIeTEeKTYjeMO IPaBUTAINOHUM ehEeKTHMA.

Beh je momenyTo ma mocroje 1Ba passddATa MPHUCTYIA pEMIaBaiby HpobJeMa TaMHe MaTe-
puje. Jlo caza cMoO pa3maTrpasii caMO XHWIIOTE3€ KOje TOJApa3yMeBajy yBoheme HOBe MaTepwje,
a cajga heMo pa3MOTPUTH XHIOTE3e KOje MOApa3yMeBajy MOAudUKOBaihe IpaBuTalmje u 60/be
nedunucaTn pasnuky udmehy asa npucryuna.

Jemama o pBUX XUMOTE3a KOj€ CY TOAPa3yMeBaJie Memharhe CAMOT 3aKOHA IPABUTAIIN]E YMECTO
yBOhema HOBe MaTepuje Kao W3BOPA TPABUTAIMOHOT MOJba jecTe MomupukoBana HbyTHoBa mu-
mamuka [12] (modified Newtonian dynamics, MoND). Ona npernocrasma ga ce Hbyrnos 3akon
rpaBHTAILFj€ MeIha HA PACTOjAIbHMa Pelia BeJIMYUHE jeaHe rajakcuje. Mako mpBoOUTHO IpHMaM-
JbUBA, OBa TEOPHU]a je OP30 ONMOBPrHYTA jep je y CYNITUHNA HEPeJaTuBUCTHYKA. KacHuje ce mojaBuo
030M/bHUJU PEJATHBUCTUIKH HPUCTYII, TPe CBera y OOJIMKY TE€H30p-BEKTOP-CKaJIap Mojena [13]
(TeVeS).

MojiudukoBame rpaBUTAIIA]E Ce Y CYIITUHA CBOJU HA OIMCUBAKE IPABUTAIM]E HE CAMO Me-
rpukom (jemnaumna (135)), Beh merpukom m jomaraum nosmsuma. Mehyrum, ma dopmamHOM
TEOPHUjCKOM HUBOY MU JIO/IAjeMO HOBA 110JhA U YKOJIMKO IPETIIOCTABUMO JIA IIOCTOJH JIO/IATHA, Ma-
TEepUja y TAJAKCHU)H, 14 MAKO MEHAMO JECHY CTPaHy AJHINTAjHOBE jeTHAYMUHE TIOJha, MU HANME
Ty M3MEHY MOXKeMo ’TnpebannTu” Ha JIEBy CTPaHY W Ha, Taj HAYWH JI0OWTH cindaH OOJIMK jesi-
HAYWHE KA0 Y CIAyYajy MOAm(pUKOBAHA TPABHTAIM]E OMHOCHO JOJABAA HOBOT I'DABUTAITUOHOT
mosba. CTora ce TOCTaB/ba MATAHE KAKO PA3JIMKOBATH OBA JiBa mpHUCTyna. llocroju, meljyrum,
KOHBEHBH]OM JIOTOBPEHO MPABUJIO 34 CBPCTAaBabe HOBe XUIoTe3e y ojarosapajyhy rpymy. Hauwme,
YKOJIMKO 110Jh€ KOj€e 0/Ir0Bapa XHUIIOTE3HU HOMITYje IIPUHITUI eKBUBAJIEHIH]je, XUIIOTE3Y CBPCTaBAMO
y TPyIy J0J/laBaima MaTepuje, JIOK je MHAUYEe CMATPAMO MOJAM(pPUKOBAHEM 33aKOHA I'DABUTAIIM]E.
WMako koHBeHIMja, OBaj KPUTEPUjYM je HEJBOCMMUCIEH, puroposan u omoryhasa wam ja Guso
KOJy HOBY XHUIIOTE3Y HA jacaH HauuH cBpcramo uiau y rpyny “OTP ca mHoBoMm marepujom” wiu y
”momudpukoBana rpasutaimja’. Mako nmocroje npe o3 n3 06e rpyne, Tpeba HaracuTH 13 3a
caJa IMPeaHOCT UMajy Mojean MaTepuje” , jep CBHU 0 CaJa eKCIIEPUMEHTAJHE PE3YyITaTH YKA3Yjy

29



Ha TO JIa TaMHA MaTepuja TOTITYje MPUHITUI eKBUBAJIEHIIN]e U OJIaTiIe MAaTepHja y Ha3UBY. Y KO-
Jmko y OyyhnocTu Oy/ie JeTeK TOBaAHO HAPYIIEHhe TPUHINITA EKBUBAJIEHIIM]E OBA CUTYAIMja MOXKE
JIAKO I3 ce IPOMeEHH, MejyTnuM, 110 TaJa, MOIEIN KOjU MOAPA3YMEBA]Y A0JABAILE€ MATEPHje UMajy
OPETHOCT HAJI MOIEINMa MOAN(UKOBAHE I'PAWBTAIA]E, MAKAP M CAMO KPO3 OBY KOHBEHIIH]Y.

6 3akipyydak

Y oBOM paJly, HAKOH IIITO CMO y YBOJY H3HEJM KPATKU HCTOpujaT U 00jacHUIIN 3HAYA] TAMHE
Marepuje, baBmIM CMO Ce JIBEMA METO/IAMA, JIETEKITHje TAMHE MaTEePUje, POTAIMOHUM KPUBAMA, I'a-
JIAKCH]ja ¥ IPABUTAIMOHUM COYMBOM. Takohe CMO MPOAUCKYTOBAJIH IIOTEHIMjaTHE XUIIOTE3E KOje
MOKYMIaBajy ma objacHe TaMHY MaTepujy. Y JAPYroM MOTJIABIEY CMO APOKCHMAIHMJOM E€KCIIEPH-
MEHTaJITHO nobujeHe pacmojesie Op3wHa 3B€3/1a, KOPUCTUBIIH T0j€ITHOCTABIHEH MOJES TAJAKCHjE
u FbyTHOB 3aK0H rpaBuTaluje J0OMIH KaKBa MOpa OUTH PACIOAETa MACe OJf TIEHTPA TAJIAKCH]e.
Hobwiu cMo 1a MOpa mOCTOjaTv Maca M3BaH BUJBUBOT JIEJI4 TaJaKchja. 1y Macy CMO TpWIH-
CaJIM TAMHO] MaTepuju. 3aTuMm cMo y TpeheM moriaBby reOMeTpHjCKOM aHAJU30M U Kopuctehn
M3pa3 3a yrao pacejarma CBETJIOCTH Ha MACHBHOM Tejy Koju ce m3poau kopucrehim OTP mamumm
Be3y u3Mely yrioBa 1mos KOjuMa BHIMMO JIMKOBE TaJakchje (MJIH HEKOT JPYTOr HeOGECKOr TeJa,
HIIP. KBa3apa) M3a IPABUTAIMOHOI COYMBA W BEJWYUHE KOjy CMO HA3BAJU AjJHIITAJHOB yrao.
Ilomro y u3pasy 3a AjHIITAjHOB yrao (bHUrypHINy MMO3HATA PACTOjaiba U MACa IPABHTAIMOHOT
COYMBa, MOIJIK CMO 13 je m3padynamo. llorom cMoO KOHCTaTOBaJIM Ja je Maca Koja ce jobuja
Beha of IpoIlEemeHe Mace BUJJHUBOL JIEJIa, TAJIAKCHje W 3 Ce Pa3JhKa IPUIKCYje TaMHO] Ma-
Tepuju. Y UETBPTOM TOTJIABIEY CMO 3PAaK CBETJIOCTU AMPOKCUMHUPAJM TEJIOM Mace KOja TeXwu
HyJIU ¥ 9uja Op3uHa Texu OP3UHU CBETJIOCTH 13 OMCMO M3BEJIN HEPEJATUBUCTUIKY (hopMysy 3a
yrao pacejama cpersioctn. Kopucrehy 3aK0H OOpKama eHepruje M MOMEHTA MMITYJICA, HAIILIH
CMO jeJIHAYMHY TPAJEKTOPHUje y IPABUTAIMOHOM TIOJbY MacHBHE cdepe. 3aTUM CMO Ha OCHOBY Te
jeTHAYMHE W3BEJIU M3Pa3 33 yrao pacejama. JobwjeHun pesyarar je AyIIO Mambh O, OHOT KOjU
ce nobuja kopuctehm omimTy TEOpWjy pesaTUBHOCTU. ¥ HAPEIHOM, IETOM, TOTJIAB/BY mo3aba-
BUJIA CMO C€ XHIIOTe3aMa Koje o0jallbaBajy TaMHy MaTepujy. V3Hegw ¢Mo TJIaBHE TPEIHOCTH
¥ MaHE jeJMHE JIBE BPCTE XWUIIOTE3a, JI0JABATHe HOBE MaTepuje n MOAu(PUKOBAHE TPABUATAINA]E U
objacHuIM Kako ux pasiimkyjemo. Hakon Tora cmo uzmucrasiu Behuny OGUTHUX XUIIOTE3a, a OHE
HajOuTHUjEe CMO JI0/IATHO 00jACHUIIM U M3HEJIHM HUXOBE MPEIHOCTH, MaHe n Mehycobue cananocTu
U pa3JIuKe.

Tamua marepuja je u jaJbe jejna o, Hajsehux mucrepuja mojepre dusuke. AKO yorrnre
jecre marepmja m ako mpernoctapuMo ga je OTP mcnpasna, oma wmnam npubanxuo 85% cee
Mace y YHUBEP3yMy. YIIPKOC TOME, O 0] 3HAMO BEOMa MaJO. J3HAMO Jia UecTHIle Koje Ou je
YWHUJIE HE WHTEPATY]y €JEeKTPOMATHETHO, & WHTEPATY]y IPABUTAIMOHO. ¥YIIPaBO 3aTO, TMOCTOje
MHOTH e(peKTH KOjHu YKa3yjy Ha HeHO MOCTOjalhe WM JIa HEIITO He Bajba, Ca OIIITOM TEOPHUjOM
penaTuBHOCTH. Y OBOM Pajy CMO BHUJAEITH METOJ POTAITMOHUX KPUBUX Tajakcuja u ederar rpa-
BUTAIIMOHOT couuBa. llocToje W MHOTH JIDYTW METOIH JIETEKIMje TaMHe MaTepHje, ¥ Koje HUCMO
YJIA3UIIH.

Takobe cMO JUCKYyTOBaJIM U KAHAXIATE 33 TAMHY MATEPH]Y, O KOJUX CBAKH UMa CBOjE Ipe/I-
HOCTHM ¥ MAH€ W HE IMOCTOjU KOHCEH3YC OKO TOra Koju je Hajbosmsu. Mehyrum, mrro ce Tude npuc-
TyIa peliaBamy npobiema Behuna pusmyapa JaHAC Bepyje /12 je TaMHA MATEPHja 3auCTa MaTe-
puja. Tako je yriaBHOM jep CBHU J0CAJIAINLYA PE3YJITATH IOKA3Yjy /@ TAMHA MATEPHja MOIITYje
OPWHITATI €EKBUBAJICHIIN]E W jeP je jAKO TEeIKO HANPABUTH W3MEHEHY TEOPUjy TpaBHUTAIM]je KOja
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o0malllibaBa cBe pesyarare Koju cy Beh objammmenn moMohy omITe TeopHuje peaaTUBHOCTH Kao U
¢Be pasmunTe edekTe KOju ce MIPUIUCyjy Tamuoj marepuju. Mako je monymasame CTaHIADIHOT
Mogena 3axTeBaH moayxsar, Behwmna dusmuapa je MuILbema Ja je TO JeAHOCTABHUM U OOHU
OPHUCTYI O MEhAha OIIITE TEOPUjU PEJIATUBHOCTH. ¥ CBAKOM CJIydYajy, pernerme mpobiaema
TaMHE MaTepHje OM I0BeJIO IO PEBOJIYIM]E V MOAepHO] ¢dbusumu, jep O6u 6mI0 Koju on OBa IBa,
MPUCTYIIA, JIOBEO JI0 3HAYAJHUX MPOMEHa Y HEKOM OJ1 cTyDOBa MOJiepHe (DU3UKe.

3axBajHnIE

Hajsumie xenmwm 1a ce 3axBajmm cBoM MmenTopy. Iberosa mocsehenoct m Bpeme koje je
U3/IBajao Cy Me MOTIIYHO oaymeBman. Takohe 6uxX Kejeo 1a ce 3aXBAJJIUM CBOJHM IIPOMecopruMa,
dusuke, Usany Cranuhy u Uropy Casmomy, Koju cy JompuHETH MOM 00pa3oBamy y dbusunm u
Ha Taj] HAYAH W UHIAPEKTHO OBOM DPaJIy.

A Kpurepujym no3auTuBHOCTU

Hoxkazahemo na je
AP —u? >0, (136)

AKO Cy BPEJHOCTH BeJM4MHA Koje (hUTypuily Kao u3 mocTaBke npobsema (Buaw noraasbe 4).
Bamernmo npBo uzpase 3a A2 u u (jemmauune (69) u (79)) ma 6memo mo6wH:

2 2 2 2
2mE+<GmM> _<1_GmM> >0, (137)

L? L? r L?

IIITO Ce JaJbe TPAHCGhOPMHUIIe y

omE  (Gm*M\® 1 _Gm*M1 [(Gm*M\’
n m e (EEE)) >, (138)
L2 L? r2 L2 r L?
1a j106ujaMo KBaJIPaTHy je/IHAYUHY 110 %:
1 Gm*M1 2mE
——+2 - >0. 139
2 + 2 r + 72— (139)
Ako pgedunumemo x = %, na 6u mejeaaaxoct (139) Guna ucnymena MOpPa 13 BAYKH:
r1 <z <z, (140)
rje cy T, U T pejoM Mame u Behe pememe KBajpaTHe jeqHaunHe:
Gm*M 2mE
—2? 2w+ T =0, (141)

Jla 6ucMo HANLIA pernera OBe KBAJIPATHE jeJHAYHMHE, T1 W T, TOKAXKAMO MPBO /14 je JIMCKPH-
muHaHTa D 3ampaso jennaka 2|A|. Hanwme,

D=0 —dac = \/4 <Gm2M>2 —4(-1) <2mE> - 2\/2mE + (Gm2M>2 — 9|A|, (142)

L? L? L? L?
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a je cTora
—oGmM +2/4] _ Gm*M

Bamenumo caja 0Bo y yeaos (140) ma 6ucmo mobuiu:
Gm>M Gm*M
?—M’ <z< +14], (144)
OJIHOCHO
Gm2*M 1 Gm’M
77 | Al g - < 2 + |A]. (145)
JleBa HEjeTHAKOCT je CBAKAKO MCIYH-EHA, Jep je © HeHeraTubaH Opoj, ma CAMHM THM U - , JIOK
je
Gm?*M
TZ —14[ <0, (146)
Jep je

(147)

GmQM \/QmE Gm2M> 2
L? ’

MOIIITO je QmE >0 (jep je E =~ mQCQ > 0). Ocraso je jomr ga mpOBEPUMO Ja JIU BAXKK JIECHA
HeJe,Z[Ha,KOCT y (145). a 6ucmo To yunHWIN 3aMeHUMO J00ujeny jemnaunny Tpajekropuje (116)
y (145):
Gm?*M _ Gm’M
<
2 - L2

OBO je ounrieTHO UCTYEBEHO, TOTITO je cos ¢ < 1.

|A| cos ¢ +

+|A]. (148)
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