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ImaBal

YBOn

[1aBHM 1IM/b OBOT pajia je fa YMTaoLy MPUOIVDKY OCHOBHE ITOjMOBE U UJieje anrebapcke TOMOIO-
Tyje, Kao U Jja IpefCTaBy jefHY Off IeHMX IpBUX focTurHyha - bpayepoBy Teopemy o ¢puKcHO]
tayky. Vmajyhu y Buny ga o6rmact Tononoruje Huje yBpLITeHa Y peryJlapHu Kypc MaTeMaTyKe
y TMMHa3MjaMa, a Jia ce 110 JIETIOTY ¥ IIPYIMEeHM UCTUYe Kao 3HaYajHa 00/1acT MaTeMaTyKe, paj
OTIIOYNbEMO IOITIaB/bEeM O OIIIITOj TOIONOTH)j!, U3 KOje ce KacHMje Kao jemHa Off IMofo0/IacTu
pasBuja anrebapcka TOIoIorMja. Y OBOM IOITIaB/by Ka0 MOTMBALIM)Y 32 YBODeme TOMOTOIKNX
IIPOCTOpa KOPUCTMMO MeTpUYKe IMPOCTOPe 3a KOje BepyjeMo Ja Cy YMUTAOLY ,,OlUIIBUBIA .
Kpos medunniuje u gokase nprukasaHux CTaBoBa y IPBOj IJIABY, YMTA/IAL MOXKe JOOUTHU IO-
TpeOHY MHTYMLIMjY 3a fa/be pasyMeBame pafa. HakoH IITO cMO IIOCTaBU/IN TeMelbe, Y APYTOM
TIOI/IaB/by TOBOPUMO O (PYHAAMEHTA/THOj TPy Kao HAYMHY KIacu@uKalje TOIOMTOUIKIX Ipo-
cropa. Tpehe nornmasmpe paga nocseheHo je xomonoruju n gokasy bpayepoBe Teopeme Kojum
3aBpIlIaBaMoO OBaj pafi. 300r alcTpakTHe IPKUPOJe caMe 00/IacTy TOIoJIoruje, BepyjeMo aa he
[I0Ka3 KOPYICTUTH YUTAOLY Jia 0OMje jaCHMjy IIPEACTaBY O IeHUM IpUMeHaMa.



I'maBa 2

Omniura Tononoruja

2.1 Kparko o MmeTpuny 1 METPUYKIM IIPOCTOPUMA

YmosnaTtu cMo ca II0jMOM pacTojama y n-auMeHsnoHoM Eykmmpckom npocropy. AKo ¢y x n y
tauke y R", oHza ce pacTojame n3Meby mux Mo>ke U3padyHaTu Kao

ITojam pacTojara HaM 03BO/baBa Jja AepMHMIIEMO 110jaM HeIPEeKMAHOCTY (PYHKIIMje KOja C/IKa
jeman Eyxmmpcku mpocTop y apyru npema yobudajenoj nedpununuju f : R” — R™ je Hempe-
kupHay ¢ € R™ akosagaroe > 0 (39 > 0)(d(x,y) < 6 = d(f(x), f(y)) < €).

Hedmanmmja 2.1.1. Mempuuku npocmop unuu ckyn X 3ajegso ca pynkumjomd : X x X — R
3a KOjy BaXKu:

1. (mosuruBHOCT) d(x,y) > 0, e ce jeAHAKOCT MOCTIDKE 33 T = Y,

2. (cumerpuunoct) d(x,y) = d(y, x),

3. (mejemnakoct Tpoyrna) d(z, z) < d(x,y) + d(y, 2).
OyHKuuja d ce Ha3UBa MEMPUKA.

3a meTpnuku npoctop X geduHuIemMo “-10NTy OKO TauKe T Kao
Bu(z) = {y € X | d(z.y) < =}
Oso Ham omoryhaBa fa fepyHNIIIEMO OTBOPEH 1 3aTBOPEH CKYII Y METPUYKIM IIPOCTOPUMA.

Hedbunmmmja 2.1.2. Ioxgckyn U je omsopen axo 3a cBaky Tauky & € U IOCTOju £-7101ITa OKO &
Koja je cagpxxaHa y U. Ilofckyn je 3ameoper ako je KOMIIZIEMEHT OTBOPEHOM.

Jlema 2.1.1. Csaka c-nonma je omeoper ckyn.



[okas. Hexay € B.(z) nuekajed = ¢ — d(z,y). Heka z € Bs(y). Taga 360r HejemHaKOCTH
tpoyrmaBaxu d(y, z) < e—d(x,y),1j. d(z, 2) < d(x,y)+d(y,z) < ¢, opaxne cnegua z € B..
Kaxko je y nmpousBo/bHO n3abpanu eneMeHT B, OBUM je ITOKa3aHO Jja 3a CBaKy Ta4Ky cKyma B,
MO>XeMO Jia IpoHaheMo £-JI0NTY OKO e Koja je canpkaHa y B, 11a je B, OTBOpeH CKyII. |

Nlema 2.1.2. @yukyuja f : X — Y koja cnuka jedan mempuuxu npocmop y 0pyeu je HenpekuoHa
<= f7Y(U) je omsopen y X 3a ceaxu omsopen ckyn U C Y.

Joxas. (=) Hekaje f : X — Y uenpexupna byukuuja, U C Y orBOpeH cKym u Heka f () €
U. Tapa nocroju B.(f(x)) C U. 360r Henpekunnoctu dyukuuje f mocroju § > 0 Tako ja 3a
cBe y 3a Koje je d(z,y) < & Baxku d(f(z), f(y)) < &, maje Bs(x) C f~1(B.(f(x))) C f~HU).
Kaxko nocroju f~! (f je 6ujexunja), us6opom mpousBobHOT f () 3ampaBo 6MpaMo MPOU3BO/HHO
x. laxne, 3a mpousBobHo = € f~H(U) Baxkn ma Bs(x) C f~1(U), maje f~}(U) oTBOpeH ckym.

(<) Heka je f~'(U) otBopen ckym 3a cBaku otBopet ckyn U C Y u Heka f(z) € U. Tapma
nocroju B.(f(x)) C Unx € f~1(B.(f(x))). Kako je cBaka £-1onra oTBOpeH CKyTI, OHIA
nocroju Bs(z) C f~(B.(f())). Dakne, 3a ¢ (36 > 0)(d(z,y) < § = d(f(z), f(y)) < ),
YJMe je JoKa3aHo ja je PyHKIuja [ HempekngHa (€ je MIPOU3BOJBHO). [

2.2 Tomomomku npocropu

Hebunmmmja 2.2.1. Tononowiku npocmop umHe ckyn X u pammmmja nogckynosa F ckyma X
KOj¥I Cy OTBOPEHM CKYIIOBY TaKBY Jla BaXKIL:

1. Tmpecek IBa OTBOPEHA CKYIIA je OTBOPEH CKYII,

2. yHuja 6uno Koje pamumnnje OTBOPEHUX CKYIIOBA je OTBOPEH CKYII,

3. ckynoBu & i X cy OTBOpeHM CKYIIOBI.
[Mopcxyn C' C X je 3aTBOpEH aKo je HeroB KOMIUIEMEHT Y OFHOCY Ha CKyIl X OTBOPEH CKYIL
Gamunujy F HazuBaMo mononozuja Ha ckymy X.
Hedunnnmja 2.2.2. Heka cy X u Y tononmomku npocropu. ®ynkumja f : X — Y je Hempe-
xkupHa ako je f 1 (U) orBopeH ckym 3a cBaku oTBOpeH ckyn U C Y.

HebrHNIjy HETIPEKMFHOCTIE MOXKEMO 3a/JaTH U IIPEKO 3aTBOPEHMX CKYIOBa. 3HAMO Jja MHBep-
sHa QyHKIMja 9yBa KoMIuieMeHTapHOCT, Tj. Baku [~ (Y \ f(A)) = f~(Y)\ f~H(f(4)) =
X\ A, a 3aTBOpEH CKYTI je KOMII/IEMEHT OTBOPEHOM, I1a IIPETXONHY AeUHNMLIN]Y MOXKEMO 3aIli-
CaTiy 1 Kao

Oepununuja 2.2.3. Oyukunja f : X — Y je nenpeknpana ako je f~'(C') 3arBopeHn ckym 3a
cBakn 3aTBopeH ckyn C' C Y.

Hedmnnmmja 2.2.4. Heka je X tomonomky npoctop u HeKa x € X. CKym .S Ha3MBaMo 0Ko/u-
Hom eneMeHTa = y X ako mocroju orBopeH ckyn U C S,tmex € U.



[TpumeTVIMO Ia OKOIMHA HUje HYXKHO OTBOPEH CKYII, Kao I J1a Hije HY>KHO ,Masa“: 1 caM cKyn X
j€ OKOJIMHA CBAKOT CBOT e/IeMeHTa. JIaKo je II0Ka3aTu Jja je MpeceK CBAKE JIBE OKOJIMHE €/IEMEHTA
x 'y X rakobhe okonuna enementa x y X (oBO cineny u3 meduHuUIMje OKOMMHE U feUHNUIIje
TOIOJIOIIKOT ITPOCTOPA IO KOjOj je IIpeceK ABa OTBOPEHA CKyIla OTBOPEH CKYI).

Hedmnnmmja 2.2.5. Heka je X Tonmonomkn npocrop n Heka x € X. ®amunuja B, mopcKynosa
X Koju cazip>xe T je 6a3a okonuHe aKO CBaKa OKOJIVHA efieMeHTa = Y X Cafp>KV HEeKU elIeMEeHT
B, u aKo je cBaku eeMeHT 3, OKO/IMHA Off .

Base okonmHe MOry 6MTY 3rofjaH HauuH 3a fepyHNCame HeIpeKuAHOCTH. Ty HaM moMaske cie-
neha pepunnIyMja.

Heduuunmja 2.2.6. Heka cy X n Y tononomku npocropu. ®ynkuuja f : X — Y je Hempe-
KVJIHA Y TauKu T, Te & € X, ako 3a cBaky okomHy N ox f(x) y Y nocroju okonvHa M ox 'y
X, tako gaje f(M) C N.

Kako je f(f~'(N)) C N, oBo je ucro kao ma xaxemo na je f~'(N) okonmuua of = 3a cBaKy
okomuuy N op f(z) (M C f~Y(N),majeun f(M) C f(f~*(N))).

Nema 2.2.1. Qynkyuja f je Henpekuona <= ¢ynxyuja f je Henpexuona y céaxoj maukux € X.

[okas. (=) Hekaje f : X — Y Henpexupna ¢pyHKuMja, e cy X u Y TOMOMOIIKM TPOCTOPH.
To snauu fa je f~'(U) orBopen ckym 3a cBaku otBopeH ckyn U. Heka je S okonuua ox f ()
y Y u neka je U orBopeH ckym takas jga Baxu f(z) € U C Y (oBakaB ckym mocToju 360r
came nedununmje okomune). Tapa Baxxu x € f~1(U) C f~(S), na je no gedmunmmju f~1(.9)
okonHa off v. OBO 3Hau fia je f HenmpekngHa y Tauku x 110 feduanumju. Kako je £ npousBobHO
opabpaHa Tauka, JOKa3amiu CMO IeCHI CMep.

(<) Hexa je dynkumja f : X — Y HempexkmpHa y CBakoj Ta4Ku T, re ¢y X u Y TOIOIOMIKY
npoctopu, u Heka je U C Y orBopen ckym. 3a cBako x € f~1(U), f~1(U) je oxonuna x. laxre,
IOCTOjU OTBOpeH CKyn V, TakaB fa je z € V, C f~!(U). OBakas ckyn moxxemo nposahnu 3a
cako x € f~1(U), maje f~(U) yuuja ckynosa V. Kako je yHUja OTBOpeHUX CKYTIOBa Y TOIIO-
JIo1KoM npocTopy otBopeH ckyt, f 1 (U) je orBopen. Ilowmrto je ckyn U mpousBo/bHO 0ffabpaH,
OBO BaKI 3a CBAKY IIOJCKYTI CKyTIa Y, ofjaK/Ie 3aK/bydyjeMo fia je dyHkuuja f HenpekypHa. M

Hebunumyja 2.2.7. Oyuxuuja f : X — Y je xomeomopguszam usmeby fBa TOmoomKa npo-
cropa u miuremo X = Y ako nocroju pynkuuja f ' mako cy f u f~! HempekupHe.

Jlaxsie, TOIIOIOLIKY IIPOCTOPY Cy XOMeOMOPdHY aKo 1mocToju 1-1 pyHKIuja 11 aKo Cy CBU OPUTH-
Ha/IM OTBOPEHMX IIOJICKYTIOBA CKYNa Y OTBOpeHN IOACKYIoBM ckyma X . XomeomopdHM 1Ipo-
CTOPM Ce TPeTUPajy Kao CYIITHHCKYU MCTH. []a 611 oImycay TOMOJOIIKe IPOCTOPe Hifje HEOIIXOfI-
HO J1a Y OTITYHOCTHM 3HaMO [Ia OTIUIIIEMO OTBOPEHE CKYIIOBE THUX ITPOCTOPA U TO Ce JIAKIIle paayn
nomohy nojMa ocHoéa 3a TOIONIOTH]y.

Jedunnmmja 2.2.8. Heka je X Tomomomky npocTop u Heka je 3 pammnmja nogckynosa X. B je
0cHo6a 3a Tomonnorujy X aKko je ceaka yHMja efneMeHaTa 3 oTBopeH ckym y X, IIpy 4eMy je OBUM
TIOKPMBEH CBaKM OTBOPeH cKyn y X (BuamMo fa eneMeHTH B Mopajy 6MTH OTBOpEHM CKYIIOBH).

4



Hame, dpammnuja S mopckynosa X je nodocrosa 3a tononorujy X axo je ckyn B uuju cy ene-
MEHT) KOHa4YHU IIpecel efleMeHaTa cKymna S OCHOBa 3a Tomosnorujy X .

Hedmnummja 2.2.9. Heka cy X n Y rononomkn npocropu. Pynkumja f : X — Y je omsopera
axo je f(U) orBopen ckyny Y 3a cBaku otBopet ckyn U C X. DyHkumja je 3ameopena ako je
f(U) 3arBopen ckyn y Y 3a cBaku 3atBopen ckyn C' C X.

Hedmuummja 2.2.10. Tomosnomky MpocTop 3a0BOJbaBA NPEY AKCUOMY Npedpojusocmu ako cBa-
Ka TayKa VIMa peOpojuBy 6a3y OKOINHE.

Hedunnmmja 2.2.11. Tomonomkyu pocTop 3a0BObaBa 0py2y AKCUOMY Npedpojusocmu aKo mwe-
roBa TOIIOJIOTMja ¥Ma IPeOPOjUBY OCHOBY.

[TpumeTnMO Jja Cy CBUM METPUYKMU IIPOCTOPYU IIPBO IMpeOpOjUBY, ayi HE ¥ HY)XXHO JIPYTO IIpe-
opojusu. Ha nmpumep, MeTpyyuKy IpocTOpu OM/I0 KOjUX HEIPeOPOjUBMX CKYIIOBA Ca METPUKOM
d(xz,y) = 13ax # yud(zr,z) = 0 (koju cTBapa JUCKPETHY TOIIONOTHUjY) HUje APYTO mpebpo-
jus. Ca gpyre cTpaHe, cBM EyKInicku mpocTopu cy ipyro npe6pojusy, jep ce £- IONTe OKO CBUX
TayaKa ca palliOHa/THMM KOOP/IMHAaTaMa MOT'y Y3€TU KaO OCHOBE, I7I€ je € PALIIOHA/IHO.

Hebunummja 2.2.12. Hus dynkuuja fi, fo,... Koje cIMKajy TOMOMOWKY IPOCTOp X y TOIOJIO-
KK IpocTop Y yHugopmHo (pasHomepHo) koHeepeupa xa pyHkumju [ ako 3a cBako € > 0
nocroju i > n tako ma Baxu d( f;(x), f(r)) < esacBex € X.

Teopema 2.2.2. Axo Hu3 fi, fo,... HenpekuoHux Pynkyuja Koje cnukajy mononowku npocmop
X y mononowku npocmop Y yHugopmo koneepeupa ka pyukuuju f : X — Y, onda je f
HenpexuoHa PyHxKuyuja.

Joxa3s. Heka 3a nmpousBo/bHO ofabpaHo € > () MMaMo 1 TaKO 1a BaXKU
n>mny=d(f(x), fo(z)) <e/3 VrelX.

Y3MeMo NPOM3BOJBHY TAUKY (. 300T HelpeKMIHOCT PyHKIHje [, IIOCTOjU OKOMIHA S TauyKe
zoTako ga x € S = d(f, (), fno(x0)) < /3. Haxie, 3a cBako x € S Baxn

d(f(x), f(x0)) < d(f(), fuo(2)) + d(fro (), fro(20)) + d(fro (20), (o))
<e/3+¢/3+¢/3=¢,

41IMe je TeopeMa JoKa3aHa. u
Hexku npumepu Tononoruja:

1. (Tpusujamxa Tononoruja) bumo xoju oTBOpeH ckyn X U IpasaH CKYIL

2. (JuckpetHa Tomonoruja) bumo xoju ckyn X umju cy mOfCcKymnoBy OTBOpeHM (0BO 3HA4M
na je m X OTBOpeH, jep je MOACKYI caMOM ce6Om).

3. buno xoju ckyn X 4uju cy OTBOpeHM MOACKYIIOBM OHM CKYTIOBM UMji Cy KOMIIJIEMEHTHU
KOHAUHM CKYTIOBU M ITIpa3aH CKYI, Tj. 6MI0 Koju cKyn X 4Yuju Cy 3aTBOPEHM CKYIIOBU
KOHAYHIL.



2.3 IMormpocropu

[TocToju ByIIe HaYMHA 3a KOHCTPYMCame HOBUX TOIOIOUIKMX IIpocTopa u3 Beh mocrojehux.
Hajnakimm HauMH 3a TO je Ipenasak Ha Homnpocmop, KOju je Mpou3BojbaH IOACKYII KOju Hacle-
byje Tomonorujy marnyHOr npoctopa Ha cacBUM NPUPOJAH HAYNH.

Hedmnnmmja 2.3.1. Heka je X tonmonomku npoctop u A C X. Penamuena mononoeuja (mo-
nonoeuja npocmopa) Ha ckyny A je pammnuja cBUX CKymoBa Koju HacTajy Kao rnpecek ckyma A
u orBOpeHux ckynosa y X. Ckyn A Taga HasuBamo nomnpocmop op X.

Jlema 2.3.1. HekajeY nomnpocmop 00 X. Cxkyn A C Y jesameoper ckynyY <= A =YNDB,
20e je B nexu 3ameoper nodckyn 00 X.

[Hoxas. (=) IlpernioctaBumo npBo ja je ckyn A 3atBopeny Y. Tagaje Y — A orBopeny Y, ma
je 1o IpeTxoHOj AedMHUIM)Y jefHaK MpeceKy oTBopeHor ckyma U y X ca Y (mMoxemo y3eTn
majelU =Y — A). Ckyn X — U je sarBopen y X, maumamo A = Y N (X — U), kao urro je n
TpaXkeHo.

(<) Capa, nperniocraBumo jaje A = BNY, rae je B sarBopen y X. Onpa je X — B oTBopeH
y X,maje (X — B)NY orBopery Y. Bugnmo maje (X — B)NY =Y — A. Camum tum je
Y — AorBopeny Y, mnaje A3sarBopenyY. n

Jlema 2.3.2. Hexka je X mononowku npocmop u A C X. Tada nocmoju Hajéehu omeoper ckyn
U C A xoju nazusamo yuyrpammoct A y X u nuwemo int(A).

[oxas. 3aint(A)ysumamo yHUjy CBUX OTBOPEHMX CKYIIOBa Cafip)KaHnX y A. JacHO je 1a He MOXKe
noctojaTy Behu oTBOpeH cKyn koju capgpxu A. |

Jlema 2.3.3. Hexka je X mononowku npocmop u A C X. Tada nocmoju Hajmareu 3ameopeH ckyn
F maxo da samu A C F C X xoju nasusamo satsopeme ckyna A y X u nuwemo A.

Jokas. 3a A y3aumaMo Ipecek CBUX 3aTBOPEHMX CKYyIIOBa Koju caapxe A. JacHo je a He Moxe
IIOCTOjaTVl MambJ 3aTBOPEH CKYII Koju cafpxu A. n

AKO >KeMMO ia HAIIaCKMO 1 32 KOjU TOIIOJIOUIKY IIPOCTOP j€ aTO 3aTBOperbe (Y IPETXOHO]
nemu je 3a X), kopuctumo Hotaumjy AX.

Jlema 2.3.4. Axo saxu A CY C X, ondaje AY = AX NY. [akne, axo je Y 3ameopen ckyn y
X, onda je AY = AX,

Hedmnnnmja 2.3.2. Heka je X Tomomomxu npocrop u A C X. Ipanuya op A ce nepunmniie
ka0 OA = AN X — A.

Hedunnmuja 2.3.3. Heka je X Tononomxkn npocrop n A C X. Kaxkemo ga je A eycm y X ako
je A = X.Kaxewmo ma A nuje nuede 2ycmy X axo je int(A) = @.



Jlema 2.3.5. Heka cy X, Y, Z mononowku npocmopu, Y nomnpocmop 00 X u Z nomnpocmop
00 Y. Taoa je u Z nomnpocmop 00 X.

Jlema 2.3.6. Hexa je X mempuuxu npocmop u A C X. Onda je A cxyn numeca y X Hu3osa
mavaka ckyna A.

Joxas. Heka je x mumec y X Hekmx Tavaka ckyna A. Taga 6110 Koju OTBOpPEH CKYII OKO Tauke
x campsku Tauke ckyma A. ke, x ¢ int(X — A). X —int(X — A) = A, maz € A. O6patHo,
ako z € A uaxojen > 0 npousBo/baH npupopan 6poj, oupa B/, (x) MOpa fa canpku HeKy
TauKy cKyma A, jep 6u nHade Baxxuo fa x € int(X — A). ¥3memo jenHy TakBy Tauky us A u
03HAYMMO je ca x,,. Opatie cnepu fa je v = lim (x,,) numec Hn3a Tavaka u3 A. [ |

2.4 lIloBe3aHOCT M KOMIIOHEHTE

Hedmanmmja 2.4.1. Tonomourky mpoctop X je nose3ar ako HUje ANCjyHKTHA YHUja JBa HEIIpa-
3Ha OTBOPEHA MOJICKYTIA.

Jebunmumja 2.4.2. Tlogckyn A tomnonmomkor npocropa X je 3ameopeHo-omeopeH ako je u
OTBOpEH U 3aTBOpPeH y X.

Nema 2.4.1. Tononowku npocmop X je nose3an akko cy jeOUuHu rwezo8u 3ameopeHo-0meopeHu
noockynosu X u .

Hebununmja 2.4.3. [Ipecnuxasarve ca OuckpemHum épedHocmuma je mpeciuKaBamwe (Hermpe-
KIJHO) KOje C/IMKa TOIOJIOIKY IIpocTop X y AnucKpeTaH npocrop D.

Jlema 2.4.2. Tononowiku npocmop X je nosesan akxo je c6axko npecnuxasarbe ca OUCKPermHUM
épedHocmuma koHcmanma Ha X .

Joxas. Hekaje X mosesan, Hekajed : X — D mpecnukaBame ca AUCKPETHUM BPeTHOCTUMA U
Hekasanekoy € D Baxny € d(X). Onga d~'(y) Mmopa 6UTH 3aTBOPEHO-OTBOPEH 1 HEMPa3aH,
na Mopa 6uru jegHak X . Opatie cieny fa je d KOHCTAHTHO ca CaMo jeHOM BpemHouthy y.

Capa, Heka je X HemoBe3aH. OHpa Baxu X = U UV 3a Heke IMCjyHKTHe 3aTBOPEHO-OTBOPEHE
ckynoBe U n V. OHnpa je mpecukaBame d : X — {0,1} xoje ysuma Bpegroct Ona U n 1 Ha V/
HEKOHCTAHTHO IIpec/IMKaBambe ca JUCKPETHUM BPeTHOCTIMA. [

Jlema 2.4.3. Heka je f : X — Y HenpexkuoHa ¢yHxuuja u Hexa je mononowku npocmop X
nosesan. Onoa je u mononowxu npocmop f(X) nosesan.

[oxas. Hekajed : f(xr) — D mpecnuxaBare ca JMCKpeTHUM BpenHocTuMa. Taga je d o f mpe-
C/LUKaBabe Ca JUCKPETHNM BpefHOCTMA Ha X, 11 je TO Ipec/nKaBame KOHCTaHTHO. Onarie
creny fa je d KOHCTaHTHO, a je ckym f(X ) moBesaH. |



Jlema 2.4.4. Axo je )V; pamunuja nosesanux ckynoea y mononowkom npocmopy X maxea oa
HuKoja 08a ckyna Y; Hucy oucjynkmua, onoa je | ] V; nosesan.

[okas. Hexajed :|J); — D npecnnkaBame ca IMCKpeTHUM BpenHocTnMa. Heka cy p, ¢ 6uio
Koje aBe Tauke y | JV;. [IpernoctaBumo map € V,;, ¢ € Y;ur € Y; N Y;. Oupa, momro d
Mopa 6MTV KOHCTAHTHO Ha cBakoM ), Baxu d(p) = d(q) = d(r). Kako ¢y p u ¢ mpousBo/bHO
n3abpann, d Mopa OUTU KOHCTAHTHO. |

Iocnepuua 2.4.5. Penayuja ,p u ¢ npunadajy nose3anom noockyny mononouikoz npocmopa X
je penavuja exsusaneHyuje.

Hedmanmmja 2.4.4. Kinace exkBuBaneHnyje penanuje u3 nocneguie 2.4.5 Ha3UBaMO KOMHOHEH-
mama TOIOJIOIIKOT ITpocTopa X.

Jlema 2.4.6. Komnonenme mononouikoe npocmopa X cy noseszaxe u 3ameopete. Céaxu omeo-
peH ckyn je cadpican y Hekoj komnonenmu. OOHOCHO, KOMNOHEHME CY ,MAKCUMATIHU N068e3aHU
noockynosu . Pasnuuume komnoueHme cy OucjyHkmHe.

Joxas. OBo TBpheme cemy 13 Tora ga Cy KOMIIOHeHTe KiIace ekByBaneHuje. Ilo nebmHnim-
jyI, KOMIIOHEHTA TOIOJIOLIKOT IpocTopa X Koja CafipX! P je YHMja CBUX IOBE3aHUX CKYIOBa
KOjM caZip)Ke p U Ta yHUja je mosesaHa 1o 2.4.4 OpmaBze cequ 1 fa je OTBOPEH CKYII Cafip>KaH
Yy KOMITIOHEHTH. 3aTBOPEIbE TIOBE3AHOT CKYTIA je MOBEe3aH CKYTI, I1a je ¥ KOMIIOHEHTa 3aTBOPEH
CKYTIL. |

Jlema 2.4.7. Tsphewe “d(p) = d(q) 3a ceako npecnuxasarve ca Ouckpemuum spedHocmuma d Hao
X 7je penayuja exeusanenyuje.

Hedmnnmmja 2.4.5. Knace ekBuBajneHIyje penanyje 3 ctasa 2.4.7 ce 30BY K8a3uU-KOMHOHeHMe
TOTIOJIOMIKOT ITpocTopa X.

Jlema 2.4.8. Ksasu-komnonenme monosnowkoz npocmopa X cy sameopene. Ceaxu nose3an ckyn
je cadpican y Hexoj k8asu-komnoHenmu. Konkpemmuje, ceéaxa komnoHenma je caopiana y Hexoj
K6a3U-KOMNOHeHmMU. Pasnuuume xeasu-komnoHenme cy OUCjyHKmHe U NOKPUBAJY Ueo monoso-
wiku npocmop X.

Joxas. Axo p € X, oHJla je KBa3-KOMIIOHEHTA KOja Cafip>KI p
{q € X|d(q) = d(p) 3a cBaKo npecnukaBame ca AVCKPETHNM BPEIHOCTUMA }.

To je
ﬂ {d~"(d(p))|d je mpecnuKkaBame ca IMCKPETHNM BPETHOCTIMA },

IIITO je IpeceK 3aTBOPEHMX CKYIIOBa, 11a je 1 caM 3aTBopeH. OcraTak okasa je TpuBujanad. M



2.5 KoMmaxTHOCT

Vizeja KOMITAaKTHOCTH je jefiHa Off HajOMTHUjUX M/ieja y 11e/10j MaTeMaTUIIM U Hylje IPUCYTHA CaMO
y Tononoruju Beh 1 y MaTeMaTH4Koj aHaIU3N.

Hedmnnmmja 2.5.1. Ilokpusau Tononomkor npocropa X je pammnmja ckymosa 4mja je yHuja
jemnaxa X . Ilokpusad je omeopeH ako Cy TU CKyIIOBY OTBOpeHU. Ilomnokpusa4 je IOfCKYII OBe
dbamuuje Koju je u majpe MOKpuBad ox X .

Hedmanmmja 2.5.2. 3a TOMOIOMKY IPOCTOP KaXKEMO /1A je KOMNAKMaH aKo 33 CBAaKJL OTBOPEH
nokpuBay of, X IOCTOju KOHaYaH NMOTIOKPUBAY.

Jebunmmmja 2.5.3. 3a pamunujy C kaxxeMo Ia ¥Ma C60jcme0 KOHAYHOZ npeceka aKo je IpeceK
OwmI0 Koje KOHaYHe NoThaMuIuje HelpasaH.

Teopema 2.5.1. Tononowku npocmop X je KoMnakmar akko 3a céaxy Pamuiujy 3ameopeHux
noockynosa npocmopa X koja uma cé0jcrmeo KOHA4HO2 Npeceka 6axcu 0a je teH npecex HeNnpasam.

Joxas. OBa yumeHMIa CIeqy 13 came fedUHNINje KOMITAKTHOCTH. |

Teopema 2.5.2. Axo je mononowku npocmop X xomnakman u f : X — Y Henpexuona gyHk-
yuja, onoa je u mononowku npocmop f(X) komnakman.

Hoxas. Ymecto Y moxxeMo jegroctaBHo mucaty f(X) u mpermocraButi fja je f cypjeKTuBHa.
Kako je o seduHNINj1 HEIPEKNTHOCTY MHBEP3HA CIIMKa IPK f CBAKOT OTBOPEHOT CKyIa 13 Y
OTBOpeHa, a X je KOMIIAaKTaH IIPOCTOP, TBpheme crenn. |

Teopema 2.5.3. Ako je mononowku npocmop X xomnaxkman u axo je A C X 3ameopen ckyn y
X, onoa je A xomnakma.

Jokas. Hexaje C' = W; UW, U W5 U ... orBopeH nokpusau ckyna A. OunriegHo je n C'U
(X — A) orBopen mokpuBad uesnor npocropa X . Kako je X koMmakraH, OHAa HOCTOjU KOHAYHM
nopckyn of C' koju mokpusa A, ma je m A koMmaxTaH. u

Teopema 2.5.4. Jedunuunu unmepean I = [0,1] je xomnaxman.

Joxas. Heka je U orBopen nokpusay of /. Heka je
S = {s € I|[0, s] je nokpuBen xkoHauHOM TIOTammujom ox U'}.

Heka je b Hajmama ropma rpanuna S. JacHo je ga S mMopa 6utn Hekor of o6mmka S = [0, b)
wm S = [0,b]. Y nmpBom cyu4ajy, mocmarpajmo ckyn U € U koju cagpxu tauky b. OBaj ckym
Mopa Cafip)XaTu 1 MHTepBan o6nmka [a, b|. Amu onpa Moxxemo yoaunty U y IpeTnocTaB/beHn
KOHayHy IokpuBay of [0, a], kako 61cMo fo6mnin konadnu nokpusad of [0, b]. Oparie cnenn fa
je S obmuka S = [0,b] 3a Heko b € [0, 1]. Anm ako je b < 1, oHfja Ha CIMYaH HAYMH JOKa3yjeMo
Jia TIOCTOju KOHa4aH nmokpusad of [0, ¢] 3a HeKo ¢ > b, ITO je y KOHTpaguKuuju ca u36opom b.
Crnepu fa je b = 1, ogakie mMaMo KoHavaH mokpusad ox [0, 1]. |
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Tpeba HamoMeHyTH [a je CBaKM MHTepBas ob/MKa [a, b] xomeomopdan nnHTepBany /, ma je ca-
MUM TM U KoMmakTaH. Takobe, cBaku 3aTBOpeH MOACKYI OF [a, b] je kommakTaH. Victo Bupu-
MO Jja KOMITaKTaH cKyn y R Mopa 6uty orpanmden. Camum tum, mogckym of R je kommakraH
aKKO je 3aTBOPEH ¥ OTpaHNYeH. AHAJIOTHO TBpheme He BaXXV Y OCTa/MM METPUYKUM IIPOCTO-
puma.

Teopema 2.5.5. IIpecnuxasarve ca peannum 6peoHOCMUMA HA0 KOMNAKIMHUM NPOCIOPOM Y3UMA
MAKCUMAnHy 6peoHoCm.

Jokas. Axoje f : X — R HenpekngHa pyHKIMja 1 aKO je X KOMIIAKTaH TOIOJIOIKI IIPOCTOP,
oHpajeu f(X) kommakTaH o reopemu 2.5.2. Camum tuM je f(X) orpanndes u sarBoper. Ouga
sup f(X) mocroju n konavaH je, a u npunaga f(X) jep je f(X) 3arBopesn. |
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InmaBa 3

dOyHpaMeHTa/IHA IpyIa

JemaH o OCHOBHMX 3ajlaTaKa TOIOJIOTHje je 1a OfpeaM Jia M Cy /iBa IPOCTOpa XoMeOMOpdHa.
He mocToju HaumH fa pemmnMo oBaj Ipo6sieM y OIILITeM CITy4ajy, anu caj heMo Ipukasarty jefHy
Ofl OCHOBHMX TeXHNKa 3a PelllaBarbe OBOT Ipob/eMa y crenMdUIHNM CTydajeByMa.

Jla 6ucMo moKasanm fia cy iBa IPOCTOpa 3a1CTa XOMeoMOpdHa TOBOBHO je KOHCTPYUCATH He-
IPEKUHO IPeC/IMKaBambe U3 jeJHOT IPOCTOpa y APYTM TaKO Jia IOCTOjM HeNpeKU/laH MHBEP3,
3a mTa Beh MMaMo J0BO/bHO pasByjeHe TeXHMKE.

Mebytum, fokasaru ga gBa mpocropa HICy xomeoMopdHa je focTa Texe. Ja 61cMo To mocTu-
IJIV, MOPaMO ITOKa3aTy Jja He II0CTOjU HEIIPEKUIHO IIpeCIKaBambe ca HeIPeKUJHIM HBEP30OM.
[Tpo6nem 6m 610 pelreH ako 61ICMO IIPOHAIIIN HEKY TOMONIONIKY KapaKTepPUCTHKY jeHOT Ipo-
CTOpa KOjy ApYyru MpocTop He 3ajioBojbaBa. Ha mpumep, 3aTBopenn nurepsan [0, 1] He Moxe
6utn xoMeomopdan orBopeHom nHTepBany (0, 1), jep je IpBYU MPOCTOP KOMIIAKTaH, a JPYIA
Huje. Vcto Tako, peanna npasa R He moxxe 6uty xomeomopdHa ca R?, jep 6pucarbem jeHe Tad-
Ke 13 IIPBOT IIPOCTOPA OH IIOCTaje HeloBe3aH, JOK OpycameM jefHe TauykKe U3 APYyror IpocTopa
OH OCTaje IMOBe3aH.

Jaxo Hac Hekaj, MOTY JOBECTM IO pelllera IpobyeMa, usydaBamwe Beh 106po mosHaTux ToIo-
JIOUIKVX KapaKTePUCTIKa IpocTopa Hajuenthe Huje foBo/bHO. Ha mpumep, kako 6mcmo mmokasa-
nu na paBan R? Huje xomeoMopdHa ca TpopuMeHsoHaTHNM poctopom R?? Ce Tomonommke
KapaKTepIUCTKe OBMX IIPOCTOpA ca KOjuMa CMO Ce paHuje cycpetany (II0OBe3aHOCT, KOMITAKT-
HOCT,...) Cy KCTe y 006a IIpoCcTopa.

OBo Hac MOTUBMIIE Ia YBeIeMO HOBE KapaKTepICTIKe IIPOCTOPa Koje 61 HaM IOMOIJIe y pelra-
Balby OBOT ITpo6/eMa. JelHa KapaKTepIUCTIKA KOja ce IpUPORHO Hamehe je npocma nosezanocm
C KOjoM ce 4MTasall, u3ydasajyhu mmHujcke nHTerpane, Moxxza seh cycpeo y anammsn. Ipy6o ro-
Bopehu, 3a mpocTop X KakeMo Jja je IPOCTO ITOBE3aH aKO e CBaKa 3aTBOpeHa KpyuBa y X Moxke
CMaBbUTH Y TauKy (IpenusHujy nedmHuIyjy opora HaBoguMo KacHuje). OBa KapaKTepUCTHKa,
Kako hemo ce 1 camut yBepuTH KacHuje, TOBO/bHO 106po pasimukyje npoctope R? n R3.

ITopen oBe mpeje, MOCTOjU M OMINTHja KapaKTePUCTMKA KOja HaM oMoryhaBa Jja pas3inkyjemMo
7iBa TOIIOJIONIKA IIPOCTOPA, A TO je PyHOamenmanna 2pyna npoctopa. Bupehemo fa 1a xomeo-
Mop¢Ha IpocTopa UMajy nsoMopdHe pyHjaMeHTaIHE TPYIIE.
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Y oBoM nornaspy hemo nedpuHucaTy GpyHzaMeHTaNIHy TPYIy U IPUKA3aTy HEKe IeHe OCHOBHE
KapaKTEepUCTHKE.

3.1 Xomoromuje myreBa

ITpe Hero mrTo fepunnmemo GpyHgaMeHTanHy rpymy npocropa X, nocmarpahemo nyrese y X u
peanyjy eKBuBaeHIyje HaJ BbJIMa KOjy Ha3uBaMo nymua xomomonuja. Takobe, nepunucahe-
MO 1 OTlepalyjy HaJi K/lacaMa eKBYUBaJIeHIIMje OBe penalje u fobruheMo anre6apcky CTpyKTypy
epynouoa.

Hedununmja 3.1.1. Axo cy f u f' HempekngHa mpeciukaBama mpocropa X y mpocrop Y, Ka-
xemo fa cy f u f xomomonHe ako mocToju HeNpeKUAHO npecnukasamwe F' : X — Y rtako ma
je

F(z,0)=f(z) u F(z,1)=f'(z)
3a cako x. [IpecnukaBame F je xomomonuja usmeby f u f'. Axo cy f u f’ xomoromnHe, nuiremo
f~ f'.Akoje f ~ f'u [’ je KOHCTaHTHO IpecMKaBaibe, KAKEMO fia je f HYZIXOMOMONHO.

AKO 03HaYMMO APYTY [TapaMeTap mpecinKaBama I ca t 1 3aMICIMMO f1a OH IIPEfCTaB/ba BPeMe,
OHfla xoMoTonuja F' mpecTaB/ba HEIPEeKNAHY ,AedopMaLyjy  mpecnnKaBama f y IpecinKaBa-
we [, kax ¢t uge ox 0 mo 1.

Capma nocmarpamo crienujanas cay4aj y kom je f nymy X. To snaum ga je f @ [0,1] — X
HEIPeKMIHO TpecinKaBabe TakBo fa Baxn f(0) = xou f(1) = x1, n kaxemo gaje f myry X
Off T 10 x1. TauKy x( HA3MBAMO HOUemMHA Mayka, a TAYKy X1 Kpajiwa mauka nyta f. Hagame 3a
I yBex xopuctumo nutepsan |0, 1] kao oMeH 3a cBe myTeBe.

Hedununmja 3.1.2. [Ianyra f u f’ koja cnukajy I = [0, 1]y X cy nymro xomomonHa ako nma-
jy MCTy IOYeTHY TA4Ky T( U VICTY KPajiby TauKy 1 U aKO IIOCTOjM HEIIPeKUIHO IIPeC/INKaBabe
F: 1 x 1 — X taxkBo gaje

F(s,0) = f(s) F(s,1) = f'(s)
F(O,t):{lfg F(Lt):[El

3acBako s € I ucsakot € . IIpecnukaBamwe F je nymua xomomonuja uameby f u f'. Ilnnemo
/
~, f.

Crnenehy nemy u TeopeMy HaBofuMO 6e3 JOKa3a.
Jlema 3.1.1. Penayuje ~ u ~, cy penayuje ekeusasueHyuje.

Ipumep 1. Heka cy f u g Heka Ba Ipec/iMKaBamba 13 mpoctopa X y npocrop R2. ITpecnuka-
Balbe

Fa,t) = (1= 1) f(x) + tg(z)
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je ounrnenHo xomoronuja usMeby f u g. OBy XOMOTONNjy HA3UBAMO NPABONUHUJCKA XOMOMO-
nuja (cnuka 3.1), jep momepa cBaky taduky f(x) y Tauky g(z) gy mpaBe IMHUje Koja UX CIIaja.

Omniutyje, Heka je A 6110 KOju KOHBeKCHM NOACKyT nmpoctopa R”. Onpja cy cBaka jBa myta f u
gy AonxyRo x; MyTHO XOMOTOIHA y A.

L1

0 g9()

Cnuxka 3.1: IIpaBonnHMjcKa XOMOTONMja

Jeduanmmmo jour 1 onepanujy Haj K1acaMa eKBMBaJIeHIIMje OBUX peraluja.

Hedmnnmmja 3.1.3. Axo je f nyry X of xp go x1 u g nyTy X Off 21 10 o, IpousBof [ * g je
JaT jefHadYMHaMa:

h(s):{f(Qs) 3as € [(1),%],
g(2s—1) sase [35,1].

dynknmja h je fobpo meduHMCaHA, HETIPEKMTHA U IPEACTaB/ba YT Off To A0 To. Y CYIITUHH, I
je myT 4mja je IpBa MOJMIOBMHA IYT f, a ApyTa IMOJIOBMHA TIYT g.

Jlako ce MOXKeMO YBepUTH 1 Jia je oneparuja * foopo feduHICaHa jep BaXKu
Lf]* gl = [f *g]

Teopema 3.1.2. Onepayuja * uma cnedeha ceéojcmea:

1. (Acoyujamusrocm) Axo je | f]*([g]*[h]) depunucano, onoaje u ([f]x[g])*|h] depurucato,
U MU U3pasu cy jeOHaxu.

2. (Jlesu u dechu Heympan) Axo x € X, Heka e, 03Ha4asa KoHcmanman nym e, : I — X
koju cnuxa yeno I y mauxy x. Axo je f nym y X u3 xq y x1, oHoa je

T #len] =[] u ew] * [f] = [f].

13



3. (Mneeps) Hexa je f nymy X us xo y x1 u nexa je f(s) = f(1 — s). Ilym f(s) nasusamo
noBpartak 00 f. Ouda je

L1 1f] = leao] u [f]*[f] = [ea].
Hasopumo jor jegHy oco6mHy omnepaluje * Koja HaM MOXKe OMTH Off KOPUCTH.

Teopema 3.1.3. Heka je f nym y X, u Hexa cy ay, . . . , a,, 6pojesu maxeu da je ) = ayg < a; <
.-+ < a, = 1. Hexa je f; : I — X nym xoju cnuxa nuHeapHo npeciukar unmepsan [a;_1, a;| u3
I npexo fy X. Taoa je

1= LAl [fal.

3.2 ®dyHpaMeHTaIHa rpyna

Kao mrto Bupnmo, cKyn K/aca ImyTHe XoMoTomuje y X ca ollepalujoM * Huje IpyIa, 3aTO IITO
IIPOM3BOJ [Be K/Iace HUje YBeK AedUHICaH.

Hedbunmmmja 3.2.1. Hexa je X tomonomxu mpoctop n Heka zp € X. [Tyt y X koju nounme n
3aBpIIaBa Ce y Ta4Ky T Ha3UBa ce nemsmpa ca 6a3HOM TadyKoM . CKyII K/Iaca eKBUBaJIeHIVje
IIyTHEe XOMOTOIINje IeT/bY ca 6a3HOM TauKOM I 3ajeIHO ca OIlepaIijoM * Ha3uBa ce pyHIameH-
manta epyna npoctopa X ca 6a3HOM TaukoM xy. O3HayaBamo je ca 1 (X, o).

Hedmanmmja 3.2.2. Heka je o myT y X of o o 71. JeduHuimemo npecnimkapame
a:m(X,z) = m (X, x1)

jeqHaYMHOM

[IpecnukaBame & je fo6po meduHNUCaHO, jep je omeparyja * [oopo geduHMCcaHa. 360r acounu-
jaTMBHOCTH olepaluje * BUAUMO 2 aKo je f meT/ba ca 6asoM y o, oHzma je & * (f * «v) 3amcra
net/ba ca 6asoM y .

Teopema 3.2.1. IIpecnuxasarve & je usomopgusam.

Joxas. IIpBo mokasyjemo fia je & XoMOMOpdu3aM.

a([f]) + a(lgl) = ([a] = [f] = [a]) = ([a] * [g] * [a])
[a] « [f] * [g] * [o]
= a([f] +[g])

Jla 6ucmo mokasanu fja je & nsomopdusam, fokasahemo fa ako [ 0o3HayaBa myT @, IITO je IO-

BpaTax oOf o, OHyia je [ mHBep3 of & Capa 3a cBaku eneMeHT [h] € m1 (X, 2() nmamo

B([n) = [a]  [n] = [a]
a(B([n)) = [a] * ([a]  [1] * [a]) * [a] = [h].

Cnmuano gokasyjemo u ga je 3(&([h])) = [h] sa cBako [h] € 7, (X, o). ]
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Iocnemmma 3.2.2. Axo je npocmop X nymmo nosesan u ako cy To u r1 06e mauxe npocmopa X,
onda je m1 (X, xg) usomopgno ca m (X, ).

Hedununuja 3.2.3. Ilpocrop X je npocmo nosezar axo je myTHo moBesaH u ako je mi (X, zo)
TpUBUjaTHA TPYyTIa 3a HeKo x¢ € X (1a camum TuM 1 3a cBako z¢ € X ). Kako 6ucmo Harmacuim
naje mi (X, xo) TpuBujanHa rpyma numemo 7 (X, xg) = 0.

Jlema 3.2.3. Y npocmo nosesarom npocmopy X, 6uno xoja 06a nyma ca UCum no4emHum u
Kpajroum mauxkama cy XoMOmonHa.

Joxas. Hexa cy o u 8 gBa myTa off o o 1. Tazma je a * 3 nedpuHucano 1 mpencTasba MeT/by
y X ca 6asHOM TaukoM . [Tomro je X mpocTo moBesaH, oBa IeT/ba je IIyTHO XOMOTOITHA Ca
IEeT/bOM-HEeYTpanoM oKo xy. OH]a MMaMo

o] = [o* B] * [B] = [ex] * (8],

qyMe je JOKa3aHo fia Cy & U 3 IyTHO XOMOTOITHIL. n

Heduunuuja 3.2.4. Hexaje h : (X, x¢) — (Y, yo) HempeknpHo mpecnukasame. JeprHuummo
he : m (X, 20) = m (Y, y0)

jemHaYMHOM
he([f]) = [ho fl.

[IpecnukaBame h, Ha3MBaMO xoMomopduzam uHOykoear ca h y OfHOCY Ha TadKy Zo.

[TpecnukaBame h, je tobpo neduuucano, jep ako je F' myrHa xomortonuja usmehy nyresa f u
/', onpa je h o F' myTtHa xomoTomnuja nusmeby nyreBa h o f u h o f'. VI3 cnenehe jenHaunne je
OUNIVIERHO fa je h, XoMoMopdu3am.

(ho f)*x(hog)=ho(fx*g)

Y cnyudajy ma mocMarpamo pasmrdante 6asHe Tauke IpocTopa X KOPUCTUMO HOTALV]y

(g )« = 11 (X, 20) = m1(Y, 90)

3a MH/IYKOBaH XOMOMOPd¥3aM OKO TauKe .
Cnenehy Teopemy HaBopuMo 6e3 oKasa jep cleny u3 came fepyHNUILIMje NHAYKOBAHOT XOMO-

Mopdusma.

Teopema 3.2.4. Axo cy npecnuxasarwa h : (X, z9) = (Y,yo) uk : (Y,90) — (Z, z0) Henpexuo-
Ha, onoa je (ko h), =k, o h,. Akojei : (X,x9) — (X, zo) udenmuuko npecnuxasarve, onoa je
i UOEHIUYKU XOMOMOPPUIAM.
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Iocnepguua 3.2.5. Ako je h : (X, x9) — (Y, y0) xomeomopdusam, onoa je h. uzomopgpuszam
usmehy m1 (X, xo) umi (Y, yo)-

Hokas. Hexajek : (Y,y9) — (X, o) uuBeps ox h. Oupa je k, o h, = (ko h), = iy, ruejei
VJIEHTIYKO TIpecnKaBatbe npocropa (X, zg), ok je hyok, = (hok). = j., Ilie je j MEeHTNIKO
npecnukasare mpocropa (Y, yo). Kako cy i, n j, ugenTnakn xomomopduamu rpyma m1 (X, xo)
u (Y, y0), pemom, onza je k., naBeps xomomopdusma h., na je h, nsomopdusam. |

IIpumep 2. Capma MO>KeMO Jja TIOKaXXeMO Jia je pyH/jaMeHTa/IHa Ipyma 3a 0110 KOjyui KOHBEKCaH
ckyn X C R" tpuBmjanna. U 3ancra, mako ce Buau fia je KouBekcaH ckyn X C R"™ mpocro
IIOBe3aH, jep je 3a Heke fBe meTbe f u f' oKko mcre tauke xy € X mpecnukaBamwe F'(s,t) =
(1 —t)f(s) + tf'(s) xomoronmja. OnaBne cnemu fa je GpyHmaMeHTaMHA Tpyna npoctopa B”
takobe TpuBuMjamHa.

IIpumep 3. Y npouriom nmpumepy cMo mnokasanu aa je R” npocto nosesan. Takobe, mako ce
Bupu na je u R® — {0} mpocro nosesawn, nok R? — {0} uuje. Opatne cnenu na R? ne moxxe 6utn
xomeoMopdan ca R?.

3.3 IIpocTrop moxkpuBaya

Hedunnnmja 3.3.1. Heka je p : £ — B HempeKugHO CYpjeKTUBHO IpecnnKaBame. OTBOpeH
ckyn U C B je pasromepHo nokpuser TpecTUKaBameM p ako MHBepsHa cnuka p~ ' (U) moxe
OuTH IpefcTaB/beHa KAo YHUja AMCjYHKTHUX OTBOPEHMX cKymoBa V, y E, Tako fa je 3a cBako
« pectpukuuja p Ha V,, (p |v,) xomeomopdusam V,, va U. ®amunjy {V,, } Hasusamo mogena
p~ 1 (U) na kpuwixe.

AKo Ipec/iKaBabe p paBHOMEPHO MOKpuBa oTBopeH ckyn U, p~ ! (U) MoxkeMO 3aMMC/IUTH Kao
MHOIITBO ITa/IAYMHKY MICTOT 06/nKa 1 BenmmumHe kKao U koje nebpe msnapn U. Ilpecnukapame p
CBe OBe ,ManaynHke” sem Ha U (cimmka 3.2). VI3 peduHunmje je jacHo ma je m cBaky OTBOpEH
nopackyn W ckyna U paBHOMepPHO IOKPUBEH IPeCTMKaBabeM P.

D

p(U)

v D

Cmuka 3.2: VIHTyuTUBHO, Ipec/iKaBambe p JIenn ,,nanadntke” Ha U.
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Hedmnnmmja 3.3.2. Heka jep : ' — B HelmpeKUJHO CYpjeKTUBHO IpecnKaBame. AKO CBaka
tayka b € B uma okonuHy U Koja je paBHOMEpPHO IOKPUBEHA NpecMKaBambeM p, OHZIA TIpe-
CIMKaBame p Ha3MBaMO nokpusajyhe npecnukasarve, a ckyn E npocmopom noxpusaua ckyma
B.

Teopema 3.3.1. IIpecnukasare p : R — S damo jeonauunom
p(z) = (cos 2mx, sin 27x)

je noxpusajyhe npecnuxasarve.

[IpecnukaBarmbe p Ce MOYKe 3aMICTINTH Kao GyHKIMja Koja 06MoTaBa peanHy npasy R oko kpyra
S1, Tako a mpecnukaBa cBaku uHTEpBan [n,n + 1] va St

Joxas. 3akpydak na je p mokpusajyhe mpecnukaBame N3BOAVNMO 13 OCHOBHUX CBOjCTaBa CHU-
Hyca 1 KocuHyca. Pagmorpumo, Ha ipumep, ckyn U C S koju ce cactoju caMo off OHUX TadaKa
Koje MMajy TIo3UTUBHY NpBYy Koopaunaty. Ckyn p~ ' (U) ce cacToju o OHUX Tauaka T 3a Koje je
COS 27T O3UTUBAH, a TO je 3allpaBO YHUja MHTepBasa
V,=(n— }L,njti)

sacen € Z. [lambe, IpecnnKaBarbe p OrpaHNueHo Ha 6110 KOjy 3aTBOpEeHN UHTepBan V, je H-
jeKTUBHO, jep je sin 27 cTporo MOHOTOHA (QYHKIMja Ha TOM NHTepBay. Takobe, mpecnnkaBame
p cnuka cypjektusHo ckyn V;, y ckyn U u ckyn V,, y U, ipema Teopemu 0 Cpefit0j BPeTHOCTH.
Kako je V,, KoMmakTa, p |y, je xomeomopduzam n3meby V,, u U. Cnenpujanso, p |y, je xomeo-
mopdusam usmehy V;, u U. CIudHYM apryMeHTH ce MOTY IPMMEHUTH Ha TIpecek S ca omoM n
TOPHOM OTBOPEHOM IIOJIyPaBHU U Ca JIEBOM OTBOPEHOM IonypaBHU. OBYM OTBOPEHMU CKYIIOBU
nokpuBajy S' 1 cBaku o1 BUX je pABHOMEPHO IOKPUBEH MpecnKaBabeM p. [lakne, p : R — S!
je mokpuBajyhe npecnnkapame. [

Teopema 3.3.2. Hexajep : E — B noxpusajyhe npecnuxasare. Axo je By nomnpocmop B u ako
je Ey = p~'(By), onda je npecnuxasare po : Ey — By do6ujero pecmpuxyujom p noxpusajyhe
npecnuxasaree.

Joxas. Heka by € B,. Heka je orBopen nmoackyn U ckyma B Koju cafgpxu by paBHOMEPHO
TIOKPUBEH TIpecvKaBameM p. Heka je pammnuja V,, maprunmja p~* (U) va kpuuike. Taga je U N
By oxomuua by y By, ckynosu V,, N Ey ¢y AUCjyHKTHU OTBOPeHM CKYNOBU Y Fy 4mja je yHMja
p 1 (U N By) u cBaku je xomeomopdHo nipecnvkan pyukuujom p va U M By. |

Teopema 3.3.3. Akocyp: E — Bup' : E' — B’ nokpusajyha npecnuxasara, onoa je
pxp :ExE — BxDB

nokpueajyhe npecnuxasaroe.
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[okas. Hekab € Bub' € B'. Hexa cy U u U’ pegom okonuue b u b’ Koje cy paBHOMEpPHO
MOKpUBEHe TpecnKaBamwinMa p u p', perom. Heka cy dammmuje V,, u Vj maprunmje p~'(U) n
(p')~1(U’) na xpumike, penom. Onpia je unBepsHa ciuka mpu p X p’ orBopenor ckyna U x U’
yHuja cBux ckynosa Vo, x Vj. OBO cy IUCjyHKTHU OTBOpeHU CKyHoBu off I/ X E' u caku je
xoMeoMopdHo npecnukan gpyHkyujom p X p' Ha U x U'. [

3.4 @dyHgaMeHTaNTHA IPyNa KPY>KHULE

Hedmnnmmja 3.4.1. Hekajep : ' — B npecnukaBame. AKO je f HeIpeKUJHO IpecKaBambe
Hekor npocropa X y B, noousarwe je npecnukabame f : X — F takBo gajepo f = f.

Hedunnumja 3.4.2. Hekajep : E' — B nokpusajyhe npecmkasame. Heka by € B.Vzabepemo
€ TaKBo fia je p(e) = bo. Hexa je | f] enement rpyne (B, by), Hexa je f mogusame nyta f y
nyT y E xoju mouume y eo. Ca ¢([f]) osmaummo kpajivy tauky f(1) myta f. Tama je ¢ m06po
HedUHICAHO IIpeCcKaBambe

¢ . 7T1(B,b0) — p_l(bo).

I[IpecnukaBame ¢ je mob6mjeno n3 mokpuaajyher mpecnmmkasama p. OHO 3aBMCK O M300pa TauKe
€o.

Teopema 3.4.1. Heka je p : E — B nokpusajyhe npecnuxasare. Hexa je p(eg) = by. Ako je E
NYMHO no6e3aH, 0HOA je
¢ mi(B,bo) — p~*(bo)

cypjexmusHo npecnukasare. Ako je Ef npocmo nosesan, onoa je ¢ 6ujexyuja.

Jloxas. Axo je E myTHO mosesaH, oHpia 3a Heko ¢; € p~ ' (by) moctoju iyt f y E o e 10 €.
Tamaje f = po f memway By by mo meduammmjn.

Ipernocraumo fa je £ mpocto noeesan. Heka cy [ f] u [g] nBa enemenra rpyne 7 (B, by ) Taksa
maje &([f]) = ¢([g]). Heka cy f u § mogusama og f u g, pegom, y nyt y E KOji1 IIOYMIBE Y €o.
Tama je f(1) = §(1). Kaxo je E mpocTo moBesas, moctoju myTHa xoMoTomija Iy E usmeby f
u §. Onpa je p o F myTHa xoMorommja y B usmeby f u g. n

Teopema 3.4.2. Oynoamernmanta zpyna S je usomopgdra adumuenoj epynu uenux 6pojesa.

Hoxas. Hexaje p : R — S! noxpusajyhe npecnuxasamwe ns reopeme 3.3.1. Heka je ¢g = O u
bo = p(eo). Tama je p~'(by) cxyn Z uenux 6pojesa. Kako je R mpocto nosesas,

¢ : Wl(Sl,bo) — 7

je 6ujexTHBHO mpecnuKaBame. JKemmmo fja okaxeMo fia je ¢ xomoMopdu3saM, OfaKie Hero-
cpenno cnemu Teopema. Heka cy [f] u [g] y rpymu 71 (B, by ). Hexa cy f u § mixoBa mogmsama
1o myTesa y R koju mounmy y 0. Hekaje n = f(1) um = §(1). Tagaje ¢([f]) = nué([g]) =
o medpummiuju. Hexa je § myT

9(s) =n+g(s)

18



y R. Tlomro je p(n + x) = p(x) 3a cee = € R, nyT § je mogusame off g Koje mounbe y n. OHya
je f * § medwHMCaHO ¥ TIpeCTaBba MOfM3ambe [ * g Koje mounibe y 0. Kpajiba Tauka oBOT myTa
je §(1) = n 4 m. Oupa je no geduHMIjN

O([fT+[g]) = n+m = o([f]) + ¢(lg]).

3.5 Perpaknuja u pukcHe Tauke

Hedunmmmja 3.5.1. Axoje A C X, pempaxyujanpoctopa X Ha A je HeIpeKMIHO IpecIMKaBa-
wer : X — A, TakBO aje r | 4 MEEHTUYKO IpecnKaBame cKyna A. AKO TaKBO IpeCInKaBarbe
II0CTOju, KakeMo fa je A pempakm oxn X.

Jlema 3.5.1. Ako je A pempaxm npocmopa X, oHoa je xomMoMopPu3am hyHoameHmanHux spyna
unoykosan unknysujom j : A — X unjexmuean.

Hokas. Axojer : X — A perpaxiiyja, OH/ja je KOMIIO3MI[Vja IIPECIMKABaba 1" O j UAEHTUYKO
npecinkaBae ckyna A. OHpia je 7, 0 j, MAEHTUUKO IpecnKaBate rpyme m (A, a), ma j, Mopa

OUTY VIHjeKTVBHO IIPeC/MKaBabe. n

Teopema 3.5.2. He nocmoju pempaxyuja npocmopa B* na npocmop S*.

Hoxas. Axo 6u S' 6mo perpakt mpocropa B?, onyia 6u xoMoMopusamM MHIYKOBaH VHKITY-
sujom j : S' — B? 6uo nnjektusan. Mehytum, pynpamentanua rpyna S’ Huje TpuBujanHa
(3HaMo f1a je m3omopdHa aIUTUBHO] TPy Lienux 6pojesa), 1ok dyHaaMeHTa Ha rpymna B2 je-
CTe TPUBMjaTHA. |

Teopema 3.5.3 (BpayepoBa Teopema 3a iBe iumeHnsuje). Henpexuono npecnuxasare f : B* —
B? mopa cadpscamu 6ap jedry guxcry mauxy mj. mopa nocmojamu x € B? maxo daje f(x) = .

Hoxas. IlpernocraBumo cynpotHo. He mocroju ¢pukcHa Tauka npecnukabama f. OHa IOCTOjU
Ipecek Kpy>kKHUIE U npaBe nsmeby Tadaka f(z) n x 3a cBako € B?. Younmo nmpecnnkapame
F : B> — S koje cnuka cBako * € B? y mpecek nonymnpase usmel)y ravaka f(x) n x ca
kpyxHnnom. OBo IpeciuKaBame je perpaknuja (cmmka 3.3). Kako cMo fokasanu ja He ocToju
perpakuuja usmehy B? u S', onma mo6ujamMo KOHTpamEuKIMjy, Ta MpecnKaBambe [ uMa 6ap
jemHy pUKCHY Tauky. [
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Cnuka 3.3: [Ipukas npernocrasbeHe perpakiuje F'(x)
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ImaBa 4

Xomornoruje

ITopen xoMoTONMja, y peliaBamy MpobiaemMa Kaacudukalyje TOMOMOMKNX IPOCTOpa HaM MO-
e ToMohu 1 XoMoJIoruja IpocTopa, Koja ce cacToju Of HM3a TOIOJIOIIKIX MHBAPHjaHTH KOje
IIpEe/ICTaB/bajy XOMOJIONLIKE IPYyIIE:

Ho(X), Hi(X), Hy(X), ...

rie k-ta xomomnotuka rpymna Hy (X ), Hepopmanto rosopehn, onmcyje 6poj k-nrmeH3noHamHNX
pymay X. Creunjanto, Hy(X) ommcyje myTHoO noBesaHe KoMmmoHeHTe npocropa X . Heku npu-
MepJ XOMOJIOIIKNX IpyIIa:

1. 3a n-guMeH3MOHaNHY cdepy Koja MMa jefHy IIyTHO IIOBe3aHy KOMIIOHEHTY U jegHY 7-
[AVMEH3MOHA/IHY PYIly XOMOJIOLIKE IPYIIE CY:

Hy () = Z k=0,n
* {0} ycynporHom.

2. 3a n-gUMeH3MOHATIHY JIONTY KOja MIMa CaMo jeflHy IIyTHO IT0OBe3aHy KOMIIOHEHTY XOMO-

TN LA
* {0} ycynporrom.

JIOIIKe TPYTIE CY:

3. 3a TOpyC KOju MMa jefHYy ITyTHO II0BE€3aHy KOMIIOHEHTY, jeHY NBOAVIMEH3MOHAIHY PYITy
U IB€ jeHONVMEH3MOHA/IHE PYIle XOMOJIOIIKE IPYTIE CY:

Z k=02
H(T)=Zx7 k=1
{0} Y CYIIPOTHOM.

3a pas/nMKy off XOMOTOIINja, XOMOJIOTHje Cy MHOTO JIaKIlle 32 M3padyyHaBakbe Y BeIMKUM IIPOCTO-
p¥Ma 11, TakoDe, He 3aXTeBajy Off Hac Jja ITa3uMo Ha 6a3He TavyKe IIPVIVMKOM pajia ca BbUMa.
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Cnuxa 4.1: Topyc nMa [iBe jefHOAVMEH3MOHAIHE U jefHY JBOAVMEH3VOHAIHY PYIIY.

4.1 AxcmnoMe XOMOJIOLIKE TeOpuje

Crnenehe akcuome Mopa Ja MICITyHhaBa CBaKa XOMOJIOIIKA TeOpHja 1 y OBOM Pajy MX HaBOJVIMO
camo nHGOPMATHBHO, jep pasjallibaBame I0jMOBa 113 TeOpHje KaTeropuja 1 aCTpaKkTHe ajire-
Ope MOTpeOHNX 3a HOTIIYHO pasyMeBabe XOMOJIOTHja IIpeBasuIasy OIcer OBOT paja.

Hedmnunmja 4.1.1. Xomonowxa meopuja (Hax KaTeropyjamMa CBUX IapoBa TOIIOJIOMIKIX ITPO-
CTOpa U HENPEKNHNX pec/nKaBamwa) je pynkrop H xoju cBakoM mapy npocropa (X, A) none-
byje abenosy rpymy H, (X, A), n cBakom npecinkasamy xomomopdusam f : (X, A) — (Y, B),
3ajelHO ca mpupogHuM Tpancopmannjama dyukropa 0, : H,(X, A) — H,_1(A) koje ce Ha-
3uBajy noBesyjyhu xomomopdusmu (rge xopuctumo H,(A) xao osnaky 3a H, (A, &)), Tako fa
je 3ajoBo/beHO criefiehnx met akcroma:

1. (Akcmoma XOMOTOIIHOCTM)

f~g:(X,A) — (Y,B)= f.=9.: H(X,A) — H.(Y,B).

2. (Axcmoma taunoctn) 3a uaknysuje i : A — X uj: X — (X, A) uus
B HN(A) D H(X) D H (X, A) 2 Hy o (A) B
je Ta4aH.

3. (Akcmoma cevera) Ako ysmemo map (X, A) motsopen ckyn U C X, takona U C int(A),
ouga nuxaysuja k : (X — U, A —U) — (X, A) uagykyje usomopousam

ke : HA(X —UA-U) S H,(X,A).

4. (Akcroma gumensnje) 3a mpocrop P ca jenHom taukom, H,;(P) = 0 3a cBako i # 0.

5. (Akcmoma agutuBHOCTH) 3a Tomonomky cymy X = - _ X, xomoMopdusam

Plia). : B Hi(Xo) = Ha(X)
je msomopousam, rae je i, : X, — X MHKIy3Uja.

Y HacTaBKY HaBOJYMIMO je[JHy OJ} HajIIO3HATHjMX XOMOTOUIKIX TEOpHja.
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4.2 CuHryrapHa xomonormuja

Hedununmja 4.2.1. Heka je ey, €1, €9, ... cTangappHa 6a3a npoctopa R>. OHpa je

=0

cmandaporu p-cumnsexc. bpojeBe \; Ha3MBaMo bapuyeHmpuyre KOopouHame.

L] *r—b

0-simplex 1-simplex 2-simplex 3-simplex

Cmuka 4.2: Cumiiekcu fio Tpehe numeHsnje

Heduunuuja 4.2.2. Hexka cy fare Tauke vy, . .., v, y R" u Hexa [vy, . . ., v,,| 03HauaBa mpecin-
kaBawe A, — R", tako ma cimka Y \;e; — Y. A\v;. OBoO ce HasuBa aguH cuHzynapHu n-
cumnrexc.

Hedpununuja 4.2.3. AQuH CHHTYIApHN CUMIUIEKC (€, . . ., €;, . . ., €,] HA3UBAMO i-mMa cmpana
u 03HauaBamo ca F.

[TpumeTrMo fia i-Ta CTpaHa Koja je HaBefleHa y PeTXOHOj AeMHUIIVjV O3HaYaBa CTPAHY CUM-
IJIEKCA HACIIpaM ¢-TOT YBOpa CUMILIEKCA.

Hedunnnuja 4.2.4. Ako je X TONIONOLIKM IPOCTOP, OHJIA je CUHYNIAPHU P-CUMNIIEKC IPOCTOPA
X mpecnukaBame 0, : A, — X. Cuneynapna epyna p-nanauya A,(X) je cnobopua abenosa
TpyIa Hafi CUHTY/IApPHUM P-CUMITIEKCHMA.

Hedunnuuja 4.2.5. Axo je 0, : A, — X CHUHI'yIapHM pP-CUMIUIEKC, OHJIA je {-Ta CTPaHa o
jemnaka 0¥ = o o FF. 0600 o o je dpo = >0 (—1)'c¥, mro je (p — 1)-mamam. Axo je
¢ =Y, Ny0 p-maHat, oHaa mumeMo J,¢ = 0,(>_, n,0) = > _n,0,0. Taunnje, 0, mocraje
xoMoMopdu3zam

Oyt Ap(X) = Ay (X).
Crnepehy nemy HaBOfuIMO 6€3 JOKa3a.

Jlema 4.2.1. Baxu 0,0,+1 = 0.

Takobe, nepuunmumo A,(X) = 03a cBako p < 01 0, 3ap < 0. CamuM TUM, KOMIIO3UIH-
ja
8er1 817
APH(X) — Ap(X> — Ap%(X)
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jeyBex Hyna. Jlannu y ker 0, ce HasuBajy p-LUMKIycH, a OHM Y im 0,41 ce Ha3uBajy p-060au:

p-muxaycn = ker 9, = Z,(X)
p-obomu = im d, 1 = B,(X).

Heduuunmja 4.2.6. CunHryrapHy XoMOJIOLIKY IpyIry mpoctopa X neduHuIIeMo Kao

Hy(X) = Z,(X)/By(X) = (ker 9,)/(im 0,).

VcmoctaBrpa ce ja 0BaKo leprHMCaHa XOMOJIOIIKA TeOpHja 3aJ0BO/baBa CBe IPETXO/JHO HaBele-
He akcuoMe. [TpuMeHOM OBe XOMOJIOLIKe TeopHje, y Kojy caj Hehemo ynasutu, fobujamo crnenehe
IIBe JIeEME.

Nlema 4.2.2. Xomonowxa zpyna H, _1(B™) je mpusujanua epyna.

Jlema 4.2.3. Xomonowika epyna H,_1(S™ ') je usomopdna yuxnuunoj epynu.

Y npyroj rmaBu cMo HaBenu Iokas bpayepose Teopeme 3a cirydaj ABOAMMEH3MOHATHUX TOIIOIO-
IKMX npocTopa. Cajja MMaMo TOBO/BHO a/IaTa Ja JOKaXKeMo ¥ OIIITHjy popMymanmjy Teopeme
KOja IIpeiCTaB/ba jefHY Of IIPBUX U HajyTULAjHUjUX IIPYMEHA XOMOJIOTHj€.

Teopema 4.2.4 (bpayeposa Teopema). Henpekuono npecnuxasawe f : B" — B" mopa cadpixa-
mu 6ap jeOny puxcHy mauxy mj. mopa nocmojamu x € B™ maxko da je f(z) = .

Hokas. VicTM reoMeTpujCKMM apryMEHTOM KOji CMO MCKOPUCTU/IN Y fOKa3y bpayepose Teo-
peme 3a n = 2 CBOAMMO TeOpeMy Ha JloKasuBarbe 1a petpakuuja F' : B" — S™~! ne nocrojn.
Kako je H,,_;(B") tpusnjanua rpyna, H,, _;(S"!) nsomopdna uuxkmmasoj rpymu, a MHKIysu-
jai: S"™! — B"™ 6u mopana fa MHIyKyje MHjeKTMBHM XoMoMopdusam nsmehy S"~! u B,
mobujaMo fia peTpakiuja He IOCTOjI, I IIpec/nKaBame [ Mopa cafipKatu 6ap jenHy GUKCHY
TAuKY. |
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ImaBa 5

3aK/by4akK

Hapamo ce f1a je oBaj paj ycreo y HaMepy fa IpuOmKy anre6apcky TOMONOIM)y YMTAOLMMA.
CBecHM cMO f1a je anrebapcka TOMOJIOTHja jeffHa Off HajallCTPAaKTHUjUX 00/IaCTH MaTeMaTyKe KO-
ja, HapaBHO, 300T CBOT 06MMa Huje MOIIa GUTU y MOTIIYHOCTM ITOKPUBEHA OBUM PajioM. 3aTo
CMO Ce IOTPYAWIN Jia KpO3 KpaTKe HehopMajiHe TeKCTOBe, IIPMMepe U CIIVKe JaMO YMTAoLyIMa
noTpebHy MHTYUIIN)Y, KaKo 6u ca mto Behom makohom pasymenn oBaj paj. Taxobe, pan cmo 3a-
BpUIMIN ToKa3oM bpayepoBe TeopeMe Koja CBOje IIpMMeHe Haa3) He CaMo Y TOIIOIOTHju, Beh
Y IPYIMM MaTeMaTHYKUM 00/IacTiMa IOIyT CTaTUCTHUKe, TeOpuje Urapa, MaTeMaTIdKe aHajIl-
3€ ¥ EKOHOMIje, YMMe CMO JKeJIe/N [ja MICTAKHEMO Jja je TOIIO/IOrYja 3aCTyIUbeHa Y PasInduTuM
rpaHama MaTemaryuke. Hagamo ce ga cMO TMMe YMTAOLMMa JJa/iu JOBO/BHY MOTHMBALIMjy fa Ha-
Iorpajie CTeUeHO 3Hame I HacTaBe Jja M3y4aBajy TOIOJIOTH]Y Y CBOje CTOOOHO BpeMe.
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