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1 YBon

Nako cy meTepMUHUCTUYKN aJTOPUTMU YTJIaBHOM JOBOJLHO €(pUKACHU, IIOC-
Toje oapebhenu nmpobieMy KOju Cy MPECIOPU WM UKMja WMIIEMEHTAIja MEM-
OPUjCKU, WU U3 HEKUX IPYTUX pa3jora, Huje 3amoBosbaBajyha. Takse nmpob-
JeMe MOKeMO pemuTn ynorpedboM pangoMusanuije. PammoMusamnmjoM MOKEMO
noctrhu ga ce BpeMe M3BpIIaBama IporpaMa IpacTUYHO CMAKhU, WU A& ITPO-
rpaM TPOIU MaH.€ MEMOPU]E.

[IpoGabunucTudrku uam pPaHIOMU3UPAHU AJTOPUTAM j€ aJrOPpUTAM KOjU
Yy CBOjOj JIOTUI KOPUCTU OApeheHu cTemeH ciaydajHOCTU. TakaB aJropuTam
0OMYHO KOpUCTU YHUPOPMHO pacnopebene Hacymuyuae 6pojeBe. Y mpakcu TO
ce TOCTWXE KOpHUIIliemeM IIceyIoHACyMUWYHOr reHeparopa OpojeBa. Taksa
UMIIJIEMEHTANja MOKe OACTYMATH OJ TEOPUjCKOT OYEKMBAHOT IIOHAIIAA,
anu TO je y BehuHM HaMa KOPUCHUX CJIydajeBa 3aHEMapPJbUBO.

Kako cy mpobiemMu Koje pemraBaMO padyyHapuMa CBe CIOKEHUjU, Y MPO-
TEeKJIe Be IeleHn]je Cy TPOOabUINCTUYKY aJITOPUTMU HOKUBEIU BEJIUKY €KCIIaH3-
ujy. OBu aaropurMu uMajy BeJIUKY IPUMEHY Y MHOTO UHIYCTpUja jep yop3asajy
KJIACUYHE, NETEPMUHUCTUUYKE AJTOPUTME Ca BEPOBATHONOM TAYHOCTHU KOja
je mama mpuxBatTsuBa. lloHekan rkopumheme TPOOAOUIUCTUYKUX AJTOPU-
TaMa He MOBOIY IO MOoDoJsbIIama y epuKacHOCTU pana mporpama y nopebeny
ca MeTePMUHUCTUYKAM, AU Cy OBAKBA Pellelha YIrIaBHOM jeTHOCTABHUjA 33
pa3yMeBame U UMILIEMEHTAIM]Y Ta je BPEOHO pemaBaTy mpobJsieMe Ha Taj
HAYVH.

[IpoGabunucTuuke aarropurMe MOKEMO MOAEJIUTH Y Tpu KaTteropuje. Moute
KRapimo aaropurmu cy anropurMu KOju TadyaH pe3yarar majy ca oapebenom
BepoBaTHOhOM, aju cy yBek Op3u. Jlac Berac amropurvmu cy ajroputmu
KOju cy Op3u ca ompebhenHoMm BepoBaTHONOM anu yBeK najy TadyaH pe3yiTar.
Arnanturk CuTy anropuTMu Cy Ha HEKM HAYWH KOMOMHANM]a MPETXOMIHA IBA,
OHU U TAYHOCT UM CJIOKEHOCT aJropurMma najy ca onpebenum BepoBaTHohama.
Y oBOM pany, akmeHaT heMO CTaBUTHU HA HAjPACIPOCTPAIEHUjE aJrOPUTME,
roukpeTtHo Monte KRapiao u Jlac Berac anropurme, y 3amammma ca Ipo-
rpaMepPCKUX TAKMUYECHA.
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2 EaemenTu teopuje BepoBaTtHohe

Axko je cryn Q = {wy,ws,...,w,} KOHAYAH HIPOCTODP eseMeHTapHUX norabaja
HEKOI' eKCIIEPUMEHTa, OHIA ce CcBaku moackyn A ckyma {2 30Be cayuajan 0o-
2ahaj mnm kpaTtro morabaj. 3a mcxonm w, Tj. emeMeHTapuu morabaj w, 3a KOju
Bask w € A C (), KaskeMO na je MOBOJbAH MCXOom 3a morabaj A.

Q jom 30BeMO u curypan gorabaj, ckym mcxoma. ) je memoryh morabaj.
Horabaj A= Q\ A je norabaj kommmemenrapan norabajy A. AU B je yanja
norabaja A u B, nok je AN B, nnu ckpaheno AB, npecek morabaja A u B.
Ilorabaju A u B cy mucjyurTHU, ako Baxku AB = (.

Beposarnohy meror morabaja A oGemexxasamo ca P(A) u Basku:

- P(A) >0

3a cBaku HU3 (KOHAYAH WU NPebGPOjUB) ﬂorabaja kKoju cy mehycobro mmc-
jyHKTHU y mapoBuma Basku: P( UA Z P(A

Heke ocobune BepoBarnohe cy:

P(AUB)= P(A)+ P(B) — P(AB)

P(AB) = P(A)P(B), ako cy norabaju A u B He3aBucHu.

P(A) < P(B), aro je AC B.

UA ZP(Ai), ako je Ap, Ay, ...A;, KoHauyaH uaum npeOpOjuB HU3 MO-

rabaja



4 2. Enementu teopuje BepoBaTtHOhe

[Ipecaurasame X : ) — R 3amato ca X(w) =1,3a w € A u X(w) =0, 3a
w € A je ciyuajHa MpOMEHJBUBA, UHIAUKATOD caydajuor morabaja A.

Ly (p(z) pla)

Axo je X mumckpeTHa ciyJyajHa BeJMYMHA CAa KOHAYHUM CKYIOM BPEIHOCTH,
yuja je pacmomeiia maTa Ca:

XiGh g

OHJA Ceé MAaTEMATWYKO OYEKUBAH€ CIIydajHe BeJuumHe X Ie(uHUIIE ca:
m
E(X ) = E TiPi
i=1

Axo cy X n Y cuyuajue BenmuuHe neprHUCAHE HA UCTOM IIPOCTOPY BepoBaTHONA
U UMajy KOHAUYHA MaTeMaTUUYKa OUeKMBama, a a 1 b cy peasHu OpojeBu, OHIA
BaYKU:

E(aX 4+ bY) = aE(X) + bE(Y)

OBa ocobuHa Ha3WBa Ce JUHEAPHOCT OUYEKUBAHE BPEIHOCTH.

MoskeMO IPpUMETUTH 12 je OUYeKMBaHa BPEIHOCT UHAuKaTopa morabaja A jen-
Hara P(A).

Ycaosua BepoBatanoha morabaja A y ommocy Ha morabaj B medumunme
ce ka0 BepoBarHoha ma je mcunymen morabaj A ako je ucnymen morabaj B.
Samnucyje ce kao P(A|B).

P(AB)
P(B)
IIpu pauyny ca yciaoBHOM BepoBaHTHOhOM uecto ce kopuctu BajecoBa ¢op-

MyJa. 3a KOHAYHO MHOTO mucjyHKTHuUX morabaja A;, AU AU ...UA, =

p(a,|B) = L BIAIPEA) P<B'ﬁ{§“‘”
ZP(B’AJ')P(AJ)

P(A|B) =

BajecoBa ¢popmyna 3a nBa cayuyaja A u B cBomu ce Ha:
P(BJA)P(A)

P(AIB) = =5



3 bp3o copTtupame u Op30 ceJiek-
TOBam€

Y oBoM morsaBspy hemo ce 6aBUTU HAJKOPUCHUJUM TPOOAOUINCTUYKAM AJITO-
PUTMUMA Y TAKMUYAPCKOM IIPOTPAMUPaRy, Op3uM coptupamem (enr. quicksort)
u 6p3uM cenexroBameM (eHr. quickselect). Bp3o coprupame CIy:KU 3a COp-
TUpalme eJIeMeHATa HU3a y HEKU MOPenakK, HOK OP30 CENEeKTOBam€e OAroBapa
Ha MUTame KOju eJIeMeHT OM ce HaJa3uo Ha k-TOj MO3UIUjU Y COPTUPAHOM
uu3y? V3 Tor pasiora oBu ajJropuTMu Cy YCKO IMOBE3aHU U 3aCHUBAJY C€ HA
UCTUM TPUHITATAMA.

3.1 Dbp3o coprupame

Pasmorpumo mnnejy coprupama ckyna S y mHekom penocieny. [locToje paszau
OETePMUHUCTUYKU AJTOPUTMU KOju pemaBajy oBaj npobiem. Hajjemmoc-
TaBHUjU TakaB aJiropuTaM 30Be ce babja copT, KOju pamd y CJIOKEHOCTU
O(N?). Heku o HAIpeHUjUX aJrOpUTaMa KOjU TOCTUAKY BPEMEHCKY CJIOKEHOCT
O(NlogN) cy Coprupame cnajamem u Xun coprt. Ilocroje mojenuuu asi-
FOPUTMU KOJU TOCTWKY BpeMeHCKy ciosxkenoct O(N) ca He3aHEeMAapJbUBUM
KOHCTAHTHUM (PAKTOPOM, &l Cy HBUXOBE MPUMEHE yIJIaBHOM OTDaHWYEHEe Ha
M3Yy3€THO CIEIMjaJIHe CIIyda]jeBe.

Ausropuram 6p3or coprTupama npemiokno je bpurancku Hayuauk Toru Xop
1959. romuue. Hberos anropuraMm mOCTMKE TPOCEUYHY BPEMEHCKY CJIOKEHOCT
O(NlogN), ka0 1 TOpe HaBEIEeHU AITOPUTMU, AJU Ce€ Y MPAKTUYHO] IPUMEHU
IIOKa3a0 Kao HAjOp:kW, MOrOTOBO HA BEJMKUM CKYNOBUMMa HozarTaka. 1o je
aJropmTaM TUIA MOMEJU Ta B3N] U HE 3aXTeBa AONATHY MEMOPHU]Y, Tj. CBe
pann y MecTy.
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3.1.1 Omnuc pama ajmropmurma

Panu makmer pasymeBama u HO0Ka3a CIOKEHOCTU AJTOPUTMa, MPETIOCTABUMO
[a He MOCTOje IBE MCTe BPEIHOCTU ejieMeHaTa y HU3y.

Heka je ememenT Ha mo3unuju ¢ y HEKOM HM3Y O3HAYEH Ca ;. Y KOJIUKO OU
CBU €JIEMEHTU Ca HEeroBe JeBe CTPaHe Ouiu Mamu Ol Hera, a CBU €JIEMEHTU
ca mecHe cTpaHe Behwu, oHma O ce OBaj €JIeMEHT HAJa31MO HA OHOj MO3UIAjU
Ha KOjoj Ou Omo m y coptupanHoMm Hu3y. Taj eaemeHT heMo y majbeM TEKCTY
3BaATU NUBOT.

Ila Oucmo coprTupaam HHU3 KOpUCTUNeMO naTy unejy Ha ciaenehum HaYMH.
Cnyuajuo 6upamo nuBot enemenT. [lopenmmo ra ca ocrajaum ereMeHTUMA U
ompebyjemo kKoja 6u O6uaa merosa mo3unuja y coprupanom Husy. Ocradge es-
€MeHTE MOCTABJHAMO Ha MO3UIK]je JIEBO, OMHOCHO NECHO Y OMHOCY HA MO3UI]Y
IUBOT eJIEMEeHTa Y 3aBUCHOCTU O mopebhema BpeqHOCTH NMBOT eJeMeHaTa ca
BPEIHOCTUMA OCTAJIUX ejieMeHara. TuMe cMo mocTuryam oarosapajyhy mosu-
nujy TUBOT esieMeHTa. [loHaB/mAMO MCTU MOCTYHAK 3a MOAHU3 JE€BO U AECHO
Ol MMBOTA, 3a CBaKu mOomHu3 mysxkuHe Behe on 1.

3.1.2 DBwupame nuBoTa U mapTUNHXja

YKOJNVKO je ny;KWHA HU3a Mama Ol 2, HU3 je COpTUPaH, ma ce Bpahamo u3
MO3UBa MaPTUIHjeE.

Heka je mus nysxkume N unnekcupan on 0. IluBor esemenT ce Oupa Ha-
CYMUYHO, YHU(DOPMHO, Kopructehu nceynoracyMmudan reiepaTtop opojena. Pas-
MeBY]y Ce BPEIHOCTM NUBOTA W MOCJIeNmer ejJeMeHTa Husza. bpojau b ce
nocTtaBsba Ha BpennocT () m moHaB/ba ce ciaemehm mporec 3a cBako ¢ on 0 mo
N —2.

YKOMUKO Bakm a; < ay_1, Pa3Memy]y ce BPeTHOCTU a, U a; 1 noBehasa ce
Bpennoct 6pojaua b 3a 1.

Hakon Tora, pa3zMemyjy ce BPEIHOCTH ap U AyN_o. 1UMe je 3aBPIIEH IPOIEC
bupama nuBoTa U naptuiuje. [IUBOT ce Halas3m mocjae CBUX eJIieMEHATa Ca
MambOM WM jeJHAKOM BPEAHOIINY, a Ipe CBUX ejJieMeHaTa ca BehoM BpemHom
hy. Tume ce mocTw:ke ma je TUBOT Ha CBOjO] MO3UNUJU Y COPTUPAHOM HU3Y.

3.1.3 Ilonenu ma BiIamaj

Hakon naprunuje Hu3a, pekyp3UBHO TO3UBAMO UCTU aJrOpuTaM OMpama IUB-
OTa U mapTulyje 3a MOAHNU3 KOJU YUHE €JIEMEHTU JIEBO O] MMBOTA U 3a II0THU3
KOJU YMHE €JIEMEHTHM NEeCHO O MMBOTA.
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3.1.4 Amnasm3a BpeMeEHCKe CJIO’KEHOCTU

Asropuram naprunuje Huza gyskuae N uma cioskenoct O(N), jep ce cBaku
eJIeMeHT HU3a MOPEenu M pa3Memhyje HAJBUIIE jeITHOM.

Ozuaunmo ca T (N) BpeMeHCKY CIIOKEHOCT aJIfOpUTMa GP30T COPTUpamka HU3a
nysxuae N.

Kana je ememeHT KOju je m3abpaH Kao MUBOT HA MIPBOj WU TOCJIEAHOj TO3U-
OMju y HU3Y, MOKE Ce MOKa3aTW! Ja PEKyPEHTHA jeqHadynHa CIIOKEHOCTU UMa
OBaKBY (PopMy:

T(N)=T(N —1)+ O(N)

u3 Tora moOujamo:

T(N)=O(N?)
Kana je ememeHT kKOju je m3aOpaH Kao MUBOT MeIWjaHa y HU3Y, MOKE Ce€
MMOKA3aTU [a PEKYyPEHTHA jefHAUMHA CIOKEHOCTH mMa ciaemehy ¢opwmy:

T(N) = 2T <¥> +O(N)

13 Tora moOujamo:

T(N) = O(NlogN)

[Ipoceuan cayuaj ananusupamo Ha ciaenehwm HAUWH:

Teopema 1. Ouexusanu 6poj nopehemwa eaemenama y paMnoOMUIUPAGHOM OPIOM
copmupany je najeuue 2NInN.

/loxas. Benumuuny roja Hac 3anuma (ykymas 6poj mopebema), npencraBuhiemo
Ka0 CyMy jeOHOCTABHUjUX, CIYUYAJHUX BEJIWYMHA U OHIA HUX M0jeAUHAYTHO
aHAJV3UPAaTH.

Bemnuuna X;; y3uma BpemHOCT 1 yKOJIMKO aJropuTaM IOPeId i-TU U j-TU
HajMamu eJeMeHT, Y cynporHoM y3uma BpenaocT (. Heka je X ykyman 0Opoj
nmopebema. Kako HuUKaI He MOpPEOMMO HEKU TAp WHIAEKCA BUIIE O j€TAHITYT
MMAMO:
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360r JIMHCAPHOCTU OYCKMBAHE BPEIOIHOCTU:

Pasmorpumo X;; kanma je ¢ < j. 3ammcanmo fa je Hu3 Beh coprupan. Hexka
je a; i-Tm HajMaLU €JIEMEHT y HU3Y U G, j-TU HajMamU eJeMeHT y Huly. AKo
je manexc muBoTa p m i < p < j, a; u a; ce Hehe mopeanTu. Axo je p < i mam
p > J, a; 1 a; he dutu y mctoMm Hu3y y cieneliem aaropuTmy mapTunuje, ma
MMOHOBO OWpamMo muBOT. AKO je p =1 WIu p = j, TU €JIEMEHTU Ce TOPee.
MoskeMo 3aMuCaIUTI OBaj MPOIEC Kao UI'Py NHKada. bamamMo cTpenuiy yHU-
(GOPMHO, HACYMUYHO y HU3. AKO MOTOIMMO JIEBO O { WU HECHO OX j Garmamo
HOHOBO. AKO IOroJuMO MHIEKCEe ¢ Wiau j, X;; mocTtaje 1 m urpa ce 3aBpmiasa.
Axo morommmo m3meby Ta mBa ememenra, X;; mocraje 0 m urpa ce zaBpurasa.
Y cBakoM Kopaky BepoBaTHOoha na je X;; =1 jennara je ]7%

Hpyrum peunmMa, eJIeMEHT ca WHIAEKCOM i mopeauhe ce ca eJleMeHTOM Ha 1+ 1

2

ca BepoBaTHONOM 1, ca eremenToM Ha i+ 2 ca BepoBaTHONOM %, ca ejeMeH-
TOM Ha ¢ + 3 ca BepoBaTHOhOM %

Ha OCHOBY IPETXOAHOI 3aKJ/JbYUYKa MOYKEMO M3BECTU N3Pa3 3a OUEKMBAaHYy BpPeE -
HOCT:

1 1 1 1
E[X]: 2(§—|—§+Z—|—...+N—_i)

I
o

Benuuuna 1 + —|— + 5 L +3 N, o3nauena ca Hy, jecre N-Tu XxapMOHUjCKU
6poj u Hajga3n ce y MHTepBaJIy [InN,InN + 1]|. Y3 Tora caenu:

E[X] < 2N(Hy — 1) < 2NInN

Kako je ykynam 6poj mopebema AMpPEKTHO MPOMOPUMOHAJIAH BPEMEHY U3BP-
maBama aJrOpuTMa, Jo0uja ce MPOCEeYHA BPEMEHCKA CIIOKEHOCT OP30T Cop-
tupawma O(NlogN) [

3.2 DBp3o cejseKkToBame

Pazmorpumo mnejy namaskema k-TOT HajMamer eJeMeHTa y Hu3ly ay:kuHe N.
Ouursnenno pememe 61I0 OU Ja 3a CBAKU €JE€MEHT mpobhemMo Kpo3 HU3 u Opo-
jUMO KOJIMKO eJeMeHaTa UMa Mamby BPEIHOCT OJ HKera IITO Ce MOMKe MOCTUNU
y Bpemenckoj caoxkenoctu O(N?). Bosme pememe 6uno 6u ga copTUpaMo HU3
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HEKUM Op3UM aJILOPUTMOM, HIIP. OP3MM COPTUPAH-EM U OHIA CaMO U3IBOJUMO
k-t enement. OBaj OHpUCTYI 3aXTeBa COPTUPA-E KOje PAIU Y CIOAKCHOCTU
O(NlogN).

Anropuram Gp30r cenekToBama NOCTWKe npoceuny ciaoxkenoct O(N), mok y
Hajropem caydajy pama y O(N?).

3.2.1 Omnwuc pama ajaropmurMa

Kao u xom 6p3or coprupama, paau JakIer pa3yMeBama U aHAJIU3e MPeT-
IIOCTaBUMO [Oa HEMa UCTUX BPEOHOCTU €JIEMEHATa y HU3Y.

Kopuctumo ucty mmejy o mmBOTY Kao U Kox Op3or coprupama. Jla ducmo
HaIIM k-TU HAjMABbU €JIeEMEeHT KOPUCTUMO Ty uejy Ha cieneh naunn. Ciyua-
jHO Oupamo mmBOT ejeMmeHT. Ibera mopemmMo ca ocTaJ MM e€JEMEHTUMA U
ompebyjemo mosunujy Ha Kojoj 6mu 6mo y coprupanom Huzy. CBe esiemeHTe
KOjU MMajy Mamy BPETHOCT OJf MMBOTA IIPEMENITAMO JIEBO, & CBE €JeMEHTEe
KOjU UMamwy Belly BpeIHOCT O mMMBOTA IPEMENTAaMO AECHO Ol MMBOTa. TuMe
CMO MOCTUIJIM Ja C€ MUBOT HAJIA3U HA IPABOM MECTY Y COPTUPAHOM HU3Y.
Ako ce MBOT mocJe ajJropuT™Ma mapTUIFje HAJA3W Ha To3unuju k, To je k-tu
Hajumamu eimeMenT. Bpaha ce BpemHocT mmBOTa M 3aBpuiaBa Ce paj ajro-
puTMa.

Axko ce MBOT HaJa3u Ha MO3UNUjU ¢ > k, k-TVW HajMAWmU €JIEMEHT Ce CUTYPHO
HaJIa3u JIE€BO O MUBOTA, Ia Ce MOHABJhA AJTOPUTAM 33 CBE €JIEMEHTE JIEBO O
IUBOTA.

Axko ce muBOT HaJsiazu Ha mo3uNUju | < k, k-TU HajMamU €JIEMEHT Ce CUl-
YPHO HaJIa3U OECHO OJ MUBOTA, Ma CE MOHABJ/HLA AJTOPUTAM 33 CBE €JIEMEHTE
[EeCHO O MMBOTA, ca U3MEHOM Ja he BpenHocT k y ciaenehem n3Bpmasamy aji-
ropuTMa NapTUIAje YMambUTU 38 OPOj ereMaTa MambUuX WX je THAKUX TUBOTY.

Bupame nuBoTa 1 mapTUIMOHUCAHE UACHTUYHO j€ KA0 U KO aJropuTMma Op-
30l COPTUPaBa, Ca U3MEHOM PEKYP3UBHOT IO3UBaHa aJTOPUTMa Kao IITO je
IPETXOAHO HATrJIAIIEHO.

Anropuram ce m3BpIiaBa y MecTy, Ila HE 3aXTeBa JOMATHY MeMOPUjy. Y KO-
JIMKO HAM je OUTHO Ma He M3MEHUMO MOPEAaK eJeMeHaTa y HU3ly, IOTPebHO je
Ia HaIlpaBUMO HOBU HU3 U [1a HA HEeMY U3BPIIaBAMO aJTOPUTAM, IITO 3aXTEBa
NONATHY JWHEAPHY HMOTPOIIHY MEMOPH]E.

3.2.2 Amnajm3a BpeMeEHCKe CJIO:KEHOCTH

Hajbomu ciyuaj ce memaBa Kana je MUBOT €JIEMEHT Yy IPBOj MAPTUIUjU OAIl
k-tu Hajmamu eseMeHT. Tama ce asropuraM HapTUIMje MU3BPIIaBa jeJaHIYT
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na je caosxenoct O(N).

Kao u kon anropurma 6p3or coprupama, Hajropu ciydaj OelaBa ce Kala
je eJIEMEeHT KOju je nu3adpaH Kao MUBOT HAjMAWmU UM HajBeNhU eJIeMEeHT y HU3Yy.
Moske ce mokazaTu na PEeKYpPEHTHA jeTHAUYWHA CJIOKEHOCTU uMa ciaenehy
popmy:

T(N)=T(N —1)+ O(N)

13 dvera no0ujamo:

T(N) = O(N?)

3a IPOCEUHY CJIOKEHOCT, KA0 KO aJrOpUTMa OP30r COPTUPABHA, BAKU PEKYPEHTHA
penamnuja:

N -1
T(N)=T (—) + O(N)



4 PuUHrepHIpPUHTUHT 1 PpeuBaiIcoBa
TEXHUKA

Y pauyHapCTBY, QUHTepOpPUHTUHT (eHr. fingerprinting) MiM TEXHUKA IUTU-
TAQJHUX OTUCAKA, je TEeXHUWKA KOjOM C€ €JEeMEHTU HEKOI' BEJIMKOT CKYIa MaIu-
pajy y CKym mocTa Mame KapauHagHocTu. OBaKBe TEXHUKE KOPUCTE Ce Kaua
je mpeHoc momaTaka CKyI WId Kada je moskesbHo m3behu mopeheme Bemukux
nomartaka. Heka om cTaHmapIHUX TIPUMEHA je y Cciydajy Kaga WHTEePHET Ipe-
TpayKMBa4d WUJIN IPOKCHU cepBep IpoBepaBa Aa JU je HeK:u ¢ajsl UM3MEHmEH TaKo
mTo he camo mopeauTu GUHTEPUPUHT (ajiaa ca MPETXOTHO CAUyBAHOM KOIU-
jom ¢wuHrepnpuHTa. PUHrepHPUHTMHr (QYHKIUje ce MOIy IOCMaTpaTyd Kao
Xem (yHKINNje BUCOKUX NMep()OPMAHCH KOje Ce KOPUCTEe 3a UIeHTUPUKAIN]Y
OJyI0KOBa IOJaTakKa y CUTyaIlUju Kada Kpunrorpadcke xem (QyHKOUje HUACY
HEOIIXOTHE.

Y oBoM morsas/py pamuhemo Ha HeHaszHaueHoM mosmy F. Jleo pasmora 3a-
IITO TTOJhE HUj€ Ha3HA3HAUEHO je jep TEeXHUKE KOoje ciielle YIaBHOM 3aXTeBajy
YHU(DOPMHO OUpame U3 HEKOTI KOHAYHOI IMoAcKyna nossa . V3 Tora pazsnora,
HUje OWTHO Ma JM je TO MOJhe KOHAUHO Wiu He. Panm jgakmer padyMeBama
moskeJbHO je mocMaTpaTtu mosse F kao Q, mosse panumonasHmx OpojeBa UaU y
cllydajy Kala je HarjameHo da je F KoHauHO MOKEeMO ra IocMaTpaTh Kao Zpy,
nosbe neanx GpojeBa Mo MOAYJy HEKOr mpoctor 6poja p [1].

4.1 <PpemBaSICOB AJITOPUTAM

®peuBangcoB agropuraM je TpoOAOUINCTUYKN, PAHAOMU3UPAHU AJTOPUTAM
KOJU Ce KOPUCTU 3a BePUUKANIN]Y MHOKEHA MaTPUIA.

Ilate cy Tpu matpune aumensuja N X N. [lorpebHo je mpoBepuTu na v BasKu
AB = C. HauBHUM AETEPMUHUCTUUYKAM AJTOPUTMOM MOJIA3UMO IO PEIleimha y
BpeMeHCKOj caoxkenoctu O(N?), jennocrasHoM nposepouM y caoskenoctu O(N)
3a cBako on N? moma matpune C .

HajOp:xu meTepMUHUCTUYKYA aJrOpUTaM 3a PellaBame OBOr IpobJyieMa OTKPUBEH

11
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je 2022. romume m pamu y BpeMeHCKo] caoskenoctu O(N23788) 4] Osmaj
HPUCTYI je U3y3€THO KOMIUIMKOBAH, IIa TAKAB aJropuTaM Huje Moryhe nmiie-
MEHTUPATU Y OTPAHUYEHOM BPEMEHCKOM MHTEPBAJy KAO MITO jé TaKMUYeHe
13 IPOTPAMUPAA.

dpemBannCcoB aaropmuTaM KOPUCTU UMHEHUILY A4 HUje MOTPEOHO M3padvyHATH
Bpemnoct AB, Beh camo nmposeputu AB = (' u pemasa oBaj mpobiem y
cnoswenoctu O(N?) y3 Beposarnohy Taunoctu P > 1/2

4.1.1 Omnuc pama ajgropurTMa

Anropuram Gupa BEKTOp T € {O,l}N. CBaku on ejxemMeHaTa BEKTOPa I Ce
dupa HezaBUCHO M yHU(OpPMHO 13 ckyna 0,1, rne cy 0 u 1 aguTuBHE OTHOCHO
MYJTUIIIAKATABHN HeyTpaJ mnoJsa F, pecnektuBHO. Pauynajy ce x = Br,
y = Ax = ABr u z = Cr koju ce mory mobutu y cioxenoctu O(N?). Ykonuko
je y = z, anropuram he Bparutu na je AB = C. Y cynporaoMm ajropuram he
Bpatutu na AB # C'. Aaropuram ce moHaBJ/ba TPOU3BOJBAH OPOj MyTa HE3aB-
WCHUM Ie€HepUCameM BEKTOPa 7 IPU CBAKOj UTEPaIji KAKo OU ce mo0oJbiraia

TAYHOCT.
18 bool freivalds(mat A, mat B, mat C, int N) {
2 mat r = generisi(N);
3 mat X = pomnozi(B,r);
4 mat y = pomnozi(A,x);
5 mat z = pomnozi(C,r);
6 return isti(y,z);
7%}
8Hd bool proveriProizvod(mat A, mat B, mat C, int N, int k) {
9 bool tacno = true;
10 while(k--)
11 f tacno |= freivalds(A, B, C, N);
12 return tacno;
13L}

Cmuka 1: C' + + ron $PpenBaacoBOr aJrOpPUTMa

4.1.2 AmnHasm3a TadyHOCTU

JemnocraBuo je 3akmyuntu ga AB = C = y = z. Ilorpebuo je mokasartu na
y cayuajy AB#C, P(y #z) > 3.

JIema. Oodabup sexmopa r = (79,71, ...,'N_1) YRUPOPMHO CaAyuajuo je exsuea-
AEHMHO 00abupy ceaxoz 1; nezasucro u yHupopmro uz {0, 1}.
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Zoxas. Aro je cBakm on r; m3abpaH HE3aBUCHO W YHU(POPMHO, Tada je CBAKU
ox 2V moryhux BekTopa m3abpan ca BepoBaTHohom 277, H

Teopema 2. Hexa cy A, B u C mampuye dumensuja N X N nad nomem F. Taoda
sa ynudopmmo usabpar eexmop r uz {0, 1} eamcu P(ABr = Cr) < %

Zoxas. Hera je D = AB — C # 0. Taga ABr = Cr ummmunupa Dr = 0. Kako
D venyma MaTpuia, MOpa UMaTHU HEHyJa ejieMeHT. be3 yMamema ONmToCTH,
Heka je taj enement Doo.[8] da 6u Dr 6uno jennaxo 0 Mopa na Basku:

N-1
E DOjTj = 0
Jj=0
MJIN €KBUBAJIEHTHO:

N-1
> j=1 Dojrj =0
DOO

OBne MOKEeMO NMPUMEHUTH NPUHIUI OMJIOKeHuX omiryka [1]. Ymecrto ma
pa3MarpaMo BEKTOP 7', 3aMUCJIUMO Oa OMpaMoO HeroBe KOOpAWHATE, 1;, He3a-
BHCHO ¥ YHU()OPMHO IOYEBIIN O KOOPAWHATE I'y_1 OO KOOPAWHATE 7(), PETOM.
[Io nmemu, TO je €KBMBAJIEHTHO KaOo M Omabup BEKTOpa YHUPOPMHO CIydYa-
juo. IlorpebHo je mocMaTpaTu TpEeHYTAK AUPEKTHO Ipe omadbupa 7. Y OBOM
TPEHYTKY, MeCHa CTpaHa Topme jemnHauumue je ompebena m mocrtoju HajBuUIIe
jemHa BpemTHOCT 3a rg TaKO [1a jemaHakocT Oyme Tauna. Kako mocroje 2 mzbopa
3a BPEIHOCT Ty, jemAHAKOCT he OuTM TayHa ca BepoBaTHONOM Koja je Mama
VN jeJHAKA OJ %. []

To = —

[TonaBmamem PpeuBangcoBor aaropurma k myra HE3aBUCHUM I'€HEPUCAH-
jEM BeKTOpa 7 IpU CBAKOj UTEpaluju BepoBaTHONA Tpelke je Mama WUIu je -
Haka oxm 27F.

3a u3BpHIaBame aJropurma moTpebHo je maasojuru momataux O(N) mem-
opuje 3a CBaKU ON T, Y U 2.

4.1.3 Amnmanu3a BpeMeHCKe CJIO;KE€HOCTU

Pauyname marpuna x, y u z ce msppmasa y O(N?). Tlopebeme y u z je
takobe O(N?). U3 Tora ciemu ykymHa cioskeHOCT mesor amropurma O(N?).
YKOJIMKO ce ajroputaM MOHaBba k myTa BpeMeHCKa caoskenoct je O(kN?).
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dpenBannCOBY TEXHUKY MOKEMO MPUMEHUTU 3a BepUPUKALU]y OUIO KOT Ma-
TpuuHOT unentTutera X = Y. HapaBuo, ako cy X n Y eKcmyimmuTHO naTu, jeu-
HOCTaBHUM mopehemuM HUXOBUX ejleMeHaTa HocTukeMo ciaoskeHocT O(N?).
Y HEeKuM ciiydajeBUMa Kao IITO je MHOKEH€ MaTpulla, padyHame Marpuie X
je HempaKTUYHO MJIM 4Yak HeMoryhe, anu je pauyHame X1 jeJHOCTABHO.

4.2 Bepudukanuja DIOJIMHOMCKUX UIEHTUTETA

PpeuBangcoBa TeXHUKA MOKE C€ KOPUCTUTHU 3a pa3He BPCTE MpOBepa UICH-
TUTETa, Kao IITO je Ha IpUMep, IpoBepa MAeHTUTEeTa mojamHoMa. l[Iposepa
NUOCHTUTETa MOJMHOMA j€ TeHepaJU3allidja MHONIITBA CJIIyYajeBa, Kao IINTO CY,
Ha TpuMep, MpOBepa jeTHAKOCTU IeJuX OpojeBa, WM YOUIITEHO, MpOBEpPa
jeIHAKOCTU CTPUHI'OBA HAJ HEKMM (uKCHUM ajdadberom. To moctmsremo Tako
mTo k-TU KapakTep y CTPUHTY IIOCMaTpPaMO Kao KOe(pUUIUjeHT k-TOr CTeleHa
cuMboIMYHe IpoMeHbpuBe =. Raskemo ma cy mommuoMu P(x) n Q(x) jennaku
aKO MMajy UCTe Koe(pUIMjeHTe ncIpel] oarosapajyhmx crenena x-a.

PasmoTrpumo nmpobieM Bepudukaiuje npousBoaa noauHoMa. [latum cy monm-
Homu Pi(x), Pa(z), P3(z) € Flz]. IlorpeGHo je mpoeputy na au Baxku Py (z)Py(z) =
Ps(z). IlpermocraBumo ma cy moawaOoMu Pj(x) u Pa(x) cremena majBuime n.
[Ipema Tome, Ps(z) je cremena HajBumie 2n.

[Tpousson P (z)-Py(x) HajOp:KOM NET€PMUHIUCTAYKOM METOILOM MOKEMO U3Pady-
Hatu nomohy 6p3ux PypujeoBux Tpanchopmammja y caoskenoctu O(nlogn),
[IOK pauvyHame BPEAHOCTH MOJIMHOMA y (UKCHO] Tauky 3axTeBa O(n).

4.2.1 Omnuc pama ajJsropmuTMa

Nneja 3a mpobabuimcTUYKM ajaropuraM CIUYHA je UIejU 33 BEPUPUKAIU]Y
npousBona marpuna. Heka je S C F ckyn kapauuannoctu > 2n + 1. Bupa ce
r € S yuudopmuo cayuajuo. Pauynajy ce Pi(r), Pa(r) u P3(r) y ciokenocTu
O(n). Anropuram Bpaha ma je momunHoMcku unenturer Pi(z)P(z) = Ps3(z)
Tavan yKoJIukKO Basku Py(r)Py(r) = P3(r), y cynpornoMm Bpahia ma Huje Tadas.

4.2.2 Amnajm3a TauyHOCTHU AJICOPUTMA

Hedurnmemo nonuaom Q(x) = Pi(x)tPy(x) — P3(x) crenena 2n. Kaskemo na
je monunoM P mnentudyku jemHak Hysu, P = (0, YKOJIVKO Cy CBU HETOBU KO-
epurjentu jennaku wyau. [lommaoMm Q(2) = 0 akKO je HPOU3BOJ HOJMHOMA
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tauad. Aaropuram he BpaTuTu HeTavyaH pe3yJTAT CaMoO y CIydajy Kana je
Q(r) = 0, a mpou3Box mOIMHOMA HUje TadvaH 3a cBako x. llorazahemo ma je
y cayuajy kana je Q(x) #Z 0, sepoBatuoha p(Q(r) = Pi(r)Py(r) — Ps(r) # 0)
OrpaHUYEHa, OH03/0.

[TomTo mosMHOM CTemeHa n MOKe MMATU HAJBUIIE N PA3JIUYATUX HYJIA, YKO-
muro Q(x) # 0, mocToju HajBUIIE 2N DPA3IUYUTUX BPEAHOCTU I TAKBUX 14
je Q(r) = 0. 306or Tora je BepoBaTHONA T'peIIKe OrpAHUUYEHA Ca %T. OsBa
BepoBaTHONA ce MOKe CMAmLUTA N300POM HOBOJLHO BeJaUKOT ckyma S. Takobe,
Moryhe je cMamuTH BepoBaTHONY HE3aBUCHUM IOHABJ/LAHEM OBOI aJIlOPUTMA

k
k myra, unme ce moctmwke BepoBaTHONA rpemke (%) .

Yroanuko cy nomuaomu Pi(x), Py(x) u P3(x) matu exkcnauiurHO, TOTPEOHO
je mansojutu camo O(1) memopuje 3a Bpennoctu Pi(r), Py(r), Ps3(r) u Pi(r) -
PQ(T) = P3<T).

4.2.3 Amnanu3a BpeMeHCKe CJIOKE€HOCTU

Bpewmencka cioxkeHOCT 3a CBaKy O eBajiyaluja BpeIHOCTH moimHOMa P (r),

Py(r) m P3(r) je O(n), ma je cnoxkeHoct mesor aaropurma O(n).

YKOJIMKO Ce ajaropuraM IMOHaB/ba k myTa BpeMeHcka ciosxkeHoct je O(kN).
OsakaB mpornec BepuuKanmje IOIMHOMCKAX UACHTUTETA HUje OrPAHUYECH

caMo Ha IPOBepy MPOU3BOJA MOJIMHOMa, Bell ce MOke IPUMEHUTH HA TPOBEPY

6uno ror mmenturera P (r) = P(z), Tpanchopmucanujom Q(z) = Pi(x) —

Py(z) = 0.
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5 Pumep-Jej amropuramMm 3a Ha-
CYMUUHY IIEePMYTAaI]y

Pasmorpumo npobiem remepucama HaCyMUYHE IepMyTanuje npBux [N Ipupoi-
HUX Opojena.

HawBna meTonma pemaBama OBOT IpoOJeMa je na CBAKU €JIEMEHT Pa3MEeHUMO
ca eJeMHTOM HM3a KOjU je HACYMHUYHO m3abpaH. Pazanuwnre mepmyTanuje
nobujene oBuM ajaroputMoM mMmahe paszauumre BepoBaTtHOhe ma Oymay reHep-
ucane. 3a cBako N > 2, 6poj pazmuuutux nepmytanuja N! He meaun yky-
maH 6poj HACYMUYHHUX HU30Ba reHepucanux ajgropurmom NV, KomkperHo, mo
Beprpanosom nocrynary, nocroju 6apem jeman npoct 6poj uzmeby N/2 u N
koju memu N! a me memm NVV. M3 Tor pasmora, oBakBa MeTOIa HPUCTPACHO
reHepuIle IIepMyTaIje.

Pumep m Jeju cy mpemsoKUIM aJrOPUTAM 3a T€HEPUCAIEe CIYUYajHUX Iep-
MyTalurja CEeKBEHIM KOHAUHE Iy:KMHE KOju pemasBa oBaj mpobiem [2]. Au-
ropuTaM IPOU3BOAM HENPUCTPACHE NMEepMyTaIUje Tj. CBakKa IepMyTaluja je
jemnaxko BepoBarHa. (CaBpemMeHa Bep3uja aJIropurMa je e(puracHa, BpeMme
nmoTpebHO 3a M3BpHIIaBaKkE IPOrpaMa MPOMOPIMOHAJIHO je My>KWHU CEKBEHIIC U
pa3Memyje eJeMeHTe Y MeCTY.

Anropuram je takobe mozmar kao Kuyr-madu, no Howanny Kuyry. Bapn-
jaura ®umep-Jeju amropurma, mo3nara kao CaToJ0B aaropmram, KOPUCTU
ce 3a reHepucame IMUKINYHUX IepMmyTanuja aykuHe N, yMecTo HACYMUYHUX
epMyTaInuja.

5.1 OpurmHasHa MeToaa

OsBa meTona npemnoxkena je 1938. roaune y kmusu Cmamucmuyke memooe 3a
OUONOWKA, A2POKYAMYPHG U MEQUUUHCKG ucmpancusana. HbuxoBa Meroma ce
M3BOMUJIA MOMONY mammpa u OJIOBKE.

Kopamu opurunasune metone 3a reHepucame HACYMUYHE TEePMyTallije TPBUX
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N npupomaux OpojeBa:

1. Hanucaru 6pojese on 1 no N y snucty sl.
2. Nzabpartu cayuajan 6poj k uameby 1 u 6poja ememenara y auctu sl.

3. Bpojamewm ca seBe cTpane, y aucTy S2 ynucaTtu k-TU €JIeMEHT U3 JIUCTE
s1, 3aTum u3bpucatu k-tu eneMmeHT u3 sl.

4. IlonaBmartu ox 2. KOpaka IOOK JKCTA S| He MOCTaHE MIPa3Ha.

5. Jlucra s2 je pesynTaHTHA mepMyTaIyja.

5.1.1 AmaJsm3a BpeMeHCKE CJIOKEHOCTU

Y cBakoj on urepanuja norpedHo je npornahu k-Tu eneMeHT, U Bera u3dpucaru
n3 gucre sl. To 3axrTeBa O(|sl|) BpeMeHCKe CIIOKEHOCTH.

Kako ce uzspmasa N uTepanuja, yKyImHA BpeMeHCKa cioskeHocT je O(N?).
OBa merona Takobe 3axreBa momataux O(N) memopuje 360r maucre s2.

5.2 MonepHu ajropmurTam

Kako HauBHA MMIJIEMEHTAIja OPUTUHAJHE METOLE PAIN Y BPEMEHCKO] CIOKEHOCTH
O(N?), 6uso je noTpeGHO TPUIATOINUTH je MOAEPHUM pauyHapUMa y TO BpeMe.
MonepHy Bep3ujy Kojy AaHAC KOPUCTUMO Ipeiioxuno je Puuapn lypcrendenn
1964. romuue a Ilowann Kuyr yuumauno nomyaapaom [3].

Monepua Bep3mja pasiuKyje ce Ol OPUTMHAJIHE METOLE jep pa3Memyje eje-
MEHTE Yy MECTY, YMECTO Ha UX Opuile u craB/ba y APYTY JUCTY, KOHKPETHO:

1. Hamucaru 6pojese om 1 no N y HU3 a, Koju je muaexkcupas on 0.
2. IlocraButm 6pojau ¢ Ha N — 1.

3. Nzabpartu cayuajan 6poj j uameby 0 u .

4. PasmMeHUTU BPEIHOCTH G; U a.

5. Cmamutu BpeaHoCT ¢ 3a 1.

6. IlomaBmaru on 3. KOpaka YKOJUKO je Opojau ¢ > 0.
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5.2.1 AmnaJjsmm3a BpeMEHCKe CJIO’KEHOCTU

3a u3BpmIaBame CBAKOD OJ HaBeAeHUX Kopaka norpebHo je O(1) Bpemena.
Asropuram he urepuparu N nyta na je ykymnHa BpeMmencka caoxkernoct O(N).
[TomTo ce cBe m3BpImaBa y MeCTy, ajJifOpUTAM He 3aXTeBa N0TATHY MEMOPU]Y.

5.3 AHajm3a TaYHOCTHU

Pasmorpumo BepoBaruohy ma 6poj k Oyme n3Byden y HekoM Kopaky. Beposaruoha

na Opoj k Oyme mpBW M3BYYEH jeqHAKA je % Ila 6u 6poj k 6mo m3ByueH

OPYTU, HEOMXOHO je I1a HEKU IpyTru Opoj Oyne n3BydeH NpBU U 1a y caenehem

KOpaky Oyne u3ByueH Opoj k, ma je BepoBatHoha ma k Oynae u3ByueH Opyru
N-1_1 1

jemnaka ~+— = % OBaj mpucTyn pauyHama BepoBaTHONe ce MOe yor-

mruTy 3a cBako i € [1, N| caenehiom popmymom:

i—1

p=[2oL)—2

n—j7+1'n—1+1

J=1

HAaKOH YHAKPCHOT CKpahwuBama djaHOBa OBOT MPOU3BOMA, MOOUjaMO:

Kako cy cBu P, = %, 1 He 3aBuce o Opoja k, pe3ysiTaTy aJrOpPUTMa CYy
HEMIPUCTPACHU, Tj. CBaKa IMepMyTalldja je je JHAaKO BepOBaTHA.
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6 Tpun

Tpun (enr. treap) je pammomusupano camobasancupajyhe GuHapHO cTabIO
nperpare. Vme je nobujeHo crnajameM eHrJIeCKUX peur Tpu (eHr. {ree) m Xum
(enr. heap). CTpykrrypa y cBakoMm uBOpy uyBa ypebenu map (kbyd, mpuop-
urer). Inorder obunackom crabia nobuja ce HU3 COPTUPAH IO KIbYUeBUMA
(6bunapuo crabso nperpare). Takobe, 3a cBaku YBOp Basku na je IPUOPUTET
Behiu o1 mpruopurera merose pere (xum). 3600 jeIHOCTABHUje AHAJIN3E IPET-
MMOCTABUMO M1a CY KJbYUYEBU U MIPUOPUTETU j€TUHCTBEHU.

)\

1 (/9 /16)

&3/ s //\%\
15) /17

CEVERRNTY)

Cauxka 2: Busyenna penpeseHTanuja Tpuma rae Cy KbYyUeBU MPeACTaBII-
jeHu ropmUM OpOjeM y YBOPY, a MPUOPUTETU TOHUM.

Teopema 3. Hexa je S = {(k1,p1), (k2,p2), -y (kn,pn)} 6uno xoju ckyn maxae da
cy koyuesu k u npuopumemu p jeduncmeenu. Tada je mpun T(S) jeduncmeeno
oopehen.

Jloxas. TeopeMmy moka3yjeMO KOHCTPYKTUBHO. Teopema OUMIJeTHO BaKU 3a
n < 2. 3an > 2 06e3 yMamema OINMTOCTA NIPETIOCTABMMO Oa p; WMa Ha-
jsehy Bpennoct npuopurera. Tana 36or ocobune xuna exement (ki,p;) Mopa
6utn ropen tpuna 71(S). Csu ememenTn ckyma S ca KbydeM MamuM on ki
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ce Hasase y JseBoM moxacrabuay usopa (ki,p1). AHajorHo, Baxku ma ce ee-
MEHTHU Ca KJbydueM BeuuM on k; Hasaze y mecHoMm nozacraby usopa (ki,p;). Ha
Taj] HAUYMH Ce€ PEKYP3UBHO MEHEPUINY JIEBU M AECHU MOIATPUI KOju Cy Takobe
jemuHCTBEHO Oonpebenu. []

6.1 OcHoBHe omnepanuje

6.1.1 IIperpara mo Kibyudy

[Iperpara mo kmpy4dy ce M3BOOM KAO U MpeTpara y OOMYHOM OMHAPHOM CTAOIy
nperpare. Y OBOM CJIydajy C€ MPUOPUTETU UTHOPUIILY.

6.1.2 JlomaBame esileMeHTa

Omnepamnuja momaBama KJbyda T Ce CacCTOju U3 TPU Kopaka. IIpBu Kopak je
bupame BpeIHOCTU IPUOPHUTETA Y, YHU(POPMHO HACYMUYHO, KOju he ce ymap-
utu ca k y Heku 4yBOp ¢. lpyru Kopak je momaBame UBOPA ¢ MO BPETHOCTU
KJbydYa Kao Kox OumHapuor ctabsa nperpare. Ilocise mpBor kopaka eJieMeHT i
he ce HAMA3UTY HA TO3UINUjU JIUCTA U TPUI Ne UCTYHABATH YCIOBE OMHAPHOT
crabaa nperpare. Tpehu rkopak ciy:ku na ce ucmyne yciaosu xuna. CBe mOK
1 HUje KOpEeH Tpula W MMa Behu mpuopuTeT O CBOT POIUTEHA j, M3BPIIABa
ce poranuja usmeby i u j.

Poramuja je omepamuja 3amMene mMecTa HEKOT YBOPa U HETOBOT POAUTEIHA.
Koukperno, y OunapuoM cTtabiy mpeTpare, ako je HEKU YBOP @ JIEBO JETe
cBOT poaurtesba b, mociie poramuje he b 6utw mecHo mere yBopa a. ¥ CympoT-
HOM CMepy, aKO je a JeCHO meTe CBOT poamTesba b, mociae poraruje he b outu
JeBO mere yBopa a. lTakobe, muxoBa moacrabia ce Memajy Ha HAYUH KAO HA
caunu 3.

B y « B

Caura 3: Busyesnna penpeseHranuja poranuje ABa YBOPa y TPUILY.
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Poramujom ce ompskaBa mopenmak Mo KJbydeBUMa, aJid MeHa IMOpenak MpU-
opuTeTa poTUpaHUX YBOopoBa. llpuMeruTn ma ce poraluja M3BpIIaBa y KOH-
CTAHTHOM BPEMEHY jep ce MaHWUNYJWIIE Ca HEKOJUKO MOKa3WBada.

6.1.3 DBpucame eremeHnTa

Axko je uBop koju Tpeba obOpucaTu JUCT TPUIA, YKIOHUTU Ta.

Axo uBOp x kKOju Tpeba oOpucaTy MMa TAYHO jeTHO AeTe Z , CTABUTU UBOP Z
HA MEeCTO rae je 6uo yBOp = (MOCTABUTU Z HA MECTO HETETA T-OBOT POIUTEILA
W Ta TOCTABUTU HA MECTO KOPEHA YKOJIMKO T HEMa POIUTEhA) U YKIOHUTU
YBOD .

Axo uBOp = KOju Tpeba obpucaTu UMa ABA AETEeTa, 3aMEHUTU T Ca JeTETOM
KOje mMa Behu mpuopurer.

JacHo je ma je BpeMeHCKa CJIOKEHOCT CBUX HABEIEHUX OMepPalldja IMPOIop-
nujaJjHa nyouHU cTabdiia.

6.2 Hanpenae omeparyuje

6.2.1 PasnBajame

IlaTta je BpemHOCT KJbydYa I, MOTPEOHO je pa3ABOjUTU TPUI HA ABA TPUIA,
jemaH ca BpemHOCTUMAa KJ/byUYeBa CTPOro BehuMm, u jemaH ca BPEIHOCTUMA
KJby4deBa CTPOrO MamUX O I.

Y tpun ce ybauyje emement (x,00). JacHo je ma he Taj uBop curypHo 6utu
KOpeH Tpuma 300r BpemHOCTU IpuopureTra. 300r ocobuHE OMHAPHOI CTa-
OJsia mperpare, HEroBO JIEBO moacTtabiao mMmahe KbyueBe Mame On T, a He-
TOBO mecHO moacTabio kmbyueBe Behe om . Ta mBa momcrabisia cy TpaskeHU
TPUIIOBU.

6.2.2 Coajame

Iara cy nBa tpuna 7T} u T, TakBu na je HajBeha BpemHOCT Kibyda u3 1] Mama
ol HajMame BPEAHOCTU KJbyda u3 T, TOTPEOHO je CHojuTy uX y jenaH TPUII.
[IpaBu ce uBOD 7@ KOju UMa BpemHocT (r, —o00), > max(p € To) ANz < min(p €
T5), m mocTaBs/ba Ce HA MECTO KOPEHa y HOBOM TPWUILY. 3a HEeroBO JIEBO IOI-
crabiso mocrasma ce 17, a Tp 3a mecHo. 3a OBakaB TPUI Baske 0CODOUHE
bunapHOT cTabia mperpare aju HUCY UCIyH.eHe ocobumHe xuma. 300r Tora
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je moTpebHO MOHABJHATUA ONepanuje poranuje mamehy ¢ 1 HEeroBor merera ca
BehuMm nmpuopureToM, CBe HOK ¢ HE MOCTAHE JIMCT, Kalda Ce YKIAmA.

Kao m ocHoBHe omepamnuje, HampemHe omepaluje Takohe MMajy CIIOKEHOCT
npomnopIujainy ayounu crabsa. KomOuHammjom HaBeneHUX omepaluja MOry
ce epUKaACHO UMIIEMEHTUPATHU U ollepallije yHUje, Ipeceka U Pa3juKe.

6.3 AHaJjm3a CJIO0KEHOCTHU

Teopema 4. Ouexusarna epedrnocm 0YouHe 480pPa Y MPUNY NPONOPUUOHAAHG €
A02apUMMY 6poja enemenama mpuna.

Jloxaz. 3amMucauMo ma Cy YBOPOBU COPTUPAHU IO BEJWYUWHU Kbyda. Hera
je ¢ uBOp ca i-TuM HajMamuM npuopureToM. [lyObmHa HEKOT yBOpa y cTadIy
jenHaka je OpPOjy UBOpPOBa KOjU Cy HeroBu AupeKTHU nperu. O3HaumMmo ca d;
ny6uny yBopa i u ca [} mamukarop norabaja ma je 4BOp j OUPEKTaH Hpeak
9yBOpAa 1.

j=Lj

n
_ j
Eld)=E[ ) I]
=1,
36OF JIMHEAPHOCTU OYECKMBaAHE BPEOAHOCTU MMaMO:

n

Bld]= Y Blr]

j=1.j#i

Nunukatop morabaja mMma odyeknBaHy BPEAHOCT jeqHAKY BepoBaTHOhuU ma ce
taj norabaj octBapu. V3 Tora cienu:

Eld]= ) py

=15

Ananmusupajmo p;j. AKO HEKM eJIeMEHT ca KbydeM k uMa Behm mpmopurer
U OniuONjJ, Kk je CTporo Mamy UM CTpOro Behu om KbyueBa ¢ U j, TaKaB
YBOP HE yTUYE Ha OMHOC Jupexman npedak-wacaeonux usmeby i m j. Cueneha
TPpU ciaydaja yTudy Ha Taj omHoc [7]:
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. Emement ¢ mMma HajBehu mpuopurer
Y oBOM ciy4dajy j He MO:Ke OUTH Mpemak ¢ jep ce Ou Bakujaa OCOOMHA XUIIA.

. Jeman on esmeMeHara umja je BPEAHOCT KJ/bydYa m3MeDy BPEIHOCTU KJbydUeBa i
u j nva HajBehu npuopurer (Hu ¢ Hu j Hemajy Hajehw mpuopurer). Heka
je raj emement k.

Y oBoM caydajy j Takobhe He Moyke OuTu mpenak yBopa ¢. l[IpermocraBumo
CYIPOTHO, 1a je j AMPEKTHU MpPeaakK yBopa i. ¥y TOM Cay4ajy Om j Mopao ma
Oyme OUPEKTHU Npenak yBopa k, MITO je HeMOryhe M3 MCTUX pasiyiora Kao y
IPBOM CJIy4Yajy, jep OM OupeKTaH mpeaak uBopa k MMao MamU IPUOPUTET O
CBOT HACJEIHUKA, IITO HE WCIyH,aBa XWUI OCOOUHE.

. Enxement j mma majsehu mpuopurer

Y oBoM ciayuajy he j Outu ogupekTaH mpenak 4Bopa i, jep OM y CyIpOTHOM
MIOCTOjao UYBOP ca BehuM IPUOPUTETOM, HMITO HUjE yCJOB Caydaja.

[TomTo cy BpennocTu npropuTeTa onadpane YHUYOPMHO CIydajHO, BepoBaTHONA
na 'y HO,ZIHI/I3y i, 7] (mnm [j,i] ako je j < i) uBop j mMma Hajsehwm mpuopurer
jenmHaka je m Rana oBy ¢opmyny 3a BepoBaTHONY ybamumo y GpopMyIy
3a OYEKUBAHY BPETHOCT nybmHE mo0Omjamo:

1
pa= Y L
ey ekl

n

—1
1
; EyES R P ey

=H, -1+ Hn—i+1 —1< 2ln(n)

]

Kako je ouermBana Bpensoct nybure crabiua Eld] < 2in(n), 3arbydyjemo
Ila je CIOKEHOCT CBUX HaBexeHux omeparuja O(logn).
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7 Mmnnep-PabuHoB TecT 3a mpocTe
OpojeBe

Munep-PabunoB tect 3a mpocte OpojeBe je jemaH On HAjPACIPOCTPAHEHUX
aJrTopUTaMa 3a UCIUTUBAE CIOKEHOCTU OpojeBa, Kako 300r Op3uHe, TaKO U
30or jemroctaBHOCTU MMIIeMeHTanuje. Orkpuo ra je I'epu JI. Munep 1976.
roauue. HberoBa Bep3uja ajropurMa je HeTEPMUHUCTUUKA, AJU j€ TAUYHOCT
aJropuTMa yOUTHA jep ce OocJiama Ha IpomupeHy PuMaHOBY XxumoTe3y, Koja
Huje nmokaszana. Majka O. Pabun je anropuram npusmaroamo y mpobabuinc-
Tuukm ajsroputam 1980. roamue.

7.1 MareMaTUUYK KOHIIENTH

Munep-PabunoB TecT 3acHMBaA ce Ha MPOBEPU [a JU HEKUM OPOj UCIYHaBa
ompebena cBojcTBa KOja Baske 3a mpocTe OpojeBe.

7.1.1 Jaxku BepoBaTHO IIPOCTU OpOjeBU

Hexka je mat Heku memapan O6poj n > 2. Tama 6poj n — 1 MoskeMO 3amucaTu
kao 2°d, rme je S > 0 u d Hemapan 6poj. Heka je 6poj a y3ajaMHO IpoCT ca
n. Taj 6poj hemo 3BaTu 6aza. Bpoj n HAZUBAMO jaKkum 8eposamHuM NpPOCMUM
bpojem 3a 6a3y a aKo je TavyHa HEKa Ol cienehux KOHIPYEHTHUX pesalu]a:

- a® =1 (mod n)

- a*?=—1 (mod n) 3a mero 0 < r < S

V3 mane ®epmaose Teopeme umamo a” ' — 1 =0 (mod n), oarocHo:
(@@ —1)(a® + 1)(a® + 1)(a* +1) - - (a* ' *+ 1) =0 (mod n)

WNneja je ma ako je n memapan mpocT 0poj, mpohu he oBaj Tect jep cy 1
1 —1 jenIMHW KBAAPATHU KOPEHM jeqUHUIE 110 MOLYJIY N.

27
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[To mpunUy KOHTpamo3uluje, ako N HUje jak BEPOBATHO MPOCT OPOj 3a
6a3y a, opma ca curypHomhy 3HaMo ma je n ciuosken 6poj. Tana ce a 30Be
csedokx. Ako je n cioxken Opoj, moryhe je ma mpobe oBaj Tect, Tj. ma Oyme
jak BepoBaTHO mpocT 6poj 3a 6a3zy a. Takas O6poj 30BeMO jak nceydonpocm
6poj, a OPOj a 30BEMO jak AAGHCHU CEEIOK

7.1.2 W360p Gaze

Hu jemam cioken Opoj He MOsKe OUTU jak IMCeyIompocT Opoj 3a cBe Oa3e.
MebyTuMm, He mocTOju jemHOCTaBaH HAYWMH na ce cBenok npoHabe. Hawmsuo
pemreme 6uso OU ma ce n MPOBepU 3a CBaKy 0a3y, aju OBaj IPUCTYI Pe3yJi-
Tyje CIOPUM AETEPMUHUCTUYKAM ajropurMmoM. Pememe nmounybheno y Mumep-
PaburoBoM anropurmy jecte na ce 0a3a Ompa YHU(YOPMHO CIIYyYajHO, IITO
3HAYajHO yOp3aBa MOCTYMaK IPOBEpPE HA YIITPI TAYHOCTU. TAUYHOCT MOKEMO
HO6OJBIHaTI/I HEe3aBUCHUM IIOHABJ/baHEM aJITOPpUTMaA.

7.2 Aaropuram

15 bool MillerRabin(ll n) {

2 11 a = r()%(n-2)+2;

3 11 s =08, d = n-1;

4 while(~(d>>s)&1)

5 S++;

6 d >>= s;

7 11 x = stepen(a,d,n), vy;
8 while(s--){

9 y = (x*x)%n;

10 if (y==18& x I=18&& x I=n-1)
11 § return false;

12 X = V;

13

14 if (yl=1)

15 return false;

16 return true;

17 -}

18H bool prost(1ll n, int k) {

19 while(k--)

20 if ( IMillerRabin(n) )
21 § return false;

22 return true;

231}

Cauka 4: C' + + ron 3a Muaep-PabunoB ajropuraM Koju ce HE3aBUCHO
MOHABJbA k IMyTa
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7.3 AHasmm3a TadyHOCTHU

I'pemka npu n3spmasawmy Munep-PaburoBor TecTa ce nemasa Kala jak mcey-
nompocT 6poj mpobe Tect. Moske ce moka3aTu ma ako je n CJI0XKEH Opoj, moc-
TOjU HajBUIIC § jaKUX JaKHUX CBeJOKa. 300r Tora je BepoBaTHoNa rpemke
jemHaka:

— 41

3 eI

p:

AxkO TecT HE3aBMCHO MOHABJHAMO Kk IyTa, BepoBaTHONA rpeme jenHaka je

47k,
Oszuaummo ca P norabaj ma je 6poj koju Tectupamo npoct, u ca M R, norabaj
na 0poj Koju Tectupamo mposiadu Muiep-PabuHoB TecT HE3aBUCHO MOHOBJI-
jen k myra. Tanma mosxkemo umspauyaru p(—P|MRy) ropumhemem Bajecose
hopMmye.

p(ﬁP/\ MRk)
p(=P AN MRy) + p(P N MRy)

1

([ P) p(P)
L+ TR Py ooP)

1

1 p(P)
L+ ST oeop)

p(=P|MRy) =

Y mocnenmoj jegHAUYMHU Ceé KOPUCTU UMH€HUIA Ja he TpOoCT OpOoj CUTYPHO
npohu rect, na je p(MRy|P) = 1.

p-PltR) < o8P (1 =1) <7 (15— 1)

OBa ¢opmyna je KOpuCHa Kala Cy HAM IIO3HATEe MH(POPMAIUje O PaCIOnesun
npoctux OpojeBa Ha ynasy. [0]
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8 UYecTu TunmoBu; 3amaTaka

Y oBOM IOrJ1aBJbY ONKCAHU CYy YECTU TUIOBU 3aAaTaKa KOjU CEe MOPE IIPETXO0IHO
HaBEIEHUX AJCOPUTAMa YeCTO MO0jaBJ/byjy HA TAKMUYEHUMA. 3a CBE 33JaTKe
noapa3yMeBajy Cy CTaHZapOHA BPEMEHCKa M MEMOPUjCKa OTDaHUYECHA.

8.1 3Bamarak 1

(CHO 2021/22 IlpBu 3anarak) - VHTepakTuBH 3amaTak -

Y ckymy om n Jbyad, CBAKO O HbUX WJIM YBEK Jaske, NI YBEK TOBOPU UCTUHY.
[TorpebHO je oTkpuTH jemnor on JjgaskpuBama. Moryhe je mocraButwm ¢ mu-
tama. CBakKo oI MuTama MOCTaBJ/ha Ce HEKOj 0cobm m Ta ocoba oarosapa Ha
nuTame na au y ckymy S = {sy, S, ..., g} MOCTOjU HemapHO nakmbuBana. Crym
S Moyke ma Oyme mpasaH, a MOKe U Oa CaIp:KU 0cODYy KOjoj ce MOCTaB/ba M-
Tame.

Orpannuema:
n = 1000,q = 30

8.1.1 Amajm3a pemiema

[IpumeTuMo ma ako mUTaMO HEKY OcCOoOy, HEKa je TO ocoba ca MHIEKCOM 1
paay jemHOCTABHOCTH, Oa JU y HPA3HOM CKYIy MMa HemapaH OpOoj JaKIbu-
Balla, MOKEMO Ia 3aKJbYUUMO [a JU je Ta 0coDa JasKIMBAIl UIU HE. Y KOJIUKO
je oma jaskmpuBall, Bpahamo mamekc 1. Y CympOTHOM 3HAMO Ha C€ JIAsKJbUBAIl
Hasa3m Ha uHTepBady [2,n]. Kopucruhemo omrosope ocobe 1 raro Gucmo
IIPOHAHOIJIN JayKJ/bUBIIA.

[IpernocraBuMo ma 3HAMO KOjU CKYI MMa HENApPHO Ja:K/bUBAIA. | eXHUKOM
MOJIOBJbEEHA TOI WMHTEpBaJa, OMHAPHOM NIPETParoM, Mo:keMo mpoHahm ckym
KapauHAJHOCTU | KOju uMa HemapaH Opoj Jtask/puBala, OMHOCHO Hall KOHKPETHOT
naxkmpuBna. Ta Texuuka 3axteBa HajBume 10 kopaka, jep je [logan| < 10.
Ocraje mam 19 KOpaka 3a HaJaKeHe TOT IMOACKYIIa KOjU MMa HEIaPHO JIAKJIbI-

31
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Bama. To moxkemo ypamuau npobabunuctuuru. CBaku esemeHT yOarry-
jeMo y Hall HmOJACKYI ca BepoBaTHONhOM % Camum TyM je BepoBaTHOha ma
Taj MOACKYI MMa HEMapHO MHOTO JIA:KJbUBAIA % YKOMUKO TOACKYI KOjU
KOHCTPYUIIEMO UMa TapaH Opoj JakbUBAIA, T€HEPUIIEMO HOBU MOACKYII.
BepoBaTunoha ma he 3a To Tpebatu npeko 19 mokymaja je Mama O 2%9, IIITO

j€ MOBOJHHO TPEIU3HO.

Bpewmencka caoskenoct je O(qn), a memopujcka O(n).

8.2 3amartak 2

- NuTepakTuBHU 3a0aTak -

Iat je npuponan 6poj N. Ilorpebuo je moromutu cTpuHr s ayskuae N KoOju
ce cacrtoju camo on kapakrepa A, C', T u GG, momohy uHTepakuuje ca rpe-
jmepom. I'pejmepy ce mocrasia nurame ¢yaruujom prefiz(t), roja Bpaha
true yromuko je t mpedurc crpuura s, a false y cynporaom. CTpuHT S je HA
noyuery (UKCHpPaH, OOHOCHO I'Dejlep HUje aJalTUBaH.

Orpannuena:
N = 100000
Io3Bomenu 6poj murama ) = 250000

8.2.1 Amajsm3sa perniema

Ananu3upajMo odeknBaHU OPOj IUTaBma MOTPEOHUX a8 OMCMO MOTOIUIN TPBO
cioBo. Purcupajmo pemocsen rapakrepa A, C', T u (G HaCcyMUYHO, HIIP.
kopucrtehu ®umep-Jejii anropuram. Heka je mobujenu pemocien gy, gs, gs u
g4. Cama mocraBmamo nutame prefir(gy). YKOIUKO je s; = g1, 3HAMO Ia je g
MIPBO CJIIOBO CTPUHTA S. &Y CYHIPOTHOM MOHABJHAMO MOCTYIAK Ca (o, A g3. AKO
je prefiz(gr) = prefiz(gs) = prefixz(gs) = false, Hema morpebe na MOCTABILAMO
MUTAKkE 38 ¢4, JEP je TO jeauHa mpeocTajia MOIyNHOCT, Ta CUTYPHO 3HAMO 11
je s1 = g4. OuexkmBaHa BpegHOCT OpoOja mUTaWmA je:

E(broj_pitanja) =p(s1 =¢g1) - 1+ p(s1 =¢2) -2+ p(s1 =¢g3) -3+ p(s1 =g4) 3

KRako je pemocnen g1, g2, g3 ¥ g4 YHUYOPMHO CIydYajHA IMepMyTaluja, IMaMoO:

1 1 1 1
E(broj_pitanja) = 4_11 + 12 + 13 + 13 =225

KRana cmo moromunu npedurc my:xuHe k, pr, IPETXOAHO HABEIEHW IOCTYIAK



8.3. Samarax 3 33

IIOHABJHAMO 32 CBaKO cjenehe cioBo, peaoM, Tako MTO GYHKIUjY prefir mo3u-
BaMO ca ImapaMeTpoM pi + g;, TOe je + omepalirja KOHKATeHallje CTPUHIOBA.

OuekuBanu OpOj MOCTABHEHUX MUTama jemuakr je N - 2.25 = 225000 < 250000.

Bpemencka u memopujcka ciosxkeroct je O(N).

8.3 3amarak 3

Har je 6poj N u 5u3 a om N nenux O6pojeBa. Ilorpebuo je omroBopuTu Ha
NIUTAKE KOJMKO MMa Y3aCTOMHUX IMOTHU30Ba TAKO A& CE€ CBAaKa BPEIHOCT Yy
OAHU3Y I0jaBJbyje mapaH 6poj myTa?

Orpannuema:
N <10°

8.3.1 Amajsm3a pemiema

HazoBuMO €KCKIIy3WBHY OWCjYHKIIM]Y CBUX eJeMeHaTa HEKOT HU3a TOr Bpe-
vomhy. Tanma cBaku mogHM3 KOjU 3a10BOJHABA yCJIOB 3adaTKA UMa TOT BpPEI-
HOCT jegHaKy HyJad, jep je a xor a = 0, a cBaka BPEIHOCT ce IOjaBJbyje napaH
opoj nmyrta. To 3Haum ma ako MOCMATPAMO Y3aCTOUHU IMOMHU3 G, Aji1, .-, Oy
ynja je xror BPEmHOCT jedHaKa HYJW, JIEBU NPEe(PUKCHU TOor HWU3, HU3A G, O3-
HauuMo ra ca A, 3amoBomasa A, = A;_1.

Ako camo u3bpojuMo kosnmko maTEpBaJsa (I,7) 3amoBomasa A, = A1, Moke
ce IEeCUTH JIAKHO MO3UTWBAH WHTEPBAJ, M1 CAMUM TUM HeTadvaH pe3yiaraT, Ha
npuMmepy HuU3a 1,2,5,6 MokeMO Ha BUAWMO M4 je O BPEOHOCT TOT HU3a jen-
HaKa HYJIU, & HU jellaH eJeMeHT ce He IOojaBJ/byje y mapy.

Kako 6ucmo To n3bersnm, sanpasuMmo Hus b, b; = X1,,, rne je X1 mera ciyua-
jHO TeHepucaHa mepmyTanuja upsux N 6pojeBa. IlomTo ce mcrte BpemnocTu
HU3a ( CJIWKAjy Y WCTY BPENHOCT y HM3Y b, yCJIOB 3a jenHak IPEePUKCHU TOr
3a HU3 b Takobhe mopa OuTu 3amoBoseH. Heka je mpepurcHu ror HU3, HU3A
b, osnauen ca B. Cana Ha ciaumyal HauywH Opojumo waTepBate ([,7), Tako na
Bazku (A, B,) = (Aj_1, Bi_1). Tume cmo cmamunu BepoBaTHONY na ce JaskHO
nosutuBad unrepsaia (I,r) noromu uy A, u'y B.

Kako OucMO MOBOJBHO CMamUIM BEPOBATHONY T'pPEIIKe, YMECTO TeHEepUCAma
jemHor Hu3a, TIOTPEeOHO je remepucaTu 4, riae ce 3a CBAKW HU3 KOPUCTU APYTa,
HACYMUYHO TeHepucaHa mnepMmyranuja Xi. 3aJaTak HA CJIMYAH HAYUH pPe-
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masamo 6pojehu nurepsamne (I,r), Tako na Bayku:

(Aru B’ra Cry Dra E’/‘) - (Al—la Bl—la Cl—la Dl—h El—1>~

OBo HajOp:ke pemaBaMo kKopucTehm mamy, koja 3a cBaky ypebery meTopky
(Ai, B;, C;, D;, E;) ayBa KOIMKO myTa ce nojaBuia. lleTasmHuje, uTepupamo mo
IECHOM Kpajy MHTepBaJa 7, HOAaMO Ha PEe3yJTAT BPEIHOCT U3 Malle 3a KJbyd
(A, B, C,, D,, E,). Harkou cBake urepanuje y Mamy nojajeMo 1 Ha BPEIHOCT
3a kmyu (A, B, C,, D,, E,). Tlpe cBux urepanuja y mMamy je moTpebHO yOar-
utu Bpensoct 1, 3a kmyu (0,0,0,0,0).

Bpewmencka caoxkenoct je O(NlogN), a memopujcra O(N).

8.4 3amartak 4

Ilate cy uenobpojue (z,y) roopmuuare N rtavaka y paBHu. IloTpeGHO je
OATOBOPUTU Ha NHUTAKE KOJWKO CE MaKCHMAaJHO Tadaka HaJa3u Ha HEKO]
npaBoj. ['apanTyje ce ma je pememe Behe on F.

Orpannuema:
N <10°

8.4.1 Amasm3a pemiema

[IpaBa je ompebena ca mBe Taure. AkO YHUDOPMHO CiIydajHO M3abepeMo aBe
Tavke, BepoBaTHoha ma cy obe Ha pe3yJaTAaHTHOj IPABOj jeqHAKa je %'411 = 1—16,
OOHOCHO, BepoBaTHONAa ma oHe He 00pa3yjy pe3yJTaHTHY HpaBy jeaHaka je
%2. 3a KOHKpeTHY mpaBy p, moTpebHO je mpohu Kpo3 cBe Tauke u u3bpojaru

KOJIMKO KBUX Ce Haja3W Ha ’koj. He3zaBucHMM moHaB/bameM OBOT MOCTYIKA K
myTa, BepoBaTHONa ma HU jeJaH HUje a0 TAYHAH Pe3yJTaT jeIHaKa je (%)"C

Orpanuuema mo3BosmaBajy na k O0yme oko 500, mrTo 3am0BO/baBA TAYHOCT.

Bpewmencka caoxenoct je O(kN), a memopujcka O(N).



9 3akipyuax

Y oBOM pany mpeincTaBUIM CMO HEKE OJ Haj3HAYajHUX aJropurama, CTPYK-
Typa moJaTaka U TUIOBA MpoOJeMa KOju Y CBOjOj JIOTUIM KOPUCTE CIydajHe
BesimurHe 1 BepoBaTHONyY. OHU Cy KOPUCHU KAKO Y TAKMUYAPCKOM IIPOTrPaAMU-
pamy TAKO M Y IPAKTUYHUM WHIYCTPUjCcKuM npuMeHama. Heke on Hajuemhux
cy rkopumrhese 3a npensrbhame UCX01a HEKUX IIPOIeca, CTATUCTAYKE aHAJIN3E,
pa3He Pu3mMyKe cUMYyJlalyje, IPOleHe TP:KUIITA, MAIIMHCKO yUYeH.e, a HaJja3e
IPUMEHY U Y MEIWNMHCKO] XEeMUJjU 3a I'€Hepucame jequihema, y HaBUTraluju,
Teopuju rpadoBa, KPpUITOrpaPrju 1 MHOTUM JAPYTUM OOJIacTUMA.
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