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0 Predgovor prvom delu rada

Maturski rad �e se baviti eksperimentalnim metodama koje �e se ko-
ristiti na budu�em kompaktnom linearnom sudaraqu -”CLIC”-u.
Prvi deo rada se bavi teorijskim razvi�em procesa koji �emo mi is-
tra�ivati. On je dosta slo�en, i sama matematika koju �emo koristiti
kako bismo ga opisali u velikoj meri prevazilazi znaǌe koje se zahteva
od uqenika sredǌe xkole. Stoga je autor dodao i tri apendiksa na kraju
rada koji se bave razvi�em nekih osnovnih matematiqkih prerekvizita
koji se konstantno koriste u fizici.
Autor se duboko i iskreno nada da je rad qitǉiv.

Konvencije u teorijskom delu rada:

ℏ = 1

c = 1
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2 0. Predgovor prvom delu rada

0.1 Zahvalnost

Ovaj rad umalo ne bi bio prijavǉen na vreme da nije bilo moje sestre.
Ona zna zaxto i hvala joj do neba.
Pre svega bih hteo da se zahvalim profesoru dr. Ivanu Stani�u i
profesoru dr. Dejanu �oki�u. ǋih dvojica su me svakako svojim
predavaǌima i fiziqarskim entuzijazmom podstakli da svoje inici-
jalno interesovaǌe za fiziku pretvorim u veliku koliqinu znaǌa iz
ove oblasti. Tako�e bih �eleo da se zahvalim Miloxu Puri�u (IVd)
na diskusiji o maxinskom uqeǌu po ǌegovom povratku iz CERN-a.
Zahvalnost dugujem celoj grupi za Eksperimentalnu fiziku visokih en-
ergija Instituta za nuklearne nauke ”Vinqa”. U Vinqi sam toplo
doqekan i tamo sam bio tretiran kao kakav akademski radnik, a ne kao
neiskusan sredǌoxkolac.
Konaqno, posebnu zahvalnost dugujem svom mentoru, Goranu Kaqarevi�u,
koji mi je bio na raspolagaǌu svih ovih meseci dok sam pisao maturski
rad. Hteo bih da mu se zahvalim na izdvojenom vremenu i pa�ǌi, kao
i na gomili asistencija prilikom izrade maturskog, poqevxi od tu-
torijala upotrebe terminala na Linux-u, pa sve do objaxǌeǌa odabira
osetǉivih varijabli u programima maxinskog uqeǌa. Svom mentoru �e-
lim uspexnu odbranu doktorata i mnogo uspeha na liqnom i akademskom
planu u budu�nosti.



1 Teorija

Prva tri teorijska poglavǉa u ogromnoj meri su pozajmǉena iz [4]. Au-
tor ne namerava da uzme ikakve zasluge za prostu reprodukciju ovih
sjajnih lekcija iz Standardnog modela, mada je ose�ao potrebu da na
pravi naqin uvede Standardni model pre praktiqnog dela svog rada.
Da bismo demonstrirali Higsov mehanizam na odgovaraju�i naqin u
Standardnom modelu, najboǉe je prvo odabrati jedan jednostavniji primer
skalarne QED koja �e nam objasniti mehanizam spontanog naruxeǌa
simetrije. Ali pre svega toga �emo imati kratak uvod u Goldstonove
bozone.

1.1 Diskretan primer
Neka je naxa teorija

L =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− (
1

2
m2ϕ2 − λ

4!
ϕ4)

Za neko λ > 0. Me�utim, za m2 ne�emo postaviti nikakvu nejednakost.
Najqex�i sluqaj u fizici je svakako m2 > 0, gde poǉe ϕ = 0 predstavǉa
vakuum teorije (zadovoǉava jednaqinu stacionarizacije akcije).

Me�uti, ako je m2 < 0, onda grafik akcije od stacionarnog poǉa uzima
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4 1. Teorija

drukqiji profil

gde je m0 novi vakuum teorije.

V (ϕ) =
λ

4
(ϕ2 − v2)2 + const.

Gde je vakuum poǉa

v =

√
−m

2

λ

Poǉe �e u drugom sluqaju, kako bi ekstremizovalo svoju akciju, morati
da odabere jedno od dva oqekivana staǌa vakuuma (VEV-vacuum expecta-
tion value). Ovaj mehanizam u svojoj suxtini upravo i jeste spontano
naruxeǌe simetrije: Na poqetku smo imali teoriju qiji je Lagran�i-
jan bio invarijantan u odnosu na transformaciju ϕ 7→ −ϕ, ali je poǉe
moralo da odabere jedan od vakuuma teorije i probije simetriju naxeg
Lagran�ijana Z2 tako da preostane simetrija trivijalne grupe naxeg
vakuuma.
Ova izjava je mnogo ozbiǉnija nego xto se isprva mislilo za ǌu. Naime,
kada opisujemo faze materije preko kvantne teorije poǉa koje joj odgo-
varaju, veruje se da se faza mo�e okarakterisati samo dvema simetri-
jama, koje popularno zovemo G i H. (Za nazive ove dve grupe treba kriv-
iti Leva Landaua.) G predstavǉa grupu simetrija samog Lagran�i-
jana (gustine Lagran�ijana) teorije, dok je H grupa simetrija vakuuma
teorije. Vrlo qesto su G i H Lijeve grupe za nediskretne simetrije.
Goldstonova teorema �e dimenziju mnogostrukosti G

H
pretvoriti u broj

bezmasenih ekscitacija teorije. O tome vixe u narednim poglavǉima.
Za sada �emo uraditi slede�u stvar, napisa�emo poǉe ϕ u okolini
jednog svog vakuuma kao

ϕ(x) = v + f(x)
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Tada je Lagran�ijan teorije

L =
1

2
∂µf∂

µf − λ(v2f 2 + vf 3 +
1

4
f 4)

Odnosno poǉe f dobija masu

mf =
√
2λv

Ovaj Lagran�ijan nije invarijantan u odnosu na f 7→ −f .

1.2 Kontinualne simetrije

Razmotrimo generalizaciju proxlog scenarija sa O(N) teorijom. Neka
je poǉe ϕ(x) =

(
ϕ1(x), ϕ2(x), ... ϕN(x)

)T sa akcijom

S =

∫
d4x

1

2
(∂µϕ)

T (∂µϕ)− V (ϕ)

i

V (ϕ) =
1

2
m2ϕ2 − λ

4!
ϕ4 =

λ

4
(ϕ2 − v2)2 + const.

Gde zahtevamo da je λ > 0.

v =

√
−m

2

λ
> 0

Prema tome, bilo koje ϕ sa ϕ2 = v2 se smatra vakuumom sistema, i imamo
kontinuum vakuuma. Ovaj potencijal se qesto u literaturi naziva Som-
brero potencijal.
Bez gubǉeǌa opxtosti izaberimo da vakuum bude

ϕ0 =
(
0, 0, ... v

)T
Mo�emo onda da posmatramo fluktuacije oko ǌega

ϕ(x) =
(
π1(x), π2(x), π3(x), ...v + σ(x)

)T
Kada raspixemo Lagran�ijan preko π, σ poǉa, dobijamo:

L =
1

2
(∂µπ(x))

T (∂µπ(x)) +
1

2
(∂µσ(x))

T (∂µσ(x))− V (σ, π)
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i

V (π, σ) =
1

2
m2

σσ
2 + λv(σ2 + π2)σ +

λ

4
(σ2 + π2)2

Vidimo da σ poǉe ima masu

mσ =
√
2λv2

dok su π poǉa bezmasena!
Ekscitacije π-poǉa se popularno zovu Goldstonovi bozoni.

Gorǌa slika je preuzeta iz [10].
Geometrijska intuicija iza Goldstonovih bozona je jasna, jer kada bismo
posmatrali hesijansku matricu potencijala u odnosu na poǉe u okolini
naxeg vakuuma, dobili bismo jednu ne-nula ǌenu svojstvenu vrednost i
(N−1) nula-sopstvenih vrednosti. Da li mo�emo da uopxtimo ove iskaze
na generalizovanu teoriju? Da!

1.3 Generalizovani sluqaj

Neka imamo N-poǉe ϕ(x) =
(
ϕ1(x), ϕ2(x), ... ϕN(x)

)T i neka ono ima Li-
jevu grupu simetrija G.
Pretpostavka.
G quva kinetiqke i potencijalne qlanove gustine Lagran�ijana indi-
vidualno.
U prevodu, G xaǉe jedan vakuum u drugi vakuum. Neka je

Φ0 = {ϕ0 : V (ϕ0) = Vmin}

skup vakuuma teorije. Odaberimo proizvoǉni vakuum ϕ0 ∈ Φ0, i �elimo
da vidimo koji elementi fiksiraju ovaj vakuum.Neka je

H = stab(ϕ0) = {h ∈ G : h ∗ ϕ0 = ϕ0}
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Ovo je invarijantna podgrupa, iliti stabilizatorska podgrupa za ϕ0. U
teoriji grupa postoji jedna veoma korisna teoremica koja nam omogu�ava
da identifikujemo elemente skupa koseta G

H
sa elementima orbite taqke

koja se pravi grupom G. Formuliximo je.

Teorema 1. Neka grupa G deluje na skup X. Onda za svako x ∈ X postoji
bijekcija izme�u G · x i G/Gx, data sa g · x↔ g ·Gx.

Drugi deo ove teoreme odnosi se na konaqne grupe pa ga ne�emo za-
pisati.
Pretpostavka
G deluje na Φ0 tranzitivno.
Ova pretpostavka osigurava potpunu ekvivalenciju izme�u vakuuma, tj.
proizvoǉnost u izboru preferiranog vakuuma. Ukoliko imamo dva vaku-
uma u odnosu

ϕ′
0 = gϕ0

Onda je

stab(ϕ′
0) = gstab(ϕ0)g

−1

Prema tome svi izbori stabilizatora za razliqite vakuume su izomorfni.
Xta se dexava kada radimo perturbacije oko naxeg vakuuma? Neka je
ϕ = ϕ0 + δϕ, imamo

V (ϕ0 + δϕ)− V (ϕ0) =
1

2
δϕr

∂2V

∂ϕr∂ϕs

δϕs +O(δϕ3)

Qlan sa duplim parcijalnim izvodom po ϕ se naziva masena matrica iz
oqiglednih razloga.

M2
rs =

∂2V

∂ϕr∂ϕs

�elimo da prona�emo mode koje postaju bezmasene.
Izaberimo bazis {̃ta} algebre h i produ�imo ga do bazisa {ta, θa} od g.
Posmatrajmo varijaciju

δϕ = ϵθaϕ0

oko ϕ0, gde je θaϕ0 akcija elementa algebre g nad ϕ0, koja mo�e biti i
nula. Ipak, znamo da θa nije u h, pa samim tim ne fiksira ϕ0. Generalna
osobina G-simetrije teorije je svakako da imamo za svako ϕ(x),

ϕ 7→ ϕ+ ϵθaϕ
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V (ϕ+ δϕ) = V (ϕ)

Prema tome,

V (ϕ+ δϕ)− V (ϕ) = ϵ(θaϕ)r
∂

∂ϕr
= 0

Uzmimo izvod gorǌeg izraza po ϕs.

0 =
∂

∂ϕs
((θaϕ)r

∂V

∂ϕr
) =

∂

∂ϕs
(θaϕ)r

∂V

∂ϕr
+ (θaϕ)r

∂2V

∂ϕr∂ϕs

Prvi qlan izraqunat na ϕ0 je oqigledno 0 (iz razloga ekstremizacije
akcije), dok je drugi qlan ono xto je nama potrebno i govori nam o
slede�oj relaciji

(θaϕ0)
rM2

rs = 0

Prema tome, pronaxli smo ”nultu modu” poǉa. Generatora θa ima dimG−
dimH, i samim tim smo ”pokrili” sve Goldstonove bozone.
Me�utim, mi bismo i daǉe �eleli malo formalnije izvo�eǌe prethodne
relacije, mo�da bax u duhu kvantne teorije ...

1.4 Kvantno izvo�eǌe Goldstonovih bozona
Ponovo, pretpostavimo da Lagran�ijan ima grupu simetrija G, koja se
lomi na grupu simetrija vakuuma H pri spontanom naruxeǌu.
Ponovo, obele�imo generatore Lijevih algebri sa {ta, θa}, gde su {ta}
generatori h, {θa} ostatak generatora g tako da ova dva skupa zajedno
qine bazis algebre g.
Kako bismo razumeli koji indeks ide gde, samo �emo ispisati bazis:

{t1, t2, ..tdimH , θdimH+1, θdimH+2, ...θdimG}

Za slede�i esencijalni deo raquna moramo se pozvati na rezultat iz
Apendiksa C, koji je ura�en odmah posle izvo�eǌa Vordovih identiteta.
Dakle, za svaku simetriju Lagran�ijana, mo�emo na�i oquvanu struju
jaµ(x). Ove oquvane struje naravno daju oquvana naelektrisaǌa Qa.

Qa =

∫
d3x j0a(x)

I naravno, imamo prethodno pomenuti identitet dosta poznat fiziqarima,
jer podse�a na sliqan izraz iz kvantne mehanike

δϕ = −[Qa, ϕ]
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Znamo da, kako θa probija simetriju vakuuma |0⟩, imamo slede�u relaciju

⟨0| [Qa, ϕ(0)] |0⟩ ≠ 0

Izbor taqke x = 0 je proizvoǉan.∫
d3x ⟨0| [j0a(0), ϕ] |0⟩ ≠ 0

Uoqimo da Lorencovim transformacijama mo�emo da vrtimo indeks 0

u prethodnoj jednaqini sa ostalim indeksima, i samim tim mi zapravo
�elimo generalnu relaciju

Xµ
a =

∫
d3x ⟨0| [jµa (0), ϕ] |0⟩ ≠ 0

Tretiramo dva qlana iz komutatora posebno.

⟨0| jaµ(0)ϕ(0) |0⟩ =
∑
n

⟨0| jaµ(0) |n⟩ ⟨n|ϕ(0) |0⟩

Neka je pn impuls staǌa |n⟩. Imamo i operatorsku relaciju iz kvantne
mehanike

jaµ(x) = eip̂x̂jaµ(0)e
−ip̂x̂

Koja dolazi iz proste obzervacije da je eip̂x̂ operator translacije.
I imamo

⟨0| jaµ(x) |n⟩ = ⟨0| jaµ(0) |n⟩ e−ipnx

Direktnom verifikacijom vidimo da je gorǌi izraz zapravo jednak

i

∫
d4k

(2π)3
ρµa(k)e

−ikx

Gde je

iρµa(k) = (2π)3
∑
n

δ(4)(k − pn) ⟨0| jaµ(0) |n⟩ ⟨n|ϕ(0) |0⟩

Sliqno definixemo

iρ̃µa(k) = (2π)3
∑
n

δ(4)(k − pn) ⟨0|ϕ(0) |n⟩ ⟨n| jaµ(0) |0⟩
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I imamo

Xa
µ = i

∫
d4k

(2π)3
(ρaµ(k)e

−ikx − ρ̃aµ(k)e
ikx)

Dobili smo popularno-zvanu Kelen-Lemanovu spektralnu reprezentaciju.

A sada, tri (fiziqarska) zakǉuqka o prirodi ρaµ(k) i ρ̃aµ(k).

1. Kako je ρaµ(k) Lorenc-vektor, ono mo�e biti jednako samo Lorenc-
skalaru pomno�enim sa kµ.

2. ρaµ(k) mora da nestane za k0 < 0, zato xto ne �elimo da imamo nega-
tivne energetske ekscitacije u teoriji (neprirodne su, za diskusiju
Dirakovog mora fermiona gledati u neku od referenci ponu�enih
u sekciji Literatura).

3. Po Lorenc-invarijantnosti, ostatak ρaµ(k) mo�e da zavisi po veli-
qini samo od k2.

4. Analogni zakǉuqci va�e i za ρ̃aµ(k)

Pod ovim pretpostavkama imamo i malo boǉi zapis naxih funkcija

ρaµ(k) = kµΘ(k0)ρa(k2)

ρ̃aµ(k) = kµΘ(k0)ρ̃a(k2)

I mo�emo napisati

Xa
µ = i

∫
d4k

(2π)3
kµΘ(k0)(ρa(k2)e−kx − ρ̃a(k2)eikx)

Sada imamo trik, koji podrazumeva diferencijaciju pod integralom,
fiziqarski drugi omiǉeni trik (prvi je, naravno, parcijalna inte-
gracija na mnogostrukostima bez granice).

Xa
µ = −∂µ

∫
d4k

(2π)3
Θ(k0)(ρa(k2)e−kx + ρ̃a(k2)eikx)

Sada smo ve� na poznatoj teritoriji. Podsetnik: Evo kako izgleda
propagator za ovu teoriju:

D(x, σ) = ⟨0|ϕ(x)ϕ(0) |0⟩ =
∫

d4k

(2π)3
Θ(k0)δ(k2 − σ)e−ikx
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Gde je σ = m2.
Imamo tako�e i prostu relaciju

ρa(k2) =

∫
dσ δ(σ − k2)ρa(σ)

Dobijamo

Xa
µ = −∂µ

∫
dσ (ρa(σ)D(x, σ) + ρ̃a(σ)D(−x, σ))

Tako�e, jedna od osnovnih osobina propagatora je da, za x2 < 0, imamo
da va�i D(x, σ) = D(−x, σ)(Videti [5]).
Sada sledi veoma bitna analiza. Ukoliko je x2 < 0, to znaqi da mo�emo
da odaberemo referentni sistem u kome operatori jµa (x), ϕ(0) deluju na
vakuum oba u trenutku t = 0. Zbog osnovne kauzalnosti prostor-vremena,
oqekujemo da ta dva operatora komutiraju u tom sluqaju. Samim tim,
za x2 < 0, imamo

Xa
µ = 0 za x2 < 0

tj.

ρa(σ) = −ρ̃a(σ)

I pixemo

Xa
µ = −∂µ

∫
dσ ρa(σ)i∆(x, σ)

i

i∆(x, σ) = D(x, σ)−D(−x, σ) =
∫

d4k

(2π)3
δ(k2 − σ)ϵ(k0)e−ikx

i

ϵ(k0) =

{
+1, k0 > 0

−1, k0 < 0

Imamo i jednaqiu oquvaǌa struje

∂µj
µ
a = 0

I moramo imati

∂µX
µ
a = −∂2

∫
dσ ρa(σ)i∆(x, σ) = 0
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Sa druge strane, ∆ zadovoǉava Klajn-Gordonovu jednaqinu za naxe poǉe
(kao i ve�ina propagatora teorije):

(∂2 + σ)∆(x, σ) = 0

I, konaqno, odatle mo�emo trivijalno da zapixemo

∂µX
µ
a =

∫
dσ σρa(σ)i∆(x, σ) = 0

Za izbor svakog x, qak i za x2 > 0, gde ∆ propagator ne nestaje.
Samim tim, iz nekog qudnog razloga ova jednakost mora biti ispuǌena:

σρa(σ) ≡ 0

Za sve σ. Ali ρa(σ) ne mo�e biti identiqki nula, zato xto Xa
µ nije, kao

xto smo videli u uvodu u sekciju.
Samim tim, bez ula�eǌa u matematiqku rigoroznost, mo�emo da ocenimo
da �e ρa(σ) imati oblik

ρa(σ) = Naδ(σ)

Na je neka konstanta (nije broj).
Funkcija σρa(σ) �e tada oqigledno biti identitet. Ispostavǉa se da je
ovo taqan izraz za ρa(σ), mada ne�emo ulaziti mnogo dubǉe od ovoga u
sam dokaz.
Sada se vra�amo na originalne definicije ρa, ρ̃a.

iρaµ(k) = (2π)3
∑
n

δ(4)(k − pn) ⟨0| jaµ(0) |n⟩ ⟨n|ϕ(0) |0⟩

ρaµ(k) = kµΘ(k0)ρa(k2)

Svi ovi izrazi nam zapravo govore da postoje ekcitacije poǉa |B(p)⟩ za
koje ⟨0| jaµ(0) |B(p)⟩ ≠ 0, ⟨B(p)|ϕ(0) |0⟩, za koje je p2 = 0.
Jednakost p2 = 0 implicira da je ekscitacija bezmasena, tj. dobili smo
Goldstonove bozone teorije!
Sada je ostalo jox samo malo estetskog ulepxavaǌa teorije. Neka je

⟨0| jaµ(0) |B(p)⟩ = iF a
Bpµ

⟨B(p)|ϕ(0) |0⟩ = ZB

Izraze opet zakǉuqujemo iz Lorenc-invarijantnosti teorije.
Uoqavamo da F a

B ima masenu dimenziju −1, a ZB ima masenu dimenziju 0.
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Tako�e, znamo da spin ekscitacije zavisi od ranka tenzora poǉa eksc-
itacije. Kako je ⟨B(p)ϕ(0) |0⟩| skalar, a ϕ(0) |0⟩ je tako�e skalar, |B(p)⟩ je
ekscitacija spina 0.
Sada �elimo da uradimo jox malo raquna. Kombinuju�i sve formule
koje smo do sada imali, dobijamo

⟨0| [jaµ(x), ϕ(0)] |0⟩ = −∂µ
∫
Na(σ)i∆(x, σ)dσ = −iNa∂µ∆(x, 0)

Integracijom po prostoru dobijamo

⟨0| [Qa, ϕ(0)] |0⟩ =
∫
d3x − iNa∂0∆(x, 0)

I onda imamo

⟨0| taϕ(0) |0⟩ = i ⟨0| [Qa, ϕ] |0⟩

Prisetimo se da je

i∆(x, σ) = D(x, σ)−D(−x, σ) =
∫

d4k

(2π)3
δ(k2 − σ)ϵ(k0)e−ikx

Sada radimo slede�i trik: Poxto je naelektrisaǌe oquvano, izraquna�emo
ga na time slice-u koji odgovara t = 0. Zatim �emo da razvijemo propaga-
tor po ∆(x⃗, 0, 0) i ∆(x⃗, δt, 0).

∆(x⃗, 0, 0) = 0

Po ”kauzalnoj strukturi” propagatora.

i∆(x, σ) = D(x, σ)−D(−x, σ) =
∫

d4k

(2π)3
δ(k2 − σ)ϵ(k0)e−ikx

≈ 0 +

∫
d4k

(2π)3
δ(k2 − σ)ϵ(k0)(−ik0δt)e+ik⃗x⃗ =

∫
d3k

(2π)3
(−iδt)eik⃗x⃗ = −iδtδ(3)(x⃗)

I odatle dobijamo

⟨0| [Qa, ϕ(0)] |0⟩ =
∫
d3x − iNa∂0∆(x, 0) = iNa

Posle oqigledno imamo

⟨0| taϕ(0) |0⟩ = i ⟨0| [Qa, ϕ(0)] |0⟩ = iiNa = −Na
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Tako�e, ako ubacimo Lorenc-invarijantnu meru u naxe izraze, mo�emo
i ovo napisati

ikµΘ(k0)Naδ(k
2) =

∑
B

∫
d3p

2|p⃗|
δ(4)(k − p) ⟨0| jµa (0) |B(p)⟩ ⟨B(p)|ϕ(0) |0⟩

A levu stranu izraza mo�emo zapravo napisati kao integral∫
d3p

2|p|
δ(4)(k − p)ikµNa =

∫
d3p

2|p|
δ(4)(k − p)ipµ

∑
B

FB
a Z

B

Pa odavde oqigledno vidimo

Na =
∑
B

FB
a Z

B

Ovaj proces mo�emo da ponovimo za svako θa ∈ g/h, i samim tim imamo
n = dimg− dimh Goldstonovih bozona.
Ovaj dokaz se svakako zasniva na Lorenc-invarijantnosti teorije, ali
je tako�e zasnovan i na pozitivnoj-definitinoj normi staǌa u Hilber-
tovom prostoru teorije (xto je maǌe uoqǉivo, a zapravo utiqe na to
da ne mo�emo da primenimo ovaj isti postupak za raqunaǌe moda u
gauge teorijama, jer u ǌima imamo identifikovaǌe razliqitih eksc-
itacija poǉa povezanih gradijentnom transformacijom). Konkretno,
uslov pozitivne-definitnosti se vidi na identiqnom operatoru koji
konstruixemo na veoma standardan naqin

1 =
∑
n

|n⟩ ⟨n|

1.5 Skalarni QED

L =
1

2
Dµϕ

†Dµϕ− 1

4
FµνF

µν − 1

2
µ2|ϕ|2 − λ|ϕ|4

i

Dµ = ∂µ + ieAµ

Ovo je skalarni QED. Ukoliko je µ2 < 0, Higsovo poǉe koje odgovara
skalarnom poǉu u ovom sluqaju �e da dobije VEV.

ϕ = eiθ
1√
2

(
v
)
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Gde je θ(x)/v proizvoǉno, a v2 = −µ2

λ
∈ R. Mo�emo i da napixemo kako �e

izgledati longitudinalne ekscitacije tog poǉa (ne-Goldstonove mode)

ϕ(x) = eiθ
1√
2

(
v + η(x)

)
Sada mo�emo da uradimo gradijentnu transformaciju teorije tako da
je

ϕ(x) =
1√
2
(v + η(x))

Ali smo time fiksirali izbor koneksije za Aµ.// Zatim mo�emo da za-
menimo ovaj izraz nazad u Lagran�ijan i raxirimo ga po masenoj eksc-
itaciji η(x). Ovaj izbor lokalne trivijalizacije se qesto naziva uni-
tarni gauge.

L =
1

2
(∂µη∂

µη + 2µ2η2)− 1

4
FµνF

µν +
q2v2

2
AµA

µ + Lint

Gde je, naravno, Lint interakcioni deo Lagran�ijana, najzanimǉiviji
deo zapravo, do kog �emo do�i za momenat.
Dobro je poznato da ekscitacije elektromagnetnog poǉa, tj. fotoni,
nemaju masu. Me�utim, Higsovim mehanizmom u skalarnom QED elektro-
magnetno poǉe dobija masu spontanim naruxeǌem simetrije. Vidimo
veoma eksplicitno da je masa poǉa qv.
Tako�e, Goldstonova moda zameǌena je longitudinalnom polarizacijom
fotona.
Komentar: Xtavixe, nijedna Jang-Mils teorija ne poseduje masu, xto je bio
Paulijev argument za to kako u Jang-Mils teoriji sve ekscitacije JM poǉa treba
da budu dugog dometa. Naravno, kao xto danas znamo, Pauli je (verovatno po prvi
put u svom �ivotu) pogrexio. Jang-Milsove teorije imaju asimptotsku slo-
bodu, ali se dosta drugaqije ponaxaju u infracrvenom delu toka renormalizacione
grupe. Vixe o tome u [6].
Interakcioni deo Lagran�ijana je

q2

2
AµAµη

2 + qmAAµA
µη − λ

4
η4 −mη

√
λ

2
η3

Odavde mo�emo da naslutimo xta �e nam sve novo doneti pravi Higsov
bozon u Standardni model. Nacrta�emo odgovaraju�e Fajnmanove dija-
grame koji odgovaraju ovim interakcijama (videti dole)

Vidimo da imamo interakciju izme�u 2 Higsa, raspad Higsa na dva
Higsa, interakciju fotona i Higsa, i deǉeǌe Higsa na dva fotona.
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1.6 Gradijentne teorije

Tema gradijentnih teorija je velika i bogata. Postoji qitava istorija
vezana za ǌih, u koju autor radije ne bi ulazio. Ono xto je najbit-
nije je da je vrlo mogu�e da je Jang-Milsova teorija, kao lep primer
gradijentne teorije, renormalizabilna, i to nam daje dovoǉno razloga
da je prouqavamo. I, tako�e, da ne zaboravimo da spomenemo, postoji
milenijumska nagrada za objaxǌeǌe problema masenog procepa teorije,
ali to je neka druga priqa o kojoj �emo priqati neki drugi put.
Nego, generalno gledano, imamo kompaktnu gradijentnu Lijevu grupu G,
opremǉenu Lijevom algebrom g. Tako�e imamo reprezentaciju G nad Cn,
za koju �emo pretpostaviti da je unitarna. Poǉe ψ(x) ∈ Cn uzima vred-
nosti u ovoj reprezentaciji. Zapravo, na pravom jeziku gradijentnih
teorija, ψ(x) se smatra sekcijom s :M → E, gde je E vector bundle nad M .
Gradijentna transformacija se dobija tako xto za svaku taqku mno-
gostrukosti M odaberemo qlan g ∈ G i izvrximo slede�u transforma-
ciju sekcije

ψ(x) 7→ g(x)ψ(x)

Mo�emo naravno da napravimo transformaciju i preko Lijeve algebre

ψ(x) 7→ eit(x)ψ(x)

gde t(x) ∈ g.
Za svaku gradijentnu teoriju moramo da specificiramo i kovarijantni
izvod, koji je kǉuqan objekat u svakoj gradijentnoj teoriji. Naime,
prostori kovarijantnih izvoda nad nekom mnogostrukox�u su dosta zan-
imǉivi, ali to je druga priqa o kojoj �emo priqati neki drugi put.
Ono xto je za nas sad bitno je da se 1-forma koneksije Aµ(x) ∈ g trans-
formixe kao

Aµ 7→ gAµg
−1 − g−1∂µg
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Pod gradijentnom transformacijom, a kovarijantni izvod je

Dµ = ∂µ + ieAµ

Gde je e nekakva invertibilna matrica nad Cn, a uglavnom je samo je-
diniqna matrica pomno�ena sa e ∈ R, mada ne mora da bude, kao xto
�emo videti za razliqita hipernaelektrisaǌa u slede�oj sekciji.
Zatim mo�emo da definixemo

1

ie
[Dµ, Dν ] = Fµν

Ova veliqina se qesto (u svom punom obliku iz spoǉaxǌe algebre)
naziva krivina koneksije.
Tako�e su nam potrebni generatori Lijeve algebre ta, kao i strukturne
konstante

[ta, tb] = fabctc

Odavde mo�emo da konstruixemo Jang-Milsov deo akcije

LJM = −1

2
TrFµνF

µν

Gde se trag uzima po reprezentaciji po G generatora ta.

1.7 Dodatak o gradijentnim teorijama

Da bismo odredili propagatore gradijentne teorije, moramo da znamo
kako da se ponaxamo sa korelacionim funkcijama u gradijentnoj teoriji.
Jedini problem kod putnog integrala u gradijentnim teorijama je taj
xto postoji qitava klasa ekvivalentnih poǉa povezanih gradijentom
transformacijom, bismo volelo samo jednom da uraqunamo po mogu�stvu.
Mi bismo �eleli da se fokusiramo na jednu gradijentnu orbitu naxeg
prostora, i samim tim �emo biti naterani da uvedemo jox neka poǉa u
teoriju.
Krenimo od naxe standardne Jang-Mils teorije

L = −1

2
Tr(FµνF

µν)

�elimo da napixemo funkciju particije za Jang-Mils. Kada budemo
znali formalizam za funkciju particije teorije, veoma lako �emo izraqu-
nati i propagatore teorije. Intuitivno bismo napisali nekakav ovakav
izraz

Z1 =

∫
DAe−SE(A)
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Problem je xto mi znamo da uvek mo�emo da vrtimo 1-forme koneksije
na slede�i naqin

Aµ 7→ gAµg
−1 − g−1∂µg

I samim tim imamo odre�enu redundantnost u nedefinisanoj meri na
beskonaqnom Hilbertovom prostoru koneksija. Kako rexiti ovaj prob-
lem? Ispostavǉa se da, ako ubacimo ”pametne varijable” u putni in-
tegral, mo�emo da izaberemo taqno jedan gradijentni slice teorije, ako
radimo pametno. Ne�emo dokazivati validnost dole navedenog izraza za
izbor slice-a, detaǉan dokaz se mo�e pogledati u [6]. Dakle, ispostavǉa
se da, ako fiksiramo gauge teorije na slede�i naqin

fa(Aµ(x)) = 0

Dobijamo slede�i formalan izraz za funkciju particije

Z =

∫
DA δ[f ]|∆f (A)|e−SY M [A]

Gde je ∆f oznaka za slede�u determinantu

∆f = det
(δfa(Aλ(x))

δλb(y)
)

Gde smo ve� prexli na elemente Lijeve algebre θa od g. Znamo da mo�emo
da iskoristimo ”trik” koji va�i za integraciju Grasmanovih varijabli∫

dncdnc̄ eθ̄iM
ijθj = det M

I samim tim mo�emo da zamislimo nekakvu dodatnu Grasmanovu vari-
jablu koja bi opisala pojavu gorenavedene determinante u putnom inte-
gralu. napisa�emo

∆f =

∫
DcDc̄ e

∫
M×M ddxddy c̄a(x)

δfa(Aλ(x))

δλb(y)
cb(y)

Qitaocu �e verovatno trebati vremena da shvati ovaj izraz, koji ukǉuquje
integraǉeǌe po beskonaqnom Hilbertovom prostoru, kao i po genera-
torima Lijeve algebre. Najbitnije od svega, izraz je taqan za fiziqare.
Matematiqari imaju nerexiv problem sa putnim integralom, jer takva
mera kao Dϕ ne mo�e postojati na beskonaqnodimenzionom Hilbertovom
prostoru, ali fiziqari ne vide nikakav problem u gorǌem izrazu.
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Sada moramo da vidimo xta �emo da radimo sa delta-funkcijom u gorn-
jem integralu. Podsetimo se ∫ ∞

−∞
eikxdk = 2πδ(x)

Prema tome, uze�emo analogon ove formule u beskonaqnom broju dimen-
zija.

δ[f ] =

∫
Dh e−

∫
ddx iha(x)fa(A(x))

Fermionska poǉa c, c̄ koja smo dodali se nazivaju duhovi Fadeeva i
Popova, dok se skalarno poǉe h koje smo dodali u teoriju naziva Nakanixi-
Lautrup poǉe.

Tako�e, mo�emo napisati i kako izgleda dosta poznata simetrija
ovog punog modela, koja se naziva BRST transformacija.[

δAµ = ϵ(∇µc) δc̄ = iϵh
δc = − ϵ

2
[c, c] δh = 0

]
Gde je ϵ Grasmanova varijabla. Ovakva transformacija treba da liqi
na transformacije supersimetrije upravo zbog antikomutativnosti ϵ-
varijable ukǉuqene u transformaciju.
Pomo�u odre�ene BRST transformacije mo�emo u potpunosti da otk-
lonimo Nakanixi-Lautrup poǉe iz putnog integrala i da nam preostanu
samo duhovi Fadeeva i Popova u teoriji.
Ovu transformaciju ne�emo opisati, ali se ona mo�e prona�i u [6].

1.8 Standardni model i elektroslabe inter-
akcije

Standardni model elementarnih qestica je samo jedna od brojnih kvant-
nih teorija poǉa u fizici. Za ǌega se veruje da veoma dobro opisuje
sve elementarne qestice u naxem univerzumu.
Iako se o ovom modelu priqa kao da je gotov i potpun, postoje mnoga
pitaǌa o ǌemu koja jox nisu razjaxǌena. Na primer, koja je taqno
gradijentna grupa naxeg svemira? Da li je deo teorije vezan za Higsov
bozon renormalizabilan? Da li postoje majorana fermioni? Kakva je
priroda neutrina?
Higsov bozon igra centralnu ulogu u maltene svakom od ovih pitaǌa,
pre svega zbog svog va�nog polo�aja u modelu. Higsov bozon je jedina
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znana qestica u SM koja je opisana skalarnim poǉem, i samim tim ima
lepo ponaxaǌe g3ϕ3, g4ϕ4 qlana u akciji pri toku grupe renormalizacije,
xto nam omogu�ava da mu precizno odredimo konstante sparivaǌa ni�ih
stepeni na niskim energijama. Tako�e, Higsov bozon procesom spontanog
naruxeǌa simetrije daje masu fermionima u SM. Trenutno se u CERN-
u vrxi poboǉxavaǌe Large Hadron Collider-a, kao i projektna izgradǌa
CLIC-a. Jedan deo procesa koji �e se odigravati na CLIC-u opisan je
upravo u ovom radu. Ova dva projekta (kao i mnogi drugi) svakako �ele
da nam razjasne i pribli�e misteriju Higsovog bozona.
Kao i svaki uvod u Standardni model, pre svega �emo izneti tabelu
svih qestica koje mo�emo da oqekujemo u univerzumu.

Slika je preuzeta iz [2].
Poqe�emo sa razvijaǌem teorije slabih interakcija, a zatim �emo spomenuti
i Fermijevu slabu teoriju kao konaqan raqunski zavrxetak teorije u
ovom radu. Ipak, za nas �e biti kǉuqan veoma specifiqan proces kojim
�emo se pozabaviti malo kasnije. Dakle, elektroslabe interakcije se
definixu na gradijentnoj grupi SU(2)×U(1). Zgodno je odabrati bazis
za su(2) kao

τa =
σa

2

Gde su σi Paulijeve matrice, a mi zapravo radimo sa kompleksifikaci-
jom algebre suC(2), jer su zapravo Paulijeve matrice pomno�ene sa i
qlanovi realne algebre. U ovom bazisu, strukturne konstante su fabc =
ϵabc. Poqiǌemo od definisaǌa dejstva gradijentne grupe na Higsovo
poǉe: (Higsovo poǉe treba zamixǉati kao sekciju principijelnog G-
rasejaǌa nad R4 sa dve kompleksne komponente vektorskog poǉa koje ko-
respondira rasejaǌu)

Definicija 1 (Higsovo poǉe). Higsovo poǉe ϕ je kompleksno skalarno
poǉe sa dve komponente, ϕ(x) ∈ C2. SU(2) akcija nad poǉem data je funda-
mentalnom reprezentacijom na C2, a hipernaeleketrisaǌe je Y = 1

2
.
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Eksplicitno, infinitezimalna gradijentna transformacija mo�e biti
predstavǉena elementima αa, β algebri su(2), u(1) ∼= R redom. Za detaǉe
o Lijevim grupama i algebrama pogledati Apendiks A. Higsovo poǉe se
transformixe na slede�i naqin

ϕ(x) → eiα
aτaei

1
2
β(x)ϕ(x)

Gde faktor 1
2
ispred β(x) dolazi upravo iz qiǌenice da je hipernaelek-

trisaǌe Y = 1
2
. Gradijentna poǉa koja odgovaraju SU(2) i U(1) su W a

µ i
Bµ, a = 1, 2, 3. Kovarijantni izvod koji odgovara ovim poǉima je

Dµ = ∂µ + igW a
µ τ

a +
1

2
ig′Bµ

za neke konstante g, g′.
Deo Lagran�ijana koji je za nas trenutno bitan je

Lgrad,ϕ = −1

2
Tr(FW

µνF
W,µν)− 1

4
FB
µνF

B,µν + (Dµϕ)
†(Dµϕ)− µ2|ϕ|2 − λ|ϕ|4

Gde su jaqine poǉa redom date sa

FW,a
µν = ∂µW

a
ν − ∂νW

a
µ − gϵabcWµ,bWν,c

FB
µν = ∂µBν − ∂νBµ

U sluqaju µ2 < 0, Higsovo poǉe dobija oqekivanu vrednost vakuuma
(VEV), i mi �emo bez gubǉeǌa opxtosti uzeti da je vakuum teorije

ϕ0 =
1√
2

(
0
v

)
gde je µ2 = −λv2 < 0. Naravno, podrazumeva se da smo pretpostavili da
teorija zadovoǉava mean field jednaqinu, a tek �emo drugim pogledom u
ǌu da otkrijemo fundamentalne prirode poǉa.
Nakon nekoliko linija raquna, iz qlana (Dµϕ)

†(Dµϕ) i spontanog naruxeǌa
simetrije dobijamo slede�e masene doprinose Lagran�ijanu:

1

2

v2

4
(g2(W 1)2) + g2(W 2)2 + (−gW 3 + g′B)2)

Komentar: Pod kvadratom vektora podrazumevamo ǌegov skalarni proizvod sa
samim sobom odre�en metrikom prostora.
Definiximo nova poǉa

W±
µ =

1√
2
(W 1

µ ∓ iW 2
µ)
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Zµ

Aµ

)
=

(
cos θW − sin θW
sin θW cos θW

)(
W 3

µ

Bµ

)
Gde se θW zove Vajnbergov ugao i zadovoǉava slede�e relacije

cos θW =
g√

g2 + g′2

sin θW =
g′√

g2 + g′2

Maseni qlan onda postaje

1

2
(
v2g2

4
((W+)2 + (W−)2) +

v2(g2 + g′2)

4
Z2)

Odavde vidimo koje su mase veoma poznatih bozona naxe teorije, ko-
riste�i da se u KTP maseni qlan standardno nalazi u slede�em (ili
sliqnom obliku) 1

2
µ2ϕ2 u akciji.

1. mW = vg
2

2. mZ = v
2

√
g2 + g′2

3. mγ = 0

Gde je γ Aµ qestica, foton. Prema tome, naxa originalna SU(2)×U(1)Y
simetrija cepa se na U(1)EM simetriju.
Uoqimo korelaciju izme�u masa W i Z bozona.

mW = mZ cos θW

Eksprimentalno, pronalazimo da su mase

1. mW ≈ 80GeV

2. mZ ≈ 91GeV

3. mγ < 10−18 GeV

Pa je Vajnbergov ugao sin2 θW ≈ 0.23.
Higsov bozon tako�e ima masu, koja je data sa

mH =
√
−2µ2 =

√
2λv2
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Zanimǉivo je da masa Higsa zavisi od λ, pa je samim tim bilo nemogu�e
determinisati masu Higsovog bozona bez eksperimenata u LHC.

mH ≈ 125GeV

Ostatak transformisanog Lagran�ijana ne�emo pisati, ali on sadr�i
svakakve interakcije izme�u W+,W−, Z,H qestica.
Razlog zaxto smo transformisali prve dve ”komponente” poǉa W je taj
xto su sada W+,W− kompleksni koǌugati jedno drugog, pa �emo mo�i da
ih identifikujemo kao qestica-antiqestica par u kasnijoj kvantizaciji
teorije.

1.9 Sparivaǌe sa leptonima
U generalizovanom sluqaju, kovarijantni izvod za qesticu hipernaelek-
trisaǌa Y je

Dµ = ∂µ + igW a
µ τ

a + ig′Y Bµ

Izra�en preko W+,W−, Z bozona, kovarijantni izvod postaje

Dµ = ∂µ+
ig√
2
(W+

µ τ
++W−

µ τ
−)+

igZµ

cos θW
(cos2 θW τ

3−sin2 θWY )+ig sin θWAµ(τ
3+Y )

gde je

τ± = τ 1 ± iτ 2

Interpretiramo posledǌi qlan izraza kao sparivaǌe sa fotonom. Ono
xto je zanimǉivo je u ovom sluqaju je xto je konstanta sparivaǌa za-
pravo 2× 2 matrica, ali to ni u kom sluqaju ne treba da nas plaxi.
Naelektrisaǌe leptona �e naravno biti

e = g sin θW

Xto bi bilo naelektrisaǌe elektrona.
Matrica naelektrisaǌa bi�e

Q = τ 3 + Y

Uoqimo tako�e korisnu relaciju

cos2 θW τ
3 − sin2 θWY = τ 3 − sin2 θWQ
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Komentar: Primetiti, kako radimo sa bezdimenzionim fundamentalnim kon-
stantama, a konstanta fine strukture je α ≈ 1

137 , za vrednost naelektrisaǌa
elektrona dobijamo e ≈ 0.3. Uvedimo sada elektronsko poǉe. Elektron
je zadat spinorskim poǉem u 4 dimenzije e(x). Dekompozira�emo poǉe u
ǌegovu levu i desnu komponentu po hiralnosti. O hiralnosti pogledati
u Apendiksu C.

e(x) = eL(x) + eR(x)

Tako�e imamo i poǉe neutrina νeL(x). Pretpostavi�emo da su neutrini
bezmaseni, kao i da postoje neutrini samo leve hiralnosti. U Apendiksu
C se mo�e videti dosta zanimǉiv argument identifikovaǌa spina i
hiralnosti za odre�ene specifiqne elektroslabe procese. Iz zakona
odr�aǌa momenta impulsa takvih procesa je i nastala ideja za doda-
vaǌem neutrina u Standardni model. Za neutrino znamo da nema masu
nula, ali je ta masa svakako mala i za sada �emo je aproksimirati da
bude nula. Kasnije �emo do�i do teme neutrino oscilacija, i tu �emo
se vratiti na ovu enigmu. Slede�i korak u naxem receptu je da zadamo
reprezentaciju grupe SU(2)×U(1) nad ovim ovim spinorskim poǉem. (O
reprezentacijama pogledati u Apendiksu B.) Grupiximo qestice po hi-
ralnosti:

R(x) = eR(x), L(x) =

(
νeL(x)
eL(x)

)
R(x) singlet spinor. L(x) je SU(2) dublet spinora. Prvo radimo sa R(x).
Eksperimentalno pronalazimo da se W± sparuje samo sa spinorima leve
hiralnosti. Prema tome, R(x) �e imati trivijalnu reprezentaciju grupe
SU(2). Tako�e znamo da elektroni imaju naelektrisaǌe Q = −1. Kako τ 3

deluje trivijalno na R(x), sledi da moramo imati

Q = Y = −1

za desnoruke spinore.
Qestice leve hiralnosti su komplikovanije. Prvo �emo naglasiti kako
L ima fundamentalnu reprezentaciju SU(2), xto znaqi da ako imamo

g =

(
a b
−b̄ ā

)
∈ SU(2)

ovaj element deluje na L kao

g ∗ L =

(
a b
−ā ā

)(
νeL
eL

)
=

(
aνeL + beL
−b̄νeL + āeL

)
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Znamo da elektron ima naelektrisaǌe −1 a neutrino naeleketrisaǌe 0,
prema tome treba nam

Q =

(
0 0
0 1

)
A kako je Q = τ 3 + Y , mora biti da je Y = −1

2
.

Koriste�i ovu notaciju, Lagran�ijan leptona mo�e biti kompaktno za-
pisan:

LEW
lepton = L̄i /DL+ R̄i /DR

Gde pod Dirakovim adjungatom L-a podrazumevamo slede�i izraz

L̄ =
(
ν̄eL(x) ēL(x)

)
Sada dolazimo do kǉuqnog koraka u razvoju teorije. Sa jedne strane,
gledaju�i teoriju razvijenu u Apendiksu C, ako bismo �eleli da dodamo
maseni qlan u akciju, onda bismo imali dodatan deo Lagran�ijana

me(ēLeR + ēReL)

Me�utim, pod akcijom gradijentne grupe SU(2) na dublet, dobi�emo me-
xaǌe νeL i eL poǉa, i samim tim bismo dobili jako qudan izraz koji
bi mexao νeL i eR, xto nije dobro. Prema tome, ovo ne�e i�i. Ali mi
ZNAMO da elektron ima masu. Kako daǉe?
Rexeǌe nam ponovo nudi mehanizam spontanog naruxeǌa simetrije, il-
iti interakcija sa Higsovim bozonom. Rade�i u unitarnom gauge-u (pod-
setiti se skalarnog QED)

ϕ(x) = 1√
2

(
0

v + h(x)

)
Gde v, h(x) ∈ R.
Interakcija leptona i Higsa je data sa

Llepton,ϕ = −
√
2λe(L̄ϕR + R̄ϕ†L)

Gde je λe takozvani Yukawa coupling.
Uoqimo da je ovaj qlan gradijentno invarijantan, setivxi se kako se
gradijentno transformixu poǉa

R 7→ R
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R̄ 7→ R̄

L 7→ gL

L̄ 7→ L̄g−1

ϕ 7→ gϕ

ϕ† 7→ ϕ†g

Raxirimo sada ovaj izraz preko h(x).

L̄ϕR =
(
ν̄eL(x) ēL(x)

) 1√
2

(
0

v + h(x)

)
eR(x) =

1√
2
(v + h(x))ēL(x)eR(x)

R̄ϕ†L =
1√
2
ēR

(
0 v + h(x)

)(νeL(x)
eL(x)

)
=

1√
2
ēR(x)(v + h(x))eL(x)

Llepton,h = −λe(v + h(x))(ēL(x)eR(x) + ēR(x)eL(x)) = −meēe− λeh(x)ēe

{ēLeL = ēReR = 0}, videti Apendiks C.

me = λev

Masa elektrona izlazi iz teorije!
Drugi qlan izraza predstavǉa interakciju izme�u elektrona i Higsovog
bozona, koja je proporcionalna me. Prema tome, masivne ”stvari” se
”vezuju” jaqe, grubo govore�i.
Potrebna nam je i interakcija izme�u fermiona i gauge bozona.

LEM,int
lepton =

g

2
√
2
(JµW+

µ + Jµ†W−
µ ) + eJµ

EMAµ +
g

2 cos θW
Jµ
nZµ

gde je

Jµ
EM = −ēγµe

Jµ = ν̄eLγ
µ(1− γ5)e

Jµ
n = 1

2
(ν̄eLγ

µ(1− γ5)νeL − ēγµ(1− γ5 − 4 sin2 θW )e)

Ovo su struje koje se mogu dobiti kada se primeni Neterina teorema na
transformacije L→ g(x)L, R → g(x)R za SU(2) i U(1) i dobiju se oquvane
struje, a koje su potom sparene sa originalnim gradijentnim poǉima
teorije. Na taj naqin se quva gradijentna invarijantnost teorije kao
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najve�a svetiǌa. Poznat primer ovakvog raquna je u elektromagnetizmu,
tj. QED gde se Aµ sparuje sa Jµ za koje va�i ∂µJ

µ = 0.
Alternativno, ova sparivaǌa se samo mogu ekstraktovati iz kovari-
jantnog izvoda.
Ove struje se redom zovu EM current, charge weak current, neutral weak current.

1.10 Mion, Tau

Standardni model ima tri generacije leptona. Postoje tako�e mion i
tau leptoni, i ǌihovi respektivni neutrini. Prema tome, neka su

L1(x) =

(
νeL(x)
eL(x)

)
, L2(x) =

(
νµL(x)

µL(x)

)
, L3(x) =

(
ντL(x)
τL(x)

)
i

R1(x) = eR(x), R
2(x) = µR(x), R

3(x) = τR(x)

Ove qestice je veoma lako dodati u LEM,int
lepton deo Lagran�ijana, jer imaju

isto naelektrisaǌe kao elektron, i na isti naqin se sparuju sa gauge
bozonima iz oqiglednih razloga. Prava zabava poqiǌe kod sparivaǌa
sa Higsovim bozonom.

Llept,ϕ = −
√
2(λijL̄

iϕRj + λ†ijR̄
iϕ†Lj)

Kao xto vidimo, sada imamo λij ∈M3(C). U principu, ova matrica nema
razloga da bude dijagonalna! Ipak, uvek mo�emo da je ”dijagonalizu-
jemo”. Iz linearne algebre znamo da za svaku λij ∈ M3(C) mo�emo da
na�emo unitarne matrice U, S tako da

λ = UΛS†

tako da je Λ dijagonalizovana sa realnim unosima matrice. Nakon toga
mo�emo da linearno transformixemo naxa poǉa u

Li 7→ U ijLj, Ri 7→ SijRj

I ovo dijagonalizuje Llepton,ϕ. Ovakav tretman definitivno ostavǉa
nax Lagran�ijan gradijentno invarijantnim, a masena svojstvena staǌa
odavde vrlo lako raqunamo preko ”dijagonalizacije”. Prema tome, posle
”dijagonalizacije”, nema mexaǌa izme�u razliqitih generacija. Ovakav
postupak nije mogu�e uraditi na kvarkovima ili na teoriji sa masenim
neutrinima, i tada se doga�a mexaǌe.
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1.11 Kvarkovi

Ovo su dosta popularni objekti u fizici, i samim tim �emo im se pre-
pustiti sa malo vixe entuzijazma nego inaqe.
Mi znamo za 6 tipova kvarkova u prirodi, koji dolaze u tri generacije.

od kojih je svaki spinor.
Poǉa desne hiralnosti imaju trivijalne SU(2) reprezentacije, i samim
tim su SU(2) singleti.

uR =
(
uR cR tR

)
koje imaju Y = Q = +2

3
i

dR =
(
dR sR bR

)
koje imaju Y = Q = −1

3
. Poǉa leve hiralnosti su SU(2) dubleti i

izgledaju ovako:

Qi
L =

(
uiL
diL

)
=

((
u
d

)
L

(
c
s

)
L

(
t
b

)
L

)
i sva imaju Y = 1

6
. Ovde i = 1, 2, 3 obele�ava generacije. Qist spinorski

deo Lagran�ijana je opet trivijalan:

LEW
quark = Q̄Li /DQL + ūRi /DuR + d̄Ri /DdR

Da bismo sparili ova poǉa sa ϕ, ima�emo dosta posla u rukama. Imajmo
na umu da i daǉe �elimo gradijentnu invarijantnost teorije.
Potreban nam je prvo qlan

Q̄i
Lϕ

jer im je zajedniqka reprezentacija pod SU(2) trivijalna. Da bi teorija
bila invarijantna pod U(1), hipernaelektrisaǌa moraju da imaju ukupan
zbir nula, jer je ukupan faktor gradijentne transformacije ei

∑
Yiβ(x).

Vidimo da nam qlan

Q̄i
Lϕd

i
R
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obezbe�uje to svojstvo. Sparivaǌe sa uR je malo komplikvanije, jer je
ǌegovo Y = 2

3
. Definiximo poǉe koǌugovanog naboja

(ϕc)α = ϵαβϕ∗β

Za koje se lako mo�e uvideti da ima hipernaeletrisaǌe Y = −1
2
. Prema

tome, uz dodatak ovog qlana pored uR u +2
3
sektoru Lagran�ijana, do-

bijamo generiqki:

Lkvark,ϕ = −
√
2(λijd Q̄

i
Lϕd

j
R + λiju Q̄

i
Lϕ

cujR + λijd
†d̄iRϕ

†Qj
L + λiju

†ūiRϕ
c†Qj

L)

Sada �emo pokuxati da ”dijagonalizujemo” ovu teoriju na sliqan naqin
kao xto smo to uradili sa leptonima. Vide�emo da ne�e bax i�i.
Dakle, neka smo fiksirali gauge naxe teorije i neka je

ϕ =
1√
2

(
0

v + h(x)

)
Kada ubacimo ovaj izraz u Lagran�ijan interakcije sa kvarkovima, do-
bijamo

Lkvark,ϕ = −(λijd d̄
i
L(v+h)d

j
R+λ

ij
u ū

i
L(v+h)u

j
R+λ

ij
d
†d̄iR(v+h)d

j
L+λ

ij
u
†ūiR(v+h)u

j
L)

Sada pixemo

λu = UuΛuS
†
u

λd = UdΛdS
†
d

Kao u primeru sa generacijama leptona, gde su Λu,Λd dijagonalne ma-
trice da realnim unosima, dok su Uu, Su, Ud, Sd unitarne matrice.
Onda mo�emo da transformixemo poǉe na sliqan naqin

uL 7→ UuuL, dL 7→ UddL, uR 7→ SuuR, dR 7→ SddR

I rutina je primetiti da ovo zaista dijagonalizuje Lkvark,ϕ.
Maseni qlan izgleda ovako:

−
∑
i

(mi
dd̄

i
Ld

i
R +mi

uū
i
Lu

i
R +mi

dd̄
i
Rd

i
L +mi

uū
i
Ru

i
L)

Gde je, naravno

mi
q = vΛii

q
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Kako sada ove linearne transformacije utiqu na spinore? Trivijalno
je da komponente ūRi /DuR, d̄Ri /DdR nisu promeǌene ovom transformacijom,
ali xta �emo sa spinorima leve hiralnosti?
Drukqije komponente Qi

L se vezuju drugaqije nego isprva u Dirakovoj
akciji. Konkretno, W±

µ deo u Q̄Li /DQL i nije bax invarijantan. Taj deo
mo�e eksplicitno biti zapisan kao g

2
√
2
J±µW±

µ , gde je Jµ = ūiLγ
µdiL.

Pod transformacijom ranije navedenom, ovo postaje

ūiL(γ
µU †

uUd)
ijdjL

Matrica (Uu)
†Ud se naziva Kabibo-Kabajaxi-Maskava (KKM) matrica.

Trenutno ne postoje implikacije da je ona dijagonalna. Postoje me�ugeneracijska
sparivaǌa me�u kvarkovima. Kao xto vidimo, masena svojstvena staǌa
kvarkova nisu jednaka ”svojstvenim staǌima slabe interakcije”.
Eksplicitno, KKM se mo�e napisati kao

VCKM =

Vud Vus Vub
Vcd Vcs Vcb
Vtd Vts Vtb


Treba napomenuti da unosi nisu potpuno proizvoǉni. Matrica je uni-
tarna, i imamo odre�enu slobodu u izboru faza unosa. Sliqna stvar se
odigrava na primer pri raqunaǌu broja nezavisnih komponenti metrike
neke mnogostrukosti.

1.12 Kratka priqa o neutrinima

Za neutrine znamo da se masena staǌa ne poklapaju sa slabim stan-
jima. Neutrini se prebacuju iz jedne generacije u drugu. Ova qin-
jenica (koja je otkrivena eksperimentalno) implicira da postoji me-
xaǌe izme�u razliqitih generacija leptona. Analogna matrica KKM-u
se u ovom sluqaju naziva PMNS matrica. Neutrini su dosta nepoz-
nata teritorija Standardnog modela. Ne interaguju mnogo i samim
tim nemamo mnogo eksperimentalnih podataka za ǌih. Jedno od pamet-
nih pitaǌa o kojima se spekulixe je mogu�nost da su zapravo majorana
fermioni, tj. da su sami sebi antiqestice. (Ovakva konfiguracija je
jedino mogu�a pod uslovom da je naelektrisaǌe neutrina egzaktno 0.)
Majorana fermioni, iako dosta popularni u fizici qvrstog staǌa, jox
uvek nisu potvr�eni u fizici fundamentalnih qestica. Nadamo se da
�emo u budu�nosti dobiti jasnije odgovore o ǌihovoj prirodi.



2 Intermeco - Raqun Fajnmanove
amplitude

Sada ide jedan jako koristan deo teorijskog rada, u kome eksplicitno
raqunamo diferencijalne preseke rasejaǌa standardnim metodama Kvantne
teorije.

2.1 Prvi deo

Za nas �e svakako biti najznaqajnije da za neku qesticu odredimo vreme
poluraspada, xto mo�emo dobiti slede�om formulom (uz odgovaraju�e
prate�e koeficijente)

τ =
1

Γ

Γ =
1

2M

∑
dijagrami

|A|2dΠ

Gde je

dΠ = (2π)4δ(4)(pI − pD)
∏
f

d3pf
(2π)32Epi

Dok se diferencijalni presek rasejaǌa dve qestice u odnosu na drugu
dobija na slede�i naqin

dσ =
1

|v⃗1 − v⃗2|
1

4E1E2

|Aif |2dΠ

Uz kratko razjaxǌeǌe notacije, gde je f oznaka za finalna staǌa, i oz-
naka za incijalno staǌe qestice koja se raspada, 1, 2 su indeksi qestica

31
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koje sudaramo, A je Fajnmanova amplituda.
Dakle, za nas je najbitnija veliqina u celoj priqi svakako Fajnmanova
amplituda, koju mo�emo da raqunamo crtaǌem lepih dijagrama i trikovima.
Prvo, naznaqi�emo da �emo pre�i u interakcionu sliku naxe kvantne
teorije, xto praktiqno znaqi da smo delovali odre�enim operatorima
na vektore Hilbertovog prostora naxe teorije i ostavili u Hamiltoni-
janu samo interakcioni deo teorije. Dobra stvar je xto se interakciona
slika kvantne mehanike ponaxa dosta sliqno kao Xredingerova slika,
tako da i daǉe plivamo kroz teoriju, s tim da moramo naglasiti da u
ovom sluqaju, zbog nekomutiraǌa operatora, operator vremenske evolu-
cije uzima standardnu formu Vilsonove holonomije

U(t,−∞) = T exp(−i
∫ t

−∞
HI(t

′)dt′)

2.2 Propagatori

Interakcioni deo Lagran�ijana slabe teorije je

LW = − g

2
√
2
(JµW+

µ + Jµ†W−
µ )− g

2 cos θW
Jµ
nZµ

Nax generalni zadatak je da radimo sa S-matricom

S = T exp(i
∫
d4x LW (x))

Gde T naznaqava vremenski prioritet.
Strategija je, naravno, Tejlor-razviti gorǌi izraz po g, kao i inaqe.
Nas �e naravno zanimati

⟨f |S |i⟩

Za inicijalnu i finalnu konfiguraciju poǉa, gde puxtamo vremensku
evoluciju od −∞ do +∞. Odavde znamo recept za izgradǌu Fajnmanove
amplitude. Potrebno je da posmatramo teoriju i odredimo joj propa-
gatore u impulsnom prostoru. Za slaba poǉa pixemo propagatore na
slede�i naqin

DW
µν(x− x′) =< TW−

µ (x)W+
ν (x′) >

DZ
µν(x− x′) =< T Zµ(x)Zν(x

′) >
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Xto je potpuno prirodan naqin zapisa propagatora, imaju�i u vidu
da su W+,W− par qestica-antiqestica. Definiximo propagator kao
Furijeovu transformaciju korelatora.

DZ,W
µν (x− y) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−y)DZ,W

µν (p)

�elimo da izraqunamo propagator u impulsnom prostoru, xto je dosta
lpoznata teorijska tehnika, ali i daǉe moramo ostati dosledni dosadax-
ǌem toku rada. Radi�emo sa Z-bozonom, mada sliqan raqun zahvata i
W -bozon.
Raspiximo slobodan deo Z - Lagran�ijana.

LZ
slobodno = −1

4
(∂µZν − ∂νZµ)(∂

µZν − ∂νZµ) +
1

2
m2

ZZµZ
µ

Sada koristimo jedan trik koji je dosta dobar pri raqunaǌu korelatora
u kvantnoj teoriji poǉa u 1D, ali je i ovde prihvatǉiv.

L = Lslobodno + jµ(x)Zµ(x)

I naravno, mean field pristup nam daje jednaqine kretaǌa

∂2Zρ − ∂ρ∂µZ
µ +m2

ZZρ = −jρ
Kada delujemo na ovaj izraz operatorom ∂ρ, dobijamo

∂2∂ρZρ − ∂ρ∂ρ∂µZ
µ +m2

Z∂
ρZρ = −∂ρjρ

I dobijamo

m2
Z∂

ρZρ = −∂ρjρ
I kada vratimo ovaj izraz u prethodnu jednaqinu mo�emo i ovo napisati

(∂2 +m2
Z)Zµ = −(gµν +

∂µ∂ν
m2

Z

)jν

I, koriste�i se qiǌenicom da propagator u neku ruku predstavǉa re-
sponse function naxe teorije

Zµ(x) = i

∫
d4yDZ

µν(x− y)jν(y)

Mo�emo ekstraktovati da je propagator u Furijeovom prostoru

DZ
µν(p) =

i

p2 −m2
Z + iϵ

(−gµν +
pµpν
m2

Z

)

A ispostavǉa se da sliqna formula va�i i za W -propagator

DW
µν(p) =

i

p2 −m2
W + iϵ

(−gµν +
pµpν
m2

W

)
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2.3 Fajnmanova amplituda za proces koji nas
interesuje

Bez daǉeg odugovlaqeǌa, evo procesa kojim �emo se mi baviti u radu i
ǌegove Fajnmanove amplitude.

A =
1

4
ūrν(pν)(−

g√
2
γµ)use(pe))·(ūs

′

e+(pe+(−
g√
2
γν)ur

′

ν̄ (pν̄))
†(

1

p2W −m2
W + iϵ

)2(−gµλ+
pµpλ
m2

W

)

· (−gλν +
pλν
m2

W

)(
1

p2H −m2
H + iϵ

)A∞
√
2v(

ig√
2
)2ϵδϵδ

Gde smatramo da je proces simetriqan po impulsnoj zameni elektron-
pozitron, i gde su r, s, r′, s′ zadati heliciteti qestica, a ϵ polariza-
cioni vektori fotona. Tako�e, svaki nedefinisan impuls na dijagramu
se mo�e dobiti zakonom odr�aǌa impulsa. A∞ predstavǉa Fajnmanovu
amplitudu razmene texkih qestica nakon formiraǌa Higza.



3 Uvod u drugi deo rada

Sada prelazimo na eksperimentalni deo rada.
Glavni ciǉ svakog eksperimentalnog fiziqara koji radi na nekakvom
projektu sudaraqa qestica je efikasno odvajaǌe signala od xuma. Xta
bi malopre�axǌa izjava zapravo trebala da znaqi? Naime, u naxim
detektorima qestica postoji ogromna koliqina podataka koji ne potiqu
od ciǉanog procesa (kao na primer naxeg iz proxle sekcije), a ti po-
daci su ili fiziqke prirode (desio se proces koji mi ne razmatramo)
ili maxinske prirode, gde je naxa elektronika zakazala na taqnosti.
Naime, u fizici elementarnih qestica se radi sa jako velikim bro-
jem sudara u sekundi, i samim tim imamo dosta uzorka signala koji
ǉudsko oko ne mo�e da obradi. Prema tome, moramo se okrenuti raqu-
naru, xtavixe programu koji je ”utreniran” tako da razaznaje signal
od xuma. Moramo se okrenuti maxinskom uqeǌu.

3.1 Kompaktni linearni sudaraq

Kompaktni linearni sudaraq, iliti CLIC, je predlo�eni akcelerator
koji je dizajniran kao dodatak CERN-ovom kompleksu akceleratora. Na
ǌemu �e se odigravati sudari elektrona i pozitrona pri energijama
od nekoliko TeV. CLIC �e biti gra�en u tri faze, prvo na energijama
sudara od 350 GeV, zatim na energijama sudara od 1.4 TeV, a konaqno
na energijama od 3TeV. Izme�u ostalog, CLIC �e biti zadu�en za pre-
cizna mereǌa interakcija Higsovog bozona sa drugim qesticama, kao i
sa samim sobom. Ovaj sudaraq ima prednost u odnosu na ostale jer su-
dara dve elementarne qestice i samim tim proizvodi mnogo maǌe xuma
nego neki drugi sudaraqi. Predvi�eno je da izgradǌa prve energijske
faze CLIC-a zapoqne 2026. godine, xto bi omogu�ilo da prvi snopovi
qestica budu dostupni do 2035. godine.
Specifikacije:CLIC radi na standardnoj tehnologiji ubrzavaǌa dva snopa
na sobnoj temperaturi. Za generisaǌe radiofrekventnog elektriqnog
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poǉa frekvencije 12GHz se koristi snop visokog intenziteta sa jaqinom
struje od 100A i niskom energijom od 2.4GeV . Energija radiofrekventnog
elektriqnog poǉa se koristi za ubrzavaǌe glavnog snopa qestica, pomo�u
radiofrekventnih PETS- Power Extraction and Transfer Structure ure�aja.
Jox specifikacija: Snopovi qestica na CLIC-u su podeǉeni na vozove,
trajaǌa 156ns i sastoje se od paketa qestica ili vagona. Svaki voz
se sastoji od 312 pojedinaqnih vagona sa vremenskim razmakom izme�u
vagona od 0.5ns dok je vreme izme�u prolaska dva voza dato frekvenci-
jom 50Hz. Elektron-pozitron sudari se, stoga, dexavaju na svakih 20ms.
Mi u principu oqekujemo 1 elektron-pozitron sudar po vozu qestica.
Mi �emo raditi na energiji od 3TeV , koja je optimalna za testiraǌe
teorija na granici sa Standardnim modelom, kao i BSM- Beyond Standard
Model teorija. Navedimo sada neke delove CLIC detektora.

1. Izvor elektrona;

2. Izvor pozitrona;

3. Pred-prstenovi za priguxeǌe koji redukuju emitancu snopa;

4. Jox prstenova za redukovaǌe emitance snopa nakon malopre�ax-
ǌih;

5. Sistem za prenos snopa i sabijaǌe snopa u longitudinalnom pravcu;

6. Glavni linearni akcelerator;

7. Sistem za isporuqivaǌe snopova koji dovodi snopove do taqke in-
terakcije;

8. Detektori za rekonstrukciju tragova;

9. Hadronski kalorimetar;

10. Elektromagnetni kalorimetar;

11. Detektori predǌe oblasti.

Kalorimetri mere energiju koju qestica gubi. Obiqno su dizajnirani
da potpuno zaustave ili apsorbuju ve�inu qestica koje dolaze od sudara,
prisiǉavaju�i ih da deponuju svu svoju energiju unutar detektora. Za
nas �e jako biti znaqajan elektromagnetni kalorimetar, koji zaustavǉa
fotone na veoma efikasan naqin preko interakcije sa elektromagnetnim
poǉem. Hadronski kalorimetar je korisniji za zaustavǉaǌe qestica
koje interaguju slabom interakcijom.
Za detlajniji pregled akceleratora pogledati [2].
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3.2 Analiza raspada koji �e nas zanimati

Slika je preuzeta iz [1]. Naime, nakon nastanka Higsa, mo�e se vr-
xiti i razmena texkih qestica iz Standardnog modela i modela vixih
energija kako bi nastali fotoni, i samim tim mereǌe odnosa granaǌa
Higsovog bozona u bukvalnom smislu otvara prozor u novu fiziku en-
ergija ve�ih nego u Standardnom modelu.
�elimo da odredimo odnos granaǌa (verovatno�u procesa) BR(H 7→ γγ).
Teorijska predikcija je

BR(H 7→ γγ) ≈ 2.23 · 10−3

Odnos granaǌa mo�emo dobiti i iz slede�e formule

σ(e+e− 7→ Hνν̄) ·BR(H 7→ γγ) =
NS

L · ϵs · ϵ2id

Gde je L integralna luminoznost, NS je broj doga�aja signala, ϵs je
efikasnost signala a ϵid predstavǉa efikasnost identifikacije fotona.
Pogledajmo sada i koji su dominantni doga�aji u ”CLIC”-u na 3TeV .
Treba naglasiti kako je integralna luminoznost broj doga�aja koji
se mo�e desiti za vreme rada maxine (po jedinici povrxine), dok je
trenutna luminoznost broj doga�aja koji maxina mo�e proizvesti u je-
dinici vremena (po jedinici povrxine). Doga�aji navedeni u tabeli
ispod su dominantni doga�aji xuma. U sekciji faze aplikacije �emo
obraditi 8 root fajlova, od kojih �e 7 upravo poticati od ovih doga�aja
xuma. Najdominantniji doga�aji xuma su svakako e+e− 7→ e+e−γ i e+e− 7→
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Xum

qq̄γ, mada su doga�aji e+e− 7→ νν̄γ i e+e− 7→ νν̄γγ mnogo te�i za razliko-
vaǌe od signala zbog eksperimentalne nemogu�nosti detekcije neutrina.
Na slici direktno iznad su zadati najpopularniji procesi produkcije
Higsa.

Produkcije Higsa

A ovako izgleda zavisnost efikasnog preseka rasejaǌa od enegije u sis-
temu centra mase.

Zbog velikog efikasnog preseka rasejaǌa na 3TeV biramo upravo nax
gorenavedeni proces produkcije Higsa.
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3.3 Kako radi stablo odluke?

U akceleratorima postoji prava ”praxuma” qestica, i samim tim je
jako texko razdvojiti signal od xuma. Konkretno, stabla odluke pred-
stavǉaju jako dobar izbor klasifikatora informacije sa kojom radimo,
i jako su dobra za razaznavaǌe signala od xuma.
Kako ona funkcionixu? Prvo �emo raditi sa jednim prostim primerom.
Osoba koju �emo u budu�nosti zvati Alisa �eli da se obuqe savrxeno
za matursko slikaǌe. Ona treba da izabere boju majice, boju pantalona,
cipela, kao i materijale od kojih su ti komadi ode�e/obu�e napravl-
jeni (platno, tkanina, pamuk, itd.). Sa druge strane, Boban je zaǉubǉen
u Alisu i �eli da usaglasi svoj modni stil sa Alisinim kako bi ga
ona primetila. Ukoliko se Alisi ne svidi modna kombinacija koja se
svidi Bobanu dok prolaze kroz Raji�evu, blokira�e Bobana na svim
druxtvenim mre�ama i on nikada vixe ne�e priqati sa ǌom. Kako je
ulog jako veliki, Boban se setio da Alisa stalno lajkuje modne kombi-
nacije na Instagramu i poqeo je da pa�ǉivo klasifikuje uzorak od 100
000 kombinacija koje je Alisa pogledala, i za svaku je stavǉao da li
joj se svidela ili nije. Onda je poqeo da uqi kako rade stabla odluke.
Dakle, stablo odluke �e u svom prvom koraku klasifikovati varijable
po osetǉivosti, tj. po va�nosti. Naime, xto je u�i interval koji
odre�ena varijabla mo�e da uzme tako da Alisa i daǉe bude zadovoǉna
ǌom, to �e ta varijabla biti bitnija (radimo sa diskretnim sluqajem
trenutno). Prema tome, stablo odluke �e prvo jasno da klasifikuje
varijable po va�nosti.

3.4 Informacija i entropija

Naime, za sluqajnu varijablu Y koja uzima diskretne vrednosti sa odre�enom
verovatno�om (kao xto se Alisi modna kombinacija svi�a sa nekom
verovatno�om), mo�emo napisati slede�u formulu za entropiju raspodele
sluqajne varijable Y .

H(Y ) = −
i=k∑
i=1

P (Y = yi)log2P (Y = yi)

Interpretacija u teoriji informacije: H(Y ) predstavǉa oqekivani broj
bitova za skladixteǌe nasumiqno izvuqene Y pod optimalnim algorit-
mom.
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Zapravo, H(Y ) treba do�ivǉavati kao entropiju bilo kog drugog sis-
tema. Ona je merilo haosa. Xto je vixa entropija, to su raspodele
varijable ujednaqenije i ne mo�emo da pravimo predikcije ǌene na-
jverovatnije vrednosti. Xto je entropija maǌa, raspodela varijable
�e biti ”xiǉatija” i mo�i �emo za samo nekoliko ǌenih vrednosti da
tvrdimo ogromnu verovatno�u.
Ciǉ naxe klasifikacije pomo�u stabla odluke je da minimizujemo en-
tropiju zadatog sistema. Kako mo�emo da to uradimo?
Kondicionalna entropija H(Y |X) je zadata na slede�i naqin

H(Y |X) = −
v∑

j=1

P (X = xj)
k∑

i=1

P (Y = yi|X = xj)log2P (Y = yi|X = xj)

Prema tome, za svaku varijablu X po kojoj seqemo stablo odluke mo�emo
da definixemo veliqinu koja se zove doprinos informacije, i koja se
raquna na slede�i naqin

IG(X) = H(Y )−H(Y |X)

Po ovoj veliqini mo�emo da sortiramo sve naxe varijable opadaju�e
i dobijemo ǌihovu rangiranu va�nost, jer su nam najbitnije varijable
koje nam instantno smaǌuju entropiju u velikoj meri.
Uqeǌe Stabla odluke radi na takozvanom greedy algoritmu, tj. dovoǉno
mala vrednost entropije se dobija ako sukcesivno seqemo stablo po var-
ijablama koje su na vrhu rang-liste, imaju�i u vidu da listovi stabla
postaju novi koreni stabala. Algoritam treninga stabla odluke se
stoga mo�e pojednostaviti na slede�a tri koraka:

1. Krenemo od praznog stabla.

2. Raseqemo stablo po najva�nijoj preostaloj varijabli.

3. Primenimo rekurziju na svaki list.

Kada stajemo?

1. Kada je Alisa klasifikovala sve modne kombinacije iz odre�ene se-
lekcije varijabli kao dobre ili ih je sve klasifikovala kao loxe,
tada stajemo sa razvojem stabla u dotiqnom listu.

2. Ukoliko su doga�aji ocene u listu koji posmatramo identiqni po
svim preostalim izborima varijabli, tada stajemo sa razvojem sta-
bla i dodeǉujemo vrednost dobra/loxa kombinacija dotiqnom listu
u zavisnosti od odnosa dobrih i loxih ocena u listu.
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Na kraju algoritma mo�emo za svaku kombinaciju varijabli sa ve-
likom sigurnox�u tvrditi da li �e se Alisi svideti ili ne. Na slici
ispod teksta je prikazan pojednostavǉen algoritam primeǌen na Ali-
sine majice za mali broj test-primera. U praksi nikad ne�emo u konaq-
nom listu stabla imati isti broj pozitivnih i negativnih evaluacija.
Treba napomenuti da se trening stabla odluke smatra NP-complete prob-

lemom. Stoga se mi oslaǌamo na greedy algoritam za ǌegov trening kao
najpragmatiqnije rexeǌe koje mo�emo da smislimo, jer ne mo�emo da
optimalno treniramo stablo u polinomskom vremenu. Sa druge strane,
provera da li �e se Alisi svideti neka kombinacija ili ne se vrxi u
logaritamskom vremenu. Stablo potencijalno zahteva eksponencijalno
mnogo qvorova i dosta je texko raditi sa ǌim za ogroman broj vari-
jabli. To nas navodi na slede�e pitaǌe: Xta �emo sa sluqajem kada
varijable uzimaju realne, a ne diskretne vrednosti?
Dve kǉuqne stvari se meǌaju:

1. Radimo sa binarnim stablima.

2. Dozvoǉavamo ”seqeǌe” stabla vixe puta po istoj varijabli.

Kako nijedan raqunar ne mo�e da analizira realne varijable, zapravo
�emo posmatrati seqeǌe stabla na slede�i naqin:

1. Izvoji�emo sve vrednosti varijable za koje je izvrxena varijabla
i sortirati ih rastu�e. Zatim �emo za niz ti varijabli posma-
trati slede�u veliqinu (ponovno, doprinos informaciji)

IG(r) = H(Y )−H(Y |X = r)

i utvrditi za koju od vrednosti ri =
1
2
(ti + ti+1) ona uzima najve�u

vrednost. Zatim �emo pose�i stablo na dve grane, X ≥ ri i Xi < ri



42 3. Uvod u drugi deo rada

2. Konaqno, primeni�emo rekurziju na izmeǌeno stablo, ovaj put dozvo-
livxi ponavǉaǌe iste varijable u stablu.

3. Algoritam zaustavǉaǌa je isti kao u diskretnom sluqaju.

Problem kod gorepomenutog stabla je xto ono ima ogroman broj qvorova.
Jedan od naqina da smaǌimo broj qvorova je da posmatramo samo ”velike
intervale” na kojima postoje pravilnosti izme�u Alisinog svi�aǌa i
nesvi�aǌa kombinacije. Moramo tako�e koristiti i pruning(zasecaǌe)
stabla, kako bismo smaǌili broj qvorova (naroqito za realne inter-
vale). Za slo�enije modele i boǉe rezultate mo�emo koristiti i boot-
strap koji bi prvo trening podatke organizovao u klasifikatore a potom
ih spojio u jednu veliku strukturu. Vixe o tome u [8]. Pogledajmo
sada kako se istrenirano stablo ponaxa sa nasumiqnim uzorkom ode�e.
Na�alost, za jako veliko drve�e dolazi do efekta overfittinga - program

je uzeo prevelik uzorak treninga i tako�e je jako kompleksan. On poqiǌe
da uqi ne samo od signala, ve� i od veoma specifiqnog uzorka xuma kog
smo mu zadali. Samim tim je potpuno beskoristan na jox nevi�enim
podacima i gubi svoju ulogu. Pored ve� navedenih naqina za smaǌeǌe
ovog efekta, mo�emo dodati i fiksiranu dubinu stabla u algoritam,
kao i minimalan broj granaǌa nekog lista (sveobuhvatno po jednoj var-
ijabli), kako bismo se naxli na optimalnom delu gorǌeg grafika. Vixe
o tome u [8], [9].
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Dakle, sada na�alost moramo da se vratimo u stvarni svet, gde je sluqaj
Alise i Boba (nadam se) imaginaran, ali separacija signala od xuma
definitivno nije. Naime, nax elektromagnetni kalorimetar u CERN-u
registruje fotone koji imaju odre�ene merǉive karakteristike. Mi na
osnovu tih fotona, kao i prirode samog sudara elektrona i pozitrona u
sudaru, mo�emo rekonstruisati razne osetǉive varijable ovog procesa
visoke energije i napraviti ǌihove grafike. Ipak, postoji gomila
drugih doga�aja (videti ranije sekcije) koji se mogu desiti i koji �e
se mexati sa �eǉenim signalom. Tako�e imamo i grexke elektronike
sistema. Prema tome, nax zadatak je slede�i: Za dati skup osetǉivih
varijabli i gomile test-primera za trening na kojima je jasno indek-
sirano xta je signal a xta xum, �elimo da napravimo Boosted Decision
Tree koje �e mo�i kasnije da radi sa pravim doga�ajima 2035. godine i
koje �e nam izdvojiti xta je za bacaǌe od informacija koje smo dobili
u eksperimentu. Ovaj problem je maltene identiqan problemu Alise i
Bobana, samo xto je kompleksniji u svakom mogu�em pogledu osim ide-
jnom.
Definiximo sada osetǉive varijable sa kojima �emo raditi:

1. Invarijantna masa M Higsovog bozona.

2. Transverzalni impuls fotona br.2 =5+ Transverzalni impuls
kandidat-fotona br. 2 (nije korix�ena u fazi aplikacije)

3. Energija deponovana u elektromagnetnom kalirometru

4. Kandidat-energija Higsa u centru mase

5. Kandidat-tranzverzalni impuls Higsa (intenzitet, ne smer)

6. Azimutalni ugao otkloǌeǌa fotonskog snopa.

43
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7. Odnos energije deponovane u hardonskom kalorimetru sa ukup-
nom energijom deponovanom u oba kalorimetra. (nije korix-
�ena u fazi aplikacije)

8. Polarni ugao otkloǌeǌa drugog kandidat-fotona u odnosu na
snop.

9. Kosinus ugla heliciteta.

10. Transverzalni impuls prvog kandidat-fotona

11. Polarni ugao otkloǌeǌa prvog kandidat-fotona u odnosu na
snop.

12. Energija prvog kandidat-fotona.

13. Polarni ugao izme�u dva fotona.

14. Energija drugog kandidat-fotona

15. Polarni ugao Higs-kandidata.

16. Energija deponovana u hadronskom kalorimetru. (nije korix-
�ena u fazi aplikacije)

Napomena: Foton br.1 je oznaka za energiqniji foton od dva fotona koja
dobijemo iz raspada Higsa.
Na doǌem grafiku imamo i rang-listu varijabli koju je napravilo sta-
blo odluke sa kojim radimo.

Za trening softvera �emo koristiti takozvani Boosted Decision Tree al-
goritam, kao i Boosted Decision Tree Gradient boost, koji su u principu
unapre�eni algoritmi stabla odluke. Oni su se pokazali da jako dobro
rade za ogroman broj doga�aja xuma a mali broj doga�aja signala.
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4.1 Preselekcija

Naime, na poqetku imamo broj doga�aja signala u hiǉadama i broj
doga�aja xuma u milionima. Kao xto smo priqali u prethodnoj sek-
ciji, ne mo�emo da poxaǉemo taj broj doga�aja u stablo odluke, jer
�emo obuhvatiti preveliki broj qvorova koji potiqu iz xirokih inter-
vala osetǉivih varijabli. Prema tome, prvi korak u treningu naxeg
drveta radimo mi!
Najrazumniji naqin da se dobije dobra preselekcija je da se posmatraju
raspodele doga�aja u odnosu na razne osetǉive varijable i da se onda
intervali varijabli seku na pravi naqin. Konkretno, mi u ovom radu
polazimo od odra�ene preselekcije sa tri uslova

1. Ukupna rekonstruisana invarijantna masa od 2 fotona mora biti u
intervalu izme�u 110GeV i 140GeV . (xto odgovara intervalu mase
Higsovog bozona)

2. Rekontruisana ukupna energija fotona mora biti u intervalu izme�u
100GeV i 1000GeV .

3. Transverzalni impuls fotona (intenzitet) mora biti u intervalu
od 20GeV do 600GeV .

Ovim je preselekcija izvrxena i mo�emo pre�i na multivarijantnu
analizu.

Histogram signala i xuma nakon preselekcije, slika je preuzeta iz [1],
ali okvirno odgovara rasporedu signala i xuma za test-uzorak koji smo
mi posmatrali u fazi aplikacije pre multivarijantne analize.
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4.2 Multivarijantna analiza
TMVA je programski paket za analizu eksperimentalnih podataka pri-
menom metoda multivarijantne statistike i sadr�i vixe metoda koje se
mogu nezavisno primeǌivati. Baziran je na ROOT programskom paketu
za analizu i grafiqku obradu rezultata mereǌa, napisanih u C++. U
fazi treninga radimo sa Monte Karlo uzorcima signala i xuma. Na
dijagramu ispod je prikazana zavisnost predvi�ene statistiqke znaqa-
jnosti od broja osetǉivih varijabli koje su uklaǌane sa rang liste
redom od dole.

Autor je odabrao da radi sa prvih 13 osetǉivih varijabli po rangu jer
je bio zadovoǉan statistiqkom znaqajnox�u koju je dobio za ǌih, dok
su fluktuacije oko te znaqajnosti bile beznaqajne i nasumiqne.
Mera stepena uspexnosti razdvajaǌa signala od xuma se naziva statis-
tiqka znaqajnost i ona se raquna na slede�i naqin

S =
NS√

NS +NB

Gde je NS broj doga�aja signala, a NB broj doga�aja xuma u uzorku
Pre svega �elimo da imamo dovoǉnu dekorelaciju osetǉivih var-

jabli kako bi stablo odluke funkcionisalo na ispravan naqin. Ukoliko
su nam varijable previxe korelisane, do�i �e do efekta overfitting-a,
gde �e program izgubiti mogu�nost da reaguje na nevi�ene doga�aje, tj.
razvi�e preveliku preciznost na trening uzorku. Korelacione matrice
za trening uzorak izgledaju ovako
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Kao xto vidimo, dovoǉan stepen dekorelisanosti je ispuǌen.
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Zatim mo�emo pogledati i dijagrame razdvajaǌa signala i xuma za
rang-listu osetǉivih varijabli.
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Uoqimo da je u gorǌem levom uglu svakog grafika prikazan takozvani
bin - promer histograma. Svi doga�aji unutar jedne linije bin-a su
ekvivalentni za raqunar, i na taj naqin mo�emo da koristimo algoritam
stabla odluke opisan u proxloj sekciji.
Posle preselekcije smo imali 3320 doga�aja signala i 80000 doga�aja
xuma. (To je izuzetan napredak u odnosu na milione doga�aja xuma
koje smo imali pre izvornog seckaǌa intervala, i to nam samo govori o
znaqaju preselekcije.) Tada je statistiqka znaqajnost iznosila

NS√
NS +NB

≈ 11.74
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Nax program radi slede�u stvar - kako bi testirao da li je doxlo
do overfitting-a iliti pretreniraǌa, on ne�e uzeti sav trening uzorak
za uqeǌe, ve� �e jedan ǌegov deo ostaviti sa strane i testirati svoju
taqnost na ǌemu. Na taj naqin program mo�e da razvije procenu svoje
taqnosti.

Program tvrdi da je statistiqka znaqajnost sada otprilike

S = 27.4

Xto je znaqajno poboǉxaǌe u odnosu na prethodnih S ≈ 11.



5 Faza aplikacije - Rezultati

Tokom faze aplikacije su tri osetǉive varijable, naznaqene u proxloj
sekciji, poqele da prave probleme pri evaluiraǌu efikasnosti stabla
i stoga su morale biti ukloǌene. Razlog za ǌihovu nekompatibilnost
sa programom je jox uvek nepoznat, ali se autor nada da �e uskoro biti
otkriven. Bez te tri varijable, od kojih energija deponovana u hadron-
skom kalorimetru ionako nije bila korix�ena, odgovaraju�i dijagrami
izgledaju ovako

Varijable-1

�elimo da pogledamo koliko je efikasno naxe stablo, a to �emo ura-
diti sa 8 root fajlova, od kojih svaki reprezentuje po jedan izuzetno
dominantan doga�aj xuma.
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Varijable-2

Korelacija-signal

Dodava�emo i opise uz dijagrame (konfuzan raspored).
Komentar: Ovaj rad je daleko od zavrxenog. Naime, jox uvek �elimo da
izraqunamo koeficijente efikasnosti i broj izdvojenih doga�aja signala na
sistematiqan naqin, kao xto je to ura�eno u [11] u Tabeli 3, na primer.
U narednom periodu �e autor svakako raditi na tom delu ovog rada, kao i
na pove�aǌu broja osetǉivih varijabli u multivarijantnoj analizi.



53

Korelacija-xum

BDT efikasnost
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BDTG efikasnost

Zavrxni histogram signala i xuma nakon multivarijantne analize na
test-uzorku. Ovaj dijagram predstavǉa i zavrxetak celog rada, na kome
se vidi potpuna mo� multivarijantne analize. Signal je u ogromnoj

meri izolovan od xuma. Numeriqke vrednosti bi�e ekstraktovane nakon
formiraǌa tabele efikasnosti u skorijoj budu�nosti od strane autora.
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2021.
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6 Apendiks A - Lijeve grupe

Napravi�emo kratak pregled Lijevih grupa, sa osnovnim definicijama
i teoremama. Neke od (veoma va�nih) dokaza ne�emo ni izlo�iti kako
bismo saquvali prostor za fiziqarima bitnije stavke.
Najxire gledano, Lijeva grupa je grupa i mnogostrukost. Prema tome,
najboǉe bi bilo razviti odre�ene alatke diferencijalne geometrije i
onda ih primeniti specifiqno na Lijeve grupe i algebre.

Definicija 2 (Glatka mapa). Ka�emo da je mapa f : Rn → Rm glatka ako
joj svi parcijalni izvodi svih redova postoje.

Definicija 3 (Mnogostrukost). Mnogostrukost (dimenzije n) je skup M
zajedno sa slede�im podacima:

1. Kolekcija Uα otvorenih skupova u M qija unija je M

2. Kolekcija bijekcija ϕα : Uα → Vα, gde je Vα otvoreni podskup Rn.

Ove mape moraju da zadovoǉavaju odre�ene uslove kompatibilnosti:
Za svako α, β, imamo ϕα(Uα ∩ Uβ) je otvoren u Rn i funkcija tranzicije

ϕα ◦ ϕ−1
β : ϕβ(Uα ∩ Uβ) → ϕα(Uα ∩ Uβ)

je glatka.

Definicija 4 (Glatka mapa). Neka je M mnogostrukost. Onda je mapa
f :M → R glatka ako je kompozicija f ◦ϕ−

α1 : ϕα(Uα) → R glatka na svakom
otvorenom skupu otvorenog omotaqa M . Xire, mapa f : M → N iz jedne
mnogostrukosti u drugu je glatka akko za svaki otvoreni skup opremǉen
mapom u euklideanski prostor (U, ϕ) odM , i bilo koji par (V, η) iz N , va�i
da je mapa η ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → η(V ) glatka.

Definicija 5 (Lijeva grupa). Lijeva grupa je grupa qiji je skup eleme-
nata zadat na strukturi nekakve mnogostrukosti, i va�i da su multip-
likativna mapa m : G×G→ G i inverzna mapa i : G→ G glatke. Ponekad
(ali realno nikad) pixemo da je M(G) mnogostrukost Lijeve grupe.
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Prvo oqigledno pitaǌe koje mo�emo da postavimo sebi bi bilo na
koje sve mnogostrukosti mi mo�emo da ”okaqimo” naxu Lijevu grupu.
Ispostavǉa se da postoji teorema koja zabraǌuje da odre�ene mnogostrukosti
imaju strukturu Lijeve grupe.

Teorema 2 (Poenkare- Hopf teorema). Neka jeM kompaktna mnogostrukost.
Ako M ima ne-nula Ojlerovu karakteristiku, onda svako vektorsko poǉe
na M ima nulu.

Uoqimo tako�e

Teorema 3. Svaka Lijeva grupa G dimenzije ve�e od 0 ima ne-nula vek-
torsko poǉe.

Ne�emo dokazivati ove dve teoreme jer su texke i skrenuli bismo sa
kursa ovog rada. One nam zajedno govore da, na primer, S2 ne mo�e biti
mnogostrukost bilo kakve Lijeve grupe.

6.1 Lijeve algebre

Ono xto je lepo kod Lijevih grupa je pre svega osobina leve translacije,
tj. qiǌenica da se mapa Lh : G→ G, Lh(g) = hg, h ∈ G ponaxa kao homeo-
morfizam i izomorfizam ove grupe u samu sebe. Tako�e, ako je grupa do-
voǉno lepa (vide�emo primere), levom translacijom mo�emo identiqki
element prebaciti u bilo koji drugi element grupe eksponencijalnom
mapom.
Krenu�emo od formalne definicije Lijeve algebre, pa �emo i�i daǉe.

Definicija 6 (Lijeva algebra). Lijeva algebra g je vektorski prostor
(nad R ili C) opremǉen zagradom

[·, ·] : g× g → g

Tako da su zadovoǉene slede�e tri relacije

1. [X, Y ] = −[Y,X] za sve X, Y ∈ g

2. [αX + βY, Z] = α[X, Y ] + β[Y, Z] za sve X, Y, Z ∈ g i α, β u poǉu.

3. [X, [Y, Z]] + [Z, [X, Y ]] + [Y, [Z,X]] = 0 za sve X, Y, Z ∈ g. Posledǌi iden-
titet se qesto naziva Jakobijev identitet.
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Definicija 7 (Dimenzija Lijeve algebre). Dimenzija Lijeve algebre je
dimenzija ǌenog vektorskog prostora.

Obiqno bazis B Lijeve algebre g mo�emo da indeksiramo na slede�i
naqin

B = {T a : a = 1, 2, ... dimg}

I onda svako X iz algebre zapisujemo kao X = XaT
a, Xa ∈ F.

Iz linearnosti vidimo da su nam dovoǉne komutacione relacije za el-
emente bazisa.

Definicija 8 (Strukturne konstante). Neka je g Lijeva algebra sa bazi-
som {T a}. Tada su strukturne konstante fab

c (elementi poǉa) date sa

[T a, T b] = fab
c T

c

Definicija 9 (Homomorfizam Lijevih algebri). Homomorfizam Lije-
vih algebri g, h je linearna mapa f : g → h takva da va�i

[f(X), f(Y )] = f([X, Y ])

Za sve X, Y ∈ g.

Definicija 10 (Izomorfizam Lijevih algebri). Izomorfizam Lijevih
algebri je invertibilan homomorfizam Lijevih algebri qiji inverz je tako�e
homomorfizam.

Definicija 11 (Podalgebra). Podalgebra Lijeve algebre je ǌen vektorski
potprostor koji je tako�e Lijeva algebra pod zagradom.

U ovom momentu je ostalo samo da navedemo neke kǉuqne rezultate
vezane za fiziqare. Pre svega, podsetimo se da smo u diferencijalnoj
geometriji tako�e sretali Lijevu algebru na tangentnom prostoru mno-
gostrukosti. Sasvim je logiqno identifikovati Lijevu algebru sa tan-
gentnim prostorom neke mnogostrukosti koju bismo voleli da nazovemo
Lijeva grupa. Prema tome, preostaje nam samo qudno pitaǌe: Da li, ako
znamo Lijevu algebru za neku mnogostrukost, mo�emo da konstruixemo i
ǌenu Lijevu grupu, ili postoje qitave klase grupa sa istim algebrama?
Odgovor je malo komplikovan, ali u principu glasi da, do na seqeǌe
grupe po diskretnoj grupi na kosete, skoro da mo�emo da identifiku-
jemo Lijevu algebru sa veoma specifiqnom Lijevom grupom.
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Primer.

so(2) ∼= o(2)

Iako su SO(2), O(2) ra�liqite grupe. U redu ispod se mogu na�i popu-
larne Lijeve grupe me�u fiziqarima, kao i definicije ǌihovih algebri
u fundamentalnoj reprezentaciji. (Fundamentalna reprezentacija ma-
triqnih Lijevih grupa je upravo ǌihova matriqna reprezentacija).
Svakako nam je glavna teorema koja nam priqa o izgradǌi grupe iz ǌenog
tangentnog prostora.

Teorema 4 (Bejker-Kampbel-Hausdorf formula). Neka su X, Y elementi
tangentnog prostora g Lijeve grupe G. Tada va�i

exp(X)exp(Y ) = exp(Z), Z = X + Y +
1

2
[X, Y ] + ...

gde ... odgovara nizu jox ugǌe�denih zagrada.

Evo liste nekih osnovnih Lijevih grupa. Dosta je lako izvesti ǌi-
hove Lijeve algebre ako gledamo kako se ponaxaju oko matrice iden-
titeta, i detaǉnija analiza se mo�e prona�i u [7], ali je mi ovde ne�emo
obaviti.

GL(n) = {A : A ∈Mn,R(x), ∃A−1}

SL(n) = {A : A ∈ GL(n), detA = 1}

O(n) = {A : A ∈ GL(n), AT = A−1}

SO(n) = {A : A ∈ O(n), detA = 1}

Xto se tiqe GL(n) nad C, imamo jox dve grupe

U(n) = {A : A ∈ GL(n), A† = A−1}

SU(n) = {A : A ∈ U(n), detA = 1}



7 Apendiks B - Reprezentacije

Napravi�emo veoma kratak uvod u teoriju reprezentacija za naxe skromne
potrebe.

Definicija 12. Linearna reprezentaicja ρ od G na kompleksnom vek-
torskom prostoru V je homomorfizam

ρ : G 7→ GLC(V )

Osnovni problem teorije reprezentacija je klasifikovaǌe svih
reprezentacija grupe G, do na izomorfizam. Ovaj problem je priliqno
ozbiǉan, ali ispostavǉa se da su matematiqari smislili nekoliko
kǉuqnih struktura koje posmatramo za reprezentacije. Vixe o reprezentaci-
jama se mo�e na�i u [7].

Definicija 13. Podreprezentacija od V reprezentacije ρ grupe G je vek-
torski potprostor W ⊆ V tj. imamo

∀w ∈ W, g ∈ G =⇒ ρ(g)(w) ∈ W

Definicija 14. Sa ovom definicijom, V/W se naziva koeficijentskom
reprezentacijom V po W .

Definicija 15. Direktna suma dve reprezentacije (ρ1, V1), (ρ2, V2) je vek-
torski prostor V1 ⊕ V2 sa blok-dijagonalnom akcijom ρ1 ⊕ ρ2 od G.

Definicija 16. Reprezentaciju nazivamo ireducibilnom ako ako ne sadr�i
prave invarijantne potprostore. Zove se kompletno reducibilna ako se
mo�e rastaviti na direktnu sumu ireducibilnih reprezentacija.

Teorema 5. Svaka kompleksna reprezentacija konaqne Abelove grupe je
kompletno reducibilna, i svaka ǌena ireducibilna reprezentacija je jednodi-
menziona.
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Teorema 6. Svaka kompleksna reprezentacija konaqne grupe je kompletno
reducibilna.

Ovaj rezultat se qesto identifikuje sa Maxkeovom teoremom, i on
doista odmah sledi iz ǌe.
ALTERNATIVNO:

Definicija 17 (Hermitski unutraxǌi proizvod). Hermitski unutrax-
ǌi proizvod je bilinearna mapa (, ) : V × V → C koja zadovoǉava slede�e
uslove

1. (v, ω) = (ω, v)†

2. (v, v) > 0 ako v ̸= 0

Definicija 18. Reprezentacija V je unitarna ako je V opremǉena Hermit-
skim unutraxǌim proizvodom koji je oquvan pod akcijom grupe G reprezentaci-
jom, tj.

(v, ω) = (ρ(g)(v), ρ(g)(ω))

Za svaki izbor g ∈ G.

Teorema 7 (Unitarni kriterijum). Konaqnodimenziona unitarna reprezentacija
bilo koje grupe je kompletno reducibilna.

Teorema 8 (Vejlov unitarni trik). Konaqnodimenzione reprezentacije
konaqnih grupa su unitarizabilne.

Izlo�i�emo dokaz posledǌe teoreme jer je lep, koristan, i daje nam
intuiciju kako da idemo daǉe.

Dokaz. Po�imo od bilo kog Hermitskog unutraxǌeg proizvoda, na primer
(nakon odabira bazisa)

(ei, ej) = δij

Konstruisa�emo novi unutraxǌi proizvod prostim nala�eǌem proseka
po celoj grupi

(v, ω)′ =
1

|G|
∑
g∈G

(gv, gω)

Vrlo lako je odavde uoqiti kako mno�eǌe sa g ”vrti” elemente grupe,
i samim tim imamo G - invarijantnost tj. unitarnost. Tako�e lako
izvodimo pozitivnost.
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Gorǌa teorema tako�e va�i i za kompaktne Lijeve grupe.

Teorema (Xurova lema).

1. Pretpostavimo da V,W ireducibilne
reprezentacije G preko F. Onda je bilo koji G-homomorfizam θ : V →
W ili nula-preslikavaǌe ili izomorfizam.

2. Ako je F algebarski zatvoreno, i V ireducibilan G-prostor, onda je
bilo koji G-endomorfizam V → V skalarni umno�ak identiqke mape
idV .

Teorema 9. Konaqna Abelova grupa G ∼= Cn1 ×Cn2 × · · ·×Cnr ima taqno |G|
ireducibilnih reprezentacija.

Definisa�emo jox i tenzorski proizvod i karaktere reprezentacija.

Definicija 19 (Tenzorski proizvod). Neka su V,W vektorski prostori
preko F. Neka su ǌihove dimenzije n,m respektivno. Fiksirajmo im bazise
kao v1, v2, ... vn i w1, w2, ...wm. Prostor tenzorskog proizvoda V ⊗W je nm-
dimenzionalni vektorski prostor qiji je bazis dat formalnim simbolima

{vi ⊗ wj, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}.

i, naravno

V ⊗W = {
∑

λijvi ⊗ wj : λij ∈ F},

sa ”oqiglednom” adicijom i skalarnom multiplikacijom.
Neka je

v =
∑

αivi ∈ V,w =
∑

βjwj

Tada definixemo

v ⊗ w =
∑
i,j

αiβj(vi ⊗ wj)

Definicija - Tvr�eǌe
Neka su ρ : G→ GL(V ), ρ : G→ GL(V ′) reprezentacije G. Definixemo

ρ⊗ ρ′ : G→ GL(V ⊗ V ′)

na slede�i naqin

(ρ⊗ ρ′)(g) :
∑

λijv
iwj 7→

∑
λij(ρ(g)v)

i(ρ′(g)w)j
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Onda je ρ⊗ ρ′ reprezentacija G.

Dokaz: Trivijalan.
Sada �emo se pozabaviti karakterima reprezentacija, poxto se ǌihova
definicija mo�e proxiriti na kompaktne Lijeve grupe ([8]).

Definicija 20 (Karakter reprezentacije). Karakter reprezentacije ρ :
G→ GL(V ), napisan kao χρ = χv = χ, je definisan kao

χ(g) = tr ρ(g)

Sada �emo navesti jednu teoremu qiji je dokaz trivijalan.
Teorema.

1. χV (1) = dimV .

2. χ je klasena, tj. ona je invarijantna u odnosu na konjugaciju

χ(g) = χ(hgh−1)

za sve g, h ∈ G.

3. χ(g−1) = χ(g)

4. Za dve reprezentacije V,W imamo

χV
⊕

W = χV + χW

5. Za dve reprezentacije V,W imamo

χV⊗W = χV · χW



8 Apendiks C - Razno

U ovom apendiksu �e nam glavni ciǉ biti da izvedemo Vordove iden-
titete. Iz Vordovih identiteta �emo izvesti veoma va�nu relaciju
u teoriji poǉa koju primeǌujemo u prvoj sekciji pri izvo�eǌu Gold-
stonovih bozona na kvantni naqin. Nakon toga �emo izneti nekoliko
stavki vezano za hiralnost i povezanost sa spinom, kao i transforma-
cije parnosti, reverzije vremena i koǌugacije naelektrisaǌa.

8.1 Vordovi identiteti

Neka imamo transformaciju poǉa ϕ 7→ ϕ′, tako da nam funkcija particije
teorije ostaje identiqna.

Z =

∫
Dϕ e−SE [ϕ] =

∫
Dϕ′ e−SE [ϕ′]

Konkretno, napravi�emo pretpostavku da su zasebno mera Dϕ i qlan
e−SE [ϕ] oquvani pri ovoj transformaciji, xto zapravo ne mora biti sluqaj,
ali za naxe skromne fiziqarske potrebe �e sasvim raditi. Neka je
transformacija poǉa ϕ 7→ ϕ′ = ϕ+ ϵϕ
Gde je ϵ neka konstanta, tako da je Dϕ′ = Dϕ. Proxirimo sada ovu glob-
alnu simetriju na lokalnu simetriju ϵ(x).
Tada, mo�emo tvrditi da funkcija particije mora imati slede�u formu

Z ′ =

∫
Dϕ e−SE [ϕ](1−

∫
M

dnx jµ∂
µϵ(x))

Do prvog reda u ϵ(x). U generalnom sluqaju, jµ dobija doprinose i od Dϕ
i od e−SE [ϕ], a ako bi dobijala doprinos samo od drugog qlana, onda bi
se ona ponaxala kao klasiqna struja, sa kojom smo jako dobro upoznati.
Mo�emo prema tome zakǉuqiti da va�i slede�a relacija∫

Dϕe−SE [ϕ]

∫
M

ddx jµ∂
µϵ = 0
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Za sve izbore ϵ(x) u ekspanziji prvog reda.
Primenom parcijalne intergacije na integral unutar putnog integrala,
dobijamo da va�i ∫

M

ddx ϵ(x)∂µ < jµ(x) >= 0

Gde je M naxa mnogostrukost, i nismo dodavali zapreminski qlan meri
u ovom prostoru zbog jednostavnosti izvo�eǌa, ali treba uvek u praksi
raditi sa prostorom netrivijalne metrike.
Prema tome, vidimo da se oqekivana vrednost jµ ponaxa kao oquvana
struja teorije, i imamo kvantnu verziju Neterine teoreme.
Sada prelazimo na korelacione funkcije, koje se ponaxaju malo uzbudǉivije.
Zapravo, ispostavǉa se da je mogu�e izvesti Fajnmanova pravila za
klasiqnu skalarnu teoriju (kao i za neke slo�enije teorije) primenom
Xvinger-Dajsonove jednaqine, koja je derivat Vordovih identiteta.
Prema tome, neka je operator koji posmatramo

O(ϕ) = O1(ϕ(x1))O2(ϕ(x2)) ...On(ϕ(xn))

Kao i pre, neka imamo infinitezimalnu transformaciju poǉa ϕ 7→ ϕ+ϵϕ,
gde je ϵ neka konstanta, tako da je transformacija zapravo simetrija.
Onda za generalno ϵ(x) imamo da va�i∫

Dϕe−SE [ϕ]O1(ϕ(x1))O2(ϕ(x2)) ...On(ϕ(xn)) =

=

∫
Dϕ′e−SE [ϕ′]O1(ϕ

′(x1))O2(ϕ
′(x2)) ...On(ϕ(xn) =

=

∫
Dϕe−SE [ϕ](1−

∫
jµ∂

µϵ ddx)(O1(ϕ(x1))O2(ϕ(x2)) ...On(ϕ(xn)) +
n∑

i=1

ϵ(xi)δOi(xi)
∏
j ̸=i

Oj(xj))

Gde imamo, naravno

δOi(xi) =
∂Oi

∂ϕ
δϕ

Prema tome, na najni�em nivou u razvoju pronalazimo∫
∂µϵ(x) < jµ(x)

n∏
i=1

Oi(xi) > ddx =
n∑

i=1

ϵ(xi) < δOi(xi)
∏
j ̸=i

Oj(xj) >
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Sa leve strane vrximo parcijalnu integraciju da pomerimo izvod sa
ϵ na korelatore, a sa desne strane uvodimo delta-funkcije u integrale
tako da na kraju dobijemo finalnu formulu∫
ϵ(x)∂µ < jµ(x)

n∏
i=1

Oi(xi) > ddx = −
n∑

i=1

∫
ϵ(x)δd(x− xi) < δOi(xi)

∏
j ̸=i

Oj(xj) > ddx

i zakǉuqujemo, poxto ovo va�i za previxe veliku klasu ϵ(x), da va�i

∂µ < jµ(x)
n∏

i=1

Oi(xi) >= −
n∑

i=1

δd(x− xi) < δOi(xi)
∏
j ̸=i

Oj(xj) >

Ovo je Vordov identitet za korelacione funkcije. Ekstremno je va�an.
Na primer, u Kvantnoj elektrodinamici, kada se izvodi popravka �iromagnet-
skog odnosa za elektron, Vordov identitet poma�e da se kalkulacije do-
prinosa skrate sa raquna od 5 strana na raqun od maltene jedne stran-
ice, kada je primeǌen na propagator u impulsnom prostoru.
Sada ide izvo�eǌe veoma bitnog rezultata koji kasnije koristimo pri
izvo�eǌu Goldstonovih bozona.
Pretpostavimo da je M kompaktno i bez granice, kao xto smo i do sada
maltene radili, jelte. Uradi�emo integraciju Vordovog identiteta
preko M , koriste�i se dosta jednostavnim sluqajem Stoksove teoreme.

0 =

∫
M

∂µfµ(x, xi) d
dx = −

n∑
i=1

< δOi(xi)
∏
j ̸=i

Oj(xj) > = δ <
n∏

i=1

Oi(xi) >

Sada ide zanimǉiv deo. Pretpostavimo da smo izdvojili podmnogostrukost
M ′ unutar M sa granicom N = N1 −N0. Hajde da vidimo xta nam inter-
gacija Vordovog identiteta unutar M ′ sada daje.∫

M ′
∂µfµ(x, xi) d

dx =

∫
N1−N0

nµ < jµ(x)
n∏

i=1

Oi(xi) > dd−1x =

=< Q[N1]
n∏

i=1

Oi(xi) > − < Q[N0]
n∏

i=1

Oi(xi) >= −
∑
xi∈M ′

< δOi(xi)
∏
j ̸=i

Oj(xj) >

Dok nam desna strana daje sumu po svim obuhva�enim singularnostima
(videti gore). Prema tome, ako uspemo da odaberemo prave vremenske
slice-ove, mo�emo da uzmemo taqno jednu singularnu taqku iz cele mno-
gostrukosti (x1). Tako�e �emo uzeti infinitezimalno tanak region
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mnogostrukosti, kako bismo mogli da posmatramo ccelu situaciju iz
”kvantne” perspektive. Uz dodavaǌe qistog kvantnog vakuuma |Ω⟩ u
teoriju, mo�emo napisati.

⟨Ω| T [Q̂, Ô1(x1)]
n∏

i=2

Oi(xi) |Ω⟩ = −⟨Ω| T {δO1

n∏
i=2

Oi(xi)} |Ω⟩

Prema tome, u qistoj kvantnoj slici imamo da va�i

δÔ = −[Q̂,O]

Xto je naravno i rezultat koji smo �eleli da poka�emo.

8.2 Hiralnost

Ova sekcija �e biti veoma kratka i fokusira�e se na rastavǉaǌe spinora
na desne i leve komponente. Kasnije �emo pomenuti i PCT simetriju.
Prema tome, neka radimo sa reprezentacijom Klifordove algebre

{γµ, γν} = 2ηµν

U kojoj gama-matrice uzimaju slede�e vrednosti:

γ0 =

(
0 I
I 0

)

γi =

(
0 σi

−σi 0

)
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Gde su σi, naravno, Paulijeve matrice koje uzimaju slede�e vrednosti

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
Ovakva reprezentacija Klifordove algebre se naziva hiralna reprezentacija.
Formirajmo sada petu gama-matricu

γ5 = iγ0γ1γ2γ3

Ona izgleda ovako u hiralnoj reprezentaciji

γ5 =

(
−1 0
0 1

)
Uoqimo i antikomutacione relacije ove matrice

{γ5, γµ} = 0, (γ5)2 = I

Glavna ideja nam je da uoqimo slede�e operatore

PL =
1

2
(1− γ5)

PR =
1

2
(1 + γ5)

Tako�e, uoqimo

1 = PL + PR

Svaki Dirak spinor mo�emo rastaviti na slede�i naqin

ψ = (PL + PR)ψ = (PLψ) + (PRψ) = ψL + ψR

Najbitnija stvar koju treba zapamtiti je da se bezmaseni spinor mo�e
rastaviti na svoj levi i desni spinor, koji se ponaxaju kao potpuno
funkcionalna spinorska poǉa. Dokaz ove stavke se mo�e na�i u [5].
Sada �emo da pove�emo ove izraze sa hiralnox�u.
Definicija (Helicitet).
Helicitet je projekcija operatora momenta impulsa u kvantnoj teoriji
na pravac linearnog impulsa qestice.

h = J⃗ · p̂ = S⃗ · p̂
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Konkretno, S⃗ �e biti opisano slede�im operatorom za fermione (ovaj
izraz se mo�e izvesti preko Neterine teoreme primeǌene na infinitez-
imalne Lorenc-rotacije prostor-vremena):

Si =
i

4
ϵijkγ

jγk =
1

2

(
σi 0
0 σi

)
Tvr�eǌe.
Za bezmaseni spinor va�i

hu(p) =
γ5

2
u(p)

Dokaz:
Pre svega, iz Dirakove jednaqine imamo

/pu = 0

Kada raspixemo to imamo

(γ0p
0 − γip

i)u(p) = 0

I kada pomno�imo gorǌi izraz sa γ5γ0

p0
imamo

γ5u(p) = γ5γ0γi
pi

p0
u(p)

Kako je qestica bezmasena, imamo i

p02 − pi2 = 0, p̂i =
pi

p0

Direktnim raqunom u hiralnoj reprezentaciji (fizika koju radimo mora
dati iste eksperimentalne predikcije bez obzira na izbor reprezentacije
Klifordove algebre sa kojom radimo!), dobijamo i da va�i

γ5γ0γi = 2Si

I dobijamo

γ5u(p) = 2hu(p)

xto je i bilo tra�eno.
Konkretno, va�i

huL,R(p) =
γ5

2
uL,R(p) = ∓1

2
uL,R(p)
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Prema tome imamo fiksiran helicitet levih i desnih spinora. Ovo je
dosta znaqajan rezultat. Naime, levi i desni spinori se potpuno dru-
gaqije ponaxaju u Standardnom modelu, jer se slaba interakcija sparuje
samo sa levim spinorima. Sa druge strane, spin je saquvan u svakom
sudaru ili raspadu. Oqigledno je da �e priroda zabraniti doga�aje
odre�enih raspada ili sudara ukoliko oni naruxavaju odr�aǌe im-
pulsa, i tako dobijamo da su brojni procesi qije Fajnmanove dijagrame
mo�emo da nacrtamo zapravo potpuno nemogu�i. (Ponovo, ovaj iskaz
va�i samo za bezmasene qestice.)

8.3 PCT

Autor je smatrao kako treba spomenuti ovu simetriju u radu, mada se
ne�emo baviti matematikom ovog zanimǉivog predela Standardnog mod-
ela. Naime, dosta rano se sumǌalo kako svaka razumna (tj. generiqka)
kvantna teorija poǉa mora biti simetriqna u odnosu na nekakvu vrstu
reverzije vremena, prostora i naelektrisaǌa. Naime, PCT simetrija
govori o tome kako je fizika koju radimo identiqka fizici u svemiru
u kome smo prvo intevrtovali osu vremena, zatim koǌugovali qestice
i antiqestice u teoriji, i konaqno primenili operator ”parnosti”
(x⃗ → −x⃗) na prostor. Ova transformacija potpuno ima smisla, mada
je bilo potrebno vreme kako bi se malopre�asǌi iskaz zapravo dokazao.
Postoji qitava klasa ovakvih teorema koje se bave generiqkim teori-
jama naxeg univerzuma, najpoznatija od kojih bi svakako bila Kolman-
Mandula teorema, koja priqa o tome kako ”maksimalna” simetrija bilo
koje razumne teorije mo�e biti zapravo Poenkareova simetrija ukrxt-
ena sa nekom diskretnom simetrijom kvantne teorije.
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