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1

Uvod

Nema sum�e u tome da je programira�e jedna od, ako ne i najpopularnija oblast
nauke u danax�em svijetu. Danax�e generacije odrastaju okru�ene razli-
qitim tehnologijama i time, kod mnogih se od malena pojavi radoznalost i
�e	a za da	im prouqava�em tehnoloxkih principa. Tu 	udi obiqno krenu
sa prouqava�em razliqitih imperativnih programskih jezika, gdje se strogo
fokusiraju na principe tih jezika. Ali mo�emo se zapitati: da li je impera-
tivno programira�e uvijek primje�ivo u svim situacijama, i ako jeste, da li
ponekad mo�da postoji nexto xto mo�e biti praktiqnije od �ega?

U prvoj polovini proxlog vijeka, u svijetu matematike i informatike
se doxlo do nekih revolucionarnih otkri�a, me�u kojima je i tzv. lambda
raqun, koji mije�a dotadax�i pogled na funkcije i na to xta mo�emo ra-
diti sa �ima. Nexto kasnije, 	udi su uvidjeli da se jedan ovakav sistem
mo�da mo�e primjeniti i u svijetu informatike, i time su otvorena vrata
funkcionalnog programira�a. Ono se ispostav	a izuzetno efektivnim
vidom programira�a, zbog toga xto pojednostav	uje rjexe�a nekih inaqe kom-
pleksnih problema, i pritom olakxava programeru posao zbog generalne orga-
nizovanosti koja je karakteristiqna za funkcionalno programira�e.

U ovom radu, ci	 je bio da se qitalac uvede u jedan novi svijet razmixl-
ja�a iza nekih programerskih principa, koji vjerovatno nisu imali priliku
da vide u imperativnom programira�u. Kroz jednu priqu o lambda raqunu,
qitalac �e imati priliku da se deta	nije upozna sa time kako je taj for-
malni raqunski sistem koncipiran, kao i da se upozna sa mnogim novim po-
jmovima. Kasnije, uz kodove koji su pisani u modernom programskom jeziku
Scala, vidje�emo xta je to zapravo funkcionalno programira�e, i zaxto nam je
ono kao deklarativni vid programira�a potrebno u danax�em svijetu. Mo�i
�emo da vidimo i kako su taqno lambda raqun i funkcionalno programira�e
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2 1. Uvod

povezani, odnosno gdje se u funkcionalnom programira�u zapravo jav	aju
principi iz lambda raquna.

U drugoj glavi, qitalac �e mo�i deta	no da se upozna da lambda raqunom
kroz niz definicija i primjera.

U tre�oj glavi, kroz programski jezik Scala ilustrova�emo neke osnovne
principe u funkcionalnom programira�u.
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Lambda raqun

2.1 Uvod u λ raqun

Tridesetih godina proxlog vijeka, ameriqki matematiqar i logiqar Alonzo
Qerq uvodi tzv. lambda raqun, koji predstav	a formalni sistem koji se bavi
raqunom nad funkcijama i obradom istih. Iste godine, engleski matematiqar
i logiqar Alan Tjuring definixe koncept Tjuringove maxine, koja je za-
pravo matematiqki model za jednu apstraktnu maxinu koja bi manipulisala
simbolima na nekoj traci po skupu odre�enih pravila. Nakon oba otkri�a,
Tjuring uspjeva da 1937. godine doka�e ekvivalenciju izme�u �ih dvoje po
definicijama klasa funkcija. I lambda raqun i Tjuringova maxina su se
kasnije pokazali kao izuzetno znaqajni modeli u razvoju teorije programskih
jezika - po principu Tjuringove maxine danas rade razliqiti imperativni
programski jezici, kao i asemblerski jezici, dok su funkcionalni programski
jezici bazirani na lambda raqunu. Sam lambda raqun se qesto naziva najma�im
univerzalnim programskim jezikom na svijetu, i svoju primjenu nalazi u ra-
zliqitim sferama.

U ovom poglav	u, qitalac �e imati priliku da se bo	e upozna sa pravilima
po kojima funkcionixe lambda raqun, kao i kako se on mo�e kasnije povezati
sa programira�em.

2.2 λ-izrazi

Da bismo qitaocu pribli�ili ideju lambda zapisa, posmatra�emo prvo jed-
nostavnu funkciju koja glasi:

f(x) = x,

3



4 2. Lambda raqun

koja se mo�e zapisati i u s	ede�em obliku:

f : x 7→ x.

U lambda notaciji, mi te�imo tome da izbjegnemo korix�e�e naziva funkcije,
kao xto je u ovom primjeru naziv naxe funkcije f . Da bismo postigli to, mi
�emo ovu funkciju zapisati na s	ede�i naqin:

f := λx.x.

Ovakav zapis mo�emo tumaqiti na s	ede�i naqin: funkcija λx.x za svako x
(λx.x) vra�a isto to x (λx.x). To x mogu biti neke konkretne vrijednosti, ali
zato mogu biti i funkcije; xtavixe, mo�emo za x uzeti i samu funkciju f .
Oznaka λ u zapisu predstav	a oznaku koja ukazuje na poqetak definicije neke
funkcije, pa bismo zapis λx.x mogli da proqitamo kao ,,definixemo funkciju
koja za svako x, vra�a isto to x".

Mo�e se postaviti pita�e kako se mogu lambda zapisom zapisati funkcije
sa vixe argumenata. S obzirom da se u lambda raqunu koriste funkcije samo sa
po jednim argumentom, funkcije sa po vixe argumenata se svode na tzv. Kar-
ijeve funkcije [10], koje svoje ime nose po ameriqkom matematiqaru Haskelu
Kariju. Naime, Karijevim procesom se uzima funkcija sa vixe argumenata,
i od �e se pravi niz funkcija sa po jednim argumentom po s	ede�em principu:

f(x, y, z) = F h = g(x) r = h(y) F = r(z).

Odavde dobijamo da funkciju f zapravo mo�emo zapisati u s	ede�em obliku:

f(x, y, z) = g(x)(y)(z)

xto predstav	a u suxtini niz funkcija od kojih svaka zavisi od po samo jednog
parametra. Primjer jedne Karijeve funkcije u lambda raqunu je λy.(λx.xy),
koja uzima y, za koje vra�a drugu funkciju koja uzima x i vra�a neku vrijednost
koja zavisi od x i y redom.

Sada, kada qitalac ima osnovnu sliku o tome kako funkcionixe lambda
sintaksa, definisa�emo xta je to lambda izraz.

Definicija 2.2.1. Pretpostavimo da nam je dat beskonaqan niz izraza v0, v1,
· · · , koje se zovu promjen	ive, i konaqan, beskonaqan, ili prazan niz izraza koje
se zovu atomske konstante, koje se pritom razlikuju od promjen	ivih. Skup
izraza koji se zovu λ-izrazi je definisan na s	ede�i naqin:

1. Sve promjen	ive i atomske konstante su λ-izrazi (ovakvi izrazi se zovu
atomi),
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2. Ako su A i B λ-izrazi, onda je (AB) isto λ-izraz (ovakav izraz se naziva
primjena, ili aplikacija),

3. Ako je A bilo kakav λ-izraz, i x bilo koja promjen	iva, onda je (λx.A)
isto λ-izraz (ovakav izraz se naziva apstrakcija).

4. Lambda izrazi se dobijaju konaqnom primjenom koraka 1, 2 i 3.

Va�no je napomenuti dvije stvari: za izraze oblika (λx.M), re�i �emo da je
M tijelo λ-izraza, kao i da se obiqno velikim latiniqnim slovima oznaqavaju
λ-izrazi, dok se promjen	ive oznaqavaju malim latiniqnim slovima.

Kada smo ve� spomenuli notaciju, mogli bismo da se osvrnemo i na to kako
se zagrade ponaxaju u ovakvim izrazima i kada smijemo da ih zanemarimo u
izrazima. Recimo da imamo konaqno mnogo lambda izraza M1,M2, ...,Mn. Tada
va�i:

((...(((M1M2)M3)M4)...))Mn ≡ M1M2M3M4...Mn

pa se mo�e re�i da u ovoj situaciji va�i asocijativnost sa lijeve strane.
Suprotno od ovoga, za konaqno mnogo promjen	ivih x1, x2, ..., xn va�i s	ede�e:

λxn(λxn−1(...(λx1.A)...)) ≡ λxnxn−1...x1.A.

2.2.1 Interpretacija lambda izraza

U samom uvodu o lambda izrazima imali smo koju rijeq o tumaqe�u nekih
elementarnih funkcija. Sada �emo uopxtiti neka generalna pravila za in-
terpretaciju λ-izraza.

Mnogi lambda izrazi, iako su tehniqki dozvo	eni po Definiciji 2.2.1, se
ne interpretiraju iz praktiqnih razloga. Ostali lambda izrazi se interpre-
tiraju po s	ede�em principu:

• Ako je A funkcija ili operator, onda se (AB) tumaqi kao rezultat prim-
jene A na argument B.

• Izraz (λx.A) se tumaqi kao funkcija ili operator, qija se vrijednost za
argument B raquna tako xto se x zamijeni za B u A.

Primjer 1. Posmatrajmo izraz λx.xy. Mo�emo ga protumaqiti kao funkciju
koja za neko x daje izraz xy, koji zapravo predstav	a primjenu x na argument
y. Ako bismo ovaj izraz primjenili na A, dobi�emo s	ede�e:

(λx.xy)A = Ay

tj. dobijamo izraz gdje se A primje�uje na y.
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Primjer 2. Posmatrajmo s	ede�e lambda izraze:

a) (λy.(λx.(xy))),

b) (λx.(λy.(x(yz)))).

Mo�emo da probamo da se oslobodimo zagrada u ovim izrazima, kao i da ih
interpretiramo po prethodno zadatim pravilima.

a) Po pravilima o osloba�a�u od zagrada u λ-izrazima, dobijamo da va�i
s	ede�e: (λy.(λx.(xy))) = λy.(λx.(xy)) = λyx.(xy) = λyx.xy. Taj izraz
mo�emo interpretirati na s	ede�i naqin: za neke promjen	ive x i y,
dobijamo izraz xy, koji je zapravo primjena x na y.

b) (λx.(λy.(x(yz)))) = λx.(λy.(x(yz))) = λxy.(x(yz)) = λxy.x(yz). Ne mo�emo
se osloboditi pos	ed�eg para zagrada, s obzirom da u tom sluqaju ne va�i
asocijativnost sa desne strane. Xto se tiqe tumaqe�a, izraz mo�emo
interpretirati na s	ede�i naqin: za neke promjen	ive x i y, dobijamo
izraz x(yz), koji se da	e mo�e protumaqiti kao rezultat primjene x na
rezultat primjene y na z.

2.3 Slobodne i vezane promjen	ive

Da bismo mogli precizno da definixemo pojam slobodnih i vezanih prom-
jen	ivih, prvo �emo uvesti pojam opsega lambda izraza.

Definicija 2.3.1. Za odre�eno pojav	iva�e izraza (λx.M) u izrazu P , po-
jav	iva�e M se naziva opseg pojav	iva�a λx sa lijeva.

Primjer 3. Posmatrajmo s	ede�i izraz:

P ≡ (λy.yx(λx.yz(λy.x)))v.

Opseg pojav	iva�a prvog λy sa lijeve strane u izrazu P je yx(λx.yz(λy.x)),
opseg pojav	iva�a λx u P je yz(λy.x), dok je opseg pojav	iva�a kraj�eg λy sa
desne strane izraza P samo x.

Sada kada je qitalac upoznat sa pojmom opsega, uvex�emo pojam slobodnih
i vezanih promjen	ivih.

Definicija 2.3.2 (Slobodne i vezane promjen	ive). Pojav	iva�e prom-
jen	ive x u izrazu P naziva se:

• vezanim ako je u opsegu pojav	iva�a λx u izrazu P ,
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• vezanim i obavezuju�im ako i samo ako je x u λx,

• slobodnim ako nije vezano.

Primjer 4. Posmatrajmo s	ede�i izraz:

P ≡ v(λx.xy)(λyz.zy).

Ovaj izraz mo�e se poistovijetiti sa izrazom P ≡ v(λx.xy)(λy(λz.zy)), te stoga
mo�emo zak	uqiti s	ede�e:

P ≡ v(λx.xy)(λy(λz.zy)).

Promjen	ive koje su naznaqene plavom bojom su slobodne promjen	ive, crvene
su vezane i obavezuju�e, dok su zelene vezane ali nisu obavezuju�e.

Sada kada znamo xta su to slobodne i vezane promjen	ive, mo�emo uvesti
pojam skupa slobodnih promjen	ivih, i objasniti kako se on ponaxa.

Definicija 2.3.3. Skup svih slobodnih promjen	ivih u λ-izrazu P se oz-
naqava sa FV (P ) (free variables), i za �ega va�e s	ede�a pravila:

1. Ako je x promjen	iva, onda va�i da je FV (x) = {x};

2. Ako je x promjen	iva, a P lambda izraz, va�i da je FV (λx.P ) = FV (E)\{x};

3. Ako su A i B lambda izrazi, onda va�i da je FV (AB) = FV (A)∪FV (B).

2.4 Supstitucije

Qitaocu pojam supstitucije mo�e biti ve� poznat iz oblasti matematiqke
logike, gdje su one predstav	ale zamjenu promjen	ivih termima u nekoj klauzi.
Princip po kojem supstitucije funkcionixu u lambda raqunu je popriliqno
sliqan onome u logici, uz odre�ene dodatke zbog specifiqnosti principa po
kojima funkcionixe lambda raqun. Da bismo preciznije definisali supsti-
tucije, uvex�emo s	ede�u definiciju sa skupom pravila:

Definicija 2.4.1 (Supstitucije). Za bilo koje A,B,x, tumaqimo [A/x]B kao
rezultat supstitucije (tj. zamijene) svakog pojav	iva�a promjen	ive x u B sa
A, kao i mije�a�e vezanih promjen	ivih da se ne bi desila preklapa�a prom-
jen	ivih. Precizna definicija supstitucije sastoji se od nastoje�eg skupa
pravila [3]:

a) [A/x]x ≡ A;
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b) [A/x]a ≡ a, gdje je a atom, i va�i a ̸≡ x;

c) [A/x](MN) ≡ ([A/x]M [A/x]N);

d) [A/x](λx.B) ≡ λx.B;

e) [A/x](λy.B) ≡ λy.B, ako x ̸∈ FV (B) i x ̸≡ y;

f) [A/x](λy.B) ≡ λy.[A/x]B, ako x ∈ FV (B), y ̸∈ FV (A) i x ̸≡ y;

g) [A/x](λy.B) ≡ λz.[A/x][z/y]B, ako x ∈ FV (B), y ∈ FV (A) i x ̸≡ y

Primjer 5. Posmatrajmo lambda izraz f(λx.xy)λz.xyz. Kada bismo na �ega
primjenili supstituciju [g/x], dobijamo s	ede�e:

[g/x](f(λx.xy)λz.xyz) =

([g/x]f [g/x](λx.xy)[g/x](λz.xyz)) = Iz c)

(f [g/x](λx.xy)[g/x](λz.xyz)) = Iz b)

(f(λx.xy)[g/x](λz.xyz)) = Iz d)

f(λx.xy)(λz.gyz) Iz f) jer x ∈ FV (xyz).

Supstitucije nam koriste za definisa�e konverzija, koje su izuzetno va�an
aparat u lambda raqunu.

2.5 Konverzije

2.5.1 α-konverzija

Kako bismo zaobixli mogu�nost preklapa�a naziva razliqitih promjen	ivih
prilikom redukova�a lambda izraza, vrxi se preimenova�e promjen	ivih.
Taj postupak se naziva α-konverzija.

Definicija 2.5.1. Neka je (λx.E) neki lambda izraz. Alfa konverzija ovog
izraza predstav	a svaku zamjenu vezanih promjen	ivih x u izrazu E za neku
drugu promjen	ivu t:

λx.E
α7−−−−→ λt.E[x = t],

a za dva izraza, me�u kojima se od jednog mo�e dobiti drugi alfa konverzijom,
ka�emo da va�i alfa ekvivalencija izme�u �ih, i to obi	e�avamo na s	ede�i
naqin:

P ≡α P ′.

Iako je sam princip jednostavan za razumjeva�e, samo definisa�e je po-
priliqno kompleksno, i zahtjeva dobar matematiqki aparat i razumjeva�e
lambda supstitucija [8][9].
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2.5.2 β-konverzija

Definicija 2.5.2. Ako je x promjen	iva, a ako su E i F lambda izrazi, onda
se transformacija:

(λx.E)F
β7−−−−→ [F/x]E

naziva beta konverzija (ili beta redukcija), a za dva izraza, me�u kojima se
od jednog mo�e dobiti drugi beta konverzijom, ka�emo da je prvi β-skra�en do
drugog, i to obi	e�avamo na s	ede�i naqin:

P ▷β P
′

Sada �emo uvesti tzv. Qerq-Roserovu teoremu koju ne�emo dokazivati,
ali koja �e nam koristiti u kasnijim primjerima i zadacima.

Teorema 2.1 (Qerq-Roserova teorema). Dva lambda izraza su ekvivalentna
ako se nizom α i β konverzija oni mogu svesti na isti izraz.

Kada smo ve� definisali pojam beta redukcije, mo�emo da uvedemo i pojam
redeksa i normalne forme.

Definicija 2.5.3. Neka je x promjen	iva i neka su E i F lambda izrazi.
Onda se izraz (λx.E)F naziva redeks.

Definicija 2.5.4. Lambda izraz je u normalnoj formi ako ne sadr�i
nijedan podizraz koji je redeks.

Odatle imamo da su izrazi (λxy.z), xy(zy) i λx.xx u normalnoj formi, a
(λx.xx)(λx.xx) nije.

Da bi qitalac lakxe mogao da razumije pojam α i β konverzije, kao i redeksa
i normalne forme, izdvoji�emo s	ede�i primjer.

Primjer 6. Pokuxajmo da na�emo normalnu formu s	ede�ih izraza ako ona
postoji:

a) (λx.x)(λx.xx)(λx.xa)

b) (λx.xxx)(λx.xxx)

Prilikom rjexava�a ovih primjera, primje�iva�emo naxe zna�e o grupisa�u
zagrada u lambda raqunu, kao i alfa i beta konverziji.
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a)

(λx.x)(λx.xx)(λx.xa) ≡α

(λx.x)(λx.xx)(λy.ya) ▷β x ⇒α y

(λx.xx)(λy.ya) ▷β [(λx.xx)/x]

(λy.ya)(λy.ya) ▷β [(λy.ya)/x]

(λy.ya)a ▷β [(λy.ya)/y]

aa [a/y]

b)

(λx.xxx)(λx.xxx) ▷β

(λx.xxx)(λx.xxx)(λx.xxx) ▷β [(λx.xxx)/x]

(λx.xxx)(λx.xxx)(λx.xxx)(λx.xxx) ▷β [(λx.xxx)/x]

... Ne postoji normalna forma

Ove dvije konverzije su nam korisne iz oqiglednih razloga - daju nam mogu�nost
da na potencijalno kra�i i 	epxi naqin prika�emo neki lambda izraz, i
time nam uproxtava rad nad istim. Ovo �e nam se pokazati zapravo korisnim
kada budemo vidjeli kako definixemo neke funkcije sa realnom primjenom,
konkretno u oblastima aritmetike i logike.

2.6 Aritmetika

Do sad smo imali priliku da se upoznamo sa lambda izrazima i pravilima
vezanim za rad nad �ima, ali jox uvijek nismo vidjeli kako mo�emo zapravo
jednu funkciju poput f(x) = x+5 zapisati koriste�i lambda zapis. Stoga, da
bismo mogli da radimo neke elementarne raqunske operacije, uvex�emo pojam
numerala, koji �e nam zapravo predstav	ati lambda zapis za nenegativne
cijele brojeve. Numerale zapisujemo i definixemo na s	ede�i naqin:

0 ≡ λfx.x

1 ≡ λfx.f(x)

2 ≡ λfx.f(f(x))

3 ≡ λfx.f(f(f(x)))

...

n ≡ λfx. f(f(...(f(x))...))︸ ︷︷ ︸
f se ponav	a n puta

.
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Vrlo qesto, da bi se izbjegao prethodni zapis numerala n, koristi se isti
zapis u s	ede�em obliku: λfx.fn(x).

Da se podsjetimo, upoznati smo sa dvije elementarne funkcije koje smo
ranije spomi�ali: funkciju identiteta, koja za svako x vra�a isto to x, i
koja se zapisuje kao λx.x, kao i konstantnu funkciju (koju nismo eksplicitno
spomi�ali, ali se pro�imala kroz naxe primjere), koja za bilo koju vrijed-
nost x vra�a neku konstantu c, i koja se lambda zapisom obi	e�ava sa λx.c.

Kada znamo sve ovo, mo�emo krenuti sa definisa�em nekih osnovnih fu-
nkcija koje �e nam pomo�i da shvatimo kako se ovaj sistem koristi u svijetu
aritmetike.

Krenimo prvo sa funkcijom Sljedbenik koja za numeral n vra�a numeral
n+ 1. Zapiximo to na s	ede�i naqin:

Sljedbenik n ≡ n+ 1

ili

Sljedbenik λfx.fn(x) ≡ λfx.fn+1(x) ≡ λfx.fn(f(x)) (2.1)

Na osnovu (2.1) mo�emo lako uoqiti da su numerali n i n+ 1 popriliqno
sliqni - jedino se razlikuju u tome xto se onamo gdje se u zapisu numerala
n nalazi samo promjen	iva x, u numeralu n+ 1 se nalazi izraz f(x), tj. fx.
Odatle mo�emo zak	uqiti da va�i s	ede�e:

nf(fx) ≡
(λfx.fn(x))f(fx) ≡
(λx.fn(x))(fx) ≡
fn(fx) ≡
fn+1(x)

tj. da se primjenom izraza f i (fx) redom na numeral n dobija tijelo lambda
izraza numerala n+ 1. To znaqi da bismo od jednog numerala dobili numeral
za jedan ve�i, morali bismo da koristimo lambda izraz Sljedbenik koji �e
izgledati ovako:

Sljedbenik ≡ λnfx.nf(fx)

Sljedbenik n ≡ λfx.nf(fx) ≡ λfx.fn+1(x) ≡ n+ 1

Po ovom sliqnom postupku se mogu na�i i ostale funkcije: vidimo koji niz
transformacija moramo izvrxiti da bismo od jednog izraza dobili nexto xto
liqi na drugi izraz, i na osnovu toga definixemo tra�enu funkciju.



12 2. Lambda raqun

Isto tako, mo�emo na�i funkcije Zbir i Proizvod koje redom vra�aju zbir
i proizvod dva numerala. Zapiximo to na s	ede�i naqin:

Zbir n m ≡ n+m

Proizvod n m ≡ nm.

Iz definicije numerala, imamo da va�i s	ede�e:

n+m ≡ λfx.fn+m(x) ≡ λfx.fn(fm(x))

nm ≡ λfx.fnm(x) ≡ λfx. fn(fn(...(fn(x))...))︸ ︷︷ ︸
fn se ponav	a m puta

a iz lambda zapisa numerala n i m znamo da va�i:

n f x ≡ fn(x)

m f x ≡ fm(x).

Iz ovih stvari mo�emo lako zak	uqiti da va�i s	ede�e:

n f (m f x) ≡ m (n f) x ≡
n f (fm(x)) ≡ m (λx.(fn(x))) x

fn(fm(x)) ≡ λx.(λx.(fn(x)))((λx.(fn(x)))(...((λx.(fn(x)))(x))...)) x ≡
fn+m(x) fnm(x)

na osnovu qega mo�emo zak	uqiti da se Zbir i Proizvod mogu definisati na
s	ede�i naqin:

Zbir ≡ λnmfx.nf(mfx)

Proizvod ≡ λnmfx.m(nf)x.

Isto ovako, mogu se na�i i funkcije za recimo odre�iva�e stepena numerala,
kao i mnoge druge, ali �ih ne�emo pro�i u ovom radu, ve� ih ostav	amo qitaocu
na razmix	a�e.

2.6.1 Rekurzija

Pojam rekurzije je generalno svima poznat iz oblasti matematike i infor-
matike, a u lambda raqunu, ona nam mo�e pomo�i u mnogim, konkretno arit-
metiqkim, problemima. Da bismo mogli da primjenimo rekurziju u lambda
raqunu, moramo uvesti pojam ure�enog para numerala, koji se definixe na
s	ede�i naqin:

(m,n) ≡ λfgx.fm(gn(x)).
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Tako su recimo:

(0, 0) ≡ λfgx.x

(1, 0) ≡ λfgx.f(x)

(1, 1) ≡ λfgx.f(g(x))

...

Da bismo mogli da koristimo ure�ene parove numerala, moramo definisati
nekoliko osnovnih operacija nad �ima. Prvo �emo definisati operator Upari
koja za numerale m i n daje par numerala (m,n). Sliqno Zbir-u, mo�emo lako
zak	uqiti da bismo uparili m i n, na m moramo primjeniti f i (n g x), pa
imamo:

m f (n g x) ≡ m f gn(x) ≡ fm(gn(x))

te se stoga naxa funkcija Upari mo�e definisati kao:

Upari ≡ λmnfgx.mf(ngx).

Tako�e, trebaju nam neki operatori koji �e nam za ure�eni par numerala
vratiti prvi, odnosno drugi numeral. Nazva�emo te operatore Prvi i Drugi.

Prvi (m,n) ≡ m

Drugi (m,n) ≡ n.

Ako posmatramo definiciju ure�enog para numerala, i uporedimo je sa defini-
cijom numerala, mo�emo uoqiti da mo�emo dobiti jednu od dvije koordinate
ure�enog para ukoliko jednu od promjen	ivih f i g u apstrakciji zamjenimo
funkcijom (λx.x). Odatle dobijamo s	ede�e:

(m,n) f (λx.x) x ≡ fm

(m,n) (λx.x) g x ≡ gn.

Stoga, Prvi i Drugi �emo definisati na s	ede�i naqin:

Prvi ≡ λPfx.Pf(λx.x)x

Drugi ≡ λPgx.P (λx.x)gx.

Sada kada smo uveli ove operatore, mo�emo dati neke primjere za to gdje se u
lambda raqunu mo�e primjeniti rekurzija. Jedan takav primjer je definisa�e
operatora Prethodnik, koji nasuprot Sljedbenik-u, za numeral n vra�a numeral
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n− 1. Da bismo doxli do Prethodnika-a, koristi�emo pomo�ni operator Pom1
koji radi s	ede�e:

Pom1 (m,n) ≡ (m+ 1,m).

Tako �emo mo�i da Pom1 primje�ujemo n puta na numeral (0, 0), i time bismo
dobili numeral (n, n− 1):

(0, 0)
Pom17−−−−−−−→ (1, 0)

Pom17−−−−−−−→ (2, 1)
Pom17−−−−−−−→ ...

Pom17−−−−−−−→ (n, n− 1).

Ako ka�emo da je neko P ure�eni par numerala, od �ega Pom1 pravi numeral
po s	ede�em principu:

Pom1 P ≡ Upari (Sljedbenik (Prvi P )) (Prvi P ).

Odatle, Pom1 mo�emo definisati koriste�i prethodno uvedene funkcije na
s	ede�i naqin:

Pom1 ≡ λP.Upari (Sljedbenik (Prvi P )) (Prvi P ).

Kao xto smo ranije rekli, nama je ci	 da dobijemo prethodnik numerala n,
koji �emo dobiti iz ure�enog para numerala (n, n− 1), do kojeg �emo do�i na
s	ede�i naqin:

Pom1 (0, 0) ≡ (1, 0)

Pom1 (Pom1 (0, 0)) ≡ Pom1 (1, 0) ≡ (2, 1)

...

Pom1 (Pom1 (...(Pom1 (0, 0))...))︸ ︷︷ ︸
Pom1 se pojav	uje n puta

≡ (n, n− 1)

tj. na numeral n �emo primjeniti Pom1 i (0, 0):

n Pom1 (0, 0) ≡ (λfx.f(f(...(f(x))...))) Pom1 (0, 0) ≡ (n, n− 1).

S obzirom da se nama tra�i prethodnik numerala n, od dobijenog ure�enog
para numerala, mi �emo tra�iti drugi numeral. Iz svega ovoga dobijamo da
�e izraz za operator Prethodnik izgledati ovako:

Prethodnik ≡ λn. Drugi (n Pom1 (0.0))

tj. ako zamjenimo Pom1 za ranije dobijeni izraz:

Prethodnik ≡ λn. Drugi (n (λP.Upari (Sljedbenik (Prvi P )) (Prvi P )) (0.0)).



2.6. Aritmetika 15

Drugi primjer primjene rekurzije u lambda raqunu jeste operator Faktorijel,
koji za neki numeral n vra�a numeral n!:

Faktorijel n ≡ n · (n− 1) · ... · 2 · 1 ≡ n!.

U ovom sluqaju, koristi�emo pomo�ni operator Pom2 koji funkcionixe po
s	ede�em principu:

Pom2 (m,n) ≡ (mn, n+ 1).

Mo�emo uvidjeti da kada primjenimo n puta na ure�eni par numerala (1, 1),
dobijamo ure�eni par numerala oblika (n!, n+ 1):

(1, 1)
Pom27−−−→ (1, 2)

Pom27−−−→ (2, 3)
Pom27−−−→ (6, 4)

Pom27−−−→ ...
Pom27−−−→ (n!, n+ 1).

Ako je P neki ure�eni par numerala, od �ega Pom2 pravi novi numeral na
s	ede�i naqin:

Pom2 P ≡ Upari(Proizvod (Prvi P ) (Drugi P ))(Sljedbenik (Drugi P )).

Odavde mo�emo zak	uqiti da se Pom2 mo�e zapisati kao:

Pom2 ≡ λP.Upari(Proizvod (Prvi P ) (Drugi P ))(Sljedbenik (Drugi P )).

Na isti naqin na koji smo dobili izraz Prethodnik, sada �emo tra�iti da
se operator Pom2 izvrxi n puta nad ure�enim parom numerala (1, 1), i tako
dobijamo (n!, n+ 1):

Pom2 (1, 1) ≡ (1, 2)

Pom2 (Pom2 (1, 1)) ≡ Pom2 (1, 2) ≡ (2, 3)

...

Pom2 (Pom2 (...(Pom2 (1, 1))...))︸ ︷︷ ︸
Pom2 se pojav	uje n puta

≡ (n!, n+ 1)

te nam lambda izraz za Faktorijel izgleda ovako:

Faktorijel ≡ λn.Prva (n Pom2 (1, 1))

Faktorijel ≡ λn.Prva (n (λP.Upari(Proizvod (Prvi P ) (Drugi P ))

(Sljedbenik (Drugi P ))) (1, 1)).

Rekurzija se mo�e primjeniti u mnogim drugim sliqnim problemima, kao
xto su razliqite sume ili proizvodi. U svima, ideja je ista kao u prethodna
dva primjera: nalazi se neka pomo�na funkcija koja vrxi neke transforma-
cije izme�u ure�enih parova numerala, i onda te transformacije primje�ujemo
odre�eni broj puta.
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2.7 Logika

Iako smo to mogli donekle da primjetimo u aritmetici, lambda raqun ima
veliku primjenu u programira�u upravo kroz �egovu primjenu u logici, s
obzirom da se programira�e vrlo qesto svodi na kombinaciju elementarnih
logiqkih pravila. Upoznati smo sa qi�enicom da se sve u svijetu infor-
matike mo�e svesti na nizove koji se sastoje od 0 i 1, i na razmatra�e kada je
nexto taqno, odnosno netaqno. Kao xto smo u aritmetici definisali nenega-
tivne cijele brojeve preko numerala, tako u logici mo�emo definisati lambda
izraze za taqno i netaqno, odnosno TRUE i FALSE na s	ede�i naqin:

TRUE ≡ λxy.x FALSE ≡ λxy.y.

U lambda raqunu mo�emo zapisati i if izraze kao xto bismo to uradili u
klasiqnom programira�u, i to radimo na s	ede�i naqin:

if m then n else k ≡ m n k

tj. ako je ispu�en izrazm, onda va�i n, a inaqe va�i k. Na ovaj naqin mo�emo
definisati osnovne logiqke operacije, koje �emo definisati u ovom poglav	u.

Definiximo prvo operatorAND koji vra�a rezultat konjunkcije dva izraza:

AND p q ≡ (p ∧ q)

AND TRUE TRUE ≡ TRUE

AND FALSE TRUE ≡ FALSE

AND TRUE FALSE ≡ FALSE

AND FALSE FALSE ≡ FALSE.

Ako radimo konjunkciju od izraza p i q redom, znamo da ako je p taqno, moramo
da posmatramo vrijednost izraza q, a inaqe �emo odmah dobiti netaqno. Stoga,
AND mo�emo zapisati kao:

AND ≡ λpq.p q FALSE.

Na sliqan naqin, posmatrajmo operator OR, koji vra�a rezultat disjunkcije
dva izraza:

OR p q ≡ (p ∨ q)

OR TRUE TRUE ≡ TRUE

OR FALSE TRUE ≡ TRUE

OR TRUE FALSE ≡ TRUE

OR FALSE FALSE ≡ FALSE.
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Po sliqnom principu kao za AND, ako imamo neka dva izraza p i q redom
nad kojima vrximo disjunkciju, znamo da ako je p ispu�eno, onda treba da
dobijemo taqno, a inaqe provjeravamo vrijednost izraza q. Stoga, dobijamo da
se OR mo�e zapisati na s	ede�i naqin:

OR ≡ λpq.p TRUE q..

U matematiqkoj logici, negacija predstav	a promjenu taqnosti nekog izraza.
U lambda raqunu, negaciju bismo definisali kao operator NOT koriste�i
prethodni metod na s	ede�i naqin:

NOT ≡ λp.p FALSE TRUE

jer ako je p taqan, treba da dobijemo vrijednost FALSE, a inaqe TRUE.
Koriste�i negaciju, mo�emo uvesti ekvivalenciju i ekskluzivnu disjunkciju

na s	ede�i naqin:

EQUIV ≡ λpq.p q (NOT q)

XOR ≡ λpq.p (NOT q) q

.

To mo�emo objasniti na s	ede�i naqin, ako posmatramo izraz p u ekvivalen-
ciji, za taqnu vrijednost p-a, tra�imo da li je q taqno, a inaqe da li je q
netaqno, dok za ekskluzivnu disjunkciju va�i obrnuto.

Koriste�i ove funkcije, mo�emo kasnije definisati kompleksnije logiqke
izraze i time pre�i na logiqki naqin razmix	a�a u lambda raqunu.

2.8 Kombinatori

Kombinatore mo�emo definisati kao lambda izraze koji u sebi nemaju slobod-
nih promjen	ivih. Ideja kombinatorne logike jeste da se svi lambda izrazi
nizom transformacija dovedu do konaqne kombinacije kombinatora, ne ostav	aju�i
za sobom ni jednu slobodnu promjen	ivu. Danas postoji definisani skup kom-
binatora koji se uglavnom koriste u lambda raqunu, a mi �emo pro�i samo
najbitnije:

Simbol Naziv Definicija
I Identitet λx.x
K Kestrel/TRUE λxy.x
S Supstitucija λabc.ac(bc)
C Cardinal λfab.fba
M Mockingbird λx.xx
KI Kite/FALSE λxy.y
B Bluebird λfab.f(ab)
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Interesantna qi�enica je da se danas, pored kratkih simbola, one uglavnom
nazivaju po imenima ptica, jer je Haskel Kari, jedan od zaqetnika kombina-
torne logike, bio veliki obo�avate	 ptica, dok ime Mojseja Xejnfinkela,
drugog zaqetninka kombinatorne logike, ima znaqe�e "lijepa ptica".

Kada ve� priqamo o kombinatorima, mo�emo uvesti i pojam kombinatornog
izraza.

Definicija 2.8.1. Pretpostavimo da imamo beskonaqan niz izraza v0, v1,...
koje se zovu promjen	ive, i konaqan niz izraza koji se zovu atomske konstante,
uz tri osnovna kombinatora, I, K i S. Kombinatornim izrazom nazivamo one
koji ispu�avaju s	ede�a pravila:

1. Sve promjen	ive, atomske konstante i osnovni kombinatori I, K i S su
kombinatorni izrazi.

2. Ako su A i B kombinatorni izrazi, onda je i (AB) kombinatorni izraz.

Kombinatorna logika popriliqno naliqi klasiqnom lambda raqunu, samo
nemamo vixe apstrakcije, i kroz izraze se uglavnom pro�imaju I, K i S.
Me�utim, jedan od principa koji se pojav	uje u kombinatornoj logici, ali
ne i u klasiqnom lambda raqunu, jeste tzv. slaba redukcija. Idejno, ista je
β-konverziji, jedina razlika je xto slaba redukcija ima drugaqiju sintaksu.

Definicija 2.8.2 (Slaba redukcija). Bilo koji kombinatorni izraz ob-
lika IX, KXY i SXY Z se nazivaju slabim redeksima. Sama slaba redukcija
se obi	e�ava sa ▷w i definixe na s	ede�i naqin:

IX ▷w X KXY ▷w X SXY Z ▷w XZ(Y Z).

U skladu sa ovim, postoji i slaba normalna forma, kao i teorema koja tvrdi
da su dva izraza ekvivalentna ako se nizom slabih redukcija mogu svesti na
istu normalnu formu.

O kombinatorima, aritmetici i logici ima�emo vixe rijeqi u s	ede�oj
glavi, gdje �emo mo�i da vidimo realnu primjenu jednog ovakvog formalnog
sistema raquna�a.
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Funkcionalno programira�e

3.1 Uvod u funkcionalno programira�e

Funkcionalno programira�e mo�emo definisati kao programsku para-
digmu koja se zasniva na evaluaciji izraza, koji su sastav	eni od funkcija koje
nemaju promjen	ivo sta�e i samim tim sporedne efekte. Sporedni efekti

su sve pojave koje dovode do toga da funkcija za odre�eni skup vrijednosti
mo�e vratiti razliqiti skup rjexe�a. To mogu biti izmjene promjen	ivih,
odnosno tipova promjen	ivih, uqitava�e podataka iz konzole ili fajlova,
xtampa�e podataka u konzoli, itd.

Osnovna ideja funkcija u funkcionalnom programira�u jeste da se one
tretiraju kao objekti prve klase, tj. da svaka funkcija mo�e biti param-
etar neke funkcije, mo�e biti vra�ena kao vrijednost neke funkcije, ili se
pak mo�e dodijeliti nekoj promjen	ivoj u jednaqini. Ovo podsje�a na lambda
raqun, gdje smo ranije definisali neke operacije nad nekim drugim funkci-
jama. Kasnije �emo imati priliku da uoqimo jox paraleli izme�u lambda
raquna i funkcionalnog programira�a, jer kao xto smo ve� ranije naveli,
inspiracija za razvi�e ove programske paradigme stoji iza nauqnih sazna�a
do kojih su doxli Alonzo Qerq i Alan Tjuring u prvoj polovini proxlog
vijeka.

Iako je kao vid deklarativnog programira�a funkcionalno programira�e
znatno ma�e popularno od imperativnog, danas se qesto koristi u nauci i
raznim sferama industrije. Od funkcionalnih programskih jezika, najpoz-
natiji su: LISP, Haskell, Elixir, Erlang, Scheme,..., dok s	ede�i jezici, iako nisu
obavezno funkcionalni, tako�e imaju implementacije koje omogu�avaju rad u
funkcionalnom programira�u: C++11, C#, Kotlin, PHP, Python, Java, Scala,...

Mi �emo u ovom radu koristiti programski jezik Scala, jer je generalno lak
za razumijeva�e, i ima dosta sliqnosti sa Java jezikom.

19
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3.2 Uvod u Scala programski jezik

Prije nego xto se da	e udubimo u funkcionalno programira�e, mogli bismo
da ka�emo par rijeqi o programskom jeziku u kojem �emo pisati kodove koji se
nalaze u radu, kao i o sintaksi koja se u �emu koristi.

Za qitaoce koji bi htjeli da se oprobaju u Scala jeziku, postoji vixe op-
cija. Jedna od opcija je da se, umjesto preuzima�a i namjexta�a nekih novih
integrisanih razvojnih okru�e�a, kod pixe u veb-pregledaqu na sajtu: https:
//scastie.scala-lang.org/pEBYc5VMT02wAGaDrfLnyw. Za one koji vixe vole
da rade u nekom IDE-u, mogu to uqiniti u Eclipse-u ili u Visual Studio Code-u uz
dodatnu instalaciju Scala Metals biblioteke. Postoji opcija i da se kod kuca
u Command Prompt-u, uz dodatnu instalaciju Java 8 virtualne maxine. Vixe
informacija o opcijama za programira�e u programskom jeziku Scala nalaze se
na s	ede�em linku: https://docs.scala-lang.org/getting-started/index.

html.

U ovom programskom jeziku imamo dva naqina na koje mo�emo programirati:
mo�emo u terminalu pisati jednolinijske komande koje se izvrxavaju odmah
po pritisku Enter-a na tastaturi, ili mo�emo napisati vixelinijski kod u
nekom fajlu, koji �emo poslije kompajlovati i pustiti program da izvrxi ono
xto smo tra�ili.

Razmotrimo najprije prvu opciju, s obzirom da je lakxa za razumijeva�e.
Kada otvorimo Scala u terminalu, mo�emo unositi razliqite aritmetiqke i
logiqke izraze, kao i if selekcije. Pogledajmo primjer kako se u Scala jeziku
izraqunava vrijednost jednog aritmetiqkog izraza:

scala > 3 + 4 / 3 - 1 * 2
res0: Int = 2

Kao xto mo�emo primjetiti, program je dobijenu vrijednost automatski dodi-
jelio u neku fiksnu promjen	ivu res0, interpretirao kojeg tipa mora biti,
i odxtampao dobijenu vrijednost. Ako mi �elimo da uvedemo promjen	ive,
mo�emo to uqiniti korix�e�em k	uqnih rijeqi var i val:

scala > val Rezultat1 = 2 * 4 + 3 / 4
val Rezultat1: Int = 8

scala > var Rezultat2 = 9 / 4 + 3 * 4 / 8
val Rezultat2: Int = 3

Razlika izme�u var i val jeste u tome xto var deklarixe promjen	ive u pravom
smislu te rijeqi - one mogu poslije da mije�aju vrijednosti, za razliku od onih
koje su definisane sa val, koje zapravo predstav	aju konstantne vrijednosti,
i ne mogu da se mije�aju nakon deklaracije:

https://scastie.scala-lang.org/pEBYc5VMT02wAGaDrfLnyw
https://scastie.scala-lang.org/pEBYc5VMT02wAGaDrfLnyw
https://docs.scala-lang.org/getting-started/index.html
https://docs.scala-lang.org/getting-started/index.html
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scala > Rezultat2 = 5
// mutated Rezultat2

scala > println(Rezultat2)
5

scala > Rezultat1 = 2
^

error: reassignment to val

scala > println(Rezultat1)
8

Inaqe, Scala mo�e da radi nad s	ede�im skupom tipova podataka: Byte, Boolean,
Char, Short, Int, Long, Float, Double. Bitno je znati da Double quva preciznost
do 15 cifara, kao i da se maksimalne vrijednosti svakog tipa podataka mo�e
na�i pomo�u komande MaxValue.
Ukoliko �elimo da uk	uqimo neku od biblioteka sa dodatnim funkcijama, to
radimo preko komande import na s	ede�i naqin:

scala > import scala.math._
import scala.math._
// biblioteka sa matematickim funkcijama

Sliqno Java i C/C++ jezicima, u funkcionalnom programira�u mo�emo ko-
ristiti s	ede�e operatore: + =, − =, ∗ =, / =, % = u aritmetiqkim izrazima,
&&, ||, ! u logiqkim izrazima, kao i relacione simbole >, <, >=, <=, ==, ! =.
Tako�e imamo i while, do while i for pet	e. Tu su jox mnogi drugi operatori
i funkcije, koje �emo uvesti kada nam budu trebali. Kao xto bismo to inaqe
radili u drugim programskim jezicima, i u Scala jeziku mo�emo se koristiti
sa if izrazima:

scala > val P = 4
val P: Int = 4

scala > val IfCase = if (P >= 5) "yes" else "no"
val IfCase: String = no

scala > val IfCase2 = if ((P >= 2) && (P <= 3)) "First Case"
else if ((P > 3) && (P <=5)) "Second Case"
else "Third Case"

val IfCase2: String = Second Case

Tako�e, mo�emo definisati funkcije i metode, koji su dva popriliqno sliqna
pojma, qiju �emo fundamentalnu razliku objasniti u nekom od narednih pogla-
v	a. Za sada �emo samo re�i da se metode definixu uz k	uqnu rijeq def, dok
se funkcije definixu nezavisno. Pogledajmo kako se vrxi definisa�e jedne
funkcije i jednog metoda u s	ede�em primjeru:
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// funkcija
scala > val Reciprocan = (x : Double) => 1 / x
val Reciprocan: Double => Double = $Lambda$1094 /0 x000000010077b040@7
9a1f0a1

scala > Reciprocan (2)
val res3: Double = 0.5

// metoda
scala > def Zbir(x : Int , y : Int): Int = x + y
def Zbir(x: Int , y: Int): Int

scala > println(Zbir (1,3))
4

Kao xto mo�emo primjetiti u sintaksi funkcije i metode iz prethodnog prim-
jera, (x : Double) => 1 / x ukazuje na to da se u navedenoj funkciji za neku
realnu vrijednost x vra�a �emu reciproqna vrijednost, dok (x : Int, y : Int):
Int ukazuje na to da nam data metoda za neke cijelobrojne vrijednosti x i y
vra�a neku cijelobrojnu vrijednost. U metodama ponekad ne moramo eksplic-
itno naglasiti koji tip podataka mora da vrati, te smo navedenu metodu mogli
da uvedemo samo kao Zbir(x : Int, y : Int).
Kada �elimo da definixemo metodu koja nam ne vra�a nikakvu konkretnu vri-
jednost, koristi�emo izraz Unit. Suxtinski, podsje�a na void tip podataka u
drugim programskim jezicima, kao xto su Java ili recimo C/C++.

scala > def Stampaj(ime: String ): Unit={ println("Moje ime je "+ime)}
def Stampaj(ime: String ): Unit

scala > val test = Stampaj("Ivana")
Moje ime je Ivana
val test: Unit = ()

Ukoliko �elimo da pixemo kod u fajlu sa .scala ekstenzijom, nax kod �e imati
strukturu sliqnu kodovima u jeziku kao xto je recimo Java. Sve xto smo do
sad spomenuli od ugra�enih funkcija i operatora mo�emo koristiti u regu-
larnom kodu, uz neke dodatke kao xto su klase i objekti.
Klase nam slu�e za definisa�e naxih tipova podataka, zajedno sa skupom
funkcija, konstruktora i destruktora usko vezanih za �ih. Da bismo defin-
isali klasu, koristimo k	uqnu rijeq class, pored kojeg upisujemo proizvo	no
ime klase nad kojom radimo, kao i skup parametara klase sa �ihovim tipovima.

class Tacka (x: Int , y: Int){
def Prva (): Unit = { println("Prva koordinata : " + x) }
def Druga (): Unit = { println("Druga koordinata : " + y) }

}
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Ukoliko u kodu �elimo da imamo neki podatak sa tipom koji smo zadali kla-
som, koristi�emo k	uqnu rijeq new kao u s	ede�em primjeru:

val tacka1 = new Tacka (3,0)
// x = 3, y = 0
val tacka2 = new Tacka(x = 2)
// y nece imati konkretnu dodijeljenu vrijednost
val tacka3 = new Tacka(y = 9)
// x nece imati konkretnu dodijeljenu vrijednost
val tacka4 = new Tacka
// ni x ni y nece imati konkretne dodijeljene vrijednosti

Konstruktore mo�emo dodati tako xto �emo u klasi za neki argument pored
�egovog tipa dopisati znak = i konkretnu poqetnu vrijednost koju �elimo da
podatak ima.
Objekte mo�emo definisati kao klase koje ne mogu da se instanciraju, tj. ne
mogu se pozivati sa k	uqnom rijeqju new i ne definixu tip podataka. Metode
koje su napisane u okviru objekata se mogu pozivati bilo gdje u kodu, i treti-
raju se kao statiqki metodi u Java jeziku. Oni se inaqe definixu uz rijeq
object, kao u s	ede�em primjeru:

object PrimjerObjekta{
...

}

Da bi nax kod funkcionisao kako treba, u barem jednom od objekata u programu
mora se na�i metoda main(args: Array[String]), u kojoj se zapravo izvrxava pozi-
va�e svih sporednih metoda, kao i poveziva�e sa ostalim klasama i objektima.
Stoga, jedan jednostavan program u ovom programskom jeziku bi izgledao ovako:

object Program1{
def main(args: Array[String ]) = {

val a = 2
val b = 5
println("Zbir brojeva "+ a +" i "+ b +" iznosi "+ (a+b))
// a + b = 2 + 5 = 7

}
}

Za one koji �ele da se vixe informixu o Scala jeziku i �egovoj sintaksi
i funkcijama, to mo�e uqiniti na zvaniqnom sajtu ovog programskog jezika:
https://www.scala-lang.org/. Sada kada smo dali jedno elementarno po-
jax�e�e principa po kojima funkcionixe ovaj unikatan programski jezik,
mo�emo da se vratimo na priqu o funkcionalnom programira�u, gdje �emo tu
i tamo uk	uqiti neki ilustrativni primjer u Scala kodu.

https://www.scala-lang.org/
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3.3 Qiste funkcije. Referencijalna trans-

parentnost

Kao xto smo rekli u uvodu, funkcionalno programira�e radi samo sa onim
funkcijama koje ne zavise od nekih stranih promjen	ivih faktora koje in-
aqe nazivamo sporednim ili nepo�e	nim efektima. Funkcije koje nemaju
nikakve sporedne efekte se nazivaju qistim funkcijama [5][6]. Jox jedan
naqin na koji bismo mogli opisati qiste funkcije jeste kao funkcije koje
se za bilo koju vrijednost koja im je dodije	ena uvijek preslikavaju u taqno
odre�enu vrijednost (odnosno svaka vrijednost iz domena funkcije je mapirana
na taqno definisanu i nepromjen	ivu vrijednost). Primjer jedne neqiste
funkcije jeste Random() iz Scale, koja generixe nasumiqne brojevne vrijed-
nosti na predefinisanom intervalu cijelih brojeva. Posmatrajmo primjer
jedne qiste funkcije koju �emo zapisati u obliku metoda Proizvod:

scala > def Proizvod(x: Int , y: Int):Int = (x * y)
Proizvod: (x: Int , y: Int)Int

scala > val P = Proizvod (2,6)
P = 12

Poput onoga xto smo ve� rekli, za vrijednosti 2 i 6 uvijek �e nam metoda
Proizvod vratiti vrijednost 12. Stoga, ne bismo pogrijexili ako bismo svako
pojav	iva�e Proizvod(2,6) zamijenili sa brojem 12. Ova osobina da se qista
funkcija sa odre�enim skupom parametara mo�e uvijek zamijeniti sa �enom
vrijednox�u, bez ikakvog uticaja na program, se naziva referencijalna

transparentnost [6]. Ova osobina znaqajno olakxava debug-ova�e programa,
i rjexava�e kompleksnih problema u kodu, a pogotovo onih kodova koji se sas-
toje od strogo qistih funkcija.

3.4 Anonimne funkcije

U naxem kodu, mo�e se desiti da neku funkciju �elimo iskoristiti samo
jednom, i time �elimo zaobi�i definisa�e nove funkcije sa imenom, listom
argumenata sa �ihovim parametrima, tipom podatka koji funkcija treba da
vrati, kao i samo tijelo funkcije. To mo�emo posti�i korix�e�em anon-

imnih funkcija, koje su zapravo funkcije bez dodije	enog imena.
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// standardna funkcija
def Sljedbenik(n: Int) = { n + 1 }

// anonimna funkcija
(n: Int) => n + 1

U ovom primjeru, mo�emo vidjeti standarndnu i anonimnu implementaciju
funkcije koja vra�a s	edbenik nekog broja. Da smo pisali kod, i da nam se
bax u tom trenutku javila potreba da iskoristimo ovu funkciju, ne bismo
bili u obavezi da kreiramo novu funkciju sa imenom, ako je ne�emo koristiti
u ostatku koda [7].
Anonimne funkcije se mogu povezati i sa izrazima u lambda raqunu, gdje ni
jedna takore�i funkcija nije imala ime, i nije se pozivala po imenu, ve� se
pamtila po operacijama koje izvrxava, argumentima koje uzima, i vrijednosti
koju vra�a.

3.5 Funkcije kao objekti prve klase

Prije nego xto za�emo u dub	u priqu, definiximo objekte prve klase.

Definicija 3.5.1. Objekat prve klase jeste entitet koji mo�e da trpi sve
operacije koje se mogu primjeniti na druge konkretne vrijednosti. To obuhvata:

1. pros	e�iva�e argumenta funkcije,

2. vra�a�e iz funkcije,

3. dodje	iva�e nekoj promjen	ivoj.

S obzirom da smo ve� ranije rekli da su funkcije u funkcionalnom pro-
gramira�u objekti prve klase, to znaqi da mo�emo vrxiti sve prethodno nave-
dene operacije nad �ima. Kako bi qitalac mogao bo	e razumjeti kako se ovo ra-
zlikuje od objektno-orijentisanog programira�a, pro�imo kroz nekoliko prim-
jera.

3.5.1 Pros	e�iva�e funkcije kao argumenta funkcije

Da bismo mogli da uvedemo primjer za pros	e�iva�e funkcija kao argumenata
funkcija, uvedix�emo pojam lista u Scala programskom jeziku.
Liste u Scali se definitely na s	ede�i naqin:



26 3. Funkcionalno programira�e

scala > val Lista: List[Int] = List(1, 9, 7, 4, 8, 2, 3)
val Lista: List[Int] = List(1, 9, 7, 4, 8, 2, 3)

scala > val Imena: List[String] = List("Ivana", "Iva", "Ivan")
val Imena: List[String] = List(Ivana , Iva , Ivan)

Uz liste, imamo i niz razliqitih funkcija koje mogu koristiti za obradu
lista, kao xto su head (vra�a glavu liste), tail (vra�a sve elemente liste
osim glave), reverse (obr�e qlanove liste),... Me�utim, mi �emo se trenutno
fokusirati na jednu drugu funkciju koja se zove map, koja vra�a listu nakon
xto izvrxi neku predefinisanu operaciju nad svim funkcijama.

object Program2{
def main(args: Array[String ]) = {

val a : List[Int] = List (1, 2, 3, 4, 5)

val b : List[Int] = a.map(x => x + 2)

println(b) // (3, 4, 5, 6, 7)
}

}

Kao xto smo ranije naveli, funkcija map prvo poziva neku drugu funkciju
kao svoj argument, i zatim, pomo�u te funkcije, ona izvrxava mije�a�e vri-
jednosti qlanova liste. U ovom primjeru, funkcija koja je bila pros	e�ena
kao argument je bila funkcija koja uve�ava neki broj za 2, i samim tim, u
naxoj listi �e se izmijeniti brojevne vrijednosti i posta�e List(3, 4, 5, 6, 7).

3.5.2 Vra�a�e funkcije iz funkcije

U ovom primjeru, koristi�emo funkciju koja vra�a ime i prezime neke osobe.

scala > def ImeIPrezime(Ime: String) = (Prezime: String) =>
{ Ime + " " + Prezime }
def ImeIPrezime(Ime: String ): String => String

scala > val ime = ImeIPrezime("Ivana")
val ime: String => String = $Lambda$1068 /0 x0000000100755840@
d512c1

scala > ime("Djurovic")
val res0: String = Ivana Djurovic

Metodu ImeIPrezime definisali smo kao funkciju koja za neki parametar Ime
vra�a anonimnu funkciju koja uzima parametar Prezime i vra�a kombinaciju
ta dva stringa. Zatim, ime definixemo kao prethodno navedenu anonimnu
funkciju sa unexenim parametrom Ime=”Ivana”. Na kraju, samo pozivamo
funkciju ime sa stringom ”Djurovic” kao parametrom, i time dobijamo tra�enu
kombinaciju.
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3.5.3 Dodje	iva�e funkcije nekoj promjen	ivoj

U s	ede�em primjeru, mo�i �emo da vidimo jedan jednostavan primjer dodijele
funkcije nekoj promjen	ivoj.

scala > def Proizvod(x: Int , y: Int) = (x * y)
def Proizvod(x: Int , y: Int): Int

scala > var d = Proizvod _
var d: (Int , Int) => Int = $Lambda$1086 /0 x0000000100770040@
30259 c61
// donja crta ukazuje na to da ignorisemo parametre

scala > d(4,5)
val res3: Int = 20

Kao xto mo�emo uoqiti, nakon xto izvrximo dodjelu funkcije bez parametra
nekoj promjen	ivoj d, onda d mo�emo tretirati kao funkciju, i pozivati je
kao da je Proizvod. Ovo smo mogli uoqiti i u prethodnim primjerima, ali ovaj
malo bo	e ilustruje sam ovaj princip.

3.6 Funkcije vixeg reda

Funkcije vixeg reda (higher-order functions) su one funkcije koje uzimaju
druge funkcije kao argumente ili vra�aju funkcije. �ih smo nesvjesno ko-
ristili u prethodnim primjerima, poput funkcije map koju smo spomenuli u
3.4.1, ili kao metode ImeIPrezime koju smo uveli u 3.4.2. Va�no je napomenuti
da nemaju svi programski jezici implementaciju funkcija vixeg reda, kao
recimo Java. Zato je Scala mnogo bo	i i fleksibilniji jezik za funkcionalno
programira�e od Jave.

Mo�emo se zapitati zaxto su nam funkcije vixeg reda toliko znaqajne?
Da bismo dali odgovor na ovo pita�e, pogledajmo s	ede�i program:

object Program3{

def main(args: Array[String ]) = {

val Niz: Array[Int] = Array(1, 2, 3, 4, 5)
for(i <- 0 to (Niz.length - 1)) {

Niz(i) += 2
}
for(i <- 0 to (Niz.length - 1)) {

println(Niz(i)) // (3, 4, 5, 6, 7)
}

}
}

U �emu smo uveli niz sa cijelobrojnim vrijednostima (nizovi se definixu
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k	uqnom rijeqjy Array[Type], gdje je Type tip podataka u nizu). Nakon toga,
proxli smo kroz niz, i u �emu svaki broj pove�ali za 2, i na kraju smo odx-
tampali novodobijene vrijednosti niza. S obzirom da imamo neku operaciju
koja �e se izvrxiti nad svim qlanovima niza, nama bi bilo lakxe da napixemo
neku metodu koja bi nad nekim nizom izvrxila niz operacija koje bismo mi
definisali. Stoga, nax program mo�emo napisati i na s	ede�i naqin:

object Program4{

def MapArray(ar: Array[Int], f: Int => Int) = {
for(i <- 0 to (ar.length - 1)) {

ar(i) = f(ar(i))
}

}

def main(args: Array[String ]) = {

val Niz: Array[Int] = Array(1, 2, 3, 4, 5)

MapArray(Niz , x => (x + 2))

for(i <- 0 to (Niz.length - 1)) {
println(Niz(i)) // (3, 4, 5, 6, 7)

}
}

}

Kao xto se mo�e uoqiti, u kodu smo po uzoru na funkciju map definisali
metodu MapArray, koja iterira kroz niz, i nad svakim qlanom niza vrxi neku
operaciju. Kasnije, tu metodu pozivamo u metodi main, i time ona radi isto
ono xto smo radili u prethodnom kodu. Iako se kompleksnost programa nije
promijenila, drugi kod je sada qit	iviji od prvog, jer umjesto komplikacija sa
for pet	ama u main-u, mo�emo obaviti jedan poziv metode. Tako�e, ako budemo
imali neki drugi niz, ili neku drugu operaciju koju budemo htjeli da izvr-
ximo nad qlanovima nekog niza, mo�emo samo iskoristiti metodu MapArray
bez pisa�a novih for-ova. Uvo�e�em funkcija vixeg reda, pojednostav	uje se
struktura koda i apstrahuje se implementacija nekih kompleksnijih algori-
tama.
Ovdje mo�emo uoqiti jednu paralelu izme�u lambda raquna i funkcionalnog
programira�a. U lambda raqunu, sve smo tretirali kao funkcije, i nax rad
se svodio strogo na rad nad �ima. Postoja�e funkcija vixeg reda nam otvara
tu istu mogu�nost u programira�u - ono xto bi inaqe mogle samo biti neke
konkretne vrijednosti, sada postaju funkcije.
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3.7 Karijeve funkcije

Podsjetimo se prije svega xta su to Karijeve funkcije - to su funkcije koje
uzimaju vixe parametara jedan po jedan i vra�aju niz funkcija, koje zatim
nastav	aju da uzimaju parametre dok ne do�u do neke konkretne vrijednosti.
Funkcije sa vixe argumenata se dovode do Karijevih funkcija postupkom koji
se naziva Karijev postupak. Sada �emo pogledati kako mo�emo izvrxiti taj
postupak u Scali.
Pogledajmo s	ede�i kod:

object Program5{

def KlasicnaFunkcija (x: Int , y: Int) = {
x + y * y

}

def main(args: Array[String ]) = {

val f = KlasicnaFunkcija (2, 3) // f = 2 + 3 * 3 = 11
println(f)

}

}

Pomo�u metode KlasicnaFunkcija definisali smo ono xto bismo u matematici
zapisali kao funkciju f(x, y) = x+ y2. Ono xto mi �elimo da imamo jeste da
dobijemo funkciju h(x)(y) za koju va�i s	ede�e: h(x)(y) = (h(x))(y) = f(x, y).
To znaqi da �emo morati da definixemo metodu koja �e predstav	ati funkciju
vixeg reda, i to na s	ede�i naqin:
object Program6 {

def KarijevaFunkcija (x: Int) = (y: Int) => {
x + y * y

}

def main(args: Array[String ]) = {

val f = KarijevaFunkcija (2)(3) // f = 11
println(f)

val g = KarijevaFunkcija (4)(_)
// nismo unijeli drugu promjenljivu
println(g(5)) // g(5) = 4 + 5 * 5 = 29

}
}

Ovdje vidimo implementaciju Karijeve funkcije koja radi isto ono xto smo
htjeli da radi i metoda iz prethodnog primjera. Umain metodi mo�emo uoqiti
dva naqina poziva�a metode KarijevaFunkcija: promjen	ivoj f smo odmah dodi-
jelili vrijednost Karijeve funkcije sa oba parametra, dok smo promjen	ivoj
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g dodijelili zapravo funkciju koja bi se u matematiqkom obliku zapisala na
s	ede�i naqin: f(4, y) = g4(y) = 4 + y2. Poslije g pozivamo kao funkciju u
println() i �enoj promjen	ivoj dodije	ujemo vrijednost 5.

3.8 Rekurzija

Jedan od bitnijih principa u funkcionalnom programira�u su rekurzije,
koje predstav	aju funkcije koje pozivaju same sebe. Za primjer rekurzivne
funkcije, koristi�emo Fibonaqijev niz:

object Program7 {

def Fibonaci (n: Int): Int = {
if (n == 1 || n == 2) 1
else Fibonaci(n - 2) + Fibonaci(n - 1)

}

def main(args: Array[String ]) = {

for(i <- 1 to 10) println(Fibonaci(i))
// 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55

}

}

Glavni problem sa rekurzijama jeste u tome xto se mo�e desiti da one stvore
previxe poziva, koji �e pritom popuniti stek, xto mo�e da dovede do onoga
xto je inaqe u programira�u poznato kao ”stack overflow”. Postav	a se pi-
ta�e kako mo�emo izbje�i ovo, a odgovor se nalazi u jednom izuzetno korisnom
konceptu poznatom kao repna rekurzija, koji je usko povezan uz funkcionalno
programira�e.

3.8.1 Repna rekurzija

Repne rekurzije su one rekurzivne funkcije kod kojih se rekurzivni poziv
obav	a na samom kraju funkcije. U ovakvim rekurzivnim pozivima nemamo
problema sa pretrpava�em steka, s obzirom da nema potrebe za pam�e�em
prethodnog sta�a funkcije, jer se povratna vrijednost funkcije raquna samo
kao poziv samoj sebi. Da bismo ovo lakxe shvatili, pogledajmo s	ede�i prim-
jer:
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import scala.annotation.tailrec
// importuje se biblioteka za tailrec - repne rekurzije

object Program8
{

def Fibonaci(n: Int): Int =
{

// @tailrec - pocetak repne rekurzije
// a1 - prethodno stanje u Fibonacijevom nizu
// a2 - trenutno stanje u Fibonacijevom nizu
@tailrec def FibPom(n: Int , a1: Int , a2: Int): Int =
{

if (n == 1)
a1 + a2

else
FibPom(n - 1, a2 , a1 + a2)

}
FibPom(n, 1, 0)

}

def main(args:Array[String ]) = {

for(i <- 1 to 10) println(Fibonaci(i))
}

}

Da bismo izvrxili repnu rekurziju, moramo odraditi poziv rekurzivne funkcije
unutar funkcije koja �e nam dati kraj�i rezultat. Tako�e, mo�emo vidjeti
da smo time sto svaki put pamtimo vrijednosti prethodnog i trenutnog qlana
Fibonaqijevog niza zagarantovali da ne�emo imati nepotrebno trpa�e steka
[11].
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Zak	uqak

Prilikom prouqava�a ove teme pos	ed�ih nekoliko mjeseci, autor je imao
priliku da se upozna sa jednom drugaqijom i izuzetno interesantnom oblax�u,
koja povezuje dvije nauqne oblasti koje mu najdra�e: informatiku i matem-
atiku. Kroz ovaj rad, on je pokuxao da qitaocu pribli�i svoja sazna�a, koliko
uz definicije i teoriju koju je smatrao bitnom, toliko i uz primjere. Kroz
dio rada o lambda raquna, qitalac je imao priliku da se upozna sa time xta
su lambda izrazi i kakva je �ihova sintaksa, xta su to alfa i beta konverzije,
xta su to kombinatori, kao i kako se lambda izrazi mogu praktiqno koristiti
u oblastima aritmetike i logike. U glavi o funkcionalnom programira�u,
vidjeli smo jedan relativno nov programski jezik koji je prav	en po idejama
lambda raquna, i kroz �ega smo pokazali xta su to qiste funkcije, zaxto su
nam bitne anonimne funkcije i funkcije vixeg reda, kako programski mo�emo
implementirati Karijeve funkcije, kao i kako funkcionixu rekurzije.

S obzirom da je tema ovog rada gradivo koje se tradicionalno ne prouqava
za vrijeme sred�e xkole, autor se trudio da rad koncipira tako da bude
prilago�en qetvorogodix�em sred�oxkolskom obrazova�u iz programira�a.
Programi koji se nalaze u radu namjerno su bili jednostavniji, jer je za ci	
imao vixe da ilustruje ideje iza funkcionalnog programira�a, za razliku od
pisa�a nekih kompleksnih kodova i funkcionalnih programa. Time je htio
da qitalac ima priliku da idejno razumije funkcionalno programira�e, i
sa tim zna�em da mo�e poslije sam da ima priliku da istra�i kako se pixu
neki kompleksniji qisto funkcionalni programi.

Autoru je izuzetno drago xto je za maturski rad imao ovako zanim	ivu
temu, koja ga je dodatno podstakla da se interesuje za programira�e. Za kraj, on
se �eli zahvaliti svom mentoru Miloxu Arsi�u, koji mu je pomogao prilikom
izrade ovog rada sa razliqitim materijalima i usmjere�ima.
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