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1

YBOI

Hewma cymme y Tome 11a je mporpaMuparse jeJHa ojl, ako He W HajnomnyjgapHuja 0b1act
HayKe y JaHaIllbeM cBHUjeTy. JlaHammme reHepaluje opacTajy OKpYy:zKeHe pas3/iu-
YUTUM TeXHOJOTHjaMa M TUMe, KOJ MHOTHX Ce OJi MaJleHa TO0jaBU PAJJO3HAJIOCT U
JKeJba 32 JIa/bUM 1IPOYHYABAEM TEXHOJIOIIKUX HPUHIMIA. 1y Jby/in OOMYHO KpPEHy
ca IpoyvYaBambeM Pa3JIMIATHX UMIEPATHUBHAX MPOTPAMCKHX je3WKa, I/je ce CTPOro
dgokycupajy Ha IpUHIUIE TUX je3uKa. AJIH MOYXKEMO Ce 3aluTaThH: Ja JU je UMIepa-
TUBHO NMPOTpaMHUpame YBUjeK MPUMjEHUBO Y CBUM CHUTyalldjaMa, @ aKo jecTe, Ja JI
MOHEKaT MOYK/Ia TOCTOjU HEITO IITO MOYKe OUTH MPaKTUUYHHje O] Hera’

Y 1pBOj MOJOBUHU TPOILIOT BUjeKa, y CBUJETY MaTeMaTuke W UHEPOPMATHUKE
ce JIONLIO JI0 HEKUX PeBOJYIHMOHApPHUX OoTKpuha, Mehy KojuMa je u T3B. Jgambaa
PadyH, KOjHu MHjerba JIOTAJAllbU Morjie] Ha (hYHKIHje U HA TO IITa MOXKEMO pa-
JUTH ca muMa. Hemro kacHuje, Jbyju Cy YBUJjeJd Jla ce jejlaH OBaKaB CHUCTEM
MOYKJIa MOKe NMPUMjEeHUTH U Y CBHjeTy MH(pODPMATHKE, U THME Cy OTBOPEHA BpaTta
dbyHKIMoOHAMHOT TIporpaMupama. (OHO ce HCIOCTaB/ha U3Y3eTHO e(PeKTUBHUM
BHJIOM IIPpOTpaMHUpaiba, 300T TOTa IITO MI0jeIHOCTAB/bYje pjellleha HEKIMX HHAYEe KOM-
IJIEKCHUX ITPOo0JIeMa, U IPUTOM OJIAKIIaBa IPOrpaMepy mocao 300 reHepaJsine opra-
HU30BAHOCTHU KOja je KapaKTepUCTuiHa 3a (PYHKIUOHAJIHO HPOIPAMUPALE.

Y oBOM pajy, IHJb je OWO 1a ce YWTAJAI YBe/e V jeJaH HOBU CBUjeT Pa3MUIILI-
jara m3a HeKWX MpOTrpaMepcKuX MPUHIUINA, KOjU BjePOBATHO HUCY WUMATU TMPUIUKY
Jla BUJie y UMIEPpATUBHOM IporpaMmupaiby. Kpos jeany upudy o JjlamOia padyny,
quTaJall he UMaTH TPUJINKY Jla ce JeTas/bHHje YIIO3Ha Ca TUMe Kako je Taj dop-
MaJIHU PAYYHCKH CUCTEM KOHIUIHUPAH, Ka0 W Ja Ce YIO3Ha Ca MHOTHUM HOBUM TO-
jMoBuMa. KacHuje, y3 KO/I0Be KOjU €y MHCAHH Y MOJIEPHOM MPOTPAMCKOM jEe3UKY
Scala, BugjehemMo 1rTa je TO 3a1paBo pyHKIIMOHAIHO TPOTPAMHIPAHE, U 3aITO HAaM je
OHO Ka0 JIEKJIAPATUBHU BHJI IIPOIPAMUpaba OTPebHO Yy jlaHalimeM csujery. Mohu
hemo j1a BuamMO U KaKO Cy Tav9HO JamO/a padyH u (DYHKIHOHAJIHO HPOI'PAMHPAHHE



2 1. V¥VBogxg

OBE3aHH, OJHOCHO Tjije ce y (PYHKIIMOHATHOM IPOrPaMHUpAIby 3allpaBO jaBsbajy
OPUHIUOHN U3 JaMbIa padyHa.

Y apyroj riaBu, dmraJgal; he mohu jieTa/pHO Jia ce yIo3Ha Jia JaMO1a padyHOM
Kpo3 HU3 JIehUHUIIA]a U TTPUMjEpa.

Y Tpehoj riaBu, Kpo3 MporpaMckKu je3uk Scala miaycrpoBaheMo Heke OCHOBHE
OpUHIUIE v (DYHKIITOHATHOM IPOTPAMUPAILY .
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JlamOga pauyHn

2.1 V¥YBoa y A pauyH

TpumeceTux roguHa MPOILIOr BHjeKa, aMEPUIKH MaTeMaTudap u Jorudap AJoH3o
Yepu yBoau T3B. JamMbaa pavyH, KOju IpeacTaB/ba (pOpMaIHu CUCTEM KOju ce OaBu
padyHoM HaJ DyHKIHjaMa 1 06pajgoM uctuX. Vere rogune, eHIJIeCKH MaTeMaTHIap
u jgoruuap Anan Tjypunr nedunumnie xoumnent TjypuHroBe MaminmHe, Koja je 3a-
NpaBoO MaTeMaTU4YKHU MOJIEJ 3a jeJIHy alCTPAKTHY MAIIUHY KOja OM MaHUITYIUCAJIA
cuM0OOJIMMa Ha HEKO] Tpaly 1o ckymy ojpehenux mpasuia. Hakon oba orkpuha,
Tjypunr ycmjesa ma 1937. roamHe JoKake eKBUBAJIEHNH)Y m3Mely BUX J1BOje MO
nedbununujama Kiaaca dynknuja. VW smambaa pauyd u Tjypunrosa MmaimmHa cy ce
KaCHHUje TOKa3a/ M KA0 M3Y3€THO 3HAYAJHU MOJEJH y PAa3BOjy TEOpHje mporpaMCcKux
je3nKa - 1Mo UpWHIMIY TjypHHTOBE MAaIlMHE JAHAC pajie PA3JuIuTH UMIEPATUBHU
MPOTPAMCKH je3UIN, KA0 U aceMOJIEPCKHU je3UTiH, JOK Cy (PYyHKIIMOHAIHU TPOTPAMCKHI
jesunu 6a3upanu Ha Jamba padyHy. Cam JlamMb1a padyH ce 9eCTO Ha3UBa HAJMAUM
VHUBEP3aJHUM TPOTPAMCKHUM je3UKOM Ha CBHjeTY, H CBO]JY IPHUMjeHY HaJa3u y pa-
3/uuTUM cepama.

Y OBOM TIOTJIaBJBY, YUTAJIAI ie IMaTH TPUIUKY /1a ce O0Jbe YIO3HA ca MPABUINMA
1o KojuMa (bYHKIMOHUTIIEe JaMO1a pavdyH, KA0 U KaKO ce OH MOYKe KacHUje MOBe3aTH
ca MPOrPaMUPAELEM.

2.2 A-m3pas3m

Jla 6ucMo YmMTaOIly MPUOIMKUIA KJIejy JiaMOjia 3almca, mocMarpalieMo mpBo je-
HOCTaBHY (DYHKIIH]Y KOja IVIACH:

flx) ==,
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KOja ce MOKe 3allUCaTH U y cJbejelieM obIuKy:
frx— .

Y nam01a HOTAIWjU, MU TeXKUMO TOMe J1a u30jerHeMo Kopuliiheme Ha3uBa MYHKIIH]e,
Kao IITO je y OBOM IpuMjepy HasuB Haie dyukiuje f. da 6ucmo mocTuriu To, Mu
heMo oBy (bYHKIHMjY 3amucaT Ha cbeaehn HaIUH:

f=\x.x.

OBakaB 3amuc MOKeMO TYMAUHUTH Ha c/hbefehn HaumH: (DYHKIHja AT.T 3a CBaKO I
(Ax.z) Bpaha ucro To x (Ax.x). To x Mory GurTn HeKe KOHKDETHE BDHjeIHOCTH, AJIH
3aT0 MOry OuTH u (PYHKIIHje; MITABUIIE, MOYKEMO 3a T y3eTu u camy pyHKIujy f.
O3Haka A y 3amucy mpejicTaB/ba O3HAKY KOja yKa3yje Ha HModeTak JedUHHIIN]e HEeKe
dyHKIHje, ma GUCMO 3aIUC AX.T MOLJIA JIa IPOIUTAMO Ko ,,ieUHUAIIEMO (DYHKIIH]Y
KOja 3a cBako x, Bpaha ucto To x”.

Mozke ce mocTaBuTH TUTamE KAKO C& MOTY JaMO1a 3aIiucoM 3anucartu (pyHKIrje
ca Buire aprymenaTa. C o03upoMm 1a ce y Jambaa padyHy KopucTe (PyHKIIHje caMo ca,
0 jeJHUM aprymMeHToM, (bYHKIHje ca [0 BHIIe apryMeHaTa ce cBoje Ha 13B. Kap-
ujese dpyukuuje [10], koje cBoje HMe HOCE O AMEPHUYKOM MATEMATHYADY XACKETY
Kapujy. Hanme, KapujeBum mmporiecom ce y3uMma (hyHKIHja ca BUIIE apTyMeHaTa,
U OJ1 Bhe Ce IpaBu Hu3 (PYHKIMja ca 10 JeJHUM apryMeHTOM 110 c/bejieheM HpUHIUIY:

OpaBne pobujamo ga GyHKIM]Yy [ 3a0paBo MOXKEMO 3alUCATH y CibeaehemM o0JInKY:

f(z,y,2) = g(x)(y)(2)

IITO TPEJCTaB/ba Y CYIITUHU HU3 (DYHKIIM]a O/ KOJUX CBAKA 3aBUCH OJI [10 CAMO jeTHOT
nmapamerpa. Ilpumjep jenne Kapujese dyukiuje y mambaa paayny je \y.(Ax.zy),
KOja y3uMa ¥, 3a Koje Bpaha apyry dyHKIH]Y KOja y3uMa x 1 Bpaha HeKy BpHjeHOCT
KOja 3aBUCH O]l T U Y PEJIOM.

Cajza, Kaja 9uTagall UMa OCHOBHY CJHKY O TOMe Kako (PYHKIMOHHUIIE JTaMOIa
cuHTakca, Jedunucahemo mra je To samba uspas.

Hedbunnnuja 2.2.1. [IpernocraBumMo 1a HaM je JaT OeCKOHAYAH HU3 H3Pa3a vy, U1,
-+, KOje ce 30By IPOMjeH/bUBe, U KOHAYaH, OeCKOHAYAH, WM MPAa3aH HI3 U3pa3a Koje
ce 30By aTOMCKe KOHCTaHTE, KOje Ce MPUTOM Pa3IuKyjy o npoMjersbubmx. Ckyir
n3pasa Koju ce 30By A-m3pasm je jeduHncan Ha cipeaehn vHadumn:

1. CBe npoMjeH/bUBE M ATOMCKE KOHCTaHTe Cy A-u3pas3u (OBAKBU U3Da3U CE 30BY
aToMn),
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2. Ako cy A u B A\-uspasu, ouna je (AB) ucto A-u3pa3s (oBakaB U3pa3 ce HA3UBA
NpUMjeHa, WIN AlLIHKAIH]A),

3. Axo je A 6wio kakaB A-u3pas, u T OWIO KOja IPOMjeH/bUuBa, OHJA je (Ax.A)
HCTO A\-u3pa3 (OBAKaB M3pa3 Ce HA3UBA ANCTPAKIN]A).

4. Jlambaa n3pasu ce 100ujajy KOHAYHOM MPUMjEeHOM KOpaka 1, 2 u 3.

Bazkuo je HamoMenyTH nBuje cTBapm: 3a m3pase obauka (Az.M ), pehu hemo na je
M Tujesio A-u3pasa, Kao u j1a ce 0OMIHO BEJIMKUM JIATHHUIHUM CJI0BUMA O3HAYaBa]y
A-u3pasu, JIOK e MPOMjeH/bHBe O3HAYaBajy MaJuM JIATHHUIHUM CJIOBUMA.

Kana cmo Beh criomeny/in HOTalujy, MOLJIA OMCMO JIa C€ OCBPHEMO W HA TO KaKO
ce 3arpajie IOHAIIAjy V OBAKBUM H3pasvMa U KaJa CMHJEMO JIa X 3aHEMapuMO y
u3pazuma. Perumo ga mmMamMo KOHAYHO MHOTO JamMOaa uspasza M, Mo, ..., M,. Tana
BazKu:

(((((MlMQ)M3)M4)))M7L = M1M2M3M4...Mn

ma ce Moxke pehm ja y 0BOj CUTyallMju BaykKd acCOIMjaTHUBHOCT Ca JIMjeBe CTPaHe.
CymnpoTHo on 0BOTa, 3a KOHAYHO MHOTO IIPOMjE€H/BUBHX X1, L9, ..., Ty, BaXKU Cibeaehe:

A (ATp—1 (. (Ax1.A).LL)) = Aepx, .21 A,

2.2.1 MHNurepnperaiumja jsjambaa n3pasa

Y camoMm yBOay O Jam0Oja W3pa3uMa HMaJU CMO KOjy PHUjed O TyMademby HEeKHX
eneMentapuux dpynknuja. Cajsa hemMo yommTuTH HeKa reHepasHa IpaBUJIa 33 HH-
TepHpeTanujy A-u3pasa.

Mmuoru 1amM61a u3pas3u, HaKO Cy TeXHUYKH J103BoJbeHn 1o Jledunumuju 2.2.1, ce
He WHTEePIpPeTupajy u3 npaktudnux pasjora. Ocraam jambaa n3pa3u ce mHTEpIpe-
TUPAjy 1o cbefeheM MpUuHIUIY:

e Ako je A dyHkumja win oneparop, ouja ce (AB) TyMadn Kao pes3yaTar mpuM-
jeme A Ha apryment B.

e Ilzpas (A\x.A) ce Tymaun Kao QyHKIHja UIN ONEPATOD, YHja Ce BPUjEJTHOCT 34
aprymMeHT B padyHa Tako IITO ce T 3aMujeru 3a By A.

ITpumjep 1. Ilocmarpajmo uspasz Ax.zy. MoxkeMo ra TpoTyMaduTH Kao (pyHKIIH]Y
KOja 3a HEKO T Jiaje u3pa3 Ty, KOju 3alpaBo IPeJICTaB/ba IPUMjeHy T Ha apryMeHT
y. Axo 6ucmo oBaj uzpa3 upumjenuin Ha A, 1odwhemo cipemehe:

(Ax.zy)A = Ay

Tj. mobujamo m3pas raje ce A npumjemyje Ha .
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ITpumjep 2. IlocmaTrpajmo cibeiehe tambra uzpase:
a) (Ay.(Az.(zy))),
6) (Az.(Ay.(z(y2))))-

Mozkemo ga mpobaMo jia ce 0cJ000UMO 3arpaja y OBHUM H3pa3uMa, Kao U jJa UX
UHTEPIPETHPAMO IO MPETXOTHO 3aJaTUM ITPABHINMA.

a) Ilo mpasminma o ocsobaharmy o7 3arpaja y A-m3pasuma, 100MjaMo J1a BayKu
cwenelie: (Ay.(A\x.(zy))) = Ay.(Az.(xy)) = Ayz.(ry) = Ayz.xy. Taj uspas
MOKEMO HHTEPIPETUPATH Ha c/bejenn HAUMH: 3a HeKe HPOMjeH/bUBE T U Y,
JiodujaMo u3pa3 xry, KOju je 3alpaBo lpUMjeHa T Ha Y.

6) (Az.(A\y.(xz(y2)))) = Az.(M\y.(2(y2))) = Aey.(z(yz)) = Azy.z(yz). He moxkemo
ce 0CIOBOIUTH MOC/LEIEHEr Mapa 3arpaja, ¢ 003UPOM /14 y TOM CJIydajy HE BakKu
acoIUjaTUBHOCT ca jecHe crpape. 1ITo ce Twde Tymadema, H3pa3 MOYKEMO
UHTEPIPETUPATA Ha c/beelin HAYWH: 3a HeKe IPOMjeH/bUBE T U Y, T00HjaMO
u3pa3 z(yz), KOju ce Iajbe MOKe NPOTYMAYUTH KAO PE3yJITaT MpUMjeHe T Ha
pe3yJiTar nmpuMjeHe y Ha z.

2.3 CiaobonHe u Be3aHe MPOMjEHJbUBE

Jla 6ucMo MOIVIM MPenu3HO Jia JieUHUIIEMO I0jaM CJIODOIHUX U BE3aHHX ITPOM-
JeHJBPUBHX, NPBO heMo yBecTH IMojaM olicera JamoOaa u3pasa.

Hedununumja 2.3.1. 3a oapeleno nojaspuBame uspasa (Az.M) y uzpasy P, mo-
jaBpuBame M ce Ha3MBA OIICEr 1I0jaB/HUBAHA AT Ca JIUjEBa.

ITpumjep 3. IlocmaTpajmo cbemehn uspas:
P = (Ay.yz(Ar.yz(Ay.x)))v.

Ormcer mojaB/bUBamba NPBOT Ay ca JujeBe crpane y uzpasy P je yx(Az.yz(A\y.z)),
orcer nojas/puBama A\r y P je yz(Ay.x), 0K je omcer mojaB/buBama KPajmber Ay ca
JlecHe crpane u3pasa P camo x.

Cajia kaJ1a je auTajial yIo3HaT ca MOjMOM OICera, yBemheMo mojam CJob0HIX
1 BE3aHUX ITPOMjeH/bUBUX.

Hedunnnnuja 2.3.2 (Ciobognae u Be3aHe npoMjeHsbuBe). [lojaBbuBarme Mpom-
jersbuBe x y u3palzy P nasupa ce:

® Be3aHHMM aKO je y OICery IojaB/buBama AT y u3pasy P,
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e Be3aHUM U 00aBe3yjyhiuM ako u caMo ako je x y Az,

e Cj1000/IHUM aKO HUje BE3aHO.

IMTpumjep 4. Tlocmarpajmo cibenehu uszpas:
P =v(A\z.xy)(Ayz.zy).

OBaj m3pa3 Moxe ce moucrosujerutu ca uzpasom P = v(Az.zy)(Ay(Az.2y)), e crora
MOYKEMO 3aK/byduTH cJbejiehe:

P =v(Az.xy)(Ay(Az.zy)).

[TpomjensbuBe Koje cy Ha3Ha4dYeHe IJ1aBOM 00joM Cy 1000/ HE IIPOMjeH/bUBE, T[PBEHE
cy Be3aHe um obaBe3yjyhe, J0K cy 3ejere Be3aHe ajgu Hucy obape3yjyhe.

Cajia Kaj1a 3HaMO IITa ¢y TO CJI000/IHEe U Be3aHe IPOMjEeH/bUBE, MOYKEMO YBECTH
0jaM CKYIIa CJI000JHUX IPOMjeH/bUBHX, U 00JaCHUTH KAKO Ce OH IIOHAIIA.

Hedbununmuja 2.3.3. Ckyn cBuX CJI000THUX TPOMjEeHBUBUX Y A-u3pazy P ce 03-
nadaBa ca F'V(P) (free variables), n 3a mera Baxe cibejeha npabuia:

1. Axo je z mpomjenspuBa, oA Baxku na je F'V(x) = {z};
2. Axo je r mpomjensbuBa, a P nambna u3pas, saxu aa je FV (A x.P) = FV(E)\{z};
3. Ako cy A u B namGaa uspasu, onga saxku aa je FV(AB) = FV(A)UFV(B).

2.4 Cyncrurynuje

Yuraomy mnojaM cyncruryiuje mozke o6utu Beh mo3mar u3 ob/IacTH MaTeMaTu4dKe
JIOTHKE, T/Ije Cy OHE MPE/ICTaB/haJIe 3aMjeHy TPOMjeH/bUBUX TEPMUMA Y HEKOj KJIay3U.
[IpuHnum mo KojeM CyncTuTynuje (pyHKIHOHUITY y JaMb1a padyHy je HOIPUIAIHO
cJAMYaH OHOME Y JIOTHIH, V3 ojapehene nogarke 360T crenupruIHOCTH TPUHIIAIIA 110
KojuMa (byHKInoHume Jamoaa paayn. a 6ucMo npenusnuje gedunucaIn cyucTh-
Tyuuje, yentheMmo cibejiehy jgedunuimjy ca CKynoM mpaBuia:

Hedununuja 2.4.1 (Cyucrurymuje). 3a 6uno koje A, Bz, tymaunmo [A/z] B kao
pesyaTar cyncTutynnje (Tj. 3aMujeHe) CBAKOT TMOjaB/bUBarha MPOMjeHbuBe Ty B ca
A, Kao ¥ MUjerbabe Be3aHnX MPOMjEeH/bUBUX JIa ce He OU JIeCuia MpeKIanama ITpoM-
jemwpuBux. llpenusna pedunuIMja CYNCTUTYIHjE CACTOJH ce OJ HacTojeher cKyma
npasuia [3]:

a) [A/z|x = A;
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6) [A/x]a = a, raje je a atom, u BaxKu a Z x;

W) [A/2](MN) = ((A/2]M[A/]N);

) [A/x](A\x.B) = A\z.B;

e) [A/z](A\y.B) = M\y.B, ako x &€ FV(B) u x # v;

d) [A/z](A\y.B) = M\y.[A/x]B, ako x € FV(B), y & FV(A) u x # y;
]

IIpumjep 5. [locmarpajmo mambna uzpas f(Az.xy)\z.xyz. Kama 6memo ma mera
IPUMjEHUIN CyICTUTYIHjy [g/x], nobujamo cibenehe:

l9/x])(f(A\z.2y)Az.2yz) =

(l9/=]flg/z](Az.2y)[g/x](Az.xy2)) = 13 1)
(flg/z](Az.zy)[g/x](Nz.2y2)) = 13 6)
(f(Az.zy)lg/x](Az.ayz)) = 13 7)
fAz.2y)(Az.gy2) 13 d) jep x € FV (xyz).

Cyncrurynuje HaMm Kopucrte 3a JeduHECAHE KOHBEP3Uja, KOje Cy U3Y3eTHO BaKaH
amapar y JjiaM0/1a padyHy.

2.5 KonBep3uje

2.5.1 «o-KoHBep3wHja

Kako 6ucmo 3a06umiim MmoryhHOCT mpekianama Ha3uBa Pa3jinaIuTHX MPOM]eH/bUBUX
NPUJINKOM PeIyKOBama JaMbaa m3pasa, BPIIU Ce TPEMMEHOBAe MTPOMjEeH/bUBHUX.
Taj mocTymak ce Ha3mBa -KOHBepP3Hja.

Hedunnnnuja 2.5.1. Heka je (Az.E) nekn nambaa uspas. Anda KoHBEp3Hja 0BOT

n3pasa MpeJICTaB/ba CBAKY 3aMjeHy Be3aHUX NMPOMjEHJPUBHX I y u3pa3y F 3a Heky
JIPYTY IPOMjeH/bUBY t:

Ao B —2— M.Elx =1,
a 3a JiBa u3pasa, Mehy Kojuma ce o/1 jeJIHOr MOozKe JJoOuTH JApyru ajipa KOHBEP3UjoM,
KaykeMo J1a BazKu asipa eKBUBaJIeHIja u3Mehy \bux, n To 0busbexkapaMo Ha cibeaehu
HA4YUH:

P=,P.

WNako je cam NpHHIUI jeIHOCTABAaH 3a pa3yMjeBaibe, caMo JedHHHCAIbE je IO0-
HPUJIMYHO KOMILJIEKCHO, M 3axTjeBa J100ap MaTeMaTHu4Ku alapar U pasyMjeBabe
aam6a cyncruryrmja [§][9].
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2.5.2 [-KoHBep3wuja

Hedbunnunmmja 2.5.2. Ako je x mpoMjeHsbnBa, a ako ¢y F u F' mam01a n3pasu, OHIa
ce Tpanchopmaiuja:

(\e.E)F —2— [F/2]E

Ha3uBa Gera KOHBep3uja (wau OGeTa pejyKiuja), a 3a jaBa u3pasa, Melly kojuma ce
OJ1 jeJTHOT MOZKe J00uTH JIpyru OeTa KOHBEP3HjOM, KaxKeMo J1a je nupBu [S-ckpaheH 10
JPYTOr, U TO 00M/beKaBaAMO Ha cbejgehu Haumm:

PDﬁPI

Cana hemo yBectn 138. Hepu-PocepoBy Teopemy kojy Hehemo moka3mBaTw,
aJim Koja he HaM KOPUCTUTH y KACHUJUM TIPUMjEPUMa, U 331aIUMa.

Teopema 2.1 (Hepu-PocepoBa Teopema). /Ipa 1ambaa u3pasza cy eKBUBATEHTHA
aKO ce HU30M (v M 3 KOHBEP3Hja OHH MOT'Y CBECTU HA HUCTH H3Pa3.

Kasa cvmo Beh nedpunucann mojam Gera peaykiipje, MOXKEMO Jia YBEIEMO U 110jaM
pejiekca u HopMmaJtHe hopMme.

Hedbunnnmuja 2.5.3. Heka je x npomMjensbuBa u Heka cy F u F' jram01a u3pasu.
Onja ce uzpa3 (Az.E)F Ha3uBa pegexc.

Hedbunnumnuja 2.5.4. JlamOna u3pa3 je y HOpMAJIHO] POPMH aKO HE CaApPIKH
HHjeJaH 1O U3pa3 KOju je peJieKc.

Opnarie umamo na cy uspasu (Azy.z), xy(zy) u Ax.zx y wopmannoj dopmu, a
(Ax.zx)(Az.xx) HEjE.

Jla 6u guTaJIal Jakiie MOrao Ja pasyMHuje mojaM « 1 3 KOHBEP3Hje, Kao 1 peJaeKca
u HopMmastHe popme, u3aBojuhemo cibenehn npumjep.

ITpumjep 6. Tlokymajmo mga nahemo mopmasny dopmy cibegehux u3pasza ako oHa
MOCTOjH:

a) (Az.x)(A\z.xx)(Ar.za)
6) (Ar.xxz)(\r.zrx)

[Ipuankom pjeniaBama 0OBUX HpuMjepa, puMjembuBaheMo Hallle 3HAEe O I'PYIUCAbY
3arpaja y Jjamb7a padyHy, Kao u ajica u 6era KOHBEP3HjH.
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(Az.x)(A\zr.zx)(Ar.za) =,
)

(Az.x)(Azr.z2)(Ay.ya) > T =Y

(A\z.zz)(Ay.ya) bg [(Az.zx)/x]

(Ay.ya)(Ay.ya) by [(\y.ya)/x]

(\y.ya)a g [(Ay.ya)/y]

aa [a/y]

6)
(Az.zzz)(Az.xzx) g

(A\z.zzz)(Av.xzx)(A\r.oczx) >g [(Az.zax) /x|
(A\z.zzz)(Av.xex)(Ar.oczx)(A\r.oczxx) >g [(Az.zxx)/z

He nocroju nopmasina dpopma

OBe 7BUje KOHBep3Uje Cy HaM KOPUCHE W3 OUUTJIe THUX PA3JIoTa - 1ajy HaM MoryhHocT
Jla Ha MOTEHIUjaTHO KpahW W JbelIu HAUYWH TPHKaXKeMO HeKH JaMbia u3pas, u
THMe HAaM yrpornraBa pas Haa uctuM. Opo he HaM ce mokasaTu 3anpaBo KOPUCHUM
KaJla OyJIeMo BU/ijesiu Kako jgepunuinemMo Heke (hpyHKIUje Ca PEAJTHOM TPUMjEHOM,
KOHKDETHO y 00/IaCTHMa apUTMeTUKe U JIOTUKe.

2.6 Apwurmeruka

Jlo cang cMo mMmasm TPUWIKNKY Jia Ce YIO3HAMO ca JlaM0O/a W3pasuMa W MPABUJINMA
Be3aHHM 3a paJ HaJ HUMa, aJd oIl YBUjeK HUCMO BU/jeJIn KaKO MOYKEMO 3aIpaBO
jenny dbyukmujy monyt f(z) = x+ 5 3amucarn kopucrehu samb1a 3amuc. Crora, m1a
OUCMO MOIJIU JIa PAJIMMO HEKe eJeMeHTapHe PAdyHCKe Olepaluje, yBermhemMo mojam
HyMepaJia, Koju he HaM 3alpaBo MpPeACTaB/haTh JaM0ja 3aluC 33 HeHEraTHUBHEe
nujesie 6pojese. Hywmepase 3anucyjemo n gedpunHuUIeMo Ha cibeaehn Hadun:

wl N R Ol
(TRl
> > >
e
Th e R

- = 8
—~ =
=

Il
>
<
8
=
—~
=
8
~—
~—r
S~—r

7= Ao f(F((f(2).).

Vv
f ce monasspa n myrta
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Bpso wecto, na 6m ce m30jerao MpeTXo/HH 3aIWC HyMepasa 7, KOPUCTH Ceé HUCTH
samuc y cibegehem obmuky: Afx.f"(x).

Jla ce moacjeTmMo, YIIO3HATH CMO Ca JBHje eJeMeHTapHe (YHKIHje KOje CMO
paHuje crnomMuma n: (GYHKIM]Y HAEHTUTETa, KOja 3a CBakKo x Bpaha mcro TO X, U
KOja ce 3amucyje Kao \T.r, Kao W KOHCTAHTHY (DYHKIH]Y (KOjy HHCMO EKCILIHIHTHO
CIIOMUEAITH, ATH Ce MPOKUMAaa KPO3 Hallle IpuMjepe), Koja 3a GUIo KOjy Bpujesi-
HOCT x Bpaha HeKy KOHCTaHTY ¢, ¥ Koja ce JaMbla 3alucoM OOH/beKaBa ca AL.C.

Kazna 3mamo cBe 0BO, MOXKEMO KPEHYTH ca JepUHUCATHEM HEKUX OCHOBHUX y-
HKIKja Koje he Ham momohu j1a cXBATUMO KaKO C€ 0Baj CUCTEM KOPHUCTH Y CBUjETY
ApUTMETUKE.

Kpenumo npso ca dyukiujom Sljedbenik koja 3a mymepas m Bpaha mymepas
n + 1. 3amummMo To Ha cibenein HavnH:

Sljedbenik m=n+1
HJTH
Sljedbenik Nfx.f*(x) = M. f"(z) = Mo f"(f(z)) (2.1)

Ha ocroBy (2.1) MoOzKeMO JIaKO YOUHTH [a Cy HyMepaad 7 H 71 + 1 IHOIPHIMYHO
CIUYHU - JeJIMHO Ce PA3JUKY]y V TOMe IITO ce OHaMO TJjje ce Y 3alucy HyMmepasa
7 HaJIa3U CaMo NPOMjeH/bUBa T, y HyMmepasy n + 1 ce manasu uspas f(z), 1j. fuz.
Opatie MOXKeMO 3aK/bYyIUTH /13 BayKu Cjbesehe:

nf(fr) =
Afa.f*(x) f(fr) =
(Az.f"(x))(fx)
f'(fr) =

fr (=)

Tj. ma ce mpuMmjeroM u3pasa f u (fx) pemom Ha Hymepasa T 100Hja THjea0 TaMOaa
u3paza mymepasa n + 1. To 3Hadu ga 6ucMo o1 jeJIHOr HyMepaJia JOOUIN HYyMepaJ
3a jemaH ehu, Mopasm OHCMO Ja KopucTuMmo JamOma mspasd Sljedbenik koju he
U3IJIeIATH OBAKO:

Sljedbenik = Mnfrx.nf(fx)

Sljedbenik n = Mfraf(fr) =Mz f"Hz)=n+1

[To oBOM cmYHOM MOCTYIKY ce Mory Hahum m octane ¢dyHKIHje: BHIAUMO KOju HU3
TpanchopMalija MOPaAMO U3BPIIUTH J1a OUCMO O/1 je/IHOI n3pa3a J0OUJIM HEIlITO HITO
JIYH Ha JPYTU U3pa3, U Ha OCHOBY TOra JeMUHUIIEMO TPazKeHy (pyHKITU]Y.
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Ucto Tako, moxkemo nahu dgpyuknuje Zbir u Proizvod xoje pegom Bpahajy 36up
U MPOU3BOJL Ba HyMepaJja. SaluIInMo TO Ha cibenehn HadwWH:

Zbir mnm=n+m

Proizvod n'm =nm.
N3 nedununmje nymepaJsa, iMaMo jJa BaKu cJbejehe:

T = Ao ST ) = Ao (7))

vV
f™ ce monasspa M myTa

a n3 JyraMmb/1a 3aIuca HyMepaJa o U M 3HaMO J1a, BayKH:

nfx=f"(z)
mfx=f"(x).

U3 oBux CTBapu MOXKEMO JIaKO 3aK/bYUYUTH Jdd BazKH CJbe)leheZ

nf(mfax
nf(f"(z)
(™ (@)
frm (@) (@

H& OCHOBY 4era MOYKEeMO 3aK/by4yuTu Ja ce Zbir u Proizvod mory nedunucarn Ha
cipeehn naunn:

8

1]l

>

g

i

>

8

[N

3

&
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>

8
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&

~

8
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S

5 3

\_/A

= >

= = 3

PR
o
=z 8
)

Zbir = Anmfxanf(mfz)

Proizvod = Anmfr.m(nf)x.

Hcto oBako, mory ce nahu n dbyHKIHje 3a penuMo oapehuBame cTenena HyMmepaJa,
Kao U MHOre JIpyre, ajn mbux Hehemo npohu y oBom paJty, Beh ux ocraB/baMo 4uTaoILy
HA PA3MUIILbAIHE.

2.6.1 Pekypsuja

[lIojam pexyps3uje je reHepaJiHO CBHMa II03HAT M3 00J1aCTH MaTeMaTuke U UHQOp-
MaTHKe, a y JaMbJa padyHy, oHa HaM MOKe IOMONHM y MHOIMM, KOHKPETHO apHuT-
MeTHYKUM, mpobgemuMa. Ja O6mcMo MOIVIM Ja TPUMjEHHMO PeKyp3ujy y JamoOmaa
padyHy, MOpaMO YBECTH IojaM ypeheHor mapa HyMmepasa, Koju ce aeduHHUIne Ha,
cipeehn nagun:

(m,m) = Afgz.f"(g" (x)).
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Tako cy penumo:

(0,0)
(1,0)
(1,1)

Agr.x
Afgz.f(z)
Afgz.fg(x))

e IR I=]

==l Sl

Jla 6ucMo MOIVIH Ja KOPUCTHMO ypeheHe mapoBe HyMmepaJa, MOpaMo jeduHHCATH
HEKOJIMKO OCHOBHEX ollepalifja Hal mwuMa. [IpBo hemo nedpunucaru oneparop Upari
KOja 3a HyMepaJie 0 u 1 jaje nap nymepaJa (m,n). Canuno Zbir-y, MOXKeMO JIaKO
3aK/BYyUUTH Jla OHCMO YHAPWJIN T W T, Ha M Mopamo npuMjenutu f u (7 g ), na
NMaMO:

mfmgz)=mfg'(x)= f"(g"())
Te ce cTora Hama pyuknuja Upari MmoxKe aeduHACATH KAO:
Upari = Amnfgx.mf(ngz).

Taxohe, Tpebajy Ham HeKH olleparopu Koju he HaMm 3a ypehenu map HymepaJia
BPATUTHU 1PBHU, OJIHOCHO Jpyru HyMepaJj. Hazsahemo Te oneparope Prvi u Drugs.

Prvi (m
Drugi (m

D)
ﬁ)Eﬁ

Ako mocmaTpamo neduHIIA]y ypeheHOr mapa HyMepaJia, i yIOPeIuMo je ca JeuHH-
UjOM HyMepaJia, MOKEMO YOUUTH Ja MOXKEMO JOOUTH jeJIHY OJ1 JBHje KOOPJIUHATE
ypebheHor mapa yKOJWKO jeIHy O MPOMjeH/bUBUX f W ¢ y AINCTPAKIIAjU 3aMjEHUMO
dbyukmujom (Az.x). Omarie gobujamo cipezelie:

(m,n) f (A\e.x)x=fm
(m,n) (\e.x) gz =g".

Crora, Prvi u Drugi hemo nedunncaru Ha cjbejgehn Ha9WH:

Prvi = APfz.Pf(Ar.x)x
Drugi = APgx.P(A\x.x)gx.
CaJa KaJia cMO YBEJIH OBE OIlepaTope, MOXKeMO JaTh HeKe IIPUMjepe 3a TO TIIje e Y

JlaM0J1a padyHy MOKe IIPUMjEHUTH peKyp3uja. Jejgan Takas upumjep je jiepunucarme
omeparopa Prethodnik, koju nacynpor Sljedbenik-y, 3a aymepas i Bpaha HymepaJ
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n — 1. Jla 6ucmo gouwtu 1o Prethodnika-a, kopucruhemo momohuu oneparop Poml
KOju paau cbeehe:

Poml (m,n) = (m+1,m).

Taxo hemo mohu ga Poml upumjemyjemo n myrta na wymepan (0,0), u Tume 6ucmo
nobuan mymepas (m,n — 1):

(0,0) ol (1,0) ol (2,1) ¢ Pomd Lol (m,n —1).

Ako kaxkemo Ja je Hexko P ypehenn map Hymepasa, oz mera Poml mpasu HymepaJ
1o c/bejichemM mpuHIKITY:

Poml P = Upari (Sljedbenik (Prvi P)) (Prvi P).

Oparie, Poml moxKemo jedunucatu Kopucrehu nperxomno ysejgene (pyHkmnuje Ha
cibenehin maumm:

Pom1 = AP.Upari (Sljedbenik (Prvi P)) (Prvi P).

Kao mTo cmo panuje peksn, Hama je mMusb Ja J00MjeMO NMPETXOJHUK HyMepaJia 7,
koju fiemo mobutu u3 ypeljenor napa nymepasna (m,n — 1), g0 kojer hemo golin na
cibenehin Haumm:

Poml (0,0) = (1,0)
Pom1 (Pom1 (0,0)) = Poml (1,0) = (2,1)

Poml (Poml1 (...(Poml (6,6))))/ = (m,n—1)

TV
Poml ce nojasibyje n myTa

Tj. Ha HyMmepas 17 hemo npumjenutu Poml u (0,0):

n Poml1 (0,0) = (\fz.f(f(...(f(2))...))) Pom1 (0,0) = (m,n —1).

C ob3upoMm ja ce HamMa TpayKd TPETXOAHUK HyMmepasa 71, on maodujeHor ypehenor
napa HymepaJia, MU heMo TpazxKuTu JApyru mymepaJs. U3 cera osora jgobujamo ja
he m3pa3s 3a oneparop Prethodnik usriiegatu oBakKo:

Prethodnik = An. Drugi (n Pom1 (0.0))
1j. ako 3amjenumo Pom]l 3a panuje jg00ujenu uspas:

Prethodnik = An. Drugi (n (A\P.Upari (Sljedbenik (Prvi P)) (Prvi P)) (0.

))-
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Jpyru mpuMjep npuMjene pekypsuje y Jamb/ia padyny jecte oneparop Faktorijel,
KOJH 33 HeKH HyMepaJs 7i Bpaha Hymepas n!:

Faktorijel m = n-(n—1)-...-2-1 = nl.

Y oBom cay4dajy, kopuctuhemo nomohuu omeparop Pom?2 koju (dyHKIUOHHUIIE TI0
cibesieheM MpUHITALY

Pom2 (m,n) = (mn,n+1).

Mozkemo yBuajeTn j1a Kajga MpUMjeHUMO n_1yTa Ha ypebenu map mymepaJsia (T, T),
nobujamo ypehenu map mHymepasa obuka (n!,n + 1):

Pom?2 Pom2 ,= 5\ Pom2 ,= - Pom?2 Pom?2
6,4) . (

(1,1) —= (1,2) —= (2, 3) —— ( nl,n+1).

Axko je P meku ypelhenu map HymepaJsa, on mera Pom2 mpaBu HOBH HyMepaJ Ha
cpenelin Haumm:

Pom2 P = Upari(Proizvod (Prvi P) (Drugi P))(Sljedbenik (Drugi P)).
OJ1aB/ie MOXKeMO 3aK/bYyIUTH JIa ce Pom2 Mozke 3anmcary Kao:
Pom?2 = AP.Upari(Proizvod (Prvi P) (Drugi P))(Sljedbenik (Drugi P)).

Ha wnctu mauwn Ha koju cmo jodounm u3pas Prethodnik, caga hemo Tpaxkutu ja

ce omeparop Pom2 m3spmm n myta nas ypehennm mapom mymepana (1,1), u taxo
nobujamo (nl,n+ 1):

Pom2 (1,1) = (1,2)

) = Pom2 (1,2)

Il
~
o

W)
~—

Pom2 (Pom2 (...(Pom2 (1,1))...)) = (nl,n +1)
Pom?2 ce noj;eryje n LyTa

Te HaM Jambaa u3pas 3a Faktorijel usriaena oBako:

Faktorijel = An.Prva (n Pom2 (1,1))
Faktorijel = An.Prva (n (AP.Upari(Proizvod (Prvi P) (Drugi P))
(Sljedbenik (Drugi P))) (1,1)).

Pexypauja ce Moke TPUMjEHUTH Y MHOTHUM JIDYTUM CJAUYHUM TPOOJIEMHMA, KA
IITO Cy Pa3JuduTe cCyMe WU MPOU3BOAU. Y CBUMA, UJieja je UCTa Kao Yy MPeTXOTHa
JIBa TpUMjepa: HaJla3u ce HeKa moMohHa (pyHKIHja Koja BPIIU HeKe TpaHchopMma-
nuje uzmehy ypehenux maposa nymepaJia, u oHjia te rpanchopMmalinje HIpuMjermhyjemMo
oapebenu 6poj myra.
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2.7 Jloruka

Nako cMo TO MOTJIM JIOHEK/IE Jla TPUMJETUMO y apuTMeTHulu, JaMba padyyH uMa
BeINKY TPHUMjeHY y TpOTpaMupamy YIPABO KPO3 HETOBY NMPUMjeHY y JIOTHUIH, C
003UPOM Jla ce MPOrpaMUpame BPJIO UeCTO CBOAM HA KOMOWHAIW]Y eJleMeHTapHUX
JOTHYKHX MpaBua. YIMO3HATH CMO ca YHEHEHHIIOM Jla Ce CBe Y CBHUjeTy HHQOP-
MaTHKe MOYKe CBeCTH Ha HU30Be Koju ce cactoje o1 0 u 1, m Ha pasMaTpame Kaja je
HemTO Ta41HO, OJHOCHO HETAYHO. Kao mrTo CMO y apuTMeTunmn ,ZLerI/IHI/IC&HI/I Henera-
THBHE IHjesie OpojeBe MPeKo HyMepaJia, TaKO Y JIOTUIH MOzKeMO jepunucaru jjamoaa
n3pase 3a TavHO U HeTadHO, ogHOoCcHO T'RUFE n FALSFE ua cipenehn naawn:

TRUE = \xy.x FALSE = \xy.y.

Y nambia padyHy MOZKeMO 3amnmcartd u ¢f u3pasze Kao IMmTo OHCMO TO yPaJujin y
KJIaCHYIHOM IIpOrpaMupaimnby, 1 TO paJluMO Ha CJBG,ZLehI/I Ha4YHUH:

if mthennelsek = mnk

Tj. aKo je UCIYHE-eH U3pa3 m, OHJIa BaXKu N, a nHade BaxKu k. Ha oBaj HAUMH MOXKeMO
JiecbuHucaTH OCHOBHE JIOTMYKE olepaluje, kKoje hemo jedunucar y 0BOM MOLJIABIbY.
Jedunummumo npso oneparop AN D koju Bpaha pe3yirar KOHjyHKIMje 1Ba H3pa3a:

ANDpq = (pAq)

AND TRUE TRUE = TRUE
AND FALSE TRUE = FALSE
AND TRUE FALSE = FALSE
AND FALSE FALSE = FALSE.

AKo paguMo KOHjyHKIU]Y O H3pa3a p U ¢ PeIOM, 3HAMO J1a aKO je p TadHO, MOPaMO
JIa MOCMATPaMO BPHjeIHOCT U3pasa ¢, a mHade hemo oamax gobutu Hertayno. Crora,
AN D M0KeMO 3aIicaTi Kao:

AND = Mpq.pq FALSE.

Ha cnugan mauun, nocmarpajmo omeparop OR, koju Bpaha pesysrar JucjyHKIHje
JIBa U3pasa:

ORpq = (pVq)

OR TRUE TRUE = TRUE
OR FALSE TRUE = TRUFE
OR TRUE FALSE = TRUE
OR FALSE FALSE = FALSE.
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[To comanom mpuHnuny Kao 3a AND, ako mMaMO HeKa JBa M3pa3a p U ¢ PeIOM
HAJ KOJUMa BPIIUMO JIMC]YVHKIH]Y, 3HAMO Jla aKO je p UCHYIbeHo, OHJa Tpeba Ja
J00WjeMo TavHO, & WHaUe IpoBjepaBaMo BpujeaHocT u3pasa ¢. Crora, mobujaMo aa
ce OR Moxke 3anucaru Ha c/bejehy HauynH:

OR = MpqpTRUE q..

Y MareMaTuyKoj JIOTHIU, HETAIldja MPe/ICTaB/ba ITPOMjEeHY TAYHOCTH HEKOr U3pa3a.
Y nmamba padyHy, Herammjy omcmo gedunmcasn Kao omeparop NOT xopucrehn
HPETXOJIHN METOJI Ha c/belenu HAauMH:

NOT = M\p.p FALSETRUFE

jep ako je p TagaH, tTpeba jga mobujemo Bpujegroct FALSE, a unade TRUE.
Kopucrehu neramujy, MOXKeMO yBeCTH €KBUBAJIEHIIU]Y U €KCKJIY3UBHY JIUC]YHKITU]Y
Ha capenchn maynn:

EQUIV = Apq.pq (NOT q)
XOR = Mpg.p (NOT q) q

To Moxkemo 0OjacHUTH Ha cibeflehil HAaUWH, aKO MOCMATPaMo U3pa3 p y eKBHBaJIeH-
MHjU, 33 TAYHY BPHjETHOCT p-a, TPAXKUMO Jla JIK je ¢ Ta4HO, & WHade Ja Ju je ¢
HETAYHO, JIOK 338 €KCKJ/IY3UBHY JIMCjYHKIIM]Y BaxKu OOPHYTO.

Kopucrehu oe dpyukimje, MmozxkeMo Kacuuje aepuHuHCATH KOMILICKCHH]E JIOTHYKE
u3pase u TuMe nmpehu Ha JOTMYKN HAYWH Pa3MUILbamha y JaMb1a padyHy.

2.8 KomMmbunatopu

Kombunarope moxkemo jgedpunucaru Kao jgambjia u3pase Koju y cedn Hemajy cjio00/1-
HUX NpoMjeHsbuBuX. lleja komOuHATOpHE JIOTHKE jecTe Jia ce CBU JiaMO/a u3pa3u
HU30M TpaHchopMalmja 1oBeIy 10 KOHauHe KOMOnHAIje KOMOnHATOPA, He OcTaB/bajyhu
3a cOOOM HH jeJIHY CJIO0OIHY IpoMjeH/bUBY. aHac mocroju jepuHucaHu CKYIT KOM-
OuHATOpa KOjU ce YIJIABHOM KOpHCTe y JamMbaa padyHy, a Mu hemo mpohm camo
HajouTHUje:

Cumbonr  Hasus Jledununuja
I N aenturer AT.T

K Kestrel/TRUE Azxy.x

S Cyncrurynuja  Aabe.ac(be)
C Cardinal Afab. fba

M Mockingbird Ar.xx

KI Kite/ FALSE  Axy.y

B Bluebird Afab.f(ab)
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MuTepecanTna YUBEHUIA je JIa ce JIaHac, MopeJl KpaTKuX CUMOOJIa, OHE YIJIaBHOM
HA3WBajy 10 HMEHUMa NTula, jep je Xackea Kapu, jeman o 3adeTHHKa KOMOWHA-
TOpHE JIOTHKe, 010 BeJUKH oOoKaBaTe/b NTuia, 10K ume Mojceja [lejudunkena,
JIPYTOT 3a4eTHUHKA KOMOMHATOPHE JIOTUKE, NUMa 3Ha4Yerme ~JIhjerna nrumna’ .

Kana Beh nmpudamo o kombuHATOPUMA, MOYXKEMO YBECTH U TI0jaM KOMOUHATOPHOT
u3pasa.

Jedbununuja 2.8.1. [IpernocraBumo ga mMamMo OeCKOHAYaH HU3 H3PA3a Uy, Ul,...
KOje ce 30By MPOMjeHJbHBe, N KOHAUYaH HW3 W3pa3a KOjU ce 30BY aTOMCKe KOHCTaHTE,
y3 TpH ocHOBHA KomOuHatopa, [, K u S. KoMmbunaropHum u3pa3zoM Ha3UBaMO OHE
KOjH HMCIIYEaBajy c/begeha mpaBHiIa;

1. Ce mpomjeH/bHBe, aTOMCKe KOHCTaHTe U OCHOBHU KomOunaropu I, K u S cy
KOMOMHATOPHHU U3Pa3u.

2. Ako cy A u B xombuHaTOpHN n3pasu, oHja je u (AB) KOMOHHATOPHN H3Da3.

Kombunaropra Jiornka mONpUANYHO HAJUYM KJIACUIHOM JamO/a padyHy, caMo
HEMAMO BHIIE AIlCTPAKIHje, W KPO3 u3pas3e ce yriaaBHOM npoxkumajy [, K m S.
MebhyTumMm, jepan oy IpUHIKIIA KOjU C€ IOjaB/byje Y KOMOMHATOPHO] JIOTUIM, AU
He W Y KJIACHYHOM JaMbja padyHy, jecTe T3B. cJjada peiaykiuja. MaejHo, ucra je
[-KOHBep3Uju, jeJInHa Pa3HKa je MTo caaba pelyKIuja uMa IApYyradnjy CHHTAKCY.

Hedbunnnnja 2.8.2 (Caaba peaykumja). Buro Koju KOMOHHATOPHH U3pa3 00-
muka [ X, KXY u SXYZ ce nHazuBajy cnabum penekcuma. Cama craba peayKiuja
ce obm/berkaBa ca D, u JeduHnIIIe Ha c/bedehn HaunH:

IXp, X KXY, X SXYZv>, XZ(YZ).

VY ckJIagay ca OBUM, ITOCTOJU U ¢1aba HopMaaHa (bopMa, Kao U TeopeMa Koja TBPIH
Jla Cy 7Ba M3pa3a eKBUBAJEHTHA aKO Ce HU30M CJIA0NX PEeAyKIMja MOTY CBECTH HA
UCTY HOpPMAJIHY (hOpMYy.

O koMmbuHATOpHUMA, aPUTMETHIIM ¥ JIOTUIM uMaheMo Buie pujedn y csbejiehoj
rJ1IaBH, Taje hemMo MohHM Jla BUAMMO peajHy MPUMjEeHY jeJIHOI OBAaKBOT (hOPMAJIHOT
CHCTEMa, PadyHAaIba.
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P yHKIIMOHAJIHO IIpOorpaMupambe

3.1 VYBoa y pyHKINOHAJIHO HNpPOrpaMupame

DyHKINOHAJIHO IPOTrPaMUPAE MOXKeMO jnedWHHCATH KAa0 IPOrPAMCKY Hapa-
JIMT'MY KOja ce 3aCHUBA Ha eBaJIyalllju U3pas3a, KOju Cy cacTaB/beHu o (DYHKIIH]a Koje
HEMajy TPOMjeH/BbUBO CTaihe W caMUM TUM criopeane ederre. Cropeann edekTu
Cy CBe II0jaBe KOje JI0BOjie JI0 ToTra Jia (pyHKIHja 3a ojpeheHu ckyn BpujeHOCTH
MOYKe BPATHTH PA3/IMYUTH CKYI pjenierba. 10 MOTY OUTH M3MjeHe MPOMjeH/bUBUX,
OJTHOCHO THIIOBA IPOMjeHJPUBUX, YUHTABAKE IMOJAaTaKa W3 KOH30Je uian hajiosa,
MITaMIIamke TOJaTaKa Y KOH30JH, UT/I.

OcnoBHa wuzeja pyHKIUja y GyHKITOHATHOM MPOTDAMUPAY jecTe Ja ce OHe
TpeTupajy Kao objekTHu 1pBe KJjace, Tj. Jla cBaka (DyHKIH]a MOXKe OUTH HapaM-
erap Heke (pyHKIHje, Moxke OuTu BpaheHa Kao BpujeaHOCT HEKe (DYHKIHje, WUIU Ce
NaK MOYKe JOJMjeIUTH HEeKOj TpoMjeHsbuBoj v jeanadwau. OBo mojcjeha ma mamOma
padyH, raje cMO paHHje JedUHUCATN HeKe olepallnje HaJ HEKUM JApYyTruM QyHKITU-
jama. Kacnuje hemo uMaru mpmIMKy Ja YOUUMO joIl mapaJentu u3Mmely amoOma
pauyna u (HYHKIMOHAJIHOI IIPOIpaMHUpatba, jep Kao 1mTo ¢cMo Beh panuje Habesu,
UHCIIUPAIAja 3a pa3Buhe oBe MporpaMcke mapajurMe CTOjU M3a HAYIHUX CA3HAIHA
10 kojux cy jgornutn Ajon3o Yepu m Anam Tjypuer y npBOj MOJOBUHH TIPOTLIOT
BHjeKa.

Naxko je kao BU JeKIapaTHBHOT TPOTpaMupama (PYHKIIMOHAJTHO TTPOTrPAMHUPAhe
3HATHO Makbe IIOIYJIAPHO OJ UMIIEPATHBHOI, JIAHAC C€ 4YeCTO KOPHUCTU Yy HAyly U
pasuum chepama uaaycrpuje. Ox GyHKIIHOHATHIX TPOTPAMCKUX je3UKa, HAJIO3-
natuju cy: LISP, Haskell, Elixir, Erlang, Scheme,..., 10k c/benehn jesutin, nako Hucy
obaBe3HO (PYHKIMOHAIHU, TaKohe MMajy HMILIeMeHTaluje Koje oMoryhaBajy paji y
dyuxmuonaanom nporpamupamy: C++11, C#, Kotlin, PHP, Python, Java, Scala,...

Mu hemo y oBoM pajiy KOPHCTUTH HPOIPAMCKH je3uk Scala, jep je renepaJsiHo jgak
3a pasyMmujeBarbe, I UMa JIOCTa CAMIHOCTH Ca Java je3suKoM.
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3.2 VYBoa y Scala nmporpamcku je3mk

[Ipuje mero mro ce jgabe yayoumo y byHKIHOHAJHO HPOIPAMHUPAHE, MOTJIH OMCMO
JIa, KaXKeMo I1ap pUjedr O IPOrPaMCKOM je3UKY Yy KojeM heMo mucaT KOJI0Be KOjU ce
HaJIa3e y pajy, Kao U O CHHTAKCH KOja ce y HheMy KOPHCTH.

3a gmraone Koju Ou XTjean ga ce onpobajy y Scala jeauky, mocToju BHIE OII-
nuja. JejaHa o omimuja je ja ce, yMjecTo npey3uMarha U HaMjelnTamha HEKNX HOBUX
UHTEIPUCAHUX PA3BOJHUX OKPY:KeIba, KOJI IHIIIe Y BeO-IIperyieady Ha cajry: https:
//scastie.scala-lang.org/pEBYc5VMTO2wAGaDrfLnyw. 3a oHe KOju BHUIIe BOJIE
na pane y Hekom IDE-y, mory To yunnutu y Eclipse-y nian y Visual Studio Code-y y3
noxarHy wHCeTagannjy Scala Metals oubsmoreke. Ilocroju onnmja n ga ce Ko KyIa
y Command Prompt-y, y3 nogatny uacTagamujy Java 8 BupTyaane mammuse. Burre
undopMalija o oIilrjaMa 3a IporpaMupare y IIporpaMcKoM je3uky Scala Hasase ce
Ha cbelehem JTuHKY: https://docs.scala-lang.org/getting-started/index.
html.

Y 0BOM IPOrpaMCcKOM je3uKy UMaMo J[Ba HAUMHA HA KOje MOZKEMO IIPOrPAMUPATH:
MOYKEMO Yy TePMHWHAJY THCATH jeJHOJUHUjCKe KOMaHIEe KOje ce M3BPITaBajy oaMax
o nputucky Enter-a Ha Tacrarypu, I MOKEMO HAIUCATH BUIICIUHHjCKU KOI Y
HekoM ajiry, Koju hemo mocnje KoMIIajioBaTH U MYCTUTHU IIPOrPaM Ja U3BPIIH OHO
oITo CMO TpazKHJIA.

Pasmorpumo Hajupuje mpBy OMIujy, ¢ 003MPOM Jia je JiaKia 3a pa3yMujeBabe.
Kana orBopumo Scala y TepMuHay, MOKEMO YHOCHTH PA3JIUUYUTE apUTMETHYKE U
JoruuKe m3pase, Kao u if cemexnuje. llorsmenajmo mpumjep Kako ce y Scala jesmky
U3padyHaBa BPHjEIHOCT jeTHOT apUTMETHUIKOT M3pas3a:

scala> 3 + 4 / 3 - 1 % 2
resO: Int = 2

Kao mrro moxkemo npumjeruru, nporpam je J00ujeHy BPUjeHOCT ayTOMAaTCKH J0/11-
jenmo y Heky (bUKCHY npomjeHsbuBy res(), MHTEpPIPETUPAO KOjer TUla Mopa OuTwH,
U OJIITaMITa0 J00WjeHy BPHUjeIHOCT. AKO MU YKeJUMO Ja yBeIeMO MPOMjeH/bURE,
MOXKEMO TO YUWHHUTHU KOPUIINemeM KJbYIHUX pUjedn var u val:

scala> val Rezultatil 2 x 4 + 3/ 4

val Rezultatl: Int = 8

scala> var Rezultat2 9/ 4 + 3 x 4 / 8

val Rezultat2: Int =

w

Paszymmka usmehy var u val jecte y ToMme 111To var gekJiapuiie HpoMjeH/bUBE Y ITPaBOM
CMHCJIY Te PHUjedn - OHe MOTY IMOC/IHje Ja MUjeHhajy BpUjeTHOCTH, 3a PA3IUKY O] OHUX
Koje cy jedunucane ca val, Koje 3a1paBo IPeJCTaB/bajy KOHCTAHTHE BPUjEIHOCTH,
U HEe MOTY Jia ce MUjerhajy HAKOH JeKJapaliuje:
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scala> Rezultat2 = 5
// mutated Rezultat2

scala> println(Rezultat2)
5

scala> Rezultatl = 2
error: reassignment to val

scala> println(Rezultatl)
8

Nuaue, Scala moxke fa paau Ha 1 cibegehnM cKyoMm TunoBa nojgaraka: Byte, Boolean,
Char, Short, Int, Long, Float, Double. Burno je 3naru ma Double uyBa npemusuoct
jio 15 mudpapa, Kao u J1a ce MaKCUMaJIHE BPHUjEHOCTU CBAKOT THIIA MOJaTaKa MOYKE
Hahm nmomohy komane MaxValue.

YKOJHUKO YKeJUMO JIa YKJBYIUMO HeKY o1 OnbImoTeKa ca J0JaTHUM (DYHKIIjaMa, TO
paJIMMO IIPEKO KOMaH/e import na cbeehn Hadnm:

scala> import scala.math._
import scala.math._
// biblioteka sa matematickim funkcijama

Comuno Java u C/C++ jesunuma, y (byHKIUOHAJIHOM IIPOIPAMUPALLY MOYKEMO KO-
puctuTu cbegehe omeparope: + =, — =, x =, / =, % = y apuTMETHYKAM H3pa3NUMa,
&&, ||, ! y mormukum m3pasumMa, Kao n peianuone cumbose >, <, >=, <=, ==, 1=,
Takohe umamo u while, do while u for merspe. Ty cy jomr MHOrE JIpyru omepaTopu
u yHKIHje, Koje hemo yBectn kaja Ham Oyay Tpebaau. Kao mro 6mcMo TO nHade
paImIn y APYTEM IMPOrPAMCKHM je3UIuMa, Uy Scala je3snKy MOXKeMO ¢e KOPHCTHTH
ca if m3paszuma:

scala> val P = 4

val P: Int = 4

scala> val IfCase = if (P >= 5) "yes" else "mno"
val IfCase: String = no

scala> val IfCase2 = if ((P >= 2) && (P <= 3)) "First Case"
else if ((P > 3) && (P <=5)) "Second Case"
else "Third Case"

val IfCase2: String = Second Case

Taxobhe, mozkeMo nedunucaTu GYHKIUje U METO/Ie, KOjU Cy JIBa MONMPUINIHO CAUIHA
nojMa, unjy hemo bymmamMeHTaany pasauky 00jacCHUTH Y HEKOM OJ1 HApeJIHHUX MOrIa-
BJba. 3a cajma hemo camo pehu ma ce meroxe nedunniry y3 Kbyany pujed def, mox
ce dyukiuje nedpunniny HesapucHo. [lorienajMo Kako ce BpIn jieDUHUCAHE jeTHE
dyHKIHIje u jeaHor MeTosa y cibejehem mpumjepy:
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//funkcija

scala> val Reciprocan = (x : Double) => 1 / x

val Reciprocan: Double => Double = $Lambda$1094/0x000000010077b040@7
9alflal

scala> Reciprocan (2)
val res3: Double = 0.5

//metoda
scala> def Zbir(x : Int, y : Int): Int = x + y
def Zbir(x: Int, y: Int): Int

scala> println(Zbir(1,3))
4

Kao nrro moxkemo npumjerutu y CMHTaKCH (DYHKIIAJE U METO/1€ U3 IPETXOMHOL ITPUM-
jepa, (x : Double) => 1 / x yka3zyje Ha 10 na ce y HaBeneHo] YHKIHjH 33 HEKY
peasHy BpHjeAHOCT X Bpaha meMy penunpodna Bpujegnoct, HoK (x : Int, y : Int):
Int ykasyje Ha TO Ja HaM JaTa MeToJa 3a HeKe IHjeJ00pojHe BPUJETHOCTH X U Y
Bpaha Heky 1Hje00POjHY BPHUjeHOCT. Y MeTo/laMa MOHeKaJ He MOPaMoO eKCILTHUII-
UTHO HAIIACUTH KOjU THII TTOJATAKA MOPa & BPATH, T€ CMO HABEICHY METOIY MOTJIH
Ja yBeJeMo camo Kao Zbir(x : Int, y : Int).

Kana xkenumo j1a nedpuauniemo MeTory Koja HaM He Bpaha HUKaKBY KOHKPETHY BpPH-
jemnoct, Kopuctuhemo u3pa3 Unit. Cymruncku, nojicjeha Ha void Tun mojaraka y
JIPYTEM TIPOIPAMCKHUM je3unuMa, Kao mTo cy Java win permvo C/C++.

scala> def Stampaj(ime: String): Unit={println("Moje ime je "+ime)}
def Stampaj(ime: String): Unit

scala> val test = Stampaj("Ivana")
Moje ime je Ivana
val test: Unit = ()

VKOJIUKO KeJIUMO Ja ITuIeMo ko1 y ¢ajiy ca .scala ekcrensujom, Haln Ko he nmaru
CTPYKTYPY CJANYHY KOJOBHMA Y je3WKy Kao MITO je penumo Java. Cse 1mITo Mo 10
caJl cnoMeHyIH of yrpahernx bYHKIHMja U OMepaTopa MOXKeMO KOPUCTUTH Yy pery-
JIAPHOM KOIY, y3 HeKe JolaTKe Kao MTO cy Kjaace U 00jeKTH.

Kitace mam ciyxke 3a jpeduHHCAIbE HAIMAX THIOBA IOJATAKA, 3aj€THO €A CKYIOM
dyHKIMja, KOHCTPYKTOPa U JEeCTPYKTOpa yCKO Be3anux 3a mwux. Jla doucmo mgedun-
UcaJiM KJacy, KOpUCTUMO KJbYUHY pHjeu class, mopej Kojer yrnmucyjeMo mpou3BO/bHO
nMe KJaace HaJ KOjOM PaJMO, Kao U CKYI HapaMeTapa KIace ca ’BbUXOBUM TUIOBUMA.

class Tacka (x: Int, y: Int){
def Prva(): Unit = { println("Prva koordinata : " + x) }
def Druga(): Unit = { println("Druga koordinata : " + y) }




3.2. V¥YBopg y Scala mporpamMcku je3mk 23

YKOJIUKO y KOy KeJTUMO JIa UMaMO HeKH IO/IaTaK €a TUIIOM KOJU CMO 3a/1aJd KJia-
COM, KOPUCTHNEMO K/BYUYHY pHujed new Kao y cbepehem mpumjepy:

val tackal = new Tacka(3,0)

// =3, y =20

val tacka2 = new Tacka(x = 2)

// y nece imati konkretnu dodijeljenu vrijednost

val tacka3 = new Tacka(y = 9)

// © nece imati konkretnu dodijeljenu vrijednost

val tacka4 = new Tacka

// ni x ni y nece imati konkretne dodijeljene wvrijednostsd

KoncTpykTope MokKeMO [104aTH TAKO IMITO NemMo y KJIach 3a HEKH apTyMEHT MOpeJT
EeroBOT TUIA JIONUCATH 3HAK = U KOHKPETHY MOYeTHY BPUjeIHOCT KOJY YKeJUMO J1a
NOJIATaK WMA.

ObjekTe MoxKeMO jedUHUCATH KAO KJIace KOje He MOTY Jia ce HHCTAHIUPajy, Tj. He
MOI'Y Ce TIO3UBATHU Ca K/bYYHOM pHjedjy new u ne jedunuiry tun nogaraka. Meroje
KOje cy Halmcane y OKBUPY objekara ce MOI'Y MO3UBATH OWJIO TJje y KOIY, U TPeTH-
pajy ce kao cratudku meroqau y Java jesuky. Ouu ce mnade geduHUINTY Y3 pHjed
object, Kao y cibeneheM npumjepy:

object PrimjerObjekta{

}

Jla 6u namr ko1 hYHKIIHOHKCAO KaKo Tpeba, y 6apeM jeHoM o1 objeKaTa y Iporpamy
Mopa ce Hahu MeTosa main(args: Array[String]), vy Kojoj ce 3ampaBo u3BpiaBa no3u-
Barbe CBUX CIIOPEIHUX METO/Id, KA0 U HOBE3UBAME CA OCTAJINM KJjiacaMa i 00jeKTUMA.
Crora, jemaH jeHOCTaBaH IPOTPAM ¥ OBOM HMPOIPAMCKOM je3UKY OM M3LJIEIa0 OBAKO:

object Programl{
def main(args: Array[Stringl) = {
val a = 2
val b = 5
println("Zbir brojeva "+ a +" i "+ b +" iznosi "+ (a+b))
// a +b=2+5=17

3a oHe Koju XKeJyie na ce Bumie wHdopMUNTy o Scala je3sWKy W HeroBOj CHHTAKCH
u pyHKIUjaMa, TO MOYKE YUYUHUTHU HA 3BAHUYHOM CajTy OBOI' IPOI'PAMCKOI je3HKa:
https://www.scala-lang.org/. Cana kaja CMO Jaju jeTHO €IeMEHTAPHO IO-
janrmerbe IPUHIMNA 110 KojuMa (DYHKIMOHUIIE OBaj YHUKATAH MPOTPAMCKH je3WK,
MOZKEMO JIa Ce BPATHMO Ha IPUIY O (PYHKIIUOHATHOM MpOTpaMupamy, riaje hemo Ty
U TaMO YKJBYUHTHU HeKH WIYCTPATUBHU TpuMjep y Scala xomy.
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3.3 Ywucre dyskiuje. Pedepennmjagsna Tpamc-
IIaPEHTHOCT

Kao mro cMo pekJin y yBoay, (PyHKITMOHATHO MPOIPAMHUPAIHLE P CaMO C& OHUM
dyHKIMjaMa Koje He 3aBHCe 0JI HEKUX CTPAHUX NPOMjeH/bUBUX (haKTOpa KOje WH-
ade HAa3WBAMO CHOPEIHUM WM HemoxKe/bHUM edektuma. DyHKIHje Koje HeMmajy
HUKaKBe cropejne edexre ce HasuBajy unctum dynkmujama [5][6]. Jom jenan
HAYMH HA KOju OMCMO MOIJIM ONHMCAThH ducTe PyHKIHje jecTe Kao (PyHKIHMje Koje
ce 3a OMJIO KOjy BPHUJjEJHOCT KOja MM je J0/iMje/beHa yBHjeK IPeCJUKaBajy y TadyHO
onpeheny BpujeHOCT (OMHOCHO CBaKa BPHjEAHOCT U3 JoMeHa (GyHKIHje je ManupaHna
Ha TadHO JieDMHHUCAHY U HENPOMjeHJbUBY BpujenHoct). Ilpumjep jenne HedmcTe
dbyukmumje jecte Random() u3 Scale, koja remepuiie HacymudHe GpojeBHE BpPHjei-
HOCTH Ha npejeduHucaHOM uHrepBajy nujejaux oOpojesa. Ilocmarpajmo npumjep
jemne uncre hpyHKImMje Kojy hemo 3anucaru y obuky Mmeroga Proizvod:

scala> def Proizvod(x: Int, y: Int):Int = (x * y)
Proizvod: (x: Int, y: Int)Int

scala> val P = Proizvod(2,6)
P =12

[TonyT omora mro cmo Beh pexsim, 3a BpujegHoctu 2 u 6 yBHjek he HaM MeTona
Proizvod sparutu Bpujegnoct 12. Crora, He OHCMO MOTPUjENTAIA aKO OMCMO CBAKO
nojaBbuBare Proizvod(2,6) samujeruniu ca 6pojem 12. Oma ocobuHa Ja ce dmcta
dyuKIHIja ca oapeheHnM CKYIOM IapaMeTapa MOKe VBHjeK 3aMUjEHHUTH Ca HHeHOM
BpHjeaHoNIhy, 0e3 MKAaKBOI YTHIaja Ha HporpaM, ce Ha3upBa pedepeHiimjasHa
tpaHcmapeHTHOCT [6]. OBa ocobuna 3HauajHO osakmaBa debug-oBare mporpama,
U pjeniaBame KOMILJIEKCHUX TTPO0JIeMa y KOy, a MOTOTOBO OHUX KOJOBA KOJU Ce Cac-
TOje OJ CTPOro YUCTUX (PyHKIH]A.

3.4 AmnoHumMmHe (yHKIHje

Y Hamem Koy, MOYKe Ce JIECUTHU Jla HeKYy (PYHKIHjy YKEJIUMO UCKOPUCTUTHU CAMO
jelHOM, U TUMe kKeanMo 3a0buhu jedunncame HoBe PYHKIUjEe ca UMEHOM, JTUCTOM
apryMeHaTa ca BHUXOBUM MapaMeTpHMa, THIIOM MOJaTKa Koju (PYHKIHja Tpeda ja
BpaTH, Kao U camo THjeao ¢gyuknuje. To Moxkemo moctuhu kKopuimhemeM aHOH-
UMHUX (PYHKIIHja, Koje cy 3anpaBo hyHKIuje 0e3 10/1je/beHOT UMEHA.
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// standardna funkctija
def Sljedbenik(n: Int) = { n + 1 }

//anonimna funkcija
(n: Int) =>n + 1

Y oBOM TpuMjepy, MOYKEMO BHU/IjeTH CTAHJAPHJHY ¥ AHOHUMHY UMILIEMEHTAIU]Y
dyuKIHje Koja Bpaha cpeadeHuK HeKor Opoja. Jla cMo mucajim KO, U Jia HaM ce
baIr y ToM TPEeHYTKY jaBHJa MOTpeba JIa MCKOPUCTUMO OBY (YHKIH]Y, He OHCMO
ousin y obaBe3u jla KpempaMo HOBY (DYHKIUjY ca UMEHOM, aKo je nehemo kopucruru
y octaTrky Koza [7].

Anonnmue (yHKIHjEe ce MOTY MOBe3aTH W Ca W3pas3uMma y JambIa padyHy, Taje HE
jenna takopehm pyHKIHMja Huje UMajga UMe, ¥ HUje ce IO3WBaJja 110 UMEeHy, Bell ce
maMTHJIa 110 oTllepaljaMa Koje U3BpIlaBa, apryMeHTUMa Koje Y3UMa, U BPUjeTHOCTH
kojy Bpaha.

3.5 @dyHKIIje Kao 00jeKTu mpBe KJjace

[Ipuje wero mro 3ahemo y ay6/by nmpudy, gedunumumMo objeKkTe IpBe KJace.

Hedbunaumumja 3.5.1. O6jexkar npBe Kjace jeCTe eHTUTET KOjH MOYKe Ja TPIH CBe
olepalinje Koje ce Mory IpuMjeHUuTH Ha JIpyre KOHKpeTHe BpujeaHoct. 1o obyxBara:

1. mpocbehuBame aprymenta (pyHKIHje,
2. Bpahame u3 dyHKIHjE,
3. Jojije/bUBabe HEKOj TPOM]jeHIbUBO].

C ob63upom jga cmo Beh panuje pexsu jga cy ¢pyuknuje y HyHKITOHATHOM PO-
rpamMuparmy 06jeKTH pBe KJIace, TO 3HAYHU Jla MOYKEMO BPIIUTH CBE MPETXOTHO HaBe-
JieHe orepalifje Hal ibruMa. Kako Ou unTasial Morao 60/be pa3yMjeTn Kako ce OBO pa-
3JIUKYje 0J1 00jeKTHO-OPUjeHTHCAHOT IIPOrPaMHPaha, MPOJHMO KPO3 HEKOJIHKO ITPUM-

jepa.

3.5.1 IIpocsbehuBame (pyHKIje Kao apryMeHTa PyHKIHje

Jla GucMo MOIVIH Jia YBeJeMO IpuMjep 3a npocsbehuBarmbe PyHKIHja Kao apryMeHaTa
dyukuja, ypeaumheMo mojam Jimcta y Scala mTporpaMcKoOM je3uKy.
Jlucre y Scali ce nedunuresnnl Ha cibegehn HaduH:
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scala> val Lista: List[Int] = List(1, 9, 7, 4, 8, 2, 3)
val Lista: List[Int] = List(1, 9, 7, 4, 8, 2, 3)

scala> val Imena: List[String] = List("Ivana", "Iva", "Ivan")
val Imena: List[String] = List(Ivana, Iva, Ivan)

V3 jmcTe, UMaMO W HU3 Pa3JIndIuTUX (PYHKIHja KOje MOTY KOPUCTHUTHU 3a 00paLy
mucta, Kao mro ¢y head (Bpahia rraBy smcre), tail (Bpaha cme enemente Jucte
ocuM riase), reverse (oOplie wianoBe Jucre),... Meljyrum, mu fiemo ce TpenyTHO
dokycuparu Ha jejaHy JAPyry (byHKIHM]Y KOja ce 30Be map, Koja Bpaha JiucTy HaKOH
IITO M3BPIIN HEKY IpeaedHucany onepannjy HaJl CBUM (DYHKIIjaMa.

object Program2{
def main(args: Array[Stringl) = {
val a : List[Int] = List (1, 2, 3, 4, 5)
val b : List[Int] = a.map(x => x + 2)
println(b) // (3, 4, 5, 6, 7)

3

Kao mro cMo pamnuje HaBesn, GpYyHKIHja map MIPBO MO3UBA HEKY JAPYIY (DYHKIIH]Y
Kao CBOj apryMeHT, U 3aTHM, moMohy Te ¢dbYHKIUje, OHA M3BPIIABA MUjCHAHEe BPH-
jeJTHOCTH 4JIaHOBa JimcTe. Y OBOM npumjepy, byHKIuja Koja je Ouia mpocsbehena
Kao apryMmeHnT je Omna dyHknuja koja yBehaa wekm Opoj 3a 2, m camMuM THM, y
Hamoj quctu fie ce m3mujernTn 6pojeBHe Bpujennoctn u nocrahe List(3, 4, 5, 6, 7).

3.5.2 Bpahamwe dpyHknuje 3 pyHkiumje

Y oBom npumMjepy, Kopuctuhemo (pyHKIuUjy Koja Bpaha ume u mpesmme HeKe 0cooe.

scala> def ImeIPrezime(Ime: String) = (Prezime: String) =>
{ Ime + " " + Prezime }
def ImeIPrezime(Ime: String): String => String

scala> val ime = ImeIPrezime("Ivana")
val ime: String => String = $Lambda$1068/0x00000001007558400
d512c1

scala> ime("Djurovic")
val resO: String = Ivana Djurovic

Meromy ImelPrezime pedunucann cmo Kao GpyHKIMjy Koja 3a Heku napaMerap Ime
Bpaha anonnMHy (DyHKIH]Y KOja y3uma mapamerap Prezime u Bpaha komMOWHaImjy
Ta JBa CTPUHTA. 3aTHM, ime jaedWHUIIEMO KAa0 MPETXOIHO HaBeJeHY aHOHUMHY
dyHKIMjy ca yHemmenuM napamerpom Ime="Ivana”’. Ha kpajy, camo mo3mBamMo
dyukiujy ime ca crpuarom " Djurovic” kao mapaMerpom, u TuMe j100UjaMO TPaKeHy
KOMOUHAITH]Y.
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3.5.3 onjemuBame (pyHKIje HEKO] IPOMjEHIbUBO]

Y cipenehem npumjepy, mohn hemo ma BUIUMO jeIaH jeJHOCTaBaH MpHUMjep JToaujerie
dyHKIIMje HEKO] NPOM]jeH/bUBO].

scala> def Proizvod(x: Int, y: Int) = (x * y)
def Proizvod(x: Int, y: Int): Int

scala> var d = Proizvod _
var d: (Int, Int) => Int = $Lambda$1086/0x00000001007700400
30259c61

// donja crta ukazuje na to da ignorisemo parametre

scala> d(4,5)
val res3: Int = 20

Kao mrro moxkemMo youuTs, HAKOH IITO U3BPIIUMO J10/jesry PpyHKIIje Oe3 mapamerpa
HEKO] NpoMjersbuBoj d, onga d MOXKEMO TpPeTHpaTH Kao (DYHKIH]Y, U TO3UBATU je
kao 7a je Proizvod. OBo ¢cMO MOT/IM yOUNUTH U y IPETXOHUM HPUMjepUMa, AU OBAj
MaJji0 00/be MIYCTPYje caM OBaj MPHUHIIUII.

3.6 DyHKIMje BUIIEr peaa

Pyukuuje Buier peaa (higher-order functions) cy one dbyHkImje Koje y3umajy
Japyre ¢dyHKIHEje Kao aprymenTe uiam Bpahajy dpyukiumje. Hbux cMmo HecBjecHO Ko-
PUCTUJIN Y TPETXOHUM MPUMjepuMa, TOnyT GPyHKIHje map KOjy CMO CIIOMEHYJIN Yy
3.4.1, wim kao merojie ImelPrezime kojy cmo yBesn y 3.4.2. Baxuo je namoMmenytu
JIa HEMajy CBU MPOIPAMCKHU Je3WI UMILJIEMEHTAIH]y (PYHKIMja BHITEr pejia, Kao
permmmo Java. 3ato je Scala muOTO 60/b¥ U (hJTeKCHONTHIjY je3UK 3a (hYHKIINOHATHO
nporpaMupame oJ Jave.

MozkeMo ce 3amuTaTy 3aIITO ¢y HaM (PYHKIIHMje BHUIIET pella TOJHKO 3HadajHe?
Jla 6ucMo 1aam ofroBOP HA OBO MUTAIHE, MOTJIEIAJMO C/beJlehn TporpaM:

object Program3{
def main(args: Array[Stringl) = {

val Niz: Array[Int] = Array(1, 2, 3, 4, 5)

for(i <- 0 to (Niz.length - 1)) {
Niz (i) += 2

}

for(i <- 0 to (Niz.length - 1)) {
println(Niz(i)) // (3, 4, 5, 6, 7)

3

Y HeMy CMO yBeJH HU3 Ca IHjeo0pOojHIM BpujeHocTuMa (HU30BH ce JedbuHUIITy
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kbyuaHoM pujedjbr Array[Typel, raje je Type tun momaraka y uusy). Hakon Tora,
IPOILIA CMO KPO3 HU3, U V IbeMy cBaku Opoj mosehasiu 3a 2, u Ha Kpajy cMO OJIIII-
TaMTIaJu HOBOAOOWjeHe BpujemaHocTn Hu3a. C 003UPOM Ja MMaMO HEKY OIepaIujy
Koja he ce u3BpIIUTH HaJI CBUM YJIAHOBUMA HU3A, HAMa O OMJIO JIAKIIIe 1a HAITHIIIEMO
HEKY METO/y Koja OM Haj HEKMM HU30M W3BPINHWIa HU3 Olepalyja Koje OucMo Mu
necdbunucanu. Crora, HAII MPOrpaM MOXKEMO HAIIUCATH U HA CJbejenn HAYUH:

object Programé{
def MapArray(ar: Array[Int], f: Int => Int) = {
for(i <- 0 to (ar.length - 1)) {
ar (i) = f(ar(i))
}
}
def main(args: Array[Stringl) = {
val Niz: Array[Int] = Array(l, 2, 3, 4, 5)
MapArray (Niz, x => (x + 2))
for(i <- 0 to (Niz.length - 1)) {
println(Niz(i)) // (3, 4, 5, 6, 7)
}

}

Kao mro ce Moxke youwmTH, y KOJY CMO 110 y30py Ha (DYHKIHUjy map jeduHHCATIT
merony MapArray, Koja ntepupa Kpo3 HU3, U HAJ CBAKUM 9YJIAHOM HU3a BPIITH HEKY
omeparujy. KacHuje, Ty MeTOIy MO3WBAMO y METOJAW Main, U TUMe OHA PaJu HCTO
OHO TIITO CMO PAJIMJIH Y MPEeTXOIHOM Komy. lako ce KOMILIEKCHOCT TporpaMa Huje
MPOMHjeHUIa, IPYTH KO, je cajla YNT/bUBUJU OJ1 IPBOT, jep YMjeCcTO KOMILTUKAIIN]a ca
for mer/bama y main-y, MozxkKeM0O 00aBUTH jeJaH 1IO3UB MeTome. Takohe, ako OyaeMo
UMaJIl HEKH JIDYTU HU3, WU HEKY JIPYTY ONeparujy Kojy Oy/eMo XTjeju Ja U3Bp-
MMUMO HaJ[ 9/IAHOBUMA HEKOT HU3a, MOZKEMO caMo MCKopucTutu MmeToay MapArray
Oe3 mucama HOBHUX for-oBa. YBohemeM (dyHKIMja BHUIIEr peJia, MOjeTHOCTABIBYje Cce
CTPYKTYpa KOJIa U alcTpaxyje ce MMILIeMeHTAllnja HeKUX KOMILIEKCHUjUX AJITrOpH-
Tama.

OBzje MOKeMO YOUNTH jeHy mapaJjenay uamelhy samOma padyHa n GYHKIHOHATHOD
nporpaMupama. ¥ JlaM0ja padyHy, cB€ CMO TPETHUPAJIN Kao (DYHKIIMje, U HAIIl paJl
ce CBOJMO CTPOro Ha paJi HaJI buMa. [locTojame pyHKIMja BUIIET pejia HaM OTBapa
TY UCTY MOTYhHOCT y mporpaMupary - OHO IITO OM MHadYe MOIJIe caMO OUTHU HeKe
KOHKPETHE BPpUjeIHOCTHU, CaJla 110CTajy dyHKIje.




3.7. Kapujese dyHKIuje 29

3.7 KapujeBe dpyHKIHIje

[loacjerumo ce mpuje cBera mTa cy To Kapujepe dbyHKIHje - TO cy PYHKIHje KOje
y3UMajy BHIIE MapameTapa jegaH mo jegan u Bpahajy nus pyHKIHja, Koje 3aTUM
HACTaB/bajy Jla y3UMajy napamerpe JIOK He JIoDy /10 HeKe KOHKPETHE BPUjeHOCTH.
Dyukimje ca BUIle apryMmeHara ce j1oBoje 10 KapujeBux (hyHKIH]ja MOCTYIKOM KOJU
ce mazuBa Kapujes mocrymak. Casma hemo morie1atn Kako MOYKEMO H3BPIITATH Taj
noctynak y Scali.

[Torsenajmo cibenehn Ko

object Programb{
def KlasicnaFunkcija (x: Int, y: Int) = {
x+ty*y
def main(args: Array[Stringl) = {
val f = KlasicnaFunkcija(2, 3) // f =2 + 3 * 3 = 11
println (f)

3

[Tomohy merone KlasicnaFunkcija nedunucanu cmo ono mro 6ucmMo y MaTeMaTHITH
sanucasnu kao Gyukiujy f(z,y) = + y?. OHO ITO MU XKeJIUMO JIa HIMaMO jecTe Jia
nobujemo byukuujy h(z)(y) 3a kojy saxu cpegehie: h(x)(y) = (h(x))(y) = f(z,v).
To 3naum 1a hemo mopartu na geduHAIIEMO METOLY Koja hie nmpeacTaBbaT (DYHKITH]Y
BUIIIET PEJIa, U TO Ha C/bejiehn HauuH:

object Program6 {

def KarijevaFunkcija (x: Int) (y: Int) => {

Xty *xy
}
def main(args: Array[Stringl) = {

val f = KarijevaFunkcija(2)(3) // f = 11
println (£f)

val g = KarijevaFunkcija(4) (_.)
//nismo untjeli drugu promjenljivu
println(g(5)) // g(5) = 4 + 5 x 5 = 29

}

Osaje BuanMo umiieMeHTanujy Kapujese dpyHKIHje Koja paju UCTO OHO IITO CMO
XTjeJIH JIa paJy ¥ MeTOJa U3 MPEeTXOIHOT MpuMjepa. Y main MeToIH MOYKEeMO YOUUTH
JBa HadmHa no3uBama Meroje KarijevaFunkcija: npomjensbuboj f cmo opmax momm-
jesmmu Bpujeanoct Kapujese dyHKImje ca oba mapamerpa, J0K CMO IPOMjeH/bUBO]
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g NOAUje/ I 3apaBo (PYHKIHU]Y Koja OU ce Y MaTeMaTHIKOM OOJIMKY 3alucaJia Ha
cvenehn naunn: f(4,y) = ga(y) = 4 + y*. Ilocamje g mosuBaMo Kao (pyHKIH]Y Y
println() u ®eHO] TPOMjEHIBUBO] JOUjEIBY]EMO BPUjEIHOCT 5.

3.8 Pekyp3uja

Jeman on OuTHUjUX TpUHIUTA Y (DYHKIMOHAJTHOM ITPOrPAMUPAY CYy PEKyp3Huje,
KOje TpeJicTaBbhajy (MYHKIMje Koje MOo3uBajy caMme cebe. 3a MpuUMjep pPeKyp3uBHe
dyukmje, kopuctuhemo PudOHAUNjEB HU3:

object Program7 {
def Fibonaci (n: Int): Int = {
if ( == 1 || == 2) 1
else Fibonaci(n - 2) + Fibonaci(n - 1)

}

def main(args: Array[Stringl) = {
for(i <- 1 to 10) println(Fibonaci(i))
// 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55

}

[naBuu mpobiieM ca pekyp3ujaMa jecTe y TOMe IITO ¢e MOKe JECHTH Ja OHe CTBOPe
LpPEBUIIIE 1103UBA, KOjU e HPUTOM LOIYHUTH CTEK, IITO MOXKe JIa JIOBeje JI0 OHOI'a
IITO je mHave y mporpamMmpary mosHaro kao ~stack overflow”. Tlocraspa ce mu-
Tame KaKO MOzKeMo n30jehu 0BO, a 0JIrOBOP ce HAJIA3M Y jeIHOM M3Y3€THO KOPUCHOM
KOHIICIITY IO3HATOM Ka0 peIlHa peKyp3Huja, KOjU je YCKO MoBe3aH y3 (hbYHKIUOHATHO
IporpamMupame.

3.8.1 Penna pekyp3uja

Penne pekyp3uje cy one pexkyp3uBHe (DyHKIHMje KO KOjUX C€ PEKYP3UBHU MO3UB
obaB/ha Ha caMOM Kpajy (pyHKIHje. Y OBaKBUM PEKYP3UBHUM IMO3UBHMA HEMaMO
npodbjemMa ca TpeTpliaBameM cTeka, ¢ 003upoM jga Hema noTpebe 3a mamhemewm
HPETXOIHOr CTamba (PYHKIMje, jep ce MoBpaTHa BpUjeHOCT (DYHKIHje padyHa caMo
Kao Mo3uB caMoj cebu. [la 6ucMo 0BO JIakiine CXBATHUIH, MOIVIEAAjMO CbeeNn TpuM-
jep:
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import scala.annotation.tailrec
// importuje se biblioteka za tailrec - repne rekurzije

object Program8

def Fibonaci(n: Int): Int =

{
// @tailrec - pocetak repne rekurzije
// al - prethodno stanje u Ftibonacijevom nizu
// a2 - trenutno stanje u Fibonacijevom nizu
Q@tailrec def FibPom(n: Int, al: Int, a2: Int): Int =
{
if (n == 1)
al + a2
else
FibPom(n - 1, a2, al + a2)
}
FibPom(n, 1, 0)
}

def main(args:Array[Stringl) = {
for(i <- 1 to 10) println(Fibonaci(i))

}

Jla 6ucMo U3BPIUIN PEITHY PeKYP3Hjy, MOPAMO OJPa/IUTH MO3UB PeKypP3uBHE (DYHKIIH]e
yuyTap dyHKIHje Koja he HAM JaTH Kpajibu pe3ysarar. Takohe, MOXKeMO BHUIjeTH
Jla CMO THME CTO CBAaKM MYT MAMTHMO BPUjeTHOCTH MPETXOJAHOT U TPEHYTHOT WIAHA
PubonaumnjeBor HU3a 3arapaHToBan ja Hehemo mmarTn HemoTpebHO TPHAE CTEKA
[11].
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3akJpy4dak

[Tpugvkom mpoydaBamma OBe TeMme IMOC/heIbUX HEKOJINKO Mjecern, ayTop je MMao
OPUJIUKY & ce YIIO3Ha Ca jeJHOM JIPYTadnjoM W H3y3eTHO HHTePEeCaHTHOM obsamhy,
KOja TOBe3yje JIBUje HaydHe 00JIaCTH KOje MY Hajapazke: HH(MOPMATHKY U MaTeM-
aruky. Kpo3 oBaj paji, OH je HOKYIIA0 Ja YUTaolly HPUOJINZKH CBOja Ca3Halba, KOJIMKO
y3 jeduHUNje U TeOPHUjy KOjy je cMarpao OMTHOM, TOJMKO W y3 npumMjepe. Kpos
JIMO pajia o jJaMbja padyHa, YuTaJall je MMao MPUJINKY JIa Ce YIIO3Ha ca THMEe IITa
cy JaMbJ1a U3pa3u M KaKBa je IbUXOBa CHHTAKCA, IITa cy TO ajida u 6eTa KoHBep3uje,
IMITa Cy TO KOMOMHATOPH, KA0 M KaKO ce JaMOa U3pa3u MOTY MPAKTHIHO KOPUCTHTH
y obJjiacTUMa apuTMETUKEe U JIOrUKe. ¥ 1iaBu O (DYHKIUOHAJHOM ILIPOI'PAMUPALY,
BU/IjeTN CMO jeJlaH PeJaTHBHO HOB IPOTPAMCKH je3WK KOJU je MPaBJ/heH 10 hjiejama
JlaM0Jia padyHa, U Kpo3 Ihera CMO MOKa3aJil MITa Cy TO YucTe (PYHKIHU]je, 3aIITO CY
HaM OUTHe aHOHUMHe DYHKIMje u (DYHKIHje BUIIEr pea, KAKo MPOrPAMCKU MOKEMO
uMILIeMenTHpaTd Kapujepe byHKIMje, Kao0 U Kako MOYHKIUOHUIILY PEKyp3Hje.

C ob3upoM Ja je TeMa OBOT paJia IPpaJuBo Koje ce TPAIUIUOHAIHO He MPOoyJaBa
3a BpHUjeMe Cpejibe IKOJe, ayTop ce TPYJAUO Jla Paji KOHIUIHUDPA Tako Ja Oyje
npusiaroheH 4eTBOPOTOAUIIHLEM CPEHHOITKOJICKOM 00pa30Balby U3 IIPOrpaMUParba.
[Iporpamu Koju ce Hajaze y pajiy HaMjepHO Ccy OWJIU jeIHOCTaBHUjHU, jep je 3a IH/b
UMao BHIIE JIa HIYCTPYje ujieje n3a MGYyHKIIMOHATHOT TPOrpaMupama, 3a Pa3IuKy O
NUCalba HEKUX KOMILIEKCHUX KOJOBa W (pYHKIMOHATHUX Hporpama. Tume je XTHo
Jla 9uTajal uMa HPUWINKY Jia UJIEJHO pasyMuje (PyHKIIMOHAJIHO IPOrpaMUparbe, 1
ca THM 3HAmHEM J[a MOXKEe TOC/IHje CaM Jia UMa IPUINKY [1a HCTPAXKU KAKO Ce MHUITY
HEKU KOMILJIEKCHUJU YUCTO (PYHKITMOHAIHA MPOT'PAMHU.

AyTopy je m3y3eTHO JAparo mTO je 3a MATYPCKH PaJj MMAO OBAKO 3aHUMJHUBY
TeMy, KOja ra je JOJaTHO IOJICTaKJ/Ia JIa ce HHTepecyje 3a IporpaMupame. 3a Kpaj, OH
ce 2Kejinm 3axBajnTu cBoM MerTopy Mujtomy Apcuhy, Koju My je TOMOTa0o IPUIUKOM
n3pajie OBOT PaJa Ca PaA3IUYATAM MaTepHjaJnMa U yCMjepemuMa.
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