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Uvod

U [E], Erdox je postavio pita�e: koliki je najma�i broj razliqitih rastoja�a
izme�u N taqaka u ravni? Proverio je da je za kvadratnu rexetku

√
N ×

√
N

odgovor ∼ N√
logN

, pa je predlo�io do�u ocenu & N√
logN

(gde A & B znaqi da pos-
toji univerzalna konstanta C > 0 takva da A > CB nezavisno od promen	ivih
u funkcijama A i B).

Prve ocene koje su dobijene bile su oblika & N1−c, sa poqetnom ocenom
& N2/3 iz 1952. godine, pa sve do ocene & N0.8641 Kaca i Tardoxa iz 2004.
godine. Onda su u [GK] Gut i Kac napravili ogroman pomak ka Erdoxevoj
hipotezi i dokazali:

Teorema 1. Broj razliqitih rastoja�a izme�u N taqaka u ravni je & N
logN

.

Mi �emo u ovom radu prikazati �ihov dokaz Teoreme 1. U prvom delu rada
osvrnu�emo se na ideju Elekexa i Xarira koja povezuje poqetni problem sa
slede�om teoremom geometrije incidencija:

Teorema 2. Neka je L skup od N2 pravih iz R3 takvih da najvixe cN �ih
le�i u ravni, odnosno regulusu, za neku konstantu c > 0. Ako je 2 ≤ k ≤ N ,
onda je broj taqaka koja le�e na bar k pravih iz L najvixe .c N

3k−2.

(Regulus je povrx odre�ena sa dva skupa mimoilaznih pravih za koje va�i
da svaka prava iz jednog seqe svaku pravu iz drugog i unija pravih iz jednog
skupa je jednaka uniji pravih iz drugog skupa. Notacija .c znaqi da naxa
skrivena konstanta zavisi od c.)

U skorije vreme je doxlo do novih ideja u geometriji incidencija koje u
sr�i imaju algebarske metode. Tako je u [D], na primer, Dvir dokazao hipotezu
Kakeje za konaqna po	a tako xto je napravio polinom dovo	no malog stepena
koji se anulira na velikom broju pravih koje je posmatrao. Zanim	ivo je to
xto se ovaj problem smatrao dosta texkim, a onda je na�eno rexe�e koje staje
na jednu stranu koriste�i ovakav pristup. Iz takvog razloga se smatra da je to
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2 1. Uvod

rexe�e bilo "name�eno" za taj problem. Kasnije su otkrivena rexe�a raznih
poznatih problema geometrije incidencija koja su tako�e bila zasnovana na
algebarskim metodama. Rad Guta i Kaca je jedan takav prelep spoj algebre i
geometrije.

U drugom delu rada dokaza�emo Teoremu 2 za k = 2. Bi�e nam bitan po-
jam pravolinijskih povrxi i veza izme�u �ih i polinoma. Napomenimo da
je u ovom sluqaju bitno ograniqe�e da . N pravih le�i u regulusu, jer uko-
liko to ne bi va�ilo, imaju�i u vidu prethodnu definiciju regulusa, mo�emo
da napravimo da su N2/2 �ih u jednom, a N2/2 u drugom skupu mimoilaznih
pravih, xto bi dalo ∼ N4 incidencija. Ovo, me�utim, ne va�i za k ≥ 3.

U tre�em delu se bavimo dokazom Teoreme 2 za k ≥ 3. K	uqna ideja koja
je dovela do ocene je de	e�e prostora na �elije u kojima su "ravnomerno"
raspore�ene taqke koje posmatramo. Pored toga, uvodimo pojmove kritiqnih i
ravnih taqaka i produb	ujemo vezu izme�u algebre i geometrije.

Na kraju, u dodatku �emo jasno definisati regulus, dokazati Bezuovu teo-
remu koja je od suxtinske va�nosti i videti da je ocena iz Teoreme 2 oxtra za
sluqaj kvadratne rexetke

√
N ×

√
N , odnosno za prave dode	ene �oj po prin-

cipu drugog poglav	a.
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Rad Elekexa i Xarira

U ovom poglav	u �emo videti kako se Erdoxev problem razliqitih rastoja�a
svodi na geometrijski problem incidencija u 3 dimenzije.

Neka je P ⊂ R2 skup od N taqaka u ravni. Oznaqimo sa d(P ) skup razliqi-
tih rastoja�a izme�u taqaka u P . Mi �elimo da doka�emo da je |d(P )| & N

logN
.

Ideja je da, ukoliko je |d(P )| malo, onda posmatraju�i geometrijske strukture
koje qine podskupovi skupa taqaka P , uoqavamo mnogo �ih koje su izometri-
jski iste. Drugim reqima, imalo bi smisla gledati xta se dexava sa naxim
skupom P kada na �ega primenimo neku izometrijsku transformaciju g.

Neka je Q(P ) skup qetvorki taqaka (p1, p2, p3, p4) ∈ P 4 koje zadovo	avaju
d(p1, p2) = d(p3, p4) 6= 0. Va�i slede�e tvr�e�e:

Lema 3. Svaki skup P ⊂ R2 sa N taqaka zadovo	ava

|d(P )| ≥ (N2 −N)2

|Q(P )|
.

Dokaz. Neka su d1, d2, .., dm sva mogu�a razliqita rastoja�a me�u taqkama u P ,
gde je m = |d(P )|, i neka je ni broj parova (pj, pk) ∈ P 2 tako da je d(pj, pk) = di,
za i ∈ 1, 2, ..,m. Tada je oqigledno da

∑m
i=1 ni = N2 −N i |Q(P )| =

∑m
i=1 n

2
i , pa

na osnovu nejednakosti Koxi-Xvarca dobijamo:

|Q(P )| ·m =
( m∑
i=1

n2
i

)
·
( m∑
i=1

1
)
>
( m∑
i=1

ni

)2
=
(
N2 −N

)2
tj.

|d(P )| > (N2 −N)2

|Q(P )|
,

xto je i trebalo dokazati.
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4 2. Rad Elekexa i Xarira

Dakle, da bismo dokazali Teoremu 1, dovo	no je dokazati:

Tvr�e�e 4. Za svaki skup P ⊂ R2 sa N taqaka, |Q(P )| . N3 · logN .

Posmatrajmo sada grupu G svih izometrijskih transformacija dobijenim
slaga�em translacije i rotacije. Tada za svaku qetvorku (p1, p2, p3, p4) ∈ Q(P )
postoji jedinstvena transformacija g ∈ G tako da g(p1) = p3 i g(p2) = p4 (ako
zapixemo g u odnosu na p1 kao R · (x − p1) + t, gde je R matrica rotacije, a t
vektor translacije, onda iz g(p1) = p3 dobijamo t = p3 − p1, a iz g(p2) = p4
jedinstveno odre�ujemo R).

Ovime smo dobro definisali preslikava�e E : Q(P )→ G. Sada nam je ci	
da ograniqimo odozdo Q(P ) pomo�u E. Iako ovo preslikava�e ne mora biti
injektivno, primetimo da postoji jasna veza izme�u P ∩ gP i E−1(g). Naime,
va�i slede�e:

Lema 5. Neka je g ∈ G i |P ∩ gP | = k. Tada je |E−1(g)| = 2 ·
(
k
2

)
.

Dokaz. Neka je P ∩ gP = {q1, q2, .., qk}. Iz qi ∈ gP sledi da postoji pi ∈ P tako
da g(pi) = qi, pri qemu va�i pi 6= pj za i 6= j. Za svako 1 ≤ i, j ≤ k, i 6= j,
va�i da (pi, pj, qi, qj) ∈ Q(P ) i E((pi, pj, qi, qj)) = g tj. (pi, pj, qi, qj) ∈ E−1(g),
odakle dobijamo |E−1(g)| ≥ 2 ·

(
k
2

)
. Tako�e, ako je (r1, r2, r3, r4) ∈ Q(P ) takvo da

E((r1, r2, r3, r4)) = g onda r3 = g(r1) = qi i r4 = g(r2) = qj za neko i, j ∈ [k], i 6= j.
Dakle, |E−1(g)| = 2 ·

(
k
2

)
.

Oznaqimo sa G=k(P ) ⊂ G skup svih g ∈ G za koje va�i |P ∩ gP | = k. Na
osnovu prethodne leme zak	uqujemo:

|Q(P )| =
N∑
i=2

2 ·
(
i

2

)
· |G=i(P )|.

Definiximo Gk(P ) ⊂ G kao skup svih g ∈ G za koje va�i |P ∩ gP | ≥ k.
Koriste�i |G=k(P )| = |Gk(P )| − |Gk+1(P )| i prethodnu jednaqinu dobijamo:

|Q(P )| =
N∑
k=2

2 ·
(
k

2

)
· (|Gk(P )| − |Gk+1(P )|) =

N∑
k=2

2 · (k − 1) · |Gk(P )|.

Sada da bismo dokazali Tvr�e�e 4 dovo	no je dokazati

|Gk(P )| . N3 · k−2, (2.1)

za k ∈ {2, 3, .., N}.
Oznaqimo sa Gtrans

k (P ) = {g ∈ Gk(P ) | g je translacija}, a sa G′k(P ) =
Gk(P ) \Gtrans

k (P ) . Doka�imo (2.1) prvo za Gtrans
k (P ).
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Dokaz (2.1) za Gtrans
k . Neka je g ∈ Gtrans

k (P ) i (p1, p2, p3, p4) ∈ Q(P ) takva da je
g(p1) = p3 i g(p2) = p4 (odnosno E((p1, p2, p3, p4)) = g). Kako je g translacija, iz
prethodnog sledi da je p3−p1 = p4−p2 tj. p4 = p3+p2−p1, xto znaqi da postoji
najvixe N3 qetvorki u Q(P ) ∩ E−1(Gtrans

k (P )). Na osnovu Leme 5, E−1(g) ≥
k(k − 1) za svako g ∈ Gtrans

k , odakle zak	uqujemo da je Gtrans
k . N3k−2.

Fokusirajmo se na G′k(P ) sada. Prirodno je posmatrati skupove Sp(q) =
{g ∈ G′ | g(p) = q}, za svako p, q ∈ P , gde je G′ = {g ∈ G | g nije translacija},
jer na osnovnu �ih mo�emo da definixemo sve g ∈ G′k(P ). Naime, to su sve
one transformacije koje se nalaze u preseku nekih k skupova oblika Sp(q).
Glavna ideja Elekexa i Xarira je da sada ove skupove Sp(q) pretvorimo u
krive iz R3. Gut i Kac su iskoristili ovu ideju i dodatno je unapredili u
svom radu, garantuju�i da �e te krive biti zapravo prave, qime su izbegli
tehniqke nepogodnosti.

Posmatrajmo proizvo	nu transformaciju g ∈ Sp(q): ona ima jedinstvenu
fiksnu taqku (x, y) koja le�i na simetrali stranice pq i oko koje se odvija
rotacija za neki ugao 0 < φ < 2π. Lako se dobija da je rastoja�e taqke (x, y)
od taqke p+q

2
funkcija od p, q i ctg φ

2
, pa ima smisla da posmatramo 1-1 pres-

likava�e F : G′ → R3 tako da je F (g) = (x, y, ctg(φ
2
)), gde su x, y, φ izabrani kao

maloqas. Mo�e se lako dokazati da je, za taqke p = (px, py) i q = (qx, qy) u R2 ,
F (Sp(q)) = Lp(q) prava u R3 parametrizovana sa:(px + qx

2
,
py + qy

2
, 0
)

+ t
(qy − py

2
,
px − qx

2
, 1
)
. (2.2)

Primetimo da se na osnovnu prethodne parametrizacije sledi da

(p, q) 6= (r, s) =⇒ Lp(q) 6= Lr(s) (∗).

Onda, g ∈ G′k(P ) akko F (g) le�i u preseku bar k prava oblika Lp(q), gde
p, q ∈ P . Znaqi, �elimo da doka�emo da je broj taqaka koje se nalaze u preseku
bar k datih pravih . N3 · k−2, xto je skoro pa Teorema 2, samo nam jox fali
uslov za broj pravih koje le�e u istoj ravni, odnosno regulusu. Neka je p ∈ P .
Definiximo Lp kao skup svih pravih Lp(q) za sve q ∈ P , i L′p kao skup svih
pravih Lp(q) za sve q ∈ R2. Neka je L =

⋃
p∈P
Lp. Da bismo sveli poqetni problem

na Teoremu 2 ostaje jox da poka�emo:

Tvr�e�e 6. Broj pravih iz L koje le�e u istoj ravni, odnosno regulusu, je
. N .

Primetimo da zbog (2.2) va�i da su bilo koje dve razliqite prave u Lp
mimoilazne (zbog (∗) va�i |Lp| = |P | = N i |L| = N2), stoga nijedna ravan
ne mo�e da sadr�i vixe od N pravih iz L. Xto se tiqe regulusa, pomenimo
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�egovu definiciju jox jednom: to je povrx koja se sastoji iz dva skupa mi-
moilaznih pravih R1 i R2, takva da svaka prava iz prvog skupa seqe svaku
pravu iz drugog, i za svaku taqku u regulusu postoje prave p1 ∈ R1 i p2 ∈ R2

koje prolaze kroz �u. Ova dva skupa mimoilaznih pravih �emo zvati pokri-

vaqima u regulusu. Regulus se tako�e mo�e definisati kao skup svih pravih
koje seku odre�ene 3 mimoilazne prave. U dodatku A stoji skica dokaza da iz
prethodne definicije sledi da je regulus ireducibilna algebarska povrx ste-
pena 2, tj. da je to povrx definisana sa P (x, y, z) = 0, gde je P ireducibalan
polinom stepena 2 po tri promen	ive.

Da bismo dokazali Tvr�e�e 6, dovo	no je dokazati slede�u lemu:

Lema 7. Neka je R proizvo	an regulus u R3. Ako R sadr�i vixe od 8 pravih
iz Lp, za neko p ∈ P , onda ceo jedan pokrivaq regulusa le�i u L′p.

Naime, iz ove leme, i na osnovu kratkog dokaza iz dodatka A da regulus
ne mo�e imati 3 razliqita pokrivaqa, mo�emo zak	uqiti da postoje najvixe
dva razliqita p ∈ P takva da je |R ∩ Lp| ≥ 9 xto bi znaqilo da je |R ∩ L| =∑

p∈P |R∩Lp| ≤ 8 · (|P |−2) + 2 ·N . N , qime bismo zavrxili dokaz Tvr�e�a 6.

Dokaz leme 7. Neka je R definisan preko ireducibilnog polinoma P drugog
stepena. Posmatrajmo neku pravu kroz taqku x = (x, y, z) sa pravcem v =
(vx, vy, vz) koja le�i u R. Onda, za svako t ∈ R va�i da je P (x+t ·v) = 0. Ako to
posmatramo kao polinom po t, kako je on nula za svako t ∈ R, onda koeficijenti
tog polinoma moraju da budu nula, pa dobijamo 3 (u opxtem sluqaju degP + 1)
jednaqina po x, y, z, vx, vy, vz:

1. P (x, y, z) = 0

2. Q(x, y, z, vx, vy, vz) = ∂P
∂x
· vx + ∂P

∂y
· vy + ∂P

∂z
· vz = 0

3. T (x, y, z, vx, vy, vz) =
∑

cyc(
∂2P
∂x2
· v

2
x

2
+ ∂2P

∂x∂y
· vx · vy) = 0, cikliqna suma po

x, y, z.

Sada je ideja da konstruixemo polinome malog stepena (preciznije drugog
stepena) Vx, Vy, Vz takve da za bilo koju taqku x ∈ R3, (Vx(x), Vy(x), Vz(x))
predstav	a pravac prave iz L′p koja prolazi kroz �u (dokaza�emo malo kas-
nije da takva prava zaista postoji). Za trenutak pretpostavimo da postoje
takvi polinomi Vx, Vy, Vz. Posmatrajmo pravu iz Lp koja le�i u R i taqku
x = (x, y, z) na �oj. Onda je P (x) = 0, Q(x, y, z, Vx(x), Vy(x), Vz(x)) = Q′(x) = 0,
i T (x, y, z, Vx(x), Vy(x), Vz(x)) = T ′(x) = 0, gde su Q′, T ′ dobijeni polinomi po
x, y, z tre�eg i qetvrtog stepena, redom. Znaqi, za svaku pravu iz Lp na ko-
joj se P anulira, na �oj se anuliraju i Q′ i T ′. Kako je broj takvih pravih
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|R ∩ Lp| ≥ 9 = 2 · 4 + 1, na osnovu Bezuove teoreme (deta	nije u tre�oj glavi
i u dodatku B), P i Q′, odnosno P i T ′, moraju da imaju zajedniqkog delioca.
Kako je P ireducibilan polinom, dobijamo da P deli Q′ i T ′, odnosno da za
svaku taqku x ∈ R va�i Q′(x) = T ′(x) = 0. To znaqi da su za svaku taqku x ∈ R
zadovo	ene jednaqine 1, 2, i 3 za pravac (Vx(x), Vy(x), Vz(x)), odakle sledi da
prava kroz x sa tim pravcem le�i u regulusu. Me�utim, ona po definiciji
Vx, Vy, Vz le�i i u L′p, odakle zak	uqujemo da postoji pokrivaq regulusa koji
je sasvim u L′p.

Konstruiximo sada polinome Vx, Vy, Vz. Posmatrajmo proizvo	nu taqku
(x, y, z) ∈ R3, �elimo da na�emo pravu Lp(q) u L′p koja prolazi kroz �u. Iz
(2.2) treba da reximo po qx, qy, t slede�u jednaqinu:(px + qx

2
,
py + qy

2
, 0
)

+ t
(qy − py

2
,
px − qx

2
, 1
)

= (x, y, z)

Odavde se lako dobija t = z, zqy + qx = 2x+ zpy − px i qy − zqx = 2y − py − zpx
odnosno:

(z2 + 1)qy = 2xz + z2py − zpx + 2y − py − zpx

i

(z2 + 1)qx = 2x+ zpy − px − 2yz + zpy + z2px

pa su onda (Vx(x, y, z), Vy(x, y, z), Vz(x, y, z)) = (z2 + 1) · ( qy−py
2
, px−qx

2
, 1) oqigledno

polinomi drugog stepena koji zadovo	avaju tra�eni uslov, qime smo zavr-
ixili dokaz.

Dakle, ostaje nam da doka�emo:

Teorema 8. Dato je N2 pravih u R3 za koje ≤ cN �ih le�e u istoj ravni,
odnosno regulusu, za neku konstantu c > 0. Neka je 2 ≤ k ≤ N . Tada je broj
taqaka koje se nalaze u preseku bar k datih pravih .c N

3 · k−2.

Notacija .c znaqi da naxa skrivena konstanta zavisi od c. Kao xto smo
rekli u uvodu, razdvajamo sluqaj k = 2 i k ≥ 3. U slede�em poglav	u �emo
dokazati:

Teorema 9. Neka je L skup N2 pravih u R3 za koje ≤ cN �ih le�e u istoj
ravni, odnosno regulusu, za neku konstantu c > 0. Broj taqaka koje se nalaze u
preseku bar dve prave iz L je .c N

3.
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Vixe o pravolinijskim

povrxima

Da bi dokazali Teoremu 9 konstruisa�emo polinom p dovo	no malog stepena
koji �e se anulirati na velikom broju pravih koje �emo posmatrati. Ideja je
da, ako postoji neki drugi polinom q malog stepena kao p takav da je i on nula
na datim pravama, onda mo�emo da iskoristimo varijantu Bezuove teoreme u
tri dimezije (deta	nije u dodatku B):

Lema 10 (Bezu). Neka su p(x, y, z) i q(x, y, z) polinomi u R[x, y, z] stepena m i
n redom. Ako se p i q anuliraju u vixe od mn + 1 razliqitih pravih, onda p
i q imaju zajedniqki faktor.

Oqigledno je da ova teorema od posebne koristi ako je jedan od polinoma
p, q ireducibilan. Zato su nam od velikog znaqaja povrxi (mi �emo se baviti
samo onima koje su opisane kao nule nekog polinoma) koje imaju dosta pravih
u sebi.

Definicija 11. Povrx S se naziva pravolinijska povrx ako za svaku taqku
x ∈ S postoji prava koja prolazi kroz �u i le�i u S.

Dvodimenziona diferencijabilna vixestrukost je pravolinijska povrx
ako se mo�e predstaviti u obliku:

x(t, v) = α(t) + v · w(t), v ∈ R,

gde su α,w diferencijabilne funkcije iz I = (0, 1) u R3 pri qemu va�i w(t) 6= 0
za t ∈ I. Za fiksirano t ∈ I, prava kroz α(t) sa pravcem w(t) se naziva
generator pravolinijske povrxi. Za nas je va�no to xto generatori formiraju
"neprekdinu" familiju pravih qija unija qini celu povrx.

9



10 3. Vixe o pravolinijskim povrxima

Sada bi bilo dobro da vidimo kada va�i da je povrx S pravolinijska. Neka
je p polinom qiji skup nula predstav	a S i neka je x = (x, y, z) proizvo	na
taqka u S. Nalik dokazu leme 7, primetimo da postoji prava koja prolazi kroz
x i le�i u S akko postoji v = (vx, vy, vz) ∈ R3 \ {0} tako da je p(x + t · v) = 0
za svako t ∈ R, xto posmatraju�i kao polinom po t, va�i akko su zadovo	ene
odre�ene deg(p) + 1 polinomske jednaqine po x, y, z, vx, vy, vz. Ispostav	a se
da je dovo	no gledati samo prve qetiri date jednaqine (pod pretpostavkom
deg(p) ≥ 3):

p(x, y, z) = 0; ∇vp(x, y, z) = 0; ∇2
vp(x, y, z) = 0; ∇3

vp(x, y, z) = 0 (3.1)

gde ∇i
vp(x, y, z) = 0 predstav	a polinom po x, y, z, vx, vy, vz koji se nalazi uz ti

u p(x + t · v) = 0. Posled�e tri jednaqine su homogene jednaqine prvog, drugog
i tre�eg stepena redom po vx, vy, vz, pa ih mo�emo svesti na jednu polinomsku
jednaqinu1

Fl(p)(x, y, z) = 0

pri qemu va�i deg(Fl(p)) ≤ 11 deg(p)− 24 (deta	i su konceptualno jasni, ali
je dokaz malo du�i, pa dajemo samo skicu). Ovaj polinom se naziva prevojni

polinom polinoma p, taqka x za koju je ispu�eno (3.1) za neko v ∈ R3 \ {0} se
naziva prevojnom taqkom, a za pravu kroz x sa pravcem v ka�emo da dodiruje
S do stepena 3.
Oqigledno je da ako je S pravolinijska onda Fl(p) = 0 na S. Ispostav	a se da
va�i i obratno:

Teorema 12 (Kejli-Salmon). Povrx p = 0 je pravolinijska ako i samo ako se
Fl(p) anulira na �oj.

Dokaz ove teoreme je zahtevniji, mo�e se na�i u [Salm] i [K]. Nama je va�-
nija slede�a posledica:

1Na primer:

1. Podelimo sve tri jednaqine redom sa vx, v
2
x i v3x; time smo dobili 3 jednaqine sa dve

nepoznate;

2. Kako je jedna od tih jednaqina prvog stepena, mo�emo da izrazimo jednu od
promen	ivih preko druge, qime dobijamo dva polinoma po jednoj promen	ivoj, recimo
t, sa koeficijentima x, y, z;

3. Znamo da postoji vx, vy, vz, sa vx 6= 0 koje zadovo	ava (3.1) akko ova dva dobijena
polinoma imaju zajedniqku nulu xto se, koriste�i rezultate iz dodatka B, dexava
akko je �ihova rezultanta - polinom po x, y, z - nula u x;

4. Nax polinom je proizvod te 3 dobijene rezultante (kada eliminixemo vx, vy, odnosno
vz, prvo).
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Posledica 13. Neka je p ∈ R[x, y, z] polinom stepena d. Ako se p anulira na
vixe od 11d2 − 24d pravih, onda postoji ireducibilan faktor q polinoma p
takav da je povrx q = 0 pravolinijska.

Dokaz. Neka je p = q1 · q2 · ... · qk faktorizacija polinoma p na ireducibilne
faktore. Ako je s prava koja le�i u p = 0, za bar jedno od i ∈ {1, 2, ..., k} va�i da
je qi(x) = 0 za bar deg(qi) + 1 taqaka x ∈ s (jer p(x) = q1(x) · q2(x) · ... · qk(x) = 0,
x ∈ s). Neka je v pravac s i x ∈ s proizvo	na taqka na pravoj. Polinom
qi(x + tv) je nula u bar deg(qi) + 1 razliqitih realnih vrednosti t, pa je on
identiqki jednak nuli, odakle sledi da prava s le�i u qi = 0. Stoga, svaka
pravu koja le�i u p = 0, le�i i u nekom qi = 0, za i ∈ {1, 2, ..., k}. Kako je∑k

i=1 deg(qi) = deg(p) = d i vixe od 11d2 − 24d pravih le�i u p = 0, mora
postojati i ∈ {1, 2, ..., k} za koje vixe od 11 deg(qi)

2 − 24 deg(qi) pravih le�i u
qi = 0. Kako svaka prava koja le�i u qi = 0 le�i i u Fl(qi) = 0, iz Bezuove leme
(Lema 10) dobijamo da postoji netrivijalni zajedniqki delilac qi i Fl(qi).
Poxto je qi ireducibilan, sledi da qi deli Fl(qi), pa na osnovu Teoreme 12,
zak	uqujemo da je qi = 0 pravolinijska povrx.

Vratimo se sada na poqetnu ideju. Posmatrajmo neki polinom p stepena
ma�eg od N (to se ispostav	a da je dovo	no malo) i povrx

p(x, y, z) = 0.

Polinom p se mo�e jedinstveno faktorizovati na ireducibilne polinome:

p = p1p2...pm

i ka�emo da je povrx p = 0 bez ravni i regulusa ukoliko nijedan pi = 0 nije
ravan niti regulus, 0 < i ≤ m. Slede�a lema je k	uqna u dokaziva�u Teoreme
9.

Lema 14. Neka je p polinom stepena ma�eg od N i S = {(x, y, z)| p(x, y, z) = 0}
pravolinijska povrx bez ravni i regulusa. Neka je L1 skup pravih koje le�e u
S za koji va�i |L1| ≤ N2, i neka je Q1 skup taqaka koje le�e na dve ili vixe
pravih iz L1. Tada je

|Q1| . N3

Pre nego xto doka�emo ovu lemu, pozabavimo se jox malo sa pravolin-
ijskim povrxima. Sada ve� prime�ujemo da xto vixe pravih jedna povrx
ima u sebi, to lakxe radimo sa �om. Pravolinijske povrxi za koje va�i
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da kroz svaku �ihovu taqku prolaze bar dve prave koje le�e u �ima nazi-
vamo dvostruko-pravolinijske povrxi (u suprotnom se nazivaju jednostruko-

pravolinijske povrxi). Vide�emo uskoro da su jedine dvostruko-pravolinijske
povrxi opisane ireducibilnim polinomom zapravo ravan i regulus.

Neka je p(x, y, z) ireducibilan polinom i S povrx opisana �ime (odnosno
p = 0 povrx) koja nije ravan ili regulus. Za taqku (x, y, z) ∈ S ka�emo da je
sjajna taqka ako le�i na beskonaqno mnogo pravih u S. Za pravu l u S ka�emo da
je sjajna prava ako postoji beskonaqno mnogo pravih u S koje seku l u ne-sjajnim
taqkama. Va�i slede�a lema:

Lema 15. 1. Neka je (x0, y0, z0) sjajna taqka u S. Onda, za svaku taqku (x, y, z)
u S, prava l koja prolazi kroz (x, y, z) i (x0, y0, z0) le�i u S.

2. Neka je l sjajna prava u S. Postoji algebarska kriva C takva da za svaku
taqku iz S \ C postoji prava koja prolazi kroz �u, le�i u S i seqe l.

Dokaz. 1. Koriste�i odgovaraju�u promenu koordinata, bez uma�e�a opx-
tosti, mo�emo da pretpostavimo da je (x0, y0, z0) koordinatni poqetak. Za
taqku (x1, y1, z1) ∈ S\{(0, 0, 0)}, prava koja prolazi kroz �u i koordinatni
poqetak le�i u S ako i samo ako p(tx1, ty1, tz1) =

∑deg(p)
i=0 ti ·qi(x1, y1, z1) = 0

za svako realno t. To je ekvivalentno sa time da se odre�enih deg(p) + 1
polinoma (naime qi, i ∈ {0, .., deg(p)}) po promen	ivama x, y, z anulira u
taqki (x1, y1, z1). Znaqi, da bi dokazali prvi deo leme, treba da doka�emo
da se tih deg(p) + 1 polinoma anulira na celom S. Me�utim, mi znamo
da je (0, 0, 0) sjajna taqka u S, odnosno da kroz koordinatni poqetak pro-
lazi beskonaqno mnogo pravih u S i u �ima se naxih deg(p) + 1 poli-
noma trivijalno anuliraju. Na osnovnu Bezuove leme (Lema 10) mo�emo
da zak	uqimo da p sa svakim od deg(p) + 1 odgovaraju�ih polinoma ima
netrivijalni zajedniqki delilac. Kako je p ireducibilan, dobijamo da
p deli svaki od datih polinoma, odnosno oni se anuliraju na celom S,
qime smo dokazali prvi deo.

2. Sliqno kao u dokazu za prvi deo, promenimo koordinate tako da se l pok-
lapa sa x pravom (y = 0 i z = 0). Za razliku od prvog dela, ovde ne�e
sve taqke u S imati odgovaraju�e svojstvo. Neka je (x, y, z) ∈ S taqka za
koju va�i v(x, y, z) = ( ∂p

∂x
(x, y, z), ∂p

∂y
(x, y, z), ∂p

∂z
(x, y, z)) 6= (0, 0, 0). Posma-

tramo ravan koja prolazi kroz (x, y, z) i normalna je na vektor v(x, y, z)
centriran u (x, y, z) (takozvana tangentna ravan). Pouqeni idejama iz
prethodnih dokaza, lako sledi da svaka prava koja le�i u S i prolazi
kroz (x, y, z) mora pripadati i toj tangentnoj ravni. Sada nam je jasno da
su taqke (x, y, z) ∈ S koje verovatno nemaju odgovaraju�e svojstvo zapravo
one qija je tangentna ravan (ukoliko postoji) paralelna sa l = x pravom,
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odnosno one za koje va�i ∂p
∂x

(x, y, z) = 0. Zato, definiximo C kao deo u S

gde se i p i ∂p
∂x

anuliraju. Posmatrajmo sve taqke (x, y, z) ∈ S \ C i neka
je (x′, 0, 0) jedinstvena taqka preseka tangentne ravni u (x, y, z) i prave
l = x. Dokaza�emo da za �ih va�i drugi deo leme. Kako (x′, 0, 0) le�i
u tangentnoj ravni znamo da je vektor (x − x′, y, z) normalan na v(x, y, z)
odnosno

(x− x′) · ∂p
∂x

(x, y, z) + y · ∂p
∂y

(x, y, z) + z · ∂p
∂z

(x, y, z) = 0

tj. x′ se mo�e izraziti kao q(x, y, z)/ ∂p
∂x

(x, y, z), za fiksan polinom q
odre�en polinomom p. Treba da doka�emo da prava kroz (x′, 0, 0) i (x, y, z)
le�i u S. Kao i u prvom delu, dobi�emo da odgovaraju�ih deg(p) + 1
racionalnih funkcija oblika ri(x, y, z)/ ∂p

∂x
(x, y, z)ki , i ∈ {0, ..., deg(p)},

treba da se anuliraju u taqki (x, y, z). Prema tome, treba dokazati se
svi ri anuliraju u taqkama za koje va�i

∂p
∂x

(x, y, z) 6= 0. Kako je l = x sja-
jna prava u S va�i da postoji beskonaqno mnogo pravih koje le�e u S i
seku l = x i za �ih trivijalno va�i da su ri nula na �ima (sem u konaqno
mnogo gde je ∂p

∂x
= 0). Na osnovu Bezuove leme, sliqno kao u prvom delu,

zak	uqujemo da p deli svako ri, qime smo dobili ono xto smo hteli. Os-
taje da doka�emo da C 6= S. Pretpostavimo suprotno. Kako je C deo gde
se anuliraju p i ∂p

∂x
i kako je p ireducibilan, a ∂p

∂x
polinom ma�eg stepena,

zbog Bezuove leme mora va�iti da je ∂p
∂x

konstantan polinom, odnosno da
je p(x, y, z) oblika ax+q(y, z). Kako l = x pripada S, dobijamo da je a = 0.
Tako�e, poxto je l = x sjajna prava, postoji prava l′ u S koja seqe l. Kako
p ne zavisi od x, svaki translat prave l′ u x smeru mora le�ati u S, pa
dobijamo da cela jedna ravan le�i u S, xto nije mogu�e (mo�e se opet
iskoristiti Bezuova lema i dobiti da jednaqina te ravni deli p, ali p
je ireducibilan polinom i S nije ravan).

Na osnovu prethodnog dokaza mo�emo da zak	uqimo dve stvari. Prvo,
primetimo da u prvom delu leme uslov da postoji beskonaqno mnogo pravih
koje prolaze kroz koordinatni poqetak mo�e biti zame�en uslovom koji treba
da bude ispu�en da bismo mogli da iskoristimo Bezuovu lemu.

Posledica 16. Proizvo	na taqka (x, y, z) ∈ S je sjajna taqka ukoliko ona
le�i na bar deg(p)2 + 1 pravih koje le�e u S.

Sliqno mo�emo da oslabimo uslov za sjajne prave u S. Naime, postoji
fiksan polinom f sa celobrojnim koeficijentima, dobijen iz uslova koji mora
biti zadovo	en da bismo mogli da primenimo Bezuovu lemu, nezavisno od naxeg
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polinoma p, za koji va�i slede�e (ne�emo se truditi da taqno odredimo f , nama
je bitno samo da postoji):

Posledica 17. Proizvo	na prava l ⊂ S je sjajna prava ukoliko postoji
beskonaqno mnogo pravih koje le�e u S i bar f(deg(p)) + 1 pravih u S seku
pravu l u ne-sjajnoj taqki.

Iskomentariximo jox uslov da postoji beskonaqno mnogo pravih u S. Time
odmah garantujemo da �e biti bar jedna prava razliqita od l koja �e skoro cela
(sem u konaqno mnogo taqaka) le�ati u S \ C, pa na �enim taqkama mo�emo
da iskoristimo ono xto smo zak	uqili na osnovu Bezua i time dobiti da l
jeste sjajna prava (ovde izozastav	amo qi�enicu da �e te nove prave se�i l u
ne-sjajnim taqkama, jer �e to biti jasno iz slede�e leme).

Ostalo nam je jox da vidimo koliko sjajnih taqaka i sjajnih pravih mo�e
da postoji u jednoj povrxi odre�enoj ireducibilnim polinomom, ukoliko ona
nije prava niti regulus.

Lema 18. Ako je p ireducibilan polinom i S povrx odre�ena �ime koja nije
ravan niti regulus onda S sadr�i najvixe jednu sjajnu taqku i najvixe dve
sjajne prave.

Dokaz. Pretpostavimo da postoje dve razliqite sjajne taqke x1 i x2 i neka je l
proizvo	na prava u S koja prolazi kroz x1 ali ne i kroz x2. Tada, na osnovu
Leme 15, za svaku taqku y ∈ l prava kroz x2 i y le�i u S. Dakle, ravan odre�ena
sa pravom l i taqkom x2 mora da le�i u S, ali to nije mogu�e.

Sada pretpostavimo da postoje bar tri sjajne prave l1, l2 i l3. Za sjajnu pravu
l, oznaqimo sa Cl odgovaraju�u algebarsku krivu iz Leme 15. Posmatrajmo neki
beskonaqni skup pravih L1 koje seku l1. Postoji beskonaqni podskup L2 ⊂ L1

takav da svaka prava u L2 le�i skoro cela u S \Cl2 (iz dokaza Leme 15, Cl mo�e
da ima najvixe deg(p)(deg(p) − 1) pravih u sebi zbog uslova Bezuove leme).
Analogno, postoji beskonaqni podskup L3 ⊂ L2 takav da svaka prava u L3 le�i
skoro cela u S \ Cl3 . Neka je l proizvo	na prava u L3. Posmatrajmo sve sem
konaqno mnogo taqaka na l koje le�e u S \ (Cl2

⋃
Cl3). Ako bi postojala taqka

me�u �ima koja le�i na samo jednoj pravoj u S (odnosno samo na l) tada bi
zbog Leme 15 prava l, pored prave l1, morala da seqe i l2 i l3. Pretpostavimo
da postoji beskonaqno mnogo pravih l koje seku sve tri sjajne prave. Ako su
neke dve od �ih koplanarne, onda bi sve prave koje ih seku le�ale u toj ravni,
xto je nemogu�e. Sledi da su l1, l2, l3 tri me�usobno mimoilazne prave, pa one
formiraju regulus R. Za svaku pravu l koja ih seqe mora va�iti da pripada
R, iz qega sledi da je S = R, xto je kontradikcija.

Znaqi, postoji beskonaqan podskup pravih L′3 ⊂ L3 koje ne seku sve tri sjajne
prave l1, l2 i l3. Ako je l ∈ L′3, onda, kao xto smo pokazali, sve taqke x ∈ l koje
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pripadaju S \ (Cl2
⋃
Cl3) moraju da le�e na bar dve prave u S. Na osnovu prvog

dela dokaza da postoji najvixe jedna sjajna taqka, zak	uqujemo da je svaka
prava u L′3 sjajna. Podsetimo se da za svaku sjajnu pravu l postoji najvixe
deg(p) · (deg(p) − 1) pravih koje le�e u Cl. To znaqi da mo�emo konstruisati
beskonaqni niz pravih ki ∈ L′3, i ∈ N, takav da kj skoro cela le�i u S \ Cki ,
za svako 0 < i < j. Neka je N = deg(p)2 i M = 1000N4. Postoje tri ne-sjajne
taqke x1, x2 i x3 koje le�e na kM i u svim S \ Cki , za 0 < i < M . Kako je x1
ne-sjajna taqka, na osnovu Posledice 16 ona le�i na najvixe N pravih. Za
svaku pravu ki, 0 < i < M , postoji prava koja je seqe i prolazi kroz x1. Dakle,
postoji bar (M − 1)/N pravih ki koje seku neku pravu r1 koja prolazi kroz
x1. Analogno dobijamo da postoje bar (M − 1)/N3 > 500 deg(p)2 pravih ki koje
seku prave r1, r2, r3 koje prolaze kroz x1, x2 i x3. Posmatraju�i regulus, odnosno
ravan, koju saqi�avaju r1, r2 i r3 i koriste�i Bezuovu lemu kao ranije dobijamo
�e	enu kontradikciju.

Jednostavna posledica prethodne leme je da su ravan i regulus jedine
dvostruko-pravolinijske ireducibilne povrxi. Drugim reqima, ako pravolin-
ijska ireduciblna povrx nije ravan niti regulus, onda je ona jednostruko-
-pravolinijska. Sada mo�emo da zapoqnemo dokaz Leme 14.

Dokaz Leme 14. Neka je p = p1p2...pm, gde su pi ireducibilni polinomi. Ka�emo
da je taqka (x, y, z) sjajna u S ukoliko je sjajna u pi = 0, za neko i. Analogno
definixemo sjajne prave u S. Koriste�i Lemu 18 dobijamo da ima najvixe
N sjajnih taqaka i najvixe 2N sjajnih pravih (jer je S bez ravni i regulusa).
Prema tome, broj taqkaka u Q1 koje su sjajne ili le�e na sjajnim pravama je
najvixe N + 2N · |L1| . N3, pa mo�emo da se fokusiramo samo na one koje nisu
sjajne i ne le�e ni na jednoj sjajnoj pravoj.

Posmatrajmo proizvo	nu pravu l u S koja nije sjajna. Kako za svaku pravolin-
ijsku povrx postoji "neprekidna familija" generatora koja je saqi�ava (sa
poqetka poglav	a, odre�ena sa α(t) i ω(t)), svaka prava koja ne pripada toj
familiji i le�i u S mora biti sjajna prava (kroz svaku taqku povrxi pro-
lazi neki generator). Prema tome, naxa prava l je generator. Dokaza�emo da je
broj ne-sjajnih taqaka u kojima druge ne-sjajne prave seku l (ne-sjajni preseci)
najvixe N − 1, odakle �e slediti da je broj preostalih taqaka u Q1 najvixe
(N − 1) · |L1| ≤ N3, qime bismo zavrxili dokaz.
Neka je π proizvo	na ravan koja sadr�i l, ali nijednu ne-sjajnu pravu koja
seqe l (ovakva ravan postoji jer je takvih pravih konaqno mnogo). Ravan π seqe
S po krivoj θ (odre�enoj sa dve promen	ive, na primer x i y) stepena N . Kako
l pripada toj krivoj, na osnovu Bezuove teoreme za dve promen	ive (dokaz u
dodatku B) dobijamo da l (odnosno polinom stepena 1 po dve promen	ive koji
je definixe u π) mora da deli θ. Dakle, θ = lk · c, gde je c komponenta koja
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nije de	iva sa l. Kako je stepen c najvixe N − 1, sledi da se c i l seku u
najvixe deg(c) ·1 ≤ N −1 taqaka zbog uslova Bezuove teoreme. Doka�imo da su
svi ne-sjajni preseci na l upravo te taqke. Posmatrajmo neku ne-sjajnu pravu
l′ koja seqe l u ne-sjajnoj taqki q. Ho�emo da doka�emo da q ∈ c. Kako je l′

generator koji seqe θ, postoji niz generatora koji te�i l′ za koji �e svi (sem
prvih konaqno mnogo) generatora se�i θ, odnosno l ili c. Primetimo da �e
samo konaqno �ih se�i l u q jer je q ne-sjajna taqka. Kako je l ne-sjajna prava
(i u tom nizu generatora ne mo�e da postoji beskonaqno �ih koji seku l u is-
toj taqki razliqitoj od q), svi sem konaqno mnogo generatora u tom nizu seku
c. Drugim reqima, postoji podniz tog niza generatora koji te�i l′ takav da
svaki generator u �emu seqe c. Ako posmatramo taqke u kojima generatori iz
tog podniza seku π, one �e te�iti {q} = π ∩ l, i poxto je c zatvorena oblast
(definisana je polinomom) sledi da je q ∈ c, qime je dokaz gotov.

Sada smo spremni da doka�emo Teoremu 9. Pretpostavimo da imamo skup L
od najvixe N2 pravih tako da nikojih cN ne le�i u ravni ili regulusu (c je
proizvo	na konstanta za koju �elimo da doka�emo Teoremu 9). Pretpostavimo
tako�e da, za dovo	no veliko Q, nax skup L ima vixe od QN3 preseqnih taqaka
i b.u.o. neka je N najma�i broj, ne nu�no ceo, za koji postoji takav skup pravih
L (odnosno, za svakoM < N , ne postoji skup L od najvixeM2 pravih sa nikojih
cM u ravni ili regulusu koji ima vixe od QM3 preseqnih taqaka).

Neka je L′ skup svih pravih u L koje seku L u bar QN
10

razliqitih taqaka.

Prave koje nisu u L′ uqestvuju u najvixe QN3

10
preseka, pa je broj taqaka u

preseku pravih iz L′ bar 9QN3

10
. Neka je 0 < α ≤ 1 takav da |L′| = αN2.

Izaberimo prave iz L sa verovatno�om p = 100
Q
. Ho�emo da doka�emo da

postoji skup L′′ takav da ima najvixe 200N2

Q
pravih u sebi i da va�i da svaka

prava iz L′ ima bar N razliqitih taqaka preseka sa pravama iz tog skupa
(motivacija za ovo je ideja prav	e�a polinoma odgovoraju�e malog stepena koji
�e se anulirati na svim pravama iz L′). Neka je X sluqajna promen	iva koja
broji broj izabranih pravih. Onda je E[X] ≤ 100N2

Q
, pa va�i P (X > 200N2

Q
) < 1

2
.

Oznaqimo sa Al′ doga�aj da prava l′ iz L′ seqe nax sluqajno izabran skup u
ma�e od N razliqitih taqaka. Da bi dokazali da postoji onakav skup L′′,
dovo	no je utvrditi da va�i

∑
l′∈L′ P (Al′) <

1
2
, odnosno dovo	no je dokazati

P (Al′) <
1

2αN2 , za svako l′ ∈ L′. Posmatrajmo sada proizvo	nu pravu l ∈ L′ i
r ≥ QN

10
taqaka na �oj u kojima ih prave iz L seku. Trivijalno va�i:

P (Al) ≤
N−1∑
i=0

(
r

i

)
· pi(1− p)r−i < N ·

(
r

N − 1

)
· pN−1(1− p)r−N+1 = N · bN−1
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gde je bi =
(
r
i

)
· pi(1− p)r−i. Onda, za i < 5N :

bi+1

bi
=

(r − i) · p
(i+ 1) · (1− p)

≥
(QN

10
− 5N) · 100

5N · (Q− 100)
> 2

Iz
∑r

i=0 bi = 1 dobijamo bN−1 · (1 + 2 + ... + 24N) ≤ 1, pa trivijalno va�i
P (Al) <

1
2αN2 (za dovo	no veliko Q, bi�e dovo	no veliko N).

Izaberimo sa svake prave iz L′′ po RN√
Q
taqaka, gde je R dovo	no velika,

ali univerzalna konstanta (ne zavisi od Q,N). Dakle, izabrali smo najvixe
RN√
Q
· |L′| = O(RN

3

Q
3
2

) taqaka, pa iz jednostavne linearne algebre (ovu ideju �emo

videti i u slede�em poglav	u) mo�emo konstruisati polinom p ∈ R[x, y, z]

stepena O(R
1
3N

Q
1
2

) (odnosno stepena najvixe C R
1
3N

Q
1
2
, za fiksno C) koji se anulira

u izabranim taqkama. Kako smo izabrali R da bude dovo	no veliko (treba nam

da va�i RN√
Q
> deg(p)+1, za xta je dovo	no RN√

Q
≥ C R

1
3N

Q
1
2
), sledi da se p anulira

na svim pravama iz L′′, a kako one seku prave iz L′ u bar N razliqitih taqaka

(ovde i N > C R
1
3N

Q
1
2
, za veliko N), dobijamo da se p anulira na celom skupu L′.

Faktoriximo polinom p = p1p2 gde je p1 proizvod svih ireducibilnih
pravolinijskih faktora koji dele p, a p2 preostali ne-pravolinijski deo, oba

stepena O(R
1
3N

Q
1
2

) = O( N

Q
1
2

). Neka su L1 i L2 skupovi pravih iz L′ koje le�e redom
u p1 = 0 odnosno p2 = 0 (oqigledno L1

⋃
L2 = L′). Kako prava l1 ∈ L1 \ L2 mo�e

da seqe p2 = 0 (pa samim tim i prave l2 ∈ L2 \ L1) u najvixe deg(p2) = O( N

Q
1
2

)

taqaka, dobijamo da je presek pravih izme�u L1 \ L2 i L2 \ L1 najvixe O(N3).

Dakle, u bar jednom od L1, L2 mora da bude vixe od
3QN3

10
preseka.

Pretpostavimo da u L1 imamo vixe od 3QN3

10
taqaka preseka. Neka je p1 =

p3p4, gde je p3 = 0 bez ravni i regulusa, a p4 proizvod ravni i regulusa koji dele
p1. Podelimo L1 na L3 i L4 sliqno kao pre, istim argumentom dobijamo da je
broj taqaka u preseku pravih iz L3\L4 i L4\L3 najvixe O(N3). Na osnovu Leme
14 znamo da je broj preseka me�u pravama iz L3 isto O(N3). Dakle, prave iz

L4 se seku u bar
QN3

10
razliqitih taqaka. Me�utim, prave iz L4 le�e u najvixe

N ravnih/regulusa od kojih svaka/i sadr�i najvixe po cN pravih. Dakle,
broj preseka izme�u pravih u istoj ravni/regulusu je O(N3). Kako svaka prava
mo�e da seqe ravan, odnosno regulus, kojoj ne pripada u najvixe jednoj, odnosno
dve, taqke, to znaqi da je preostalih taqaka u preseku pravih iz L4 najvixe
O(N3), kontradikcija.

Dakle, mora da va�i da se prave iz L2 seku u bar 3QN3

10
taqaka. Kako je

p2 = 0 totalno ne-pravolinijska povrx, iz Posledice 13 zak	uqujemo da ne
mo�e imati vixe od O(deg(p2)

2) tj. O(N
2

Q
) pravih u sebi, odakle sledi da

|L2| ≤ βN2 gde je β = O( 1
Q

). Sada �elimo da postignemo kontradikciju sa
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pretpostavkom sa poqetka o izboru brojaN . Me�utim, mi za prave iz L2 mo�emo
da garantujemo da nikojih cN ne le�i u ravni odnosno regulusu, a ne nikojih
c
√
βN . Definiximo skup L5 na slede�i naqin: sve dok postoji ravan/regulus

koja sadr�i vixe od c
√
βN pravih, prebacimo sve prave koje le�e u �oj/�emu

u L5 i obriximo ih iz L2. Na taj naqin, obele�imo preostali skup sa L6.
Primetimo kako smo ovako "oxtetili" najvixe O(N) ravni i regulusa pa, kao
i u prethodnom sluqaju, zak	uqujemo da ima najvise O(N3) preseka izme�u
pravih u L5. Tako�e, postoji najvixe O(N3) taqaka preseka pravih iz L5 i L6,
poxto svaka prava iz drugog skupa mo�e se�i svaku ravan/regulus iz prvog u
najvixe jednoj, odnosno dve, taqke. Me�utim, zbog pretpostavke o izboru broja
N , me�u pravama u L6 ne mo�e biti vixe od Q · (

√
βN)3 odnosno O(N

3

Q
1
2

) taqaka,

qime dobijamo �e	enu kontradikciju.
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Podeli pa vladaj

U ovom poglav	u se bavimo dokazom Teoreme 8 za k ≥ 3. Kao xto naziv poglav	a
sugerixe, glavna ideja �e nam biti da izdelimo prostor na �elije oiviqene
nulama nekog polinoma dovo	no malog stepena za koje �e va�iti da su taqke
iz skupa koji posmatramo nekako ravnomerno raspore�ene po tim �elijama.
Tako �emo mo�i da brojimo incidencije naxeg skupa pravih u svakoj �eliji
ponaosob, a prelazak prave iz jedne u drugu �eliju �e znaqiti da ta prava
mora da preseqe povrx zadatu naxim polinomom, xto, kao xto smo videli u
prethodnom poglav	u, ne mo�e mnogo puta da se desi. U ovom poglav	u �emo
videti jox va�nih uloga taqaka i pravih u povrxi odre�enoj polinomom.

Teorema 19. Neka je S skup od S taqaka u Rn i J prirodan broj. Postoji
polinom p stepena d . 2J/n za koji va�i da je Rn \{p = 0} unija 2J disjunktnih
otvorenih skupova Oi, od kojih svaki sadr�i ≤ 2−JS taqaka iz S.

Ovde {p = 0} = {(x, y, z) ∈ R3 | p(x, y, z) = 0}, i analogno definixemo
oblasti {p < 0} i {p > 0}. Da bi dokazali prethodnu teoremu, osloni�emo se
na dokaz poznate teoreme, �oj donekle sliqne po tvr�e�u:

Teorema 20 (Teorema o xunki i sendviqu 1). Neka su U1, ..., Un ∈ Rn otvoreni
skupovi konaqne zapremine, onda postoji hiperavan koja svaki od �ih deli na
pola.

Glavna ideja u dokazu teoreme jeste teorema Borsuk-Ulama, odnosno:

Teorema 21 (Borsuk-Ulam). Ako je f : Sn → Rn neprekidna neparna funkcija,
onda postoji x ∈ Sn za koje f(x) = 0.

Kako nas zanimaju samo skupovi sa konaqnim brojem taqaka, doka�imo
slede�u polinomsku verziju Teoreme 20:

1
Ham sandwich theorem

19
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Teorema 22. Neka su S1, S2, ..., SM konaqni skupovi taqaka u Rn, gde je M =(
n+d
n

)
− 1. Onda postoji polinom p ∈ R[x1, ..., xn] stepena najvixe d koji polovi

svaki od Si ( |Si ∩ {p > 0}| = |Si ∩ {p < 0}| ).

Dokaz. Neka je δ > 0 i Ui,δ unija δ-lopti opisanih oko taqaka u Si, 1 ≤ i ≤M .
Doka�imo prvo da postoji polinom pδ stepena najvixe d koji polovi svaki od
Ui,δ (ovde V ol(Ui,δ ∩ {p < 0}) = V ol(Ui,δ ∩ {p > 0})). Posmatrajmo sve polinome
iz R[x1, .., xn] stepena najvixe d; oni se mogu zapisati kao

∑
cd1,...,dnx

d1
1 ...x

dn
n , gde

su di ≥ 0 celi brojevi takvi da je d1 + ... + dn ≤ d. Takvih d1, ..., dn ima
(
n+d
n

)
,

pa postoji neprekidna bijekcija g polinoma iz R[x1, ..., xn] stepena najvixe d i

R(n+d
n ) (pore�amo koeficijente proizvo	no i svakom polinomu dodelimo taqku

sa koordinatama odre�enim �egovim koeficijentima). Mi �emo se ograniqiti

na S(n+d
n )−1, odnosno na polinome za koje va�i

∑
c2d1,..,dn = 1. Posmatrajmo

neprekidnu funkciju f : S(n+d
n )−1 → R(n+d

n )−1 definisana kao:

f(c) =


V ol(U1,δ ∩ {g−1(c) < 0})− V ol(U1,δ ∩ {g−1(c) > 0})
V ol(U2,δ ∩ {g−1(c) < 0})− V ol(U2,δ ∩ {g−1(c) > 0})

...
V ol(UM,δ ∩ {g−1(c) < 0})− V ol(UM,δ ∩ {g−1(c) > 0})


Kako za svaki par (c,−c) antipodalnih taqaka na S(n+d

n )−1 va�i f(c) = −f(−c)
jer g−1(c) = −g−1(−c), primenom teoreme Borsuk-Ulama dobijamo da postoji c
za koje f(c) = 0. Polinom pδ := g−1(c) je oqigledno tra�eni polinom.

Neka je δm > 0, m ∈ N, proizvo	an opadaju�i niz koji te�i nuli i pδm
odgovaraju�i polinomi. U nizu taqaka g(pδm) ∈ S(n+d

n )−1 postoji konvergentan
podniz (samo ga formiramo po koordinatama redom, jer one pripadaju u [−1, 1],
pa za �ih ponaosob postoji, na primer), odnosno postoji rastu�i podniz mi,
i ∈ N, za koji limi→∞ g(pδmi

) = c, za neko c koje oqigledno mora le�ati u

S(n+d
n )−1. Doka�imo da je p := g−1(c) tra�eni polinom.
Pretpostavimo da za neko 1 ≤ i ≤ M va�i |Si ∩ {p > 0}| 6= |Si ∩ {p < 0}|.

Oznaqimo sa S+
i levu i S−i desnu stranu, i neka je b.u.o. |S+

i | > |S−i |. Za
dovo	no malo ε, p > 0 u svim ε-loptama oko taqaka u S+

i . Kako limi→∞ pδmi
=

p, za svako i > D, za neku fiksno D, va�i�e pδmi
> 0 na svim ε-loptama u

S+
i . Me�utim, kako limi→∞ δmi

= 0, za dovo	no veliko i va�i δmi
< ε, xto,

zajedno sa prethodnim, znaqi da je pδmi
> 0 u svim δmi

loptama oko taqaka u

S+
i , kontradikcija.

Sada smo spremni da doka�emo Teoremu 19.

Dokaz Teoreme 19. Konstruisa�emo tra�eni polinom u J koraka. Poqnimo sa
linearnim polinomom p1 koji poloviS naS+ iS−. Zatim, koriste�i Teoremu
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22, izaberimo polinom p2 koji bisektuje S+ i S−, i tako da	e. Generalno,
polinom pj biramo na osnovu Teoreme 22 tako da deli 2j−1 skupa na koje je
izde	ena ravan polinomom p1..pj−1. Na kraju kada zavrximo nax algoritam,
ima�emo polinome p1, p2, .., pJ , za koje �e p1p2...pJ deliti ravan na 2J otvorena
skupa (odre�ena izborom znaka + ili − za svaki od pi) koji svi sadr�e ≤
2−JS taqaka iz S. Ostalo je jox da vidimo koliki je stepen p1p2...pJ . Po
konstrukciji, pj deli 2j−1 skupova na pola, pa je na osnovu Teoreme 22 �egov
stepen. 2j/n (n je fiksno, pa se to trivijalno izvodi). Dakle, stepen polinoma
p1p2...pJ je .

∑J
j=1 2j/n . 2J/n.

Sada smo spremni za glavnu teoremu ovog poglav	a:

Teorema 23. Neka je k ≥ 3 i L skup sa L pravih u R3 gde najvixe B pravih
le�i u istoj ravni. Neka je S skup taqaka u R3 koje le�e na bar k pravih iz
L, onda:

|S| = O(L
3
2k−2 + LBk−3 + Lk−1).

Pre nego xto se upustimo u dokaz teoreme, prokomentariximo svaki qlan
koji doprinosi desnoj strani nejednakosti.

Primer 24. Posmatrajmo nekih L/k taqaka i po k pravih kroz svaku od �ih.
Oqigledno za skup odre�en tim pravama L va�i |S| = Lk−1.

Primer 25. Posmatrajmo nekih L/B ravni i B pravih u svakoj od �ih.
Doka�imo da je mogu�e rasporediti B pravih u svakoj od ravni tako da je broj
taqaka koje le�e na bar k �ih ∼ B2k−3. Radi jednostavnosti, pretpostavimo
da je B = 2N3 i k = N , za neko N ∈ N. Posmatrajmo skup taqaka S oblika
(a, b) ∈ Z2 za koje 1 ≤ a ≤ N i 1 ≤ b ≤ 2N2 (|S| = 2N3) i skup pravih L′ oblika
(x,mx + b) za prirodne brojeve m ≤ N i b ≤ N2. Tada |L′| = N3 ∼ B2k−3 i
svaka prava iz L′ prolazi kroz taqno k = N taqaka iz S. Ako sada dodelimo
svakoj taqki (a, b) ∈ S dualnu pravu (x, ax+b), svaka prava iz L �e se slikati u
taqku preseka pravih dode	enim taqkama iz S koje le�e na �oj, qime dobijamo
konfiguraciju od B = |S| = 2N3 pravih i N3 ∼ B2k−3 taqaka koje le�e na
taqno k = N �ih. Dakle, |S| ≈ LBk−3 .

Primer 26. Neka je S0 skup taqaka (a, b, 0), a S1 skup taqaka (a, b, 1) za prirodne

brojeve 1 ≤ a, b ≤ L
1
4 i L skup pravih koje spajaju sve taqke iz S0 sa svim

taqkama iz S1. Svaka ravan sadr�i po najvixe L
1
4 taqaka iz S0, S1, pa B ≤ L

1
2 .

Dokaza�emo u dodatku C da ∼ L
3
2k−2 taqaka le�i na bar k pravih u L za svako

2 ≤ k ≤ L
1
2/400.

Veza izme�u Teoreme 23 i Semeredi-Trotera je jasno vid	iva, i kako �e i
ona igrati ulogu u dokazu, navedimo je ovde (ova formulacija direktno sledi
iz planarne, projektova�em na proizvo	nu ravan):
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Teorema 27 (Semeredi-Troter). Neka je L skup sa L pravih u Rn i S skup
taqaka koje le�e na bar k pravih u L. Tada:

|S| = O(L2k−3 + Lk−1).

Prvo �emo dokazati Teoremu 23 sa odre�enim pretpostavkama:

Tvr�e�e 28. Neka je k ≥ 3 i L skup od L pravih u R3 takvih da ne vixe od B
le�i u istoj ravni. Neka je S skup od S taqaka u R3 takvih da svaka le�i na
bar k, ali najvixe 2k, pravih u L. Tako�e, neka je broj pravih u L koje sadr�e
bar 1

100
SkL−1 taqaka iz S bar 1

100
L. Tada:

S ≤ C[L
3
2k−2 + LBk−3 + Lk−1].

Primetimo da je broj incidencija izme�u S i L ∼ Sk, xto znaqi da nam
pretpostavke zapravo ka�u da imamo ∼ L proseqnih pravih u L (sa ∼ SkL−1

taqaka iz S).

Dokaz Tvr�e�a 28. Pretpostavimo da je za dovo	no veliko A:

S ≥ A[L
3
2k−2 + Lk−1] (4.1)

Naxa strategija je slede�a: �elimo da poka�emo da �e & SL−1k3 pravih iz L
le�ati u jednoj ravni, odakle bismo dobili S . BLk−3. To �emo uraditi u dva
koraka. Prvi je da na�emo polinom stepena d . L2S−1k−3 koji �e se anulirati
na dovo	noj koliqini naxih pravih. Drugi korak je da doka�emo da �e se
povrx odre�ena tim polinomom sastojati iz ravni koje �e, opet, sadr�ati
dovo	nu koliqinu pravih iz L. Onda, kako ima najvixe d ravni saqi�avaju
tu povrx, jedna od �ih �e imati & L/d pravih u sebi. Kako d . L2S−1k−3,
dobijamo B & SL−1k3, xto smo i �eleli.
(Gut i Kac su prvo pokuxali da na�u tra�eni polinom koriste�i algebarske
metode iz tre�eg poglav	a, ali polinom koji su napravili je imao stepen .
L2S−1k−2. Ideja o de	e�u prostora na �elije je odigrala k	uqnu ulogu u
sma�e�u stepena.)

Prvo �emo konstruisati polinom p takav da oblast Z odre�ena �ime sadr�i
veliki broj taqaka iz S.

Lema 29. Ako je konstanta A u nejednakost (4.1) dovo	no velika, onda postoji
algebarska povrx Z stepena . L2S−1k−3 koja sadr�i bar (1− 10−8)S taqaka iz
S.
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Dokaz. Neka je θ dovo	no veliki fiksan broj (vide�emo koliko kasnije) i d
ceo deo od θL2S−1k−3. Prvo, proverimo da je d ≥ 1. Na osnovu Semeredi-
Trotera, S . L2k−3 +Lk−1, pa zbog (4.1) zak	uqujemo S . L2k−3. Dakle, d ≥ 1.
Na osnovu Teoreme 19, mo�emo da konstruixemo polinom stepena d takav da
�egova povrx Z deli prostor na ∼ d3 �elija Oi od kojih svaka sadr�i . Sd−3

taqaka iz S.
Pretpostavimo da Z sadr�i ma�e od (1 − 10−8)S taqaka u S, onda naxe

�elije Oi sadr�e bar 10−8S taqaka iz S. Kako ih ima ∼ d3 i svaka sadr�i
. Sd−3 �ih u sebi, postoja�e & d3 �elija koje �e sadr�ati & Sd−3 taqaka iz
S. Nazovimo takve �elije pune. Neka je L(Oi) skup pravih iz L koje seku Oi.
Me�u punim �elijama, posmatrajmo onu sa minimalnim |L(Oi)| i oznaqimo taj
broj sa Lcell. Primenom Semeredi-Trotera na tu �eliju dobijamo:

Sd−3 . L2
cellk

−3 + Lcellk
−1

Kako svaka prava koja ne pripada Z mo�e da preseqe Z u najvixe d taqaka, a
pri svakom prelasku prave iz Oi u Oj ona mora prese�i Z, zak	uqujemo da je
broj preseka pravih koje ne pripadaju Z i Z, odnosno broj preseka pravih iz L
i naxih �elija, najvixe Ld. Sledi da je Lcell . Ld−2, odakle

S . L2d−1k−3 + Ldk−1 =⇒ S ≤ C(θ−1S + θL3S−1k−4)

gde je C konstanta nezavisna od θ (dobili bismo je kad bismo uraqunali kon-
stante iz Semeredi-Trotera i Teoreme 19). Odavde mo�emo da pretpostavimo
da je θ dovo	no velika konstanta da va�i Cθ−1 < 1

2
odakle dobijamo da S .

θL3S−1k−4, odnosno S . L
3
2k−2, xto je u kontradikcija sa tim da je A dovo	no

veliko.
Znaqi, Z je tra�ena algebarska povrx stepena d . L2S−1k−3.

Oznaqimo sa SZ skup svih taqaka iz S koje le�e u Z (na osnovnu prethodne
leme |S \SZ | ≤ 10−8S). Nax slede�i ci	 je da poka�emo da dosta pravih iz
L le�e u Z. Prisetimo se da proseqna prava iz L sadr�i & SkL−1 taqaka iz
S. Dakle, prvi korak nam je da ograniqimo d sa SkL−1.

Lema 30. Ako je A dovo	no veliko, onda

d < 10−8SkL−1

Dokaz. Na osnovu nejednakosti (4.1) va�i:

1 ≤ A−1SL−
3
2k2

Odakle, kad kvadriramo i pomno�imo sa d, dobijamo:

d ≤ A−2dS2L−3k4 . A−2SkL−1

Za A dovo	no veliko trivijalno sledi lema.
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Iz prethodne leme sledi da, ako prava iz L prolazi kroz bar 10−8SkL−1

taqaka iz SZ , onda ona le�i u Z. Oznaqimo sa LZ skup pravih iz L koje le�e
u Z. Doka�imo slede�u lemu:

Lema 31. Skup LZ sadr�i bar (1/200)L pravih.

Dokaz. Pretpostavili smo da postoji ≥ (1/100)L pravih iz L koje sadr�e
≥ (1/100)SkL−1 taqaka iz S. Neka je L0 ⊂ L skup tih pravih. Dokaza�emo
da ve�ina pravih u tom skupu pripada LZ . Prava iz L0 koja ne pripada Z
mo�e sadr�ati najvixe 10−8SkL−1 taqaka iz SZ , odakle mora sadr�ati bar
(1/200)SkL−1 taqaka iz S \SZ . Dakle, ako sa I(A,B) oznaqimo broj inciden-
cija izme�u skupova A i B, onda:

1

200
SkL−1 · |L0 \ LZ | ≤ I(L0 \ LZ ,S \SZ) ≤ 2k · |S \SZ | ≤ 2 · 10−8Sk

tj.

|L0 \ LZ | ≤ 4 · 10−6L

odakle sledi |LZ | ≥ (1/200)L.

Ovime smo zavrxili prvi korak u naxoj strategiji: napravili smo alge-
barsku povrx Z stepena . L2S−1k−3 koja sadr�i veliku koliqinu pravih iz
L.

Na redu je drugi deo dokaza, tj. da poka�emo da Z sadr�i ravan kojoj
�e pripadati velika koliqina pravih iz LZ . Da bi to uradili, bi�e nam
potrebno jox malo zna�a iz algebarske geometrije, odnosno treba da vidimo
na koji naqin nam prave i taqke u algebarskoj povrxi govore o tome da li ona
sadr�i ravan ili ne. Mi �emo ovde ukratko nexto re�i o toj temi, deta	niji
uvod se nalazi u [EKX].

Povrx Z je odre�ena nekim polinomom p koji se faktorixe na ireducibilne
polinome p = p1p2.... Mo�emo da pretpostavimo da pi 6= pj poxto se ukla�a-
�em bilo kog od ta dva povrx Z ne me�a. Taqka x ∈ Z se zove kritiqna taqka

ako ∇p(x) = 0, odnosno ako su parcijalni izvodi po svakoj promen	ivi u toj
taqki jednaki 0. Ako x ∈ Z nije kritiqna taqka, onda se ona naziva regu-

larnom taqkom. Regularne taqke, kao xto smo videli u prethodnom poglav	u,
imaju dobro definisanu tangentu ravan na Z (ravan normalna na vektor ∇p u
toj taqki). Regularnu taqku nazivamo ravnom ukoliko kroz �u prolaze bar 3
prave koje le�e u Z.

Posmatrajmo jednu ravnu taqku a u Z. Za pravu proizvo	nog pravca v kroz
�u, polinom p(a + tv) mo�emo posmatrati kao polinom po t, v, kao xto smo
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qinili u prethodnom poglav	u. To nas navodi da definixemo polinom q kao

q(u) = p(a) + (u− a) · ∇p(a) +
1

2
(u− a)THp(a)(u− a)

gde je · skalarni proizvod i

Hp =

pxx pxy pxz
pyx pyy pyz
pzx pzy pzz


Hesijan polinoma p. Polinom q je zapravo ono xto se dobije kad raspixemo
p(a + (u− a)) do drugog stepena po u− a, odnosno aproksimacija polinoma do
tre�eg stepena kada je u jako blizu a. Posmatrajmo tri prave l1, l2 i l3 xto
prolaze kroz a i le�e u Z; q se anulira na svakoj od �ih, xto znaqi da se
anulira u tri taqke u kojima proizvo	na prava l ⊂ πa (u tangentoj ravni u a)
seqe l1, l2 i l3. Poxto je q drugog stepena, to znaqi da se q anulira na celoj l,
odnosno na celoj πa. Sliqnim rezonova�em dobijamo da je uslov q = 0 na πa
ekvivalentan sa time da se q anulira u proizvo	ne tri taqke za koje nikoje
dve nisu kolinearne sa a. Zaista, za taqku u ∈ πa va�i (u − a) · ∇p(a) = 0
pa je q(u) = 0 ekvivalentno sa (u − a)THp(a)(u − a) = 0, pa kako za taqku u′

kolinearnu sa u i a va�i da je (u′−a)THp(a)(u′−a) = 0 akko (u−a)THp(a)(u−a),
onda q(u) = 0 povlaqi da je q = 0 na pravoj kroz u i a. Ovime zak	uqujemo da
uslov da je taqka a ravna povlaqi slabiji uslov da se q anulira u proizvo	ne 3
taqke u πa, gde nikoje dve nisu kolinearne sa a. Bilo bi zgodno da predstavimo
koordinate takve tri taqke preko polinoma u a. To mo�e da se uradi na slede�i
naqin: izaberimo koordinatni sistem takav da se nijedan od pravaca ei ne
poklapa sa ∇p(a) (odnosno za sve taqke koje posmatramo). Naxe tri taqke su:

ui = a+∇p(a)× ei.

Dakle, uslov da je a ravna taqka povlaqi:

Πi(p)(a) = (∇p(a)× ei)THp(a)(∇p(a)× ei) = 0, za i = 1, 2, 3. (4.2)

Za regularnu taqku a za koju va�i (4.2) ka�emo da je kvadratno ravna.2 Za
polinome Πi(p) va�i da su stepena najvixe (d− 1) + (d− 2) + (d− 1) = 3d− 4.

Za pravu l ⊂ Z ka�emo da je kritiqna ukoliko su sve �ene taqke kritiqne
(odnosno, iz prethodnih diskusija znamo da je dovo	no je da je d taqaka na �oj
kritiqno). Analogno za pravu l ⊂ Z ka�emo da je ravna ukoliko nije kritiqna
i sve taqke na �oj, sem konaqno mnogo, su kvadratno ravne (opet, dovo	no je da
ih je bar 3d− 3). Sada dolazimo do k	uqnih lema za nax nastavak sa dokazom.

2Inaqe, uslov (4.2) je ekvivalentan sa tim da je druga fundamentalna forma Z u taqki a
nula, ali ne�emo zalaziti u to jer je izvan naxeg domaxaja.
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Lema 32. Povrx odre�ena beskvadratnim polinomom p stepena d sadr�i
najvixe d(d− 1) kritiqnih pravih u sebi.

Dokaz. Ukoliko je p ireducibilan polinom, lema sledi trivijalno iz Bezua.
U nastavku �emo se osla�ati na indukciju po stepenu polinoma. Zato, pret-
postavimo da se p rastav	a na p = fg, gde su f i g uzajamno prosti polinomi
(ovde koristimo to xto je p beskvadratni polinom) stepena df i dg, df +dg = d.
Kako ∂p = ∂fg + ∂gf , za svaku kritiqnu pravu l va�i bar jedno:

1. f = 0 na l i l je kritiqna u povrxi definisanoj sa f

2. g = 0 na l i l je kritiqna u povrxi definisanoj sa g

3. f = 0 i g = 0 na l

Me�utim, tre�i sluqaj mo�e desiti za najvixe dfdg pravih, a prvi i drugi
zbog indukcije za najvixe df (df − 1) i dg(dg − 1) pravih, pa dobijamo da je broj
kritiqnih pravih ≤ df (df − 1) + dfdg + dg(dg − 1) ≤ d(d− 1).

Slede�a lema povezuje postoja�e ravni u algebarskoj povrxi i broj ravnih
pravih (ono xto nam treba).

Lema 33. Ako je Z algebarska povrx stepena d (odnosno, definisana je nekim
beskvadratnim polinomom stepena d) bez planarnih komponenti, onda ona sadr�i
najvixe 3d2 − 4d ravnih pravih.

Da bi dokazali ovu lemu, bilo bi nam potrebno nexto zna�a iz diferen-
cijalne geometrije, pa ne�emo navoditi dokaz ovde, on se mo�e na�i u [EKX]
(ukratko, suxtina dokaza je da za ireducibilne Z, ako druga fundamentalna
forma Z nestaje u svakoj regularnoj taqki Z, onda se oko regularnih taqaka
naxa povrx ponaxa kao ravan, odakle bi sledilo da je Z zapravo ravan; u
suprotnom prime�ujemo induktivnu hipotezu sliqno kao malopre).

Nastavimo sada sa naxim dokazom. Setimo se da svaka taqka u SZ le�i
na bar k pravih iz L, ali ne nu�no na ijednoj iz LZ . Stoga, neka je S′Z skup
taqaka iz SZ koje le�e na bar 3 prave u LZ (jasno zaxto biramo 3 na osnovu
prethodne diskusije). Dakle, svaka taqka u S′Z je ili kritiqna ili kvadratno
ravna. Doka�imo da S′Z sadr�i dovo	nu koliqinu taqaka.

Lema 34. Skup S \S′Z sadr�i najvixe 10−7S taqaka.

Dokaz. Prema Lemi 29 |S \SZ | ≤ 10−8S.
Neka je x ∈ SZ \ S′Z . Ona le�i na bar k pravih iz L, ali najvixe 2 iz LZ ,
odnosno le�i na bar k − 2 prave iz L \ LZ , odakle dobijamo:

(k − 2) · |SZ \S′Z | ≤ I(SZ \S′Z ,L \ LZ).
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Sa druge strane, prema Lemi 30 znamo da svaka prava iz L\LZ sadr�i najvixe
10−8SkL−1 taqaka iz SZ odakle:

I(SZ \S′Z ,L \ LZ) ≤ I(SZ ,L \ LZ) ≤ 10−8SkL−1 · L = 10−8Sk,

odnosno:

|SZ \S′Z | ≤ 10−8 · k

k − 2
S ≤ 3 · 10−8S

pa, kombinova�em sa poqetnom nejednakosti, dobijamo �e	enu ocenu.

Neka je S′Zcrit skup svih kritiqnih taqaka, a S′Zflat skup svih kvadratno
ravnih taqaka u S′Z . Na osnovu prethodne diskusije znamo za pravu l da je
kritiqna ukoliko sadr�i vixe od d kritiqnih taqaka na �oj, a ako ih sadr�i
konaqno mnogo i tako�e sadr�i vixe od 3d− 3 kvadratno ravnih taqaka, onda
je ravna. Dakle, ako je L′Z skup pravih iz LZ koje prolaze kroz vixe od
(1/200)SkL−1 taqaka iz S′Z , mo�emo zak	uqiti da:

Lema 35. Svaka prava iz L′Z je ili kritiqna ili ravna.

Dokaz. Lema sledi na osnovu prethodnog razmatra�a i Leme 30 odakle znamo
da je d < 10−8SkL−1.

Sada nam treba da L′Z sadr�i dovo	an broj pravih.

Lema 36. Broj pravih iz L′Z je ≥ (1/200)L.

Dokaz. Podsetimo se naxe pretpostavke da postoji bar (1/100)L pravih iz L
koje sadr�e vixe od (1/100)SkL−1 taqaka iz S. Oznaqimo taj skup sa L0. Neka
je l ∈ L0 \ L′Z . Na osnovu definicija L0 i L′Z zak	uqujemo da l sadr�i bar
(1/200)SkL−1 pravih iz S \S′Z . Dakle:

1

200
SkL−1 · |L0 \ L′Z | ≤ I(S \S′Z ,L0 \ L′Z) ≤ 2k · |S \S′Z |

Me�utim, prema Lemi 34, |S \S′Z | < 10−7S odakle sledi |L0 \ L′Z | ≤ 4 · 10−5L,
qime dobijamo tra�enu nejednakost.

Lema 32 nam ka�e da Z, odnosno L′Z sadr�i najvixe d(d−1) < d2 kritiqnih
pravih. Kako �elimo da imamo xto vixe ravnih pravih u L′Z (jer nam to
govori o tome da li postoji ravan u Z), doka�imo slede�u ocenu za d:

Lema 37. Za dovo	no veliko A va�i d ≤ 10−4L
1
2 .
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Dokaz. Na osnovu (4.1) imamo 1 ≤ A−1SL−
3
2k2, pa:

d ≤ dA−1SL−
3
2k2 . A−1L

1
2k−1

odakle, za dovo	no veliko A, sledi �e	ena ocena.

Dakle, L′Z sadr�i najvixe d2 ≤ 10−8L kritiqnih pravih, pa na osnovu Leme
4.8, sadr�i vixe od (1/300)L ravnih pravih.

Neka je Z = Zpl
⋃
Z ′, gde je Zpl unija svih ravni koje le�e u Z, a Z ′ povrx

odre�ena ostatkom faktora. Polinomski posmatrano, Zpl je oblast definisana
proizvodom ireducibilnih faktora polinoma p (koji definixe Z) qiji skup
nula predstav	a ravan, a Z ′ deo definisan preostalim faktorima, odnosno
polinomom p′. Kako za pravu koja le�i u preseku ta dva dela znamo da je
kritiqna, dobijamo da ravne prave pripadaju ili u Zpl ili u Z ′. Kako ravna
prava iz Z koja le�i u Z ′ je ravna i u Z ′ (lako se izvodi iz p = ppl · p′,
deta	nije u [EKX]), na osnovu Leme 33 zak	uqujemo da Z ′ sadr�i najvixe
3d2 − 4d ≤ 3 · 10−8L ravnih pravih iz L′Z . Dakle, bar (1/400)L pravih iz L′Z
le�e u Zpl. Kako je broj ravni u Zpl najvixe d, dobijamo da bar jedna ravan
sar�i vixe od (1/400)Ld−1 & SL−1k3 pravih iz L′Z , odnosno iz L. Dakle,
S . BLk−3, qime je gotov dokaz Tvr�e�a 28.

Sada �emo svesti glavni problem na Tvr�e�e 28. Prvo, uklonimo pret-
postavku da postoji dovo	na koliqina proseqnih pravih (sa ∼ SkL−1 taqaka
iz S u sebi):

Tvr�e�e 38. Neka je k ≥ 3 i L skup sa L pravih u R3 od kojih najvixe B le�e
u istoj ravni. Neka je S skup od S taqaka iz R3 koje le�e na bar k, a najvixe
2k, pravih u L. Onda

S ≤ C[L
3
2k−2 +BLk−3 + Lk−1].

Dokaz. Neka je L1 skup pravih iz L koje sadr�e bar (1/100)SkL−1 taqaka iz
S. Ako je |L1| ≥ (1/100)L onda smo zavrxili na osnovu Tvr�e�a 28, zato
pretpostavimo da je |L1| < (1/100)L. Radi�emo indukciju po L.
Primetimo da je:

I(S,L \ L1) ≤
1

100
SkL−1 · L =

1

100
Sk,

odnosno skup L1 doprinosi najvixe incidencija, xto je i oqekivano. Neka je
S′ ⊂ S skup svih taqaka koje le�e na bar (9/10)k pravih iz L1. Onda:

1

10
k · |S \S′| ≤ I(S \S′,L \ L1) ≤

1

100
Sk
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odakle |S \S′| ≤ (1/10)S =⇒ |S′| ≥ (9/10)S. Sada, za taqku x ∈ S′ znamo da
pripada na bar (9/10)k, a najvixe 2k, pravih iz L1, xto je preveliki interval
za indukciju. Zato, neka je S′ = S′+

⋃
S′−, gde je S′+ skup svih taqaka koje

pripadaju na bar k, a S′− skup svih taqaka koje pripadaju na najvixe k pravih
iz L1. Bar jedan od ta dva skupa ima kardinalnost S1 ve�u od (9/20)S. U
sluqaju da je to prvi skup, k1 = k, a u suprotnom k1 je najma�i ceo broj ve�i
od (9/10)k. U oba sluqaja mo�emo primeniti Tvr�e�e 38 na taj skup taqaka i
prave iz L1 (koriste�i indukciju po broju pravih jer L1 = |L1| < (1/100)L),
pa dobijamo slede�u nejednakost:

S1 ≤ C[L
3
2
1 k
−2
1 +BL1k

−3 + L1k
−1
1 ]

odakle, koriste�i da je S ≤ (20/9)S1, L1 < (1/100)L i k−11 ≤ (10/9)k−1, sledi:

S ≤ 20

9
S1 ≤

(20

9
· 1

100
· (10

9
)3
)
· C[L

3
2k−2 +BLk−3 + Lk−1].

Kako je izraz u zagradama < 1, dobijamo tra�enu nejednakost za S.

Doka�imo sada Teoremu 23.

Dokaz Teoreme 23. Neka je k ≥ 3, L je skup od L pravih takvih da najvixe B
le�e u istoj ravni iS skup taqaka koje pripadaju na bar k pravih iz L. Neka je
S =

⋃∞
j=0Sj, gde je Sj skup taqaka koje le�e na bar 2jk, ali najvixe na 2j+1k,

pravih iz L. Oznaqimo sa kj = 2jk. Primenom Tvr�e�a 38 na (L,Sj, kj, B)
dobijamo:

|Sj| ≤ C[L
3
2k−2j +BLk−3j + Lk−1j ] ≤ 2−j · C[L

3
2k−2 +BLk−3 + Lk−1]

pa je S ≤
∑∞

j=0 |Sj| ≤ 2C[L
3
2k−2j +BLk−3j + Lk−1j ].

Primetimo da Teorema 23 za B = N i L = N2 implicira Teoremu 8 za
sluqaj k ≥ 3. Dakle, za k ≥ 3 nam nije bila bitna pretpostavka o broju
pravih u regulusu. Ovim poglav	em je kompletiran dokaz da je broj razliqitih
rastoja�a u Erdoxevom problemu & N

logN
.
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5

Zak	uqak

U prvom delu rada smo prexli iz kombinatornog problema u dve na geometri-
jski problem tri dimenzije. Ve� u tom delu smo videli naznake polinoma kroz
Bezuovu teoremu i kroz poseban geometrijski objekat (regulus) koji igra va�nu
ulogu u jednom od sluqajeva.

U drugom delu smo videli kako da kontrolixemo povrxi definisane poli-
nomom koriste�i Bezuovu teoremu. Jako znaqajne za nas su bile one koje imaju
mnogo pravih u sebi, odnosno pravolinijske povrxi. Upoznali smo se sa �i-
hovom karakterizacijom preko generatora i prevojnih polinoma, xto nam je
omogu�ilo da doka�emo Teoremu 9 svo�e�em na indukciju, odnosno sluqaj
pravolinijskih povrxi, koji smo sa prethodnim alatima znali da reximo.

U tre�em delu, da bismo dokazali Teoremu 8 za k ≥ 3, bila nam je potrebna
ideja o de	e�u ravni na �elije. Videli smo da nas to ne koxta mnogo po
pita�u stepena polinoma sa kojim je delimo, pa smo mogli u dokazu glavne
teoreme da se slu�imo �ome. To nam je omogu�ilo da lako ograniqimo broj
incidencija posmatranih taqaka i pravi, i da potom, dobijemo da dovo	na
koliqina pravih le�i u povrxi definisanoj pre�ax�im polinomom. Onda
smo videli jox jedan primer toga kako nam taqke i prave jedne povrxi govore
mnogo o �oj.

Na kraju, u dodatku stoji formalna definicija regulusa, dokaz prekopotre-
bne Bezuove teoreme i zanim	iv primer

√
N×
√
N kvadrata u kojem se posti�e

ocena Teoreme 8.
�elela bih da se zahvalim svom mentoru, Luki Mili�evi�u, na svim �e-

govim predava�ima i kursevima koji su uvek bili puni divnih ideja koje
povezuju razne oblasti matematike, me�u kojima su i one najbitnije iz ovog
rada. Hvala xto sam imala priliku da saznam za �ih jox kao uqenica sred�e
xkole.

Tako�e bih �elela da se zahvalim svim profesorima koji su mi predavali
matematiku u Matematiqkoj gimnaziji, jer su neprestano produb	ivali moju
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zainteresovanost za �u qime su me podsticali da napredujem sve vixe.



Dodatak A

Xta je to regulus

Kao xto smo ve� videli u prethodnim poglav	ima, postoje dve definicije
regulusa:

Definicija 39. Regulus je povrx odre�ena svim pravama koje seku date 3
me�usobno mimoilazne prave.

Definicija 40. Regulus je povrx odre�ena sa dva pokrivaqa (skupa me-
�usobno mimoilaznih pravih), takva da svaka prava jednog seqe svaku pravu
drugog i kroz svaku taqku regulusa prolazi po bar jedna prava iz oba skupa.

Mi �emo poqeti sa definicijom 39. Doka�imo slede�e tvr�e�e koje nam je
bilo od k	uqnog znaqaja u prethodnim poglav	ima:

Tvr�e�e 41. Postoji ireducibilni polinom drugog stepena za koji va�i da
je svaka taqka regulusa R, definisnog sa pravama l1, l2 i l3, nula tog polinoma.

Dokaz. Da bismo dokazali da postoji tra�eni polinom, radi lakxeg raquna
ne�emo gledati na problem iz perspektive R3, ve� iz perspektive RP3 (slikamo
(x, y, z) u (x, y, z, 1)). Pri tome poistove�ujemo sve taqke x, y ∈ PR3 za koje va�i
x = λy, za λ ∈ R \ {0}. Na ovaj naqin, svakoj taqki iz R3 je dode	ena prava iz
PR3 koja spaja �u i koordinatni poqetak, svakoj pravoj iz R3 je dode	ena ravan
iz PR3 odre�ena �ome i koordinatnim poqetkom itd. Oznaqimo sa L1, L2 i L3

ravni koje su dode	ene naxim mimoilaznim pravama. Mo�emo, bez uma�e�a
opxtosti, da pretpostavimo (zbog primene odgovaraju�e projektivne transfor-
macije) da va�i:

L1 = [X, Y, 0, 0] i L2 = [0, 0, Z,W ].

Ravan L3 mo�e da bude bilo xta, ali mi �emo radi jednostavnosti da pret-
postavimo da je L3 = [X, Y,−X,−Y ]. Posmatrajmo sada taqku p = (a, b, c, d) za
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koju postoji prava koja seqe naxe tri mimoilazne prave. Dakle, ravan L dodel-
jena toj pravoj seqe L1 i L2 u nekim taqkama (x, y, 0, 0) i (0, 0, z, w). Me�utim,
znamo da je t · (x, y, 0, 0) + s · (a, b, c, d) = (0, 0, z, w), za neko s, t ∈ R, gde st 6= 0.
Odavde zak	uqujemo da tx+ sa = 0 = ty+ sb, odnosno xb = ya, i z = sc, w = sd.
Dakle, (a, b, 0, 0) i (0, 0, c, d) pripadaju L, odakle sledi da je L definisana sa:

bX = aY i dZ = cW

Neka je (X, Y,−X,−Y ) jedna taqka preske L i L3. Iz prethodnih jednaqina za
L zak	uqujemo:

bX = aY i − dX = −cY =⇒ ad− bc = 0

Posmatrajmo sada neku taqku (x, y, z) iz R3 za koju postoji prava koja prolazi
kroz �u i seqe naxe tri mimoilazne prave. Prvobitno smo (x, y, z) slikali u
(x, y, z, 1), ali s obzirom na potencijalnu primenu projektivne transformacije,
ona se slika u neko (a, b, c, d) za koje znamo od maloqas da va�i ad−bc = 0. Kako
je svaka projektivna transformacija u PR3 linearna, zak	uqujemo da je ad−bc
upravo polinom drugog stepena po x, y, z, xto smo i hteli.

Sada kada imamo ovo tvr�e�e ostalo je jox da doka�emo da su definicije
39 i 40 ekvivalentne. Pretpostavimo da je regulus R definisan sa defini-
cijom 39, tj. kao unija pravih koje seku tri me�usobno mimoilazne l1, l2 i l3;
taj skup pravih L1 �e biti jedan od pokrivaqa. Primetimo da za taqku x u
prostoru mo�e da postoji najvixe jedna prava koja seqe sve l1, l2, l3. Neka su
l′1, l

′
2, l
′
3 proizvo	ne tri prave pokrivaqa L1; one su, na osnovu prethodnog, med-

jusobno mimoilazne. Posmatrajmo regulus R′ definisan nad �ima, i neka su
p i p′ polinomi drugog stepena koji odre�uju R i R′. Znamo da R ∩ R′ sadr�i
l1, l2, l3, l

′
1, l
′
2, l
′
3, pa na osnovu Bezuove leme p i p′ imaju zajedniqkog delioca.

Me�utim, oni su ireducibilni, pa sledi R = R′. Neka je drugi pokrivaq L2

skup svih pravih koje seku l′1, l
′
2, l
′
3. Za taqku x ∈ R va�i da postoji prava iz

L1 koja prolazi kroz �u. Kako ta taqka x pripada i R
′, va�i da postoji prava

iz L2 koja prolazi kroz �u. Ostalo je jox da vidimo da svaka prava prvog seqe
svaku pravu drugog pokrivaqa. Pretpostavimo da postoje l′, l iz prvog, odnosno
drugog, pokrivaqa koje se ne seku. Ako posmatramo regulus R1 nad l

′, l′1, l
′
2 na

primer, onda opet dobijamo R1 = R, pa za taqku x ∈ l znamo da x ∈ R1, odnosno
postoji jedinstvena prava kroz �u koja seqe l′, l′1, l

′
2. Me�utim, prava l pro-

lazi kroz x i seqe l′1 i l
′
2, xto je u kontradikciji sa time da su te dve prave

mimoilazne.
Jasno je da se analogno mo�e dobiti da iz definicije 40 sledi definicija

39. Isto tako, osla�aju�i se na Bezua, lako se dobija da regulus ne mo�e imati
3 razliqita pokrivaqa (xto nam je bilo bitno u drugom poglav	u), qime smo
upotpunili naxu diskusiju o regulusu.



Dodatak B

Bezuova teorema

Pre nego xto poqnemo sa dokaziva�em Bezuove teoreme, treba�e nam par os-
novnih stvari za polinome iz k[x1, x2, ..., xn], gde je k po	e (u naxem sluqaju
R ili C). K	uqna stvar koja va�i za k[x], kada je k po	e, jeste Euklidov
algoritam.

B.1 Ireducibilni polinomi i jedinstvenost

faktorizacije

Poqnimo sa vrlo poznatim stvarima da bi sklopili ceo formalan dokaz tvr-
�e�a koja slede.

Definicija 42. Polinom p ∈ k[x1, x2, .., xn] je ireducibilan nad k ukoliko
nije konstantan i ne postoje nekonstantni polinomi f, g ∈ k[x1, x2, ..., xn] za
koje p = fg.

Iz prethodne definicije odmah zak	uqujemo slede�u qi�enicu:

Stav 43. Svaki nekonstantni polinom f ∈ k[x1, x2, ..., xn] se rastav	a na ire-
ducibilne polinome nad k.

Teorema 44. Neka su f, g, h ∈ k[x1, x2, ..., xn] takvi da je f ireducibilan poli-
nom i f | gh. Onda f | g ili f | h.

Dokaz. Koristimo indukciju po n. Znamo da bazni sluqaj n = 1 sledi iz
Euklidovog algoritma, zato pretpostavimo n > 1. Za poqetak doka�imo da ako
je u ireducibilan polinom iz k[x1, x2, ..., xn] takav da ne zavisi od x1 (odnosno
u ∈ k[x2, ..., xn]), onda za polinome g, h ∈ k[x1, x2, ..., xn]:

u | gh =⇒ u | g ∨ u | h (B.1)

35
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Naime, neka je g =
∑m

i=0 aix
i
1 i h =

∑l
i=0 bix

i
1, gde su ai, bi ∈ k[x1, x2, ..., xn], onda

u|g akko u|ai za svako i = 0, ..,m i analogno za polinom h. Dakle, pretpostavimo
da postoji i, j takvi da u - ai i u - bj i uzmimo najma�i takav par, po obe
komponente. U polinomu gh koeficijent uz xi+j1 je jednak:

ci+j = (a0bi+j + ..+ ai−1bj + 1) + aibj + (ai+1bj−1 + ...+ ai+jb0),

pa kako je (i, j) najma�i onakav par zak	uqujemo da u - ci+j, xto je u kontradik-
ciji sa u | gh.

Vratimo se sada na nax ireducibilan polinom f ∈ k[x1, x2, ..., xn]; kako
nije konstantan polinom, neka bez uma�e�a opxtosti po x1 ima pozitivan ste-
pen. Posmatrajmo f, g, h u k(x2, .., xn)[x1], gde je k(x2, ..., xn) po	e racionalnih

funkcija po promen	ivama x2, .., xn. Doka�imo prvo da je f ireducibilan
nad k(x2, .., xn). Pretpostavimo da postoje nekonstantni g1, h1 ∈ k(x2, ..., xn)[x1]
takvi da:

f = g1h1.

Postoji d ∈ k[x2, ..., xn] takvo da g′ = dg1 i h′ = dh1 pripadaju k[x1, x2, .., xn]
(oni �e imati pozitivan stepen po x1 zato sto su g1, h1 nekonstantni). Tada:

d2f = g′h′.

Kako d2 ∈ k[x2, .., xn], kada ga rastavimo na ireducibilne faktore, na osnovu
(B.1), oni moraju da dele g′ ili h′, pa mo�emo da ih pokratimo. Primetimo
da ono xto ostaje od g′ i h′ moraju biti nekonstantni polinomi (jer �e imati
pozitivan stepen po x1), xto je u kontradikciji sa time da je f ireducibilan.

Dakle, f je ireducibilan u k(x2, ..., xn)[x1], pa mo�emo da primenimo in-
dukciju i dobijemo, bez uma�e�a opxtosti, da f | g u k(x2, ..., xn)[x1], odnosno:

g = fh1, za h1 ∈ k(x2, ..., xn)[x1].

Znamo da postoji d ∈ k[x2, ..., xn] takvo da h′ = dh1 ∈ k[x1, x2, ..., xn]. Onda:

dg = fh′,

pa, sliqno kao maloqas, na osnovu (B.1) zak	uqujemo da ireducibilni delioci
polinoma d moraju da dele f ili h′. Me�utim, kako je f ireducibilan u
k[x1, x2, ..., xn] i ima pozitivan stepen po x1, prvi sluqaj nije mogu�. Dakle
h′/d ∈ k[x1, x2, ..., xn], qime smo zavrxili dokaz.

Jedna bitnija posledica prethodne teoreme je:
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Posledica 45. Neka su f i g polinomi iz k[x1, x2, ..., xn], onda oni imaju
zajedniqkog delioca u k[x1, x2, .., xn] sa pozitivnim stepenom po x1 ako i samo
ako imaju zajedniqkog delioca u k(x2, ..., xn)[x1].

Dokaz. Ako f i g imaju zajedniqkog delioca u k[x1, x2, ..., xn] sa pozitivnim ste-
penom po x1 onda trivijalno imaju i u k(x2, ..., xn)[x1]. Doka�imo sada suprotni
smer. Pretpostavimo da

f = hf ′ i g = hg′,

za neke h, f ′, g′ ∈ k(x2, ..., xn)[x1], gde h nije konstantan polinom, odnosno ima
pozitivan stepen po x1. Tada postoji d ∈ k[x2, ..., xn] takvo da h1 = h′d, f1 = f ′d
i g1 = g′d pripadaju k[x1, x2, ..., xn], pa:

d2f = h1f1 i d
2g = h1g1.

Kada faktorixemo polinom d2 na ireducibilne faktore, na osnovu prethodne
teoreme zak	uqujemo da oni moraju da dele h1 ili f1, odnosno h1 ili g1,
pa mo�emo da pokratimo te faktore sa obe strane. Posmatrajmo jedan ire-
ducibilni faktor h2 polinoma h1 koji ima pozitivan stepen po x1 (takav mora
da postoji jer polinom h1 zadovo	ava to svojstvo). Kako je d

2 ∈ k[x2, ..., xn], h2
je morao ostati posle skra�iva�a, pa dobijamo da h2 | f i h2 | g, qime smo
dokazali drugi smer.

Radi kompletnosti, navedimo slede�u teoremu qiji dokaz ne�emo izvoditi,
jer je popriliqno jednostavan nakon celog uvoda.

Teorema 46 (Jedinstvenost faktorizacije). Neka je f ∈ k[x1, x2, ..., xn] poli-
nom i neka je f = g1g2...gs jedna �egova faktorizacija na ireducibilne fak-
tore. Ako je f = h1h2...hr druga faktorizacija polinoma f na ireducibilne
faktore, onda va�i r = s i polinomi gi se mogu permutovati tako da je svaki
fi jednak konstanta puta gi.

B.2 Rezultanta dva polinoma

Posmatrajmo dva polinoma f, g ∈ k[x], gde je k po	e; �elimo da na�emo uslov
kada ta dva polinoma moraju da imaju zajedniqki delilac. Tu nam je od velikog
znaqaja slede�e jednostavna lema:

Lema 47. Neka su f, g ∈ k[x] dva polinoma stepena l i m, redom. Onda f i g
imaju zajedniqkog delioca ako i samo ako postoje polinomi A,B ∈ k[x] takvi
da:
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1. A i B nisu oba nula polinom

2. A i B su stepena najvixe m− 1 i l − 1, redom

3. Af +Bg = 0

Dokaz. Oba smera su trivijalna, ali navedimo onaj te�i radi formalnosti.
Pretpostavimo da postoje takvi A,B i pretpostavimo suprotno, da su f i g
uzajmno prosti. Onda postoje A′, B′ ∈ k[x] takvi da A′f + B′g = 1 na osnovu
Euklidovog algoritma, pa ako je B 6= 0, bez uma�e�a opxtosti, onda:

B = (A′f +B′g)B = A′Bf +B′(Bg) = f(A′B − AB′) 6= 0.

Ovo, me�utim, nije mogu�e, jer je desna strana stepena bar l, dok je leva najvixe
l − 1.

Sada ako raspixemo f(x) =
∑l

i=0 aix
i, g(x) =

∑m
i=0 bix

i, A(x) =
∑m−1

i=0 cix
i

i B(x) =
∑l−1

i=0 dix
i, onda trivijalno sledi (kada izjednaqimo po koeficijen-

tima) da f i g imaju zajedniqkog delioca akko je determinanta slede�e matrice
jednaka nuli:

Syl(f, g, x) =



a0 0 · · · 0 b0 · · · 0

a1 a0 · · · b1
. . .

...

a2 a1
. . .

...
...

... b0
...

... · · · a0
...

. . .
...

...
... · · · ... bm

...
...

al al−1 · · ·
... 0

...
...

0 al · · · ...
...

...
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...
0 0 · · · al 0 · · · bm


(l+m)×(l+m)

.

Matrica Syl(f, g, x) se inaqe naziva Silvesterova matrica, a �ena determi-
nanta rezultanta polinoma f i g:

Res(f, g, x) = det(Syl(f, g, x)).

Posledica 48. Neka su f i g polinomi iz k[x]. Rezultanta Res(f, g, x) je
polinom sa celobrojnim koeficijentima po ai, bj i va�i:

(f, g) 6= 1 ⇐⇒ Res(f, g, x) = 0.



B.2. Rezultanta dva polinoma 39

Primetimo slede�e: ako su f i g dva uzajmno prosta polinoma stepena l im,
onda na osnovu Euklidovog algoritma postoje polinomi A′, B′ ∈ k[x] stepena
najvixe m− 1, odnosno l− 1, za koje va�i A′f +B′g = 1. Ako ih zapixemo kao
A′(x) =

∑m−1
i=0 cix

i i Bl(x) =
∑l−1

i=0 dix
i, onda:

Syl(f, g, x) ·



c0
c1
...

cl−1
d0
d1
...

dm−1


=



1
0
...
0
0
0
...
0


. (B.2)

Tvr�e�e 49. Neka su f, g polinomi iz k[x], onda postoje polinomi A,B ∈ k[x]
takvi da:

Af +Bg = Res(f, g, x)

i koeficijenti polinoma A i B se mogu izraziti kao celobrojni polinomi po
koeficijentima polinoma f i g.

Dokaz. Ako je (f, g) 6= 1 onda na osnovu Posledice 48 mo�emo da uzmemo samo
A = B = 0. Pretpostavimo onda da (f, g) = 1; kao xto smo malopre videli,
postoje A′, B′ koji zadovo	avaju A′f + B′g = 1 i (B.2). Na osnovu Kramerovog
zakona, mo�emo izraziti koeficijente polinoma A i B kao (dajemo za primer
formulu za c0, ostali se analogno izra�avaju):

c0 =
1

Res(f, g, x)
· det



1 0 · · · 0 b0 · · · 0

0 a0 · · · b1
. . .

...

0 a1
. . .

...
...

... b0
...

... · · · a0
...

. . .
...

...
... · · · ... bm

...
...

0 al−1 · · ·
... 0

...
...

0 al · · · ...
...

...
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...
0 0 · · · al 0 · · · bm



.

Dakle, A = Res(f, g, x)·A′ i B = Res(f, g, x)·B′ su oqigledno tra�eni polinomi.
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Sada smo spremni da doka�emo glavno tvr�e�e koje �emo koristiti u dokazu
Bezuove teoreme.

Tvr�e�e 50. Neka su f, g ∈ k[x1, x2, ..., xn] polinomi sa pozivitnim stepenom
po x1. Onda:

1. Res(f, g, x1) pripada 〈f, g〉 ∩ k[x2, ..., xn].

2. Res(f, g, x1) = 0 ako i samo ako f i g imaju zajedniqkog delioca u k[x1, x2, ..., xn]
pozitivnog stepena po x1.

(ovde je Res(f, g, x1) definisana kao rezultanta za sluqaj jedne promen	ive
kada se gledaju f, g kao polinomi po x1 sa koeficijentima iz k[x2, ..., xn]).

Dokaz. Prvi deo Tvr�e�a 50 sledi trivijalno iz Tvr�e�a 49. Xto se tiqe
drugog dela, posmatrajmo polinome f, g u k(x2, ..., xn)[x1], gde je k(x2, ..., xn) po	e
racionalnih funkcija po promen	ivama x2, .., xn. Znamo onda da je:

Res(f, g, x1) = 0 ⇐⇒ f i g imaju zajedniqkog delioca u k(x2, ..., xn)[x1].

Me�utim, na osnovu Posledice 48 dobijamo 2. deo tvr�e�a.

B.3 Bezu

Poqnimo sa Bezuovom teoremom za polinome sa dve promen	ive.

Teorema 51 (Bezuova teorema). Neka su f i g dva polinoma iz R[x, y] (odnosno
C[x, y]) stepena m i n redom. Ako postoji vixe od mn razliqitih taqaka (x, y)
u kojima se f i g anuliraju, onda f i g imaju zajedniqkog delioca u R[x, y]
(odnosno u C[x, y]).

Dokaz. Mo�emo, bez uma�e�a opxtosti, da pretpostavimo da su f i g poz-
itivnog stepena po x (inaqe mo�emo da promenimo koordinatni sistem da
to va�i). Sliqno, pretpostavimo da me�u naxih mn + 1 taqaka u kojima
se anuliraju f i g ne postoje dve sa istom y koordinatom. Doka�imo da
je Res(f, g, x) ∈ R[y] polinom stepena najvixe mn, qime bismo dobili da je
Res(f, g, x) = 0, odakle bi, na osnovu Tvr�e�a 50, sledilo (f, g) 6= 1. Naime,
f = amx

m + ... + a0 i g = bnx
n + ... + b0, gde su ai, bj polinomi iz R[y] stepena

najvixe m−i i n−j, redom (mo�emo da pretpostavimo da su taqno tog stepena,
poxto to samo doprinosi u Res(f, g, x)). Kako je:
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Res(f, g, x) = det



a0 0 · · · 0 b0 · · · 0

a1 a0 · · · b1
. . .

...

a2 a1
. . .

...
...

... b0
...

... · · · a0
...

. . .
...

...
... · · · ... bn

...
...

am am−1 · · ·
... 0

...
...

0 am · · · ...
...

...
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...
0 0 · · · am 0 · · · bn


(m+n)×(m+n)

i
Res(f, g, x) =

∑
σ∈Sm+n

sgn(σ) · cσ(1)1...cσ(m+n)(m+n),

onda, za permutaciju σ koja doprinosi Res(f, g, x), cσ(1)1 je stepena m+ 1−σ(1)
(σ(1) ≤ m+1 inaqe je cσ(1)1 = 0), cσ(2)2 je stepena m+2−σ(2),..., cσ(n)n je stepena
m + n − σ(n), cσ(n+1)(n+1) je stepena n + 1 − σ(n + 1),..., cσ(m+n)(m+n) je stepena
m+n−σ(m+n). Dakle, cσ(1)1...cσ(m+n)(m+n) je stepena (m+1)...+(m+n)+(n+

1)+...+(m+n)−
∑m+n

i=1 σ(i) = 2mn+ n(n+1)
2

+m(m+1)
2
− (m+n)(m+n+1)

2
= mn. Odavde

dobijamo da je Res(f, g, x) stepena najvixe mn qime smo zavrxili dokaz.

Na redu je razlog ovog dodatka - Bezuova lema za polinome po tri promen	ive:

Posledica 52 (Bezuova lema za tri promen	ive). Neka su f, g ∈ R[x, y, z]
polinomi stepena m i n redom. Ako se f i g anuliraju na vixe od mn razli-
qitih pravih, onda oni imaju zajedniqkog delioca u R[x, y, z]. (Analogno za
C[x, y, z].)

Dokaz. Dobrim izborom koordinatnog sistema, mo�emo da pretpostavimo da
oba f i g imaju pozitivan stepen po x i da postoji mn + 1 pravih u kojima
se anuliraju koje nisu paralelne sa z = 0 ravni (odnosno seku je u mn + 1
taqaka). Ako posmatramo Res(f, g, x) ∈ R[y, z], za proizvo	no z (sem za konaqno
mnogo mogu�ih loxih z) va�i da je Res(f, g, x)(y, z) = Res(fz, gz, x), gde su
fz(x, y) = f(x, y, z) i gz(x, y) = g(x, y, z). Me�utim, fz i gz se anuliraju u bar
mn+1 taqaka, pa na osnovu Bezuove teoreme Res(fz, gz, x) = 0. Dakle, za sve sem
konaqno mnogo (y, z) va�i Res(f, g, x)(y, z) = 0. Ovo povlaqi Res(f, g, x) = 0 za
sve y, z ∈ R, pa na osnovu Tvr�ena 50 zak	uqujemo da f i g imaju zajedniqkog
delioca.
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Dodatak C

Dokaz ocena za kvadrat
√
N ×

√
N

U ovom delu dodatka dokaza�emo da se za taqke kvadratne rexetke
√
N ×

√
N

posti�u ocene Q(P ) & N3 logN i Gk(P ) & N3k−2 za 2 ≤ k ≤ N/100000 iz dru-
gog poglav	a. Prouqava�emo skup L definisanih pravih iz drugog poglav	a za
P i vide�emo da se deo �ih podudara sa primerom 3 za Teoremu 4.5 u qetvrtom
poglav	u.

Neka je S ≥ 1 ceo broj. Neka je P skup taqaka (x, y) takvih da |x|, |y| ≤ 2S -
tada je N = |P | = (4S + 1)2. Neka je L skup pravih iz R3 asociranih sa P kao
u poglav	u 2.

Lema 53. Ako su a, b, c, d celi brojevi sa apsolutnim vrednostima ≤ S, onda
prava koja spaja (a, b, 0) i (c, d, 1) le�i u L.

Dokaz. Podsetimo se da su prave iz L parametrizovane sa:

(
px + qx

2
,
py + qy

2
, 0) + t(

qy − py
2

,
px − qx

2
, 1)

Znaqi, dovo	no je dokazati da za neko (px, py), (qx, qy) ∈ P va�i:

px + qx
2

= a,
py + qy

2
= b,

qy − py
2

= c− a, px − qx
2

= d− b,

odakle:

px = a+ d− b, qx = a+ b− d, py = b+ a− c, qy = b+ c− a.

Kako |a|, |b|, |c|, |d| ≤ S =⇒ |px|, |py|, |qx|, |qy| ≤ 2S, dobijamo (px, py), (qx, qy) ∈ P
qime je dokaz gotov.

Neka je L0 ⊂ L skup pravih koje spajaju (a, b, 0) i (c, d, 1) za prirodne brojeve
a, b, c, d ≤ S. Tada je |L0| = S4. Sada �emo da prouqimo incidencije izme�u tih
pravih.

43
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√
N ×

√
N

Lema 54. Neka je Sk skup taqaka iz R3 takvih da le�e na bar k pravih iz L0.
Za svako 2 ≤ k ≤ (1/400)S2 va�i:

|Sk| & S6k−2.

Dokaz. Posmatrajmo taqku x = (x1, x2, x3) ∈ R3 za koju 0 < x3 < 1. Defin-
iximo funkciju Fx : R2 7→ R2 za koju Fx(a, b) = (c, d) ukoliko prava kroz
(a, b, 0) i (c, d, 1) prolazi kroz x. Oznaqimo sa G skup (a, b) ∈ N2 takvih da
je a, b ≤ S. Broj pravih iz L0 koje prolaze kroz x je taqno Fx(G) ∩ G. Kako
se dve prave iz L0 seku u racionalnoj taqki, mo�emo da pretpostavimo da su
koordinate x racionalne i da je x3 = p/q u sre�enom obliku (odnosno (p, q) = 1).

Iz sliqnosti trouglova dobijamo da je Fx(G) kvadratna rexetka sa ras-
toja�em q−p

p
. Kako je (p, q) = 1, Fx(G) ∩ G �e biti pravougaona rexetka sa

rastoja�em q − p. Stranice te rexetke �e svakako biti ≤ S, odakle je broj
taqaka u Fx(G)∩G najvixe S2(q− p)−2. Me�utim, opet iz sliqnosti trouglova
dobijamo da je stranica rexetke Fx(G) jednaka S · q−p

p
odakle je najvixe toliko

stranica rexetke Fx(G) ∩ G pa je broj taqaka u �oj najvixe S2p−2. Iz te dve
nejednakosti zak	uqujemo da je |Fx(G) ∩G| ≤ 4S2q−2.

Definiximo Gsred ⊂ G kao skup svih taqaka (a, b) ∈ N2 za koje (1/4)S ≤
a, b ≤ (3/4)S. Doka�imo da ako |Fx(Gsred)∩G| > 0 onda je broj taqaka u Fx(G)∩G
reda veliqine gor�e ocene. Naime, znamo da taqki y ∈ Gsred odgovara Fx(y) koja
je u "sredini" kvadratne rexetke Fx(G), odnosno na rastoja�u bar (1/4)S · q−p

p

od stranica te rexetke. Tako�e za neku taqku y ∈ Gsred, Fx(y) ∈ G pa se taqka
Fx(y) nalazi na rastoja�u bar S/2 od jedne vertikalne i jedne horizontalne
stranice. Odavde dobijamo da su stranice pravougaone rexetke Fx(G)∩G bar
min(1

2
S, S · q−p

4p
), odakle trivijalno sledi |Fx(G) ∩G| ≥ (1/100)S2q−2.

Definiximo X(p, q) kao skup svih taqaka x = (x1, x2, p/q) takvih da
Fx(Gsred)∩G nije prazan skup. Tada skup X(p, q) le�i u Sk kad god k nije ve�e

od (1/100)S2q−2, odnosno q ≤ (1/10)Sk−
1
2 .

Za bilo koje (a1, b1) ∈ Gsred i (a2, b2) ∈ G (takvih parova ima & S4) postoji
jedinstvena taqka x ∈ X(p, q) koja le�i na pravoj kroz (a1, b1, 0) i (a2, b2, 1).
Svaka takva taqka se nalazi na najvixe 4S2q−2 pravih iz L0. odakle sledi da
je |X(p, q)| & S2q2.

Sada fiksirajmo k ≤ (1/400)S2. Tada za prirodan broj (1/20)Sk−
1
2 ≤ q ≤

(1/10)Sk−
1
2 (k je dovo	no malo da postoji takav) i za svako p ∈ N takvo da p < q

i (p, q) = 1 va�i X(p, q) ⊂ Sk. Skupovi X(p, q) su oqigledno disjunktni, pa
dobijamo:

|Sk| &
(1/10)Sk−

1
2∑

q=(1/20)Sk−
1
2

∑
0<p<q, (p,q)=1

|X(p, q)| &
(1/10)Sk−

1
2∑

q=(1/20)Sk−
1
2

φ(q)S2q2.
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Sume Ojlerove funkcije φ(n) su dosta prouqavane. Teorema 3.7 u [A] daje ocenu∑x
q=1 φ(q) = 3

π2x
2 +O(x log x). Dakle,

∑2x
q=x φ(q) ∼ x2, pa:

|Sk| & (Sk−
1
2 )2S2q2 & S6k−2.

Sada |Gk(P )| ≥ |Sk| & S6k−2 & N3k−2 za 2 ≤ k ≤ (1/400)S2 odnosno za
2 ≤ k ≤ (1/100000)N . Na osnovu drugog poglav	a imamo:

|Q(P )| =
N∑
k=2

2(k − 1) · |Gk(P )| &
N/100000∑
k=2

N3k−1 & N3 logN.

Za skup L0 ⊂ L va�i da . S2 . N pravih le�i u istoj ravni ili regulusu na
osnovu Tvr�e�a 6, pa dobijamo da je ocena iz Teoreme 8 oxtra do na konstantu.

Ako se vratimo sada na Primer 26 za Teoremu 23, dobijamo oxtru ocenu
pod pretpostavkom da je B & L

1
2 . Za ma�e B ne znamo xta se dexava. Na

primer, pretpostavimo da imamo skup L pravih iz R3 tako da nikoje 100 ne
le�e u ravni. Koliko taqaka mo�e le�ati na bar 3 prave iz datog skupa?
Pretpostavimo da nikojih 100 ne le�i ni u regulusu. Koliko se onda taqaka
nalazi u preseku pravih iz datog skupa? Pita�a ovog tipa su i da	e otvorena.
Sa obzirom na to koliko su ideje iz algebre doprinele rexava�u Erdoxevog
problema razliqitih rastoja�a i �emu sliqnih, odgovor na ovakva pita�a
bi, bez ikakve sum�e, dodatno produbio naxe shvata�e povezanosti ove dve
oblasti.



46 Dodatak C. Dokaz ocena za kvadrat
√
N ×

√
N
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