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1

YBOI

VY [E], Epmor je mocraBno nmuTame: KOJIUKH je HajMambi 6POj PA3IHUIATHX PACTOjAha
msmehy N tauaka vy pasun? IIposepuo je 1a je 3a kBagparny pemerky vV N x N
OJIOBOP ~ %, 14 je MPeJJIOKHO JIOHY OIEHY 2 13?;1\1 (rme A 2 B 3Hauu j1a noc-
Toju ynusep3ajna koucranta C' > (0 raksa ga A > &eaaBHCHo 0/1 IPOMEHJbUBHX
y dbyukmujama A u B).

IIpee onene koje cy gobujene Guie cy obauka > N17¢ ca modeTHOoM omeHoM
> N2/3 g3 1952. rommue, ma cse 1o onene > N%¥41 Kana n Tapmoma u3 2004.
roqune. Ownga cy y [I'K] T'yr u Kan Hanpasuwim orpoman moMak kKa Epiomniesoj

XHUIIOTE3U U JOKa3aJin:

Teopema 1. Bpoj passmanTtux pacrojama m3vehy N Tadaka y paBHU je 2 1ngVN'

Mu hemo y oBoM pajly npuKa3aTu HBUXOB J0Ka3 Teopeme 1. ¥V mpBoM aedy paia
ocspuyhemo ce nHa ujiejy Eaekema u Illapupa koja nose3syje moderHu npoodsem ca
caesiehoM TeopeMoM reoMeTpuje WHIIHICHITH]a:

Teopema 2. Heka je £ ckyn on N? mpapux u3 R® rtakpux na najsunre cN mbuX
JIeXKW Y PaBHU, OJHOCHO PEryjaycy, 3a Heky Koucraunty ¢ > 0. Ako je 2 < k < N,
oHIa je 6poj Tavaka Koja Jjexke Ha Gap k npasux u3z £ majsume <, N3k=2.

(Peryayc je nospi onpeleHa ca JBa CKylla MEMOHJIA3HAX MPABUX 32 KOje BazKW
Jla cBaKa IpaBa W3 jeIHOT cede CBaKy IpaBy W3 JIPYTOr M YHUja MPAaBUX W3 jeTHOT
CKyIIa je jeqHaka YHUjU TpaBUX H3 JAPYror cKyma. Horamuwja <. 3Ha9W j1a HaIla
CKPHBEHA KOHCTAHTA 3aBUCH O/ C.)

Y ckopuje Bpeme je JIONLIO J0 HOBUX HJ€ja Y IeOMeTPHji WHITUIEHINja Koje Y
cpKu nMajy anarebapcke metone. Tako je y [[], na npumep, IBup gokazao xumnoresy
Kakeje 3a koHa9YHA MOJ/ba TAKO IIITO je HAIIPABHWO MOJHHOM JOBOJHHO MAJIOT CTeleHa
KOJH Cce aHyJupa Ha BeJIUKOM OpOjy MpaBHX KOje je MocMaTpao. 3aHUMJIBUBO je TO
LITO ce 0Baj upobsieM cMaTpao JIOcTa TEIIKUM, & OH/Ia je HaheHo pelliebe Koje craje
Ha jeJHy cTpaHy Kopucrehu oBakas npuctyi. M3 TakBor pasjora ce cMaTpa Jia je To



2 1. V¥VBogxg

perieme 6m10o "HaMemeHo” 3a Taj mpobseM. KacHuje cy oTKpuBeHa peliema pa3Hux
HO3HATHX MPoOJIeMa reoMeTpHje MHIMICHIIMja Koja cy Takohe OmJia 3acHOBaHA Ha
anrrebapckum Meromama. Pan I'yra m Kama je jeman Takap mpesen croj aaredope u
reomMeTpuje.

Y apyrom geny pajga jgokaszahemo Teopemy 2 3a k = 2. Bwuhe nam 6urtan mo-
jaM HIpaBOJIMHHjCKHX TIOBPINM M Be3a u3Mehy mux u nosmaoma. Hamomenumo jia
je y OBOM cJiyuajy OMTHO orpaHudeme Jga < N NMpaBUX JIEKH Y PEryIycy, jep YKo-
JIUKO TO He OM BayKWJI0, MMajyhu y BUIY TPETXOAHY AedUHUIN]Y Peryayca, MOKeMO
Ja Hanpasumo ja ¢y N2/2 wux y jegnom, a N?/2 y Jpyrom cKyIy MUMOWJIA3HUX
npaBux, mTo 61 1a10 ~ N* mamuaenmuja. OBo, mehyTum, me Baxn 3a k > 3.

Y Tpehem mesy ce 6aBumo mokaszoMm Teopeme 2 3a k > 3. Kupyuna uzeja koja
je JoBesa J0 OleHe je Jesbelbe IpocTopa Ha headje y KojuMa cy ~paBHOMEPHO”
pacnopehene Tauke Koje mocmarpamo. llopea Tora, yBoauMo mojMoBe KpUTHIHUX U
paBHUX Tavyaka U Hpojayd/byjeMo Be3y usmehy ajredpe u reomerpuje.

Ha xpajy, y momarky hemo jacuo nedunucaru peryiyc, jokasaru besyoBy Teo-
peMy Koja je oJ1 CYIITHHCKE BayKHOCTU W BUJIETH JIa je olena u3 Teopeme 2 omrpa 3a
ciy4aj kagparhe pererke vV N X /N, OIHOCHO 3a IIpaBe I0je/beHe 0] M0 IPHH-
UMY JIPYTOT TOTJIaBJba.
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Pan Enekemia u Illapupa

Y oBoMm mnoryiaBiby hemo BujeTn Kako ce Epaormes npobiaeM pa3jinduTuX pacTojarma
CBOJIM HA TE€OMETPHUjCKH IIPOoOJIeM UHIMJICHIUja ¥ 3 JUMEH3H]e.
Hexka je P C R? ckyn on N Tauaka y pasuu. Ozmauumo ca d(P) ckyn pazniadu-

Tux pacrojama udmehy ravaka y P. Mu xkejmmo ja jgokaxkemo ja je |d(P)| 2 1o]gVN~

Uneja je na, ykomuko je |d(P)| mano, onaa nocmarpajyhin reoMerpujcke cTpyKType
KOje YMHEe TOJICKYIOBH CKyna Tavdaka P, yodaBamMO MHOTO FHUX KOje CYy U30METpH-
jexku ucre. /lpyrum pednma, umasao OM CMUCIA TJEJATH IITa Ce JellaBa Ca HAIIUM
ckynoMm P kaja Ha mera IPUMEHUMO HEKY M30METPHjCKY TpaHC(pOpPMAIU]y ¢.

Hexa je Q(P) cxyn dersopku Tauaxa (pi,po,ps,ps) € P* koje 3amoBomabajy

d(p1,p2) = d(ps, ps) # 0. Baxu cienehe tBpheme:
JIema 3. Cpaku ckyn P C R? ca N Tauaxa 3a/10B0JbaBa

(N? — N)?
|d(P)| > =5
|Q(P)]
Zoxas. Heka cy dy,ds, .., d,, cBa Mmoryha passmuura pacrojama mehy taukama y P,
rie je m = |d(P)|, u Hexa je n; 6poj naposa (p;,pr) € P* tako na je d(p;, pr) = d;,
3ai € 1,2,..,m. Tana je ounrsenno ga > ' n; = N> — N u |Q(P)| = YI", n?, na
Ha ocuoBy Hejeanakoctu Kommu-IlIBapia gobujamo:

m

Q= (3502) (351) > (50 = (v )’

i=1 i=1
Tj.
(V2 - N)?

[d(P)| > o)

mITo je u TpebaJso JoKa3aTu. O
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Jaxkse, jga 6ucmo jgokazauu Teopemy 1, T0BOJBHO je JIOKa3aTH:
Tepheme 4. 3a csakn ckyn P C R? ca N tavaka, |Q(P)| < N -log N.

[Mocmarpajmo caga rpyny G cBUX M30MeTpHjCKUX Tpancdopmaruja 100ujeHnM
cJarameM TpaHcaanuje u poramuje. Taga 3a cBaky 4eTBOpKY (pi, pa, P3,Ps) € Q(P)
nocroju jeauHcTBeHa TpancdopMmarmja g € G tako ga g(p1) = p3 u g(p2) = ps (aKo
3aMUIneMo ¢ y OJHOCY Ha p; Kao R - (x — p1) + ¢, e je R marpuna poranuje, a t
BEKTOD TpaHCIammje, ouaa u3 g(py) = ps aobujamo t = p3 — p1, a u3 g(p2) = pa
jemunacTBEHO OApelyjemo R).

Osume cMo 106po aedunncanu npecankasambe F @ Q(P) — G. Cana vaMm je /b
Ja orpaHndnMo 070310 Q(P) momohy E. lako 0BO mpeciukaBare He MOpa OuTh
WHjeKTUBHO, NPUMETUMO JIa MOCTOjH jacHa Besa usMehy PN gP u E~'(g). Hanwme,
Baxku ciaenelie:

Jlema 5. Hexa je g € G u [PNgP|=k. Tanaje |[E~'(g)| =2- (g)

Jlokas. Heka je PN gP = {q1,q2,..,qc}. U3 ¢; € gP cnenan na nocroju p; € P Tako
na g(pi) = ¢, UpE deMmy Baxu p; # pj 3a i # j. 3a cBako 1 < 4,7 < k,i # j,

panct 12 (pi, pj, 6, 5) € QUP) w E((pi, ;. 4i-45)) = 9 - (pi 2y, 4 45) € E7Y(g),
osakJe jpobujamo |[E~1(g)| > 2- ( ). Takobe, ako je (r1,72,73,74) € Q(P) Takso xa

E((r1,72,73,74)) = ¢ OHkg:La r3=g(r1) =g ury=g(r:) =q; 3anexo 1,5 € [k], i # j.
Hakne, |[E~1(g)| =2 (5). O

Osmaunmo ca G_,(P) C G ckyn cBux g € G 3a koje Baxu |[PNgP| = k. Ha
OCHOBY 1IPETXO/IHE JIEMe 3aK/by1yjeMo:

QP = i2 (5) - l6=trl

Hedunummmo Gi(P) C G xao ckyn csux g € G 3a koje Baxu |P N gP| > k.
Kopucrehu |G_y(P)| = |Gk (P)| — |Gr+1(P)| n uperxomny jeanadumuy mo0ujamo:

k=2

QP =32+ (5) - (6P - [Gen(PI) = 32+ (6= 1) (P
k=2

Cana na 6ucmo jrokazauan TBpheme 4 10BOJBHO je JOKA3ATH

Gr(P)| S N* - k72, (2.1)

3a ke€{2,3,..,N}.
Osnaunmo ca Gi*"(P) = {g € Gi(P) | g je rpancianmja}, a ca Gi(P) =
Gr(P)\ Gir*s(P) . Tokaxumo (2.1) npso 3a Gi"5(P).



Jokas (2.1) 3a G5, Heka je g € G¥*"5(P) u (p1,p2,p3,ps) € Q(P) Taksa ja je
g(p1) = p3 u g(p2) = ps (ombocuo E((p1, pa, p3, 1)) = g). Kako je g Tpancianuja, us
MPETXOTHOT CJICJTN 1A je p3 —P1 = Pa— P2 Tj. P4 = P3~+Po — P1, TTO 3HAYA /18 TTOCTOJU
najsuime N3 wersopku y Q(P) N E~Y(Gi**(P)). Ha ocuosy Jleme 5, E~'(g) >
k(k — 1) 3a cako g € G onakiie 3akspyuyjemo ga je Girons < N3g—2, O

Doxkycnpajmo ce Ha G} (P) caga. Ilpupoano je mocmarparu ckynose S,(q) =
{9 € G'| g(p) = q}, 3a cBaKo p,q € P, tne je G' = {g € G | g Huje Tpancianuja},
jep Ha OCHOBHY WHX MOkeMo Ja medunumemo cse g € G (P). Hanwme, 10 cy cBe
one Tpancdopmanuje Koje ce Hajgaze y Hpeceky HeKuX k ckymnosa obsmka Sp,(q).
[nasna wiaeja Emexkema u Hlapupa je ga cama ose ckymose S,(¢) mperBopumo y
kpuse m3 R3. T'yr n Kai cy HCKOPUCTHIN OBY WAEjy W JOJATHO je YHATIPEIUIHA Y
CBOM paJjly, rapanryjyhum jga he Te KpuBe OMTH 3aIpaBo IpaBe, duMe Ccy u3bersn
TEXHUYKE HEIOIOJHOCTH.

ITocmarpajmo mpomsBo/bHy TpaHcdopManujy g € Sy(q): OHa MMa jeJUHCTBEHY
dbukcHy Tauky (r,y) Koja JiexKH Ha CHMETPAJH CTPAHUIE Pg U OKO KOje ce OJBHja
poraiuja 3a Hekn yrao 0 < ¢ < 2w. Jlako ce mobuja ma je pacrtojame Tauke (z,y)
on tauxe X4 dynkumja ox p,q u ctg%, a MMa CMHUCJA Ja IocMarpamo 1-1 mpec-
mukasame F: G’ — R3? Tako ga je F(g) = (z,y, ctg(%)), rjie cy ., ¥, ¢ n3abpaHu Kao
masiouac. MozKe ce J1aKo JoKa3aTh Ja je, 3a tauke p = (pg, py) U ¢ = (¢z, qy) y R?
F(S,(q)) = L,(¢q) npasa y R® napamerpuszosana ca:

px+Qz py+Qy ) (CJy_py Pz — 4z )
0 t 1). 2.2
( 2 7 2 T 9 9 ( )

[TpumeTnmo 1a ce Ha OCHOBHY MPETXOJHEe MapaMeTpu3aluje caeIn JIa

(p,q) # (1,5) = Lp(q) # Ln(s) (+).

Onna, g € Gi(P) akko F(g) nexu y npeceky 6ap k mpasa obiuka L,(q), rae
p,q € P. 3naun, )KeJauMo Ja JOKaKeMo Ja je Opoj Tadaka Koje ce Hajaa3e y IPeceKy
6ap k narux npasux < N3 - k72 mro je ckopo 1a Teopema 2, camo Ham jour daJiu
yc0B 3a Opoj NMpaBuX Koje Jieyke y MCTOj PaBHU, OJHOCHO peryiycy. Heka je p € P.
Hedurnmumo £, kao ckyn cBux npasux L,(q) 3a cse ¢ € P, u L, Kao CKyIl CBHX

npasux L,(q) 3a ce ¢ € R% Hekaje L= |J £,. Ja 6ucmo cBesn nouersn npobiem
peP
Ha Teopemy 2 ocTaje jomn ja MOKazKeMO:

Tephemwme 6. bpoj npapux n3 L Koje Jexke y MCTOj PaBHH, OJHOCHO PEryayCy, je
< N.

Ilpumerumo ja 360r (2.2) Bazku jna cy OHJIO Koje JBe pa3jinuuTe mpase y L,
mumonnaszne (36or (x) Baxu |L,] = |P| = N un |[£]| = N?), crora nujenna pasan
He Moxe na cajpzxu Buire o N npasux u3 L. [Ilto ce Tuve perymayca, noMeHHMO
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IErOBY JehUHHUIU]Y JOII jeITHOM: TO je IOBPII KOja ce CacTOju U3 JiBa CKyIa MH-
MOHWJIA3HUX MpaBux [y m Ry, TakBa Ja cBakKa IpaBa M3 IIPBOT CKYIIA CeYe CBAKY
IpaBy M3 JPYIOT, U 33 CBAaKy Ta4YKy y Peryaycy IocToje mpase p; € Ry u py € Ry
Koje mpoJjas3e Kpo3 my. OBa JaBa CKylla MEMOWJIA3HUX IIPABHX NeMO 3BaTU IIOKDH-
BaunMma y peryaycy. Peryiyc ce takohe Moxke gedwHHMCATH KAaO CKYI CBUX MPABUX
Koje ceKy oapehene 3 MEUMOM/Ia3He mpaBe. Y JAOJATKY A CTOjU CKHIA J0Ka3a Jia U3
HpeTxoHe AedpUHUITje CJIeIH 1A je pery/ayc HpeayIiuduIHa aaredbapcka moBpIl cTe-
nena 2, Tj. ma je To nospi gedunucana ca P(z,y,z) = 0, rae je P upenynubanan
MOJIMHOM CTeIleHa 2 110 TPU HPOMeHJbUBE.
Jla 6ucmo mokasasau Tepheme 6, 10BO/bHO je mokasaru ciaenehy memy:

Jlema 7. Hexka je R npomssosman peryayc y R3. Ako R caip:Ku BHIIE 07 8 IPABAX
u3 L, 3a HeKko p € P, onjia 1o jejan nOKpuBad peryiayca jgexn y L.

Hamwme, w3 oBe sieme,  Ha OCHOBY KDATKOT JOKa3a W3 jMojaTKa A 1a perymyc
He MOYKe UMAaTH 3 pa3jnduTa IMOKPUBada, MOXKEMO 3aKJ/byUUTH Jla MOCTOje HajBUIIIe
IBa pasauuura p € P raksa ja je |[RN L,| > 9 mro 6u 3naunio ga je |[RNL| =
> pep [RNLy <8-(|P|=2)+2-N < N, umme Guemo 3appmmin gokas Tephema 6.

Joxas neme 7. Heka je R nedunucan mpeko upegaynudbmIHor mojaunaoMa P apyror
crenena. llocMarpajMo HEKY TpaBy Kpo3 Tadky = = (,y,z) ca mpaBleM v =
(vs, vy, ;) KOja Jexkn y R. Onpa, 3a cBako t € R Baxkn 1a je P(z+t-v) = 0. Ako 10
IOCMATPaMO Kao MOJTUHOM TI0 £, KaKO je OH HyJIa 3a cBako t € R, onga KoeduujenTn
TOT TOJIMHOMa MOpajy ja Oyry Hysa, ma gobujamo 3 (y ommrem ciaydajy deg P+ 1)
JeAHAUMHA 10 T, Y, 2, Uy, Uy, Us:

1. P(x,y,2) =0

2. Q(z,y, 2,0z, 0y,0,) =% Vst Gy vyt g v:=0

3P v foad
3. T(@,y, 2,050y, 02) = D oGz - 5 + -y - vy) = 0, IEKJIHNIHA CyMa II0
Ty, 2.

Caza je ujeja Ja KOHCTPYHUINEMO HOJIMHOME MAJIOr CTeleHa (Mperu3Huje JIpyror
crenena) Vg, V,, V. takBe na 3a 6uno kojy tauky z € R3 (V,(z),V,(z), V.(z))
npejicTaB/ba NpaBall npase u3 L) Koja HpOJasu Kpo3 my (JokasalieMo Majsio Kac-
HHje Ja TaKBa IPaBa 3aMCTa MOCTOjH). 3a TPEHYTaK MPeTHOCTABUMO Ja MOCTOje
takpn nognnomu V,, V,, V.. Tlocmarpajmo mpasy w3 L, Koja Jexu y R m Tadxy
x = (2,9, ) ma moj. Ona je P(x) = 0, Q(z,y, 2, Va(x), V,(x), V2(x)) = Q'(x) = 0,
u T(x,y, 2, Vi(x),V,(x),V.(x)) = T'(x) =0, tue cy @', T" nobujenn HOJUHOMHU IIO
x,y,z Tpeher u yerBpror creneHa, peJoM. 3Ha4u, 3a CBaKy upasy u3 L, Ha KO-
joj ce P amynupa, Ha 80j ce anyaupajy u Q' u T'. Kako je 6poj TakBUX TIpaBuX



|IRN L, > 9 =2-4+1, na ocaoBy Besyose teopeme (nerapuuje y tpehoj riasu
u 'y gogarky B), P u @', onsocao P u T', Mopajy ja uMajy 3ajeJHHYKOr JIeJHOTIA.
Kaxko je P upenymubuian moiauaoM, gobujamo ma P penu Q' u T, ogHocHO na 3a
cBaky Tauky X € R Baxu Q' (x) = T"(x) = 0. To 3na4m ja cy 3a cBaky Tauky X € R
3an0Bo/beHe jepmaudnne 1,2, u 3 3a mpasar (V,(x),V,(x), V.(x)), ogaxmre crenn ma
IpaBa Kpo3 X ca TUM MpaBIeM Jexu y peryiaycy. Mehyrum, ona mo nedbununuju
Ve, Vi, Vo ek m y L’;, OJlaKJle 3aKJ/bYydyjeMO JIa TOCTOJU MOKPUBAY Peryayca Koju
je caceum y L.

Koncrpynmmmo cana nommnome Vg, V,, V.. IlocmarpajMo nponsBo/bHy TadKy
(z,y,2) € R®, xemmmvo na maliemo npasy L,(q) y L), xoja nmposasu Kpo3 my. U3
(2.2) Tpeba Ja pemmmo 10 ¢, gy, t crenehy jennadmmy:

Dz +qz Dy T+ Gy ) (Qy_py Pz — 4z >
0 t 1) =
( 2 ) 2 ) _|— 2 ) 2 ) (x7 y? Z)

Opabne ce JaKo g00uja t = 2, 2qy + @ = 20 + 2Dy — Pp U @y — 2y = 2Y — Py — 2Dg
O/[HOCHO:

(2% + 1)q, = 222 + 2%p, — 2p, + 2y — Py — 2D

(22 +1)qy =22+ zp, — pr — 2yz + zp, + 22p,

na cy ouga (Vy(z,y,2), Vy(x,y,2), Va(x,y,2)) = (22 +1)- (252, 222 1) ounrienno
NOJIMHOMH JIPYTOT CTENeHa KOJH 3a70BOJbABAJY TPAKEHH YCJIOB, YHME CMO 3aBp-

AN JTOKAa3. ]
Jakse, ocTaje HAM J1a JTOKAXKEMO:

Teopema 8. Jlato je N? mpasux y R3 3a xoje < ¢N BHX Jexke y HCTO] PABHH,
OJIHOCHO peryJycy, 3a Heky koHctanty ¢ > 0. Heka je 2 < k < N. Tana je 6poj
Tauaka Koje ce Hajasze y mpeceky 6ap k marux npasux <, N3 - k72,

Horanuja <. 3Haun jga Halla CKpUBEHA KOHCTAHTA 3aBUCH Of ¢. Kao mTo cMo
PEKJIN Yy YBOAY, pa3aBajaMo ciaydaj k = 2 mw k > 3. Y caegehem morsaBby hemo
JIOKA3ATH:

Teopema 9. Heka je £ cxkyn N? mpasux y R3 3a koje < c¢N muX jexke y HCTO]
PaBHHU, OJIHOCHO PeryJycy, 3a HeKy KOHCTaHTy ¢ > (. bpoj Tayaka Koje ce Haja3e y
npeceky 6ap ase npase u3 L je <. N3.
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Buiie o npaBoJinHIjCKUM
IIOBPLINMA

a 6u moxazanu Teopemy 9 KoHcTpyucahieMo MOJTMHOM p JTOBOJHHO MAJIOT CTEIEHA
Koju he ce anyjuparTu Ha BeJMKOM Opojy npasux koje hemo nocmarparu. Wueja je
Jla, aKO MMOCTOjU HEKH JPYTHU MOJUHOM ¢ MAJIOT CTENeHa KA0 P TAKaB /1a je U OH HyJa
Ha JTATUM IIpaBaMa, OHJA MOXKEMO JIa UCKOPUCTHMO BapHjaHTy De3yoBe Teopeme y
Tpu nuMmesnje (IetasbHUje y 1oaaTKy B):

JIema 10 (Be3sy). Heka cy p(z,y, 2) u q(z,y, z) nomuaomu y Rlz,y, z] crenena m u
n peoM. AKo ce p U ¢ aHynupajy v Buiie ox mn + 1 pasJuduTuX mpaBuUX, OHIA P
U ¢ UMajy 3ajeJIHnYKu PakTop.

OuurieiHO je 1a oBa TeopeMma o MocedHe KOPUCTH aKo je jeJaH O TMOJHHOMA
P, q upeaynmubuIan. 3aTo Cy HaM O[] BeJIMKOI 3Hadaja nospinu (Mu hemo ce baBuru
caMoO OHHMa KOje Cy ONMHCaHe Kao HyJie HeKOT TOJHHOMA) KOoje MMajy J0CTa MPaBuX
y cebm.

Hedunumuja 11. [lospmr S ce HazuBa MpaBOJHHICKA TIOBPIT aKO 32 CBAKY TAUKY
x € § TocToju MpaBa Koja MpoJia3u Kpo3 By U JekKu Y S.

JIBoguMensnona tudepeHjabuina BUIIECTPYKOCT je IPaBOJHUHUjCKA IIOBPII
aKO ce MOKe IIPEJICTABUTH Y OOJIUKY:

z(t,v) = a(t) +v-w(t),v eR,

rie cy o, w audepennujadbunne dynxnuje uz I = (0,1) y R3 npu yemy Bazku w(t) # 0
3at € I. 3a dukcupano t € I, npaBa kpo3 «(t) ca mpasieM w(t) ce Ha3UBA
reHeparTop MpaBOJMHUjCKe TOBPIIH. 33 HAC jé BaXKHO TO IITO reHepaTopu popMupajy
"HenpekAnHy  (aMUIujy TPaBUX YUja YHUjA YHHU TEJTY [MOBPIIL.



10 3. Buine o npaBOJIMHUjCKUM MMOBPIINMA

Caza 6u 6110 TOOPO JTa BUANMO KaJ1a BazKe J1a je moBpIl S mpaBoInHujcka. Heka
je p HOJMHOM YHju CKYN HyJa mpeacTaB/ba S W Heka je X = (x,y, 2) TpOU3BOHHA
tauka vy S. Hanuk mokasy Jjieme 7, IpUMETHMO Ja IMOCTOjH IIPaBa Koja IpoJaa3n Kpo3
X u gexkn y S akko nocroju v = (v, vy, v,) € R*\ {0} Tako na je p(x +t-v) =0
3a cBako t € R, mro mocmarpajyhu kao mosmHOM 110 ¢, Bayk aKKO Cy 3a,/10BO/bEHE
onpehene deg(p) + 1 mosmHOMCKe jeqHAuUHE O Z,Y, 2, Uy, Uy, U,. LlcmocraBmba ce
JIa je JIOBOJbHO TVIEJATH CaMO TIPBe YeTUPU Jare jeJHadnHe (Moj MPeTIOCTABKOM

deg(p) > 3):

p(z,y,2) =0;  Vp(z,y,2)=0; Vop(z,y,2)=0; Vip(z,y,2) =0 (3.1)

re Vip(z,y,z) = 0 npeacrap/ba MOJMHOM IO T, Y, 2, Uy, Uy, U, KOJH Ce HATA3U Y3 t*
y p(x+t-v)=0. [ocnenmwe Tpu jesHaqmte cy XOMOreHe jeHAYUHE HPBOT, APYTOr
u Tpeher cremena peaoM IO Uy, Uy, U;, Ia UX MOXKEMO CBECTH Ha jeJHYy HOJUHOMCKY
jenmaanay !

Fl(p)(x,y,2) =0

npu gemy Baxu deg(Fl(p)) < 11deg(p) — 24 (nerapu ¢y KOHIENTYATHO jACHU, ATH
je JIoKa3 MaJo Iy Ku, ma jajeMo caMo ckuily). OBaj MOJHHOM Ce Ha3WBa IPEBOJHH
IOJIMHOM [OJIMHOMA P, TadkKa X 3a Kojy je uctyweno (3.1) 3a neko v € R?\ {0} ce
Ha3MBa IPEBOJHOM TAdKOM, a 3a IIPaBy KPO3 X Ca MpaBIeM V KazkeMo Ja JO0AupYje
S 1o crenena 3.

Ounrsenno je fga ako je S mpasoiuuujcka oufa Fl(p) = 0 wa S. Ucnocrasiba ce na
BayKu ¥ 0OPATHO:

Teopema 12 (Kejiu-Canvon). [Tospit p = 0 je npaBosiMHHjCKA aKO U CAMO aKO Ce
Fl(p) anynupa Ha $0j.

Jokas oBe Teopeme je 3axreBnuju, Moxke ce nafin y [Camm] u [K]|. Hama je Baxk-
HHUja caegeha mocse ua:

'Ha mpumep:
1. Tlomemumo cBe TPHU jeTHAYUUHE PEIOM Ca Vg, vz u vg; THEME CMO 100un 3 jefHAYNHE Ca JBE
HEIMO3HATE;

2. Kako je jemna o THX jeJHAYWHA TPBOT CTEMEHa, MOMKEMO i3 HU3Pa3WMO jeTHy O
MIPOMEHJBUBHUX IIPEKO JIPYTre, GuMe J00NjaMo IBa MOJHHOMA IO jeIHOj TPOMEHIHFUBO], PEITIMO
t, ca Koe(pUIUjeHTuMA T, 1Y, 2;

3. 3Bmamo Ja TOCTOju Vg, Uy, V., ca U, # 0 Koje 3amoBosbama (3.1) akko oBa aBa gobujena
NOJIMHOMA, UMajy 3ajeJHUYKY HyJIy INTO ce, Kopucrehnm pesynrare m3 jomarka B, memasa
AKKO je IhUXOBA PE3YJITAHTA - MOJUHOM TI0 T, Y, 2 - HyJa y X;

4. Ham nosmaoM je mpou3sson te 3 mobujene pe3yaTanTe (Kaia eIUMUHUIIEMO Ug, Uy, OZHOCHO
U, TIPBO).
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ITocaenuua 13. Heka je p € R|x,y, z] mosunom crenena d. Axo ce p aHyaupa Ha
pumie oj1 11d? — 24d npaBux, oHJa IIOCTOJU UpepLynubuIal HbakTop ¢ HOJUHOMA P
TakaB /a je oBpil ¢ = () MpaBOJINHU)CKA.

Zokxas. Heka je p = q1 - qo - ... - qx daxTOpHU3aNUja TOJHHOMA P HA HPEIYIHOMTHE
dbakrope. Ako je s mpasa koja siexku 'y p = 0, 3a 6ap jeano oni € {1,2, ..., k} Baxu na
je gi(x) = 0 3a 6ap deg(q;) + 1 rawaka x € s (jep p(z) = ¢1(z) - g2(x) - ... - qe(x) = 0,
r € s). Heka je v mpamam s u £ € S NpouW3BOJpHA TadKa Ha MpaBoj. llosmHOM
¢i(x + tv) je myna y 6ap deg(q;) + 1 pazauaurux peasHUX BPETHOCTH ¢, Ta je OH
UJICHTUYIKN jeJHaK HYJIH, OJaKJje ciaeau ja mpaBa s Jjexn y ¢; = 0. Crora, cBaka
upaBy koja Jjexu y p = 0, sexxku u y Hekom ¢; = 0, 3a 7 € {1,2,...,k}. Kako je
S deg(q;) = deg(p) = d w Bume ox 11d*> — 24d npasux mexu y p = 0, mopa
nocrojaru i € {1,2,....,k} 3a koje sumre ox 11 deg(q;)* — 24 deg(q;) npasux Jjiexku y
¢; = 0. Kako caka mpasa koja jexkn y ¢; = 0 mezku u 'y Fl(q;) = 0, u3 Besyose jeme
(Jlema 10) mobujamo Ja MOCTOjU HETPUBHMjATHM 3ajeHUUKH Jeqaunar q; u Fl(q;).
[Tomrro je ¢; mpeaymubunan, ciequ na q; aeaun Fl(q;), ma ma ocuoBy Teopeme 12,
3aKJpydyjeMo Jia je ¢; = 0 mpaBoJIMHUjCKa TTOBPIII. ]

Bpatmmo ce cama Ha moderHy ujejy. llocMarpajMo HeKM TOJIHHOM P CTelleHa
mamer o N (To ce HCIoCTaB/ba Ja je JOBOJGHO MAJIO) U TIOBPIII

p(z,y,z) =0.

[TonuaOM P ce MOXKe jeIMHCTBEHO (haKTOPH30BATH HA UPEyIUONIHE TTOJTHHOME:

b = Ppip2---Pm

n KaxkeMo Jia je nospin p = 0 6e3 paBHm u peryjyca yKoJuKo Hujegan p; = 0 Huje
pasan HuTn peryayc, 0 < i < m. Caeneha jiema je K/bydHa y JOKa3WBamy leopeme
9.

JIema 14. Heka je p nosmuom crenena mamwer on N u S = {(z,y, 2)| p(z,y,z) = 0}
IPABOJIMHUjCKA MOBPII 6e3 pasuu u perysayca. Heka je £ cKym mpaBux Koje Jiexke y
S 3a xoju Baxkn |L£1] < N? u meka je Q) CKyn Tadaka Koje JiezKe Ha JIBE WA BHIIE
npasux u3 L. Taga je

3
(1 SN
IIpe Hero mTO MOKayKeMO OBY JieMy, MO3a0aBUMO Ce JOII MAaJIO €& TIPABOJIUH-

ujckum nospmiuma. Cazna Beh npumehyjemo jga mro Bulie npaBuX jejHA HOBPII
uMa y cebH, TO JaKIe PaJuMO ca oM. [IpaBOJIMHUjCKE MOBPINH 3a KOje BaXKU
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Jla KpO3 CBaKy HUXOBY TAaUKy IIpojase 0Dap /iBe MpaBe Koje JeyKe y HHMa Ha3H-
BAMO JIBOCTPYKO-IPABOJHHHjCKE TOBPINA (Y CYHPOTHOM Ce HA3UBAJy jEJHOCTDYKO-
npaBoJHHHjcKe ToBpInn ). Bumehemo yekopo Ja ¢y jeume 1BOCTPYKO-ITPABOJIUHUCKE
HMOBPIITN OITMCAHEe WPy UOMIHIM TTOJMHOMOM 3allpaBO PaBaH U PeryJiyc.

Heka je p(x,y, z) upeaynubunan moJMHOM 1 S TOBPIIT OMUCAHA HHMe (OJHOCHO
p = 0 moBpIII) Koja HUje paBaH WJIH Peryjiyc. 3a Tadky (z,y,z) € S KaxkeMo Ja je
cjajHa TadKa aKo JeyKN Ha OeCKOHAYHO MHOTO TpaBuXx y S. 3a mpaBy [y S KaxkeMo Ja
jée cjajHa mpaBa aKo MOCTOjU OECKOHAYHO MHOTO TPABUX Y S KOje ceKy | y He-cjajHuM
TaykaMma. Baxkn caeneha jgema:

Jlema 15. 1. Hekaje (2o, o, 20) ¢jajua tauxay S. Onza, 3a cBaky Tauky (x,y, 2)
y S, mpasa [ kKoja mpoJiasu Kpo3 (z,y, z) u (o, Yo, 20) €K Y S.

2. Heka je [ cjajua npasa y S. Ilocroju anrebapcka kpuBa C' TakBa Ja 3a CBaKy
tauky u3 S\ C' mocroju mpapa Koja IpoJasu Kpo3 mwy, Jexu y S u cede [.

Loxas. 1. Kopucrehn oxrosapajyhy mpomeny KoopamHarta, 6€3 yMamberbha OIIIII-
TOCTH, MOYKEMO JIa IPETIOCTABUMO Ja je (xo, Yo, zo) KOOPAUHATHU MMOYeTaK. 32
tauky (21, y1,21) € S\{(0,0,0)}, mpasa koja mposasu Kpo3 by 1 KOODAUHATHI
nouerak Jiezku y S ako u camo ako p(try, ty;, tz) = Z?i%(p) tqi(ry,y1,21) =0
3a cBako peasiHo t. To je ekBuBaseHTHO ca TuMe 1a ce oapehennx deg(p) + 1
nonmaoMa (Hamme ¢;, 1 € {0,..,deg(p)}) no mpomenspuBaMa x,y, z aHyJIUpA Y
Tavykd (1, Y1, 21). HAUU, 13 OU TOKA3AJN IPBH JIe0 jieMe, Tpeba /1a JOKazZKeMo
na ce tux deg(p) + 1 mosmnoma amynupa Ha teaom S. Mebhytum, Mu 3aaM0
aa je (0,0,0) cjajua rauka y S, OJHOCHO Jia KPO3 KOODJAMHATHU HOYETAK 1IPO-
Ja3u 6eCKOHAYHO MHOrO npasux y S u y mwuma ce Hamux deg(p) + 1 mosu-
HOMa TpuBHjaaHO aHyaupajy. Ha ocnosry Besyose neme (Jlema 10) morxkemo
Jla 3aKJBYINMO Jia p ca cBakuMm of deg(p) + 1 oaroapajyhux mosmaoMa mva
HETPUBHjAJTHHA 3ajeJHUUKH Jeauaan. Kako je p upenynubunian, g1o0ujaMo Jaa
P IeNHd CBAKM O JATHX IOJUHOMA, OJHOCHO OHH Ce aHyIHupajy Ha IeJaoM S,
quMe CMO JIOKA3aJu MPBHU JIE0.

2. CmuHO Kao y 10Ka3y 3a IPBU 10, IPOMEHHMO KOOPAUHATEe TAKO 12 ce [ IOK-
gana ca x npasoM (y = 0 m z = 0). 3a pasauky oj npsor jena, opiae nehe
cBe Tauke y S mMmaru oxrosapajyhe csojcrBo. Heka je (x,y,z) € S Tauka 3a
KOjy BaKu v(x,y,z) = (%(z,y,z),?—i(m,yz),g—i(m,y7z)) # (0,0,0). TTocma-
TpaMoO paBaH Koja Mposia3u Kpo3 (z,y,z) W HOpMAaJHA je Ha BeKTOp v(x,y, 2)
nenTpupan y (z,y,z) (Tako3Bana taHrenTHa paBaH). lloydyeHu uaejama u3
OPeTXONHIX J0Ka3a, JAKO CJCIH Ja CBAaKa IpaBa Koja Jexkd y S U Ipo/asu
Kpo3 (x,y, z) MOpa TIPUTAIaTH U TOj TaHrenTHOj papuu. Cana Ham je jacHo 1a
cy rauke (z,y,z) € S Koje BepoBaTHO Hemajy ojarosapajylie cBojcTBo 3anpaBo
OHe 4Hja je TAHTeHTHA paBaH (yKOJIHMKO TOCTOjH) HapaseaHa ca | = T mpaBoM,
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OJTHOCHO OHE 3a KOje BayKu g—i(x, y,z) = 0. 3aro, nedunumnumo C' kao geoy S
rae ce  p u % anyaupajy. Ilocmarpajmo cse Tauke (z,y,z) € S\ C' u Heka
je (2/,0,0) jeaumHcTBEHA TAYKa MPECEKA TAHI'€HTHe paBHu y (r,y,z) u 1paBe

= z. Jlokazaliemo na 3a wux Baxku apyru jeo jeme. Kako (2/,0,0) mexnu
y TAHTEHTHO] paBHH 3HAMO Ja je BeKTop (r — z’,y, z) Hopmasan Ha v(x,y, 2)

OJIHOCHO

(J]—[E,) ’ %(xvyvz) +y- g_]y)(xvyvz) +z- %(Zt,y,Z) =0
Tj. 2’ ce mMoxke m3pasutu Kao q(z,y,z) g—g(a:,y,z), 3a (PUKCAH MOJUHOM (
onpehen moaunomom p. Tpeba na gokazkemo fa mpasa kpos (2/,0,0) u (x,y, 2)
nexun y S. Kao w y mpBom geny, mobumhemo ma omrosapajyhinx deg(p) + 1
panuoHaaHux byHKImja obnuka r;(x,y, z)/%(x,y, )k i e {0,...,deg(p)},
Tpeba ma ce anyampajy y tadku (z,y,z). Ilpema Tome, Tpeba mokasaru ce
CBHU T; QHYJAPA]Y y TAYKaMa 3a KOje¢ BArXKH %(w,y, z) # 0. Kako je | = z cja-
jHa mpaBa y S BaKu Jia MOCTOjH OECKOHAYHO MHOTO IIPABUX Koje Jieke y S u
CeKy | = T W 3a WX TPUBHUJATHO BAXKH JIa Cy T; HYJa HA BAMa (CeM Yy KOHAYHO
MHOTO TJe je g—;’ = 0). Ha ocuoBy Besyose Jieme, CJIMIHO KAO y MPBOM JIEJY,
3aKJby9yjeMO Ja P JIeJIU CBAKO T;, YUMe CMO J00mm OHO 1mTo cMo xTeau. Oc-
Taje ma gokazxkemo jga C' # S. TlpermocraBumo cynporuno. Kako je C' meo rie
ce aHyIupajy p u % 1 KaKoO je p upeayuOmnIan, a g—i MOJIMHOM MaFher CTeTeHa,
360r Besyose jieme MOpa BaXKWTH Jia je % KOHCTAHTAH TOJUHOM, OJHOCHO JIa
je p(z,y, z) obauka ax +q(y, z). Kako | = x mpunaga S, nobujamo na je a = 0.
Taxobe, nowrro je | = x ¢jajua npasa, nocroju npasa [’ y S koja ceue [. Kako
P He 3aBHCH OJ] X, CBAKH TpaHCJaT npase [ y x cMepy Mopa Jexaru y S, na
gobujaMo J1a 1esa jejiHa paBaH Jexu y S, mro Huje Morylie (Moxe ce omer
HUCKOPUCTUTH besyoBa jieMa u JI0OUTH Ja jelHAYUHA Te PABHH JICJU P, ajId P

je upeaynubuaan moJuHOM U S HUje paBaH).

]

Ha ocroOBy mperxofgHOr J0Ka3a MOXKEMO Ja 3aKbydnMo jBe crBapu. lIpBo,
OPUMETHMO Jla y TPBOM JeIy JieMe YCIOB Ja MOCTOju OECKOHAYHO MHOTO MPaBUX
KOje 1poJia3e KPo3 KOOPJAMHATHU 1I0YeTaK MOKe OUTHU 3aMereH yCJI0BOM Koju Tpebda
na Oyje ucnymeH j1a OucMO MOTJIH J1a HCKOPUCTUMO DBe3yoBy jiemy.

ITocnemuua 16. I[IpomsBobna Tauka (r,y,z) € S je cjajHa TauKa YKOJIHKO OHA
Jsexku na Gap deg(p)? + 1 npasux koje Jiexe y S.

Crmaro MOXKeMO j1a ocabuMo yejaoB 3a cjajue mpase y S. Hamme, mocroju
dukcan nosuHOM f ca meso0pojHuM KoepUInjeHTUMa, JT00MjeH U3 YCJIOBa KOjI MOPa,
OUTH 33/10BOJbEH JIa OMCMO MOLJIH JIa IPUMEHUMO Be3yoBy JieMy, He3aBUCHO O] HAIIEr
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OJITHOMA P, 3a KOju BaxKu ciaefiehe (Heliemo ce TpyauTu 1a Ta9HO opeuMo [, Hama
je GUTHO caMo Ja MOCTOjH):

ITocnenumna 17. [lpomssospHa mpaBa [ C S je cjajHa mpaBa YKOJHUKO MOCTOjH
OecKOHAYHO MHOTrO mpaBux Koje Jjexe y S u 6ap f(deg(p)) + 1 mpasux y S ceky
npasy [ y He-CjajHO] TavYKH.

W ckoMeHTapUIIIIMO jOITT YCJI0B JIa TIOCTOjU OeCKOHAYHO MHOTO npaBux y S. Tume
o/iMax rapanrTyjemo ja he ourn 6ap jejana mpasa pazjunuuta oj [ Koja he ckopo neJia
(cem y KoHaYHO MHOrO Tadaka) jexarun y S \ C, a HA HEHHM TadyKaMa MOYKEeMO
Jla, UICKOPUCTUMO OHO TIITO CMO 3aKJby4YWJIM Ha OCHOBY bBesya m tume jpobdutu ja [
jecte cjajua mpaBa (OBIe M303aCTaB/baMo YnEbeHHIY Ja he Te HOBe mpase celim [y
He-cjajHuM Tavykama, jep he To 6urtn jacHo uz cuejelie jeme).

OcTasio HaM je oI Jia BUJIMMO KOJIMKO CjajHHX TavaKa U CjajHUX MPABHX MOKe
JIa, TIOCTOJU Y jeJHoj moBpiu ojapelenoj npe ynuOuIHUM HOJHHOMOM, YKOJIUKO OHA
HUje IIpaBa HATHU PEryayc.

Jlema 18. Ako je p upeaynubuian moaaHoM u S moBpin ojpehena muMe Koja Hiuje
paBaH HUTHU peryjayc oHjga S Cajip:Ku HajBUIINE jeJHY CjajHy TAYKy W HAjJBUIIE JIBE
cjajHe TIpaBe.

Jloxas. TIpernocraBumo Jia 1OCTOje JiBe PA3/IMUNTE CjajHe TadKe Ty U To U HeKa je [
npou3BO/bHA TpaBa y S Koja MpoJia3u Kpo3 Ty aau He W KPo3 To. Tajaa, Ha OCHOBY
Jleme 15, 3a cBaky Tauky y € [ mpaBa Kpo3 To u y Jexku y S. [lakie, paBau ogpehena
ca MpaBoM [ U TAYKOM Xy MOpa Ja JieXku y S, ajlu TO Huje Moryhe.

Cajia mpeTmocTaBUMO Jia TOCToje Oap Tpu cjajHe mpase [y, [ u l3. 3a cjajry mpaBy
[, o3raunmo ca C; ogrosapajyhy anrebapcky kpusy u3 Jleme 15. [locmaTpajmo Hekn
beckoHauHM CKyn npaBux L Koje ceky l;. IlocToju Geckonaunu mojackyn Le C L
TaKaB Jla cBaka npaBa y Lo jexku ckopo nena 'y S\ Cp, (3 gokasa Jleme 15, C; moxe
1a uma uajsuire deg(p)(deg(p) — 1) mpaBux y cebu 360r yciaosa Besyose seme).
Amnasiorso, nocroju 6eckonaunu moackyn Ly C Lo Takas j1a cBaka mpapa y L3 JexKn
ckopo nena y S \ C,. Hexka je | npoussospna npasa y Ls. Ilocmarpajmo cse cem
KOHAYHO MHOTo Tavaka Ha [ Koje jsexe y S\ (C, JCi,). Ako 6u nocrojana Tadxa
mehy mHMa Koja JieXKu Ha camo jenHoj upasoj y S (ogHocHO camo Ha [) Taga Ou
30or Jleme 15 mpasa [, mopes mpase [, Mmopaja ja cede u [y u [3. IIpermocraBumo
JIa, TIOCTOju OECKOHAYHO MHOTO MpaBUX [ KOje CeKy CBe TpH cjajHe mpape. AKo cy
HEeKe JIBe OJ1 IbUX KOILJIAHApHe, OHJ/ia OU CBe IMpaBe Koje WX CeKy JieyKaJse Y TOj paBHH,
mro je nemoryhe. Cienu na cy ly,ls, l3 Tpu Mehycobno MuMomiazHe mpase, ma oHe
dopmupajy perysyc R. 3a cBaky npany | Koja ux cede MOPa BayKUTH JIa IPUIIAIA
R, u3 dera ciaenu jga je S = R, mTO je KOHTPAIUKIH]a.

3uauu, nocroju beckoHadaH HOACKy npasux Ly C L Koje He CeKy CBe Tpu CjajHe
upase 1, ly u l3. Axo je | € Lf, onnia, Kao mTo CMO IOKA3a/l, CBe Tadyke & € | Koje
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npunanajy S\ (C, |JCi,) Mopajy na Jqexe na 6ap ase npase y S. Ha ocuoBy npsor
Jeja JT0Kasa Jia MOCTOjU HajBUINE je/Ha CjajHa TadkKa, 3aKJ/bydyjeMO J1a je cBaka
npasa y L} cjajua. Ilogcetmmo ce fa 3a cBaky cjajuy mpaBy [ TOCTOjU HajBHUIIE
deg(p) - (deg(p) — 1) npasux koje aexe y C;. To 3HAYM 12 MOKEMO KOHCTPYHCATH
Oecxonaunn Hu3 npasux k; € L}, ¢ € N, Takas ga k; ckopo nena aexu y S\ Cy,,
3a cako 0 < i < j. Heka je N = deg(p)? u M = 1000N*. IlocToje Tpu He-cjajue
TadKe Ty, Ty W Tz Koje Jexke Ha ky uy csuM S\ Cy,, 32 0 < i < M. Kako je x4
He-cjajHa Tavka, Ha ocHOBY llocmenume 16 ona Jsiexku ma majsume N mpaBux. 3a
cBaky npaBy k;, 0 < ¢ < M, nocroju npasa Koja je cede u mpoJasu Kpo3 xp. Jlakiie,
nocroju 6ap (M — 1)/N mpasux k; Koje ceKy HeKy TpaBy T KOja IPOJA3U KPO3
z1. Ananorno mobujamo na mocroje Gap (M — 1)/N® > 500 deg(p)? npasux k; koje
CeKy IpaBe 71, Iy, '3 Koje IMpoJiaze Kpo3 'y, T U x3. [locMmarpajyhu peryiyc, ogHocHo
paBaH, KOjy CauuibaBajy 11,79 U 3 0 Kopuctehn Be3yoBy jiemy Kao panuje 106ujamMo
JKeJheHY KOHTDPAIUKITA]JY. 0

JeJIHOCTaBHA TIOC/IE/IUIIA TTPETXO/IHE JIEMe je Jla Cy PaBaH U PeryJiyc jeauHe
JIBOCTPYKO-TIPABOJIMHI]CKE Upe Iy TuOnIHe oBpiiru. /Ipyrum peunma, ako npaBoJInH-
HjcKa upeynub/IHa HOBPII HUje paBaH HUTU PEryJIycC, OHJIA je OHA jeTHOCTPYKO-
-npaBosuHujcka. Cala MOXKeMO Ja 3aIlo9HeMo Joka3 Jleme 14.

Joxasz Jleme 14. Heka je p = pips...Dm, TJ€ Cy p; upeayiubuiau mojunomu. Kaxkemo
Ja je Tauka (x,y,z) cjaja y S ykoumko je cjajua y p; = 0, 3a HeKo . AHAIOTHO
nedunumiemo cjajue npase y S. Kopucrehu Jlemy 18 mobujamo ja mma HajBuIle
N cjajuux tadaka u Hajsuine 2N cjajuux npapux (jep je S 6e3 paBHU U peryJyca).
[Ipema Tome, 6poj Taukaka y ()1 Koje cy cjajHe WU JexKe Ha CjajHUM IIpaBaMa je
najsunie N + 2N -|£;] < N3, na mozxemo ja ce poKycupamo caMo Ha OHe Koje HUCY
cjajHe W He JiexKe HU Ha jeJHO] CjajHO] TMpPaBoj.

[TocmaTtpajmo mpousBospHY TIpaBy [y S Koja HEje cjajHa. Kako 3a cBaKy MpaBOJIUH-
HjCKY HOBPII TMOCTOjU ~HempekuaHa dhaMunnja’ remeparopa Koja je caunmbaba (ca
noyeTKa morjaassba, oipehena ca «(t) m w(t)), cBaka mpaBa Koja He NMPHUIAJA TOj
dbavuaujn u sexn y S Mopa OuTH cjajHa npaBa (KpO3 CBaKy TAdKy IOBPIIH TIPO-
Ja3u HeKu rereparop). [Ipema Tome, Harra npasa [ je reneparop. Jokazaliemo na je
Opoj He-CjajHUX Tavyaka y KOjUMAa JIpyre He-cjajHe Mpase ceKy | (He-cjajHu mpecern)
najsume N — 1, ogakie he cieauTu ja je Opoj IpeocTaaux Tadaka y ()i HajBUIIe
(N —1)-|L;] < N? umme 6ucMo 3aBpHIMIM JOKA3.

Hexka je m mpousBo/bHaA paBaH KOja CajAp:Ku [, ajii HUjeTHY He-CjajHy IpaBy Koja
cede | (OBaKBa paBaH MOCTOjU jep je TAKBUX MPAaBUX KOHAYHO MHOTO). PaBaH 7 cede
S no kpusoj 0 (onpelenoj ca nBe npoMensbuBe, Ha TpuMep x 1 y) crenena N. Kako
| mpunaja TOj KpUBOj, HA OCHOBY Be3yoBe Teopeme 3a jiBe MPOMEHJbHBE (JOKA3 Y
jgonarky B) mobujamo na [ (OAHOCHO HMOJIMHOM CTeleHa 1 1o JBe IPOMEHJbUBE KOju
je medunumte y m) mopa ga gemu 6. Jaxme, § = [* - ¢, rae je ¢ KommoHenTa Koja
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uuje jesbuBa ca [. Kako je cremen ¢ majpumre N — 1, ciaeau ja ce ¢ u [ ceky y
najsuiie deg(c)-1 < N —1 ragaka 360r yciaosa Besyose Teopeme. [Jokaxkumo fa cy
CBH He-CjajHU Ipecelnn Ha [ ympaBo Te Tauke. [locMaTpajMo HeKy He-cjajHy HpaBy
" xoja ceue | y He-cjajuoj Taukm ¢. Xohemo ja jgokaxkemo 1a g € c. Kako je I
reHepaTop Koju cede 6, mocToju HU3 TeHepaTopa Koju Texu ' 3a koju he cu (cem
IpPBUX KOHAYHO MHOTO) reneparopa cehu 6, oguocuo | wiu c¢. Ilpumerumo ga he
caMO KOHa4HO BuX cehim [y g jep je g He-cjajua Tauka. Kako je [ He-cjajua mpaBa
(1 y TOM HU3y reHepaTopa He MO¥Ke Ja MOCTOju OECKOHAYHO HUX KOjU CeKy |y uc-
TOj TAYKH PA3IMIUTO] O ¢), CBH CeM KOHAYHO MHOIO P€HepaTopa y TOM HH3Y CeKy
c. Jlpyrum pednma, MOCTOJU TOIHU3 TOI HHU3a TeHeparopa Koju Texku [ Takap ja
CBAaKU I'€HEPATOP Y IbeMy cede ¢. AKO IMOCMATpPaMoO TadKe Y KOjUMa reHepaTopu U3
TOT MOJIHU3a CeKy 7, oHe fie Texkutu {q} = 7w N[, u WOMITO je ¢ 3aTBOpeHa 00JACT
(neduHUCAHA je TOTMHOMOM) CIeIH Ja je ¢ € ¢, YuMe je JIOKa3 FOTOB. O

Caga cmo cupemun jga gokazkemo Teopemy 9. Ipermocrasumo ga umamo ckym L
on majeuiie N? npaBux Tako ja Hukojux cN He Jiexku y paBHE Wau perynycy (c je
IPOU3BOJ/bHA KOHCTAHTA 32 KOJy KeJTUMO Jia JoKazkeMmo Teopemy 9). IIpermocraBiumo
Takobe 11a, 3a JI0BOJbHO BeJINKO (), Har ckyn £ uMa sutie o QN? nmpecednnx Tadaka
u 0.y.0. Heka je N Hajmarmu OpOj, HE HYKHO 11€0, 33 KOJU IHOCTOjH TaKaB CKYIl IPABUX
L (oanocuo, 3a cako M < N, ne nocroju ckyn £ oy najsuiie M? npaBux ca HUKOjUX
cM y paBHE mm peryaycy Koju mma sumre om QM3 HpeceqHHX TaYaKa).

Hexka je £ ckyn csux npasux y L koje cexy Ly 6ap N pasuuTHX TauaKa.

[Tpase koje uucy y L' ydectByjy y HajBuie QN° HpeceKa, na je Opoj Tadaka y

10
9QN . Hexa je 0 < a < 1 1axas na |£/| = aN2.
Nzabepumo npase u3 L ca BepoBaTHOLOM p = %. XoheMo Ja JIOKazKeMO J1a

. . 2
nocroju ckynm L£” TakaB ja uMa HajBUIIe % OpaBUX y ceOW W Ja BayKW J1a CBaKa

npaBa u3 L uma Gap N pa3JInuuTUX Tadaka MpPEceKa ca IpaBaMa U3 TOI CKYIa
(MoTHBaINHUja 3a 0BO je ueja NpaB/berba IOJUHOMA 0roBopajyhe masor cremnena Koju
fie ce anynuparu Ha ceuMm npasama n3 L'). Heka je X ciaydajua npoMen/brBa Koja
: : ; 100N2 200N2 1
6poju 6poj nzabpanux TPABIX. Onga je E[X] < g+ T Baxn P(X > 0 ) < 5.
Osnaunmo ca Ay noraljaj na npasa I’ u3 L' cede Hamn caydajHo u3abpaH CKyI y
s "

Mame on N pazgmmuutux Tadaka. Jla Oum mokasanam jga mocToju oHakaB ckym L)

. l .

JIOBOJBHO JelyTBp,ZLI/ITH Ja BaKu .. P(Ay) < 3, 01HOCHO JIOBOJBHO je joKa3aru
P(Ay) < 552, 3a cBako ' € L. TlocmaTpajmo cafa mpousso/bHy npasy [ € L' u

N . . .
r> % Tavaka Ha 0] y Kojuma ux mpase u3 L ceky. TpuBujaano Baxu:

upeceky npasux us L Gap

N-1

P(A4) < Z <r> 1 — )T_i < N - (Nr— 1) .pN_l(l —p)r_]\H'1 =N -by_1
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rae je b= (}) - p'(1 — p)"". Onma, 3a i < 5N:

biy1 (r—i)-p > (%_5]\])'100
b (i+1)-(1—p) = 5N-(Q —100)

s Y0 ob = 1 mobujamo by_1 - (1 + 2 + ... + 2*N) < 1, na TpusujanHO BaxKu

P(A)) < 527 (3a moBosmno Besuko (), 6ulie 1oBosbHO Besmko N).

Wzabepumo ca csake mpase u3 L” 1o % Tavyaka, riae je R J0BO/bHO BeJIHKAa,

> 2

aJu yHUBep3aJHa KoHcTaHTa (He 3aBucu o (), N). Jlakie, uzabpajiu MO HajBHUIIe
3 . .

% - |£'] = O(EA-) rauaka, ma u3 jeanocraBHe JuHeaphe anare6pe (oBy uiejy hemo
2

BUJETU U ¥ CJIe):LeheM TIOTJIABJBY ) MOYKEMO KOHCprI/IcaTI/I nonuaoM p € Rz, y, 2]

crereHa O(RSN) (0IHOCHO CcTeneHa HajBUIIe (]R3
Q2 Q2

, 3a dbukcHo C') KOju ce aHyImpa

y H3a6paHHM taukama. Kako cmo uzabpanu R jia Oyje JI0BOJBHO BEHMKO (Tpeba Ham

na Bakn LN > deg(p)+1, 3a mra je 10BOBHO % > CR;N) CJICJIN JIa Ce P AHYJINPA

Ha CBUM HpaBaMa u3 L”, a kako one cexy npase u3 L'y 6ap N pa3iudurux Tavyaka

(oBoe u N > C’R;N 3a Benuko N), 106UjaMo Jia ce p aHyJIupa Ha 1eaoM ckymy L.

DaKTOPUIITUMO TTOJUHOM P = pPipe TJ€ je p; NPOU3BOJ CBUX HPEAYIHOUTHUX
HpaBOIUHU)CKUX (DAKTOPa KOJH JIeJie P, & Po IPEOCTATN He-IIPABOJMHU]CKH J1€0, 004,
1

CTeIena O(RSLN) = O(Q%) Hexka cy £1 u Lo ckynosu npasux n3 L' Koje Jezke pegom
2 2

y p1 = 0 ogrOCHO po = 0 (ounrienno L1 |J L = L'). Kako mpasa l; € £\ Lo Moxe
na cede po = 0 (ma camum tuM u npase lp € Lo\ £1) y Hajsumie deg(ps) = O(Q%)
2

Tadaka, 100ujamo 1a je mpecek npasux uamehy L4\ Lo u LQ \ £, nmajsume O(N?).
3Q

Jaxne, y 6ap jennom ox L1, Lo Mopa

3QN

[IpernocTaBuMo fa y £ MMaMO BHIIIE O Tavdaka npeceka. Heka je p; =
P34, TIe je p3 = 0 6e3 paBHU U peryayca, a py HpOI/ISBO,ZL PABHU U PEryayca Koju Jee
p1. Tlomenmmo L4 va L3 u L4 CIMYHO Kao Mpe, HCTHM apryMeHTOM A00HjaMo 7a je
6poj Tauaka y npecexy npasux u3 L3\ L4 u L4\ L3 najsuime O(N?3). Ha ocnoy Jleme
14 3namo ja je 6p0j npeceka Mehy npasama uz L3 ucro O(N?). Jlakie, npase u3
L4 ce cexy y 6ap 9N 0 pasamunTuX Tadaka. Mehyrtum, mpase u3 L, Jexke y HajBUIIIe
N pauux/peryjiyca oj Kojux cBaka/u caapzku najpume no cN npasux. Jlakie,
6poj npeceka uzmel)y npasux y ucroj pasuu/peryiycy je O(N?3). Kako csaka npasa
MOYKe Jla ceve paBaH, OJTHOCHO PeryJayc, Kojoj He MpuTaaa y HajBUTIIE jeTHO], OJTHOCHO
JiBe, TadKe, TO 3HAYU /1A je HPEeoCTATUX Tadaka y Hpeceky npabux u3 L, HajBUIIE
O(N?), koHTpamuKImja.

3 .

Jlaxjie, Mmopa Ja Baku ja ce npase u3 Lo CeKy y Oap 3%0 rayaka. Kaxko je

p2 = 0 Toranno He-npaBojuHUjcKa noBpil, u3 [locaenune 13 3akbydyjemo Jja He
. 2

mozke umaru suine o O(deg(ps)?) Tj. O(%) npaBux y cebu, OIaKje Claean Ja

|L5] < BN? rae je B = O(%) Cazma KeauMoO [a IMOCTUTHEMO KOHTPAJAMKIIN]Y Ca
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IPEeTIOCTABKOM €a Imo4deTKa o u360py 6poja N. Mehyrum, mu 3a mpase u3 Lo MOZKEMO
Ja TapaHTyjeMo Ja HUKOJuX c/N He JIeKW Y paBHU OJHOCHO PEryJycy, a He HUKOJUX
cv/BN. Hedunnmumo ckyn L5 Ha caenelin HaYWH: ¢Be JOK MOCTOJA paBaH /peryyc
Koja caiapzKu Butie oj ¢y/BN 1paBux, npeGanumMo cBe IpaBe Koje JexkKe Y 1o/ beMy
y L5 u obpumumo ux u3 L. Ha Taj HaumH, obesekuMo mpeoctaan cKymn ca Lg.
[Tpumernmo Kako ¢cMmo oBako "omrermin” Hajsunie O(N) paBHu U peryiyca ma, Kao
M Y TPETXOMHOM CJydajy, 3akmpydyjeMo na mMa Hajsuce O(N?3) mpeceka msmely
npasux y Ls. Takolhe, nocroju najsume O(N?) Tavaxa npeceka npasux u3 L5 u Lg,
IIOIIITO CBAaKa MpaBa U3 JPYror CKyla Moxe celinm ¢cBaky paBaH/peryJyc u3 npBor y
HajBUIIE je/IHOj, OJHOCHO JiBe, Tavuke. MehyTum, 360r nmpermnocraBke o nu3dopy o6poja
N, mehy npasama y Lg He Mozke 6utu Bue o Q - (v/BN)? onHocHo O(]QV—;) Tadakxa,
quMe JI0OUjaMo YKeJbeHy KOHTPAIUKITU]Y.
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Ilogenu na By1agaj

Y oBoM moriaB/by ce baBuMo goka3oM Teopeme 8 3a k > 3. Kao 1mrro Ha3us norJiaBiba
cyrepuiiie, rjiaBHa ujeja he Ham OUTH JIa U3JAEIUMO IIpocTop Ha hesuje ouBmdeHe
HyJIaMa HEKOT' IOJUHOMa JTOBOJBHO MAaJIOr CTeleHa 3a Koje Ne BaxKUTH Ja Cy Tauke
U3 CKyIlla KOju MOCMATPaMO HEKAKO paBHOMEPHO pacmnopehene 1mo tum hejujama.
Taxo hemo mohu na GpojuUMO MHITUJIEHITH]E HAIIET CKYyIa MMPaBUX Yy CBAaKOj hejuju
MoHA0C00, a mpejasak HpaBe U3 jeane y aApyry henumjy he 3maunTw jga Ta mnpasBa
MOpa JIa IIpecede IIOBPII 3aJaTy HAIIUM IIOJHHOMOM, IIITO, KAO IITO CMO BHICTU Y
HPETXOJIHOM IIOIVIAB/bY, HEe MOXKE MHOI'O IyTa Ja ce JeCH. ¥ OBOM IIOIVIaB/by heMo
BHJIETH jOII BaKHUX YJIOra Tadaka M [IPABUX y HOBPIIK 0JApeheHO0j MOJIMHOMOM.

Teopema 19. Heka je & ckym ox S tauaka y R™ u J npupogan 6poj. Ilocroju
nosmmEOM p cTenena d < 27/™ 3a koju Bazku ga je R™\ {p = 0} yunja 27 mucjynkranx
OTBOpPeHuX cKynosa O;, 01 KOjUX cBaKH caap:ku < 2775 tavaka n3 &.

Opue {p = 0} = {(z,y,2) € R® | p(x,y,z) = 0}, u anasorno aecdunuiiemo
obractn {p < 0} u {p > 0}. [a 6u goKa3ann MpeTXOIHY TeopeMmy, OcJIoHnNieMOo ce
Ha JOKa3 MO3HATe TeopeMe, 0] JOHCKJIe CIHYHe 110 TBphemy:

Teopema 20 (Teopema o miynkn u cenasuay 1). Heka cy Uy, ..., U, € R" oropenn
CKYIIOBU KOHAYHE 3allPpeMUHEe, OHJIa TOCTOJU XUIepaBaH KOja CBAKH O/l HbUX JIEJIU HA
moJIa.

I'naBHa ujeja y goKa3y TeopeMe jecte TeopeMma bopcyk-Yiama, 0JHOCHO:

Teopema 21 (Bopcyk-Yiaam). Ako je f:.S™ — R™ Henpeku/iHa HenapHa QyHKIH]a,
onga mocroju x € S" 3a koje f(z) = 0.

Kako nHac 3aHMMajy caMO CKYIOBH €& KOHAYHHUM OpojeM Tadaka, JOKaXKIMO
crenehy nmomunomcky Bep3ujy Teopeme 20:

'Ham sandwich theorem

19
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Teopema 22. Heka cy 51, 59, ..., Sy KoHaunu ckynoBu Tadaka y R”, rae je M =
(”:d) — 1. Onga nocroju onmaoM p € Rxq, ..., x,] crenena uajpuire d KOju MOJOBH
ceaku o1 S; ([S;N{p >0} =|S;N{p <0} ).

Aokas. Heka je 6 > 0 u U, s yauja 0-7100TH onHcaHuX OKo Tadaka y S;, 1 < i < M.
JlokazKuMo 1pBO 1@ MOCTOjU HOJUHOM Ps CTEleHa HajBuiine d KOju MOJIOBU CBAKH O/

Uis (oBme Vol(U;s N {p < 0}) = Vol(U;s N {p > 0})). Iocmarpajmo cBe moaumome
u3 R[zy, .., x,] crenena najpuiie d; OHU ce MOTY 3aITHCATH KaO » cd17..,,dnxf1 ..xdn Tre
cy d; > 0 mesm 6pojeBu Taksu ja je dy + ... + d, < d. TakBux dy, ..., d, uma (":d),

I1a MOCTOjU HelpeKuIHa Oujexiuja g moanaoMa u3 R[xy, ..., z,| crenena najpuie d u
n+d .
R( ") (mopehamo koeduijeHTe TPOU3BOHHO H CBAKOM HOJUHOMY JIOJETUMO TAUKY

ca KoopAuHaTaMa ofpeljernm mweropuM Koedunujentuma). Mu hiemo ce orpanuanTy
n+d\ _ . .
wa S0 ', oaHOCHO Ha monmHOMe 3a Koje Baxxn y ci , = 1. Ilocmarpajmo
n+d

n+d
HepeKuaHy pyHKIujy f : st o g1 JgeduHrCcaHA KAO:

Vol(UysN{g'(c) < 0}) = Vol(Urs N {g ' (c) > 0})
Vol(Uss N{g'(c) < 0}) = Vol(Uss N {g " (c) > 0})

fle) =
Vol(Uprs N{g7(c) < 0}) — Vol(Uprs N {g"(c) > 0})
Kako 3a cBaku nap (¢, —¢) aHTHUIONATHAX TAYaKa Ha SUT)1 pasku flc)=—f(—c¢)
jep g '(c) = —g~'(—c), npumenom Teopeme Bopcyk-Yaama mo6mjamMo ga MOCTOJH ¢

3a koje f(c) = 0. IomuuoMm ps := g~ *(c) je OUUrICHO TPAsKEHH MOJTHHOM.

Heka je 0,, > 0, m € N, npoussosban onajajyhu HU3 KOjU TeXKHU HYJIU U Ds,
oarosapajyhu nojmmuomu. Y Huzy radaka g(ps, ) € S (") LOCTOjU KOHBEPIeHTaH
noxHu3 (camo ra OpMHPAMO 10 KOOPAWHATAMA PeJIOM, jep oHe npunaaajy y [—1, 1],
ma 3a BUX MOHA0CO0 MOCTOjH, HA MPHUMep), OJHOCHO MOCTOju pacTyhu momHus3 m;,

1 € N, 3a xoju lim;_, g(p(;mi) = ¢, 32 HEKO ¢ KOje OYHUIJIeTHO MOpa JeyKaTh y
(n+d)_1 . 1
SUn )75 Tokaxkumo aa je p := g~ ' (¢) TpazkeHW TMOJHHOM.

IIpernocraBumo Ja 3a Heko 1 < i < M Baxku |S; N {p > 0} # |S; N {p < 0}|.
Osmaunmo ca S;” sesy m S; necmy crpamy, W Heka je 6.y.o. |S;| > |S;7]. 3a
JIOBOJBHO MaJio €, p > 0 y cBUM e-JjionTaMa OKO Tadaka y S;L . Kako lim;_, o Do, =
p, 3a cBako ¢ > D, 3a mexky ¢dpurcuo D, Baxkuhe Ds,., > 0 Ha CBUM €-jonTamMa y

St. Mebhytum, kako lim; o d,,, = 0, 32 JOBOJBHO BEJIUKO i BaXKH 0,,, < €, IITO,
3ajeJIHO ca IPeTXOJHHM, 3HA4YU Ja je D5, > 0y CBUM 0,,, JIonTaMa OKO Tadaka y
K3
SF, KoHTpajuKIHja. O]

Caja cMmo cupeMHn ja gokaxkemo Teopemy 19.

Joxaz Teopeme 19. Koncrpyucahemo tpakenu nojuaom y J kopaka. [lounumo ca
JMHeAPHAM MOJTTHOMOM Py Koju mostopu & na & u &~ 3arum, kopucrehu Teopemy
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22, m3abepuMo IIOJTMHOM Py Koju Oucekryje & n &7, u Ttako mame. lemepasno,
HOJIMHOM p; Gupamo Ha ocHoBy Teopeme 22 tako ga geam 2771 ckymna Ha Koje je
n3/e/beHa paBaH MOTHHOMOM pi..p;—1. Ha Kpajy KaJa 3aBpIINMO HaIll aJrOPUTaM,
umahemo mosmHOME D1, Do, .., Py, 32 KOje e pips...ps JeauTH paBaH Ha 27 oTBOpeHa
ckyna (oxpehena m360poM 3HAKA + WM — 3a CBAKM OJ D;) KOjH CBH cajapxke <
2775 Tavaka u3 &. Ocrajo je joum ja BUAMMO KOJUKH je cTemeH pips...py. llo
KOHCTDPYKIMjU, p; gean 27~ ckynosa Ha nosa, na je Ha ocHOBY Teopeme 22 meros
cTemen < 2i/n (n je dukcHo, A ce TO TPUBHjATHO U3BOIM). [laKiie, cTeneH HOJIHHOMA
pip2.-pyje S E}]:1 2/ S 27/, u

Ca)la CMO CIIpEMHH 3a INIaBHY TeOpeMY OBOI' IIOIJIaBJ/ba.:

Teopema 23. Heka je k > 3 u £ ckyn ca L npasux y R3 rue najsumre B npapux
JexKu y uctoj papHu. Heka je & ckyn tadaka y R3 Koje sexxe na 6ap k npaBux u3s
L, onma:

6| = O(L2k™2 + LBEK™ + Lk™").

IIpe mero mrro ce yiycruMo y JjioKa3 Teopeme, MPOKOMEHTAPUIIUMO CBAaKU 4JiaH
KOjH JOTIPHHOCH JIECHOj CTPaHW HejeJHAKOCTH.

ITpumep 24. [locmarpajmo nekux L/k Tadaxa u mo k mpaBux Kpo3 CBAKY O] IHHX.
Oumrnenno 3a ckyn oxpehen Tum npasama £ Baxu |S| = Lk™1.

ITpumep 25. ITocmarpajmo Hekux L/ B paBau u B mpaBuX y CBaKoj Ol FbUX.
Joxkaxkumo n1a je moryhe pacrnopeautu B npaBux y ¢BaKoj 0l paBHH TaKo Ja je Opoj
Tadaka Koje Jexke Ha 0ap k mux ~ B?k~3. Paam jemHocTaBHOCTH, IPETIOCTABIMO
naje B=2N3uk = N, 3a neko N € N. Tlocmarpajmo ckyn Tadaxa S 0bamKa
(a,b) € Z? 3axoje 1 <a< Nul<b<2N?(|S|=2N?) uckyn npasux L' obiuxa
(z, mz + b) 3a upupoane 6pojese m < N u b < N?. Tama |L/| = N3 ~ B’k3 u
cBaka TpaBa u3 L' mposiasu Kpo3 tauHo k = N tadaka u3 S. AKO caja JIOIeJTHMO
cBakoj Tauku (a,b) € S ayanny npasy (z,azr+0b), cBaka npasa u3 L he ce caukatu y
Ta4YKy MpeceKa MpaBux I0/Ie/HeHIM TadKaMa u3 S Koje JiexKe Ha 10j, 9uMe J100ujaMo
koudurypanujy on B = |S| = 2N upasux u N3 ~ B%k™3 rauaka koje jie:ke Ha
tauno k = N wnx. Jakne, |&| ~ LBk .

ITpumep 26. Hexka je SO ckyu Tadaka (a, b, 0), a S ckyn rauaka (a, b, 1) 3a upupojae
opojeBe 1 < a,b < LiuCl CKYII IIPaBHX KOje CHaJaJy cBe Tauke m3 S ca CBAM
taukama u3 S7. CBaka paBaH Ca;LpX(H IO HajBUIITE L1 tavaka u3 So, S1, ma B < Ls.

ILOKa3aheMo y pojgarky LI ga ~ L2k~2 Tadaxa JexKu Ha 6ap k npaBux y L 3a ¢Bako
2<k<L> /400.

Besa usmehy Teopeme 23 u Cemepenu-Tporepa je jacHo BHA/bUBA, U Kako he u
OHA UI'PATH YJIOLY y JOKa3y, HaBe Mo je opje (oBa GopMmyJanuja AMPeKTHO CJIe/ i
U3 [JIaHApHE, IPOjJeKTOBAHEM Ha MPOU3BOJLHY DaBaH):
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Teopema 27 (Cemepenu-Tporep). Heka je £ ckyn ca L mpasux y R” u & ckyn
Tavaka Koje Jexe Ha 6ap k mpasux y L. Tana:

16| = O(L*k™3 + Lk™1).

[Ipso hemo nokazaru Teopemy 23 ca ojapehenum mpernocraBkama:

Tspbheme 28. Hexa je k > 3 u £ ckyn o L npasux y R3 taxsux jga e puie ox B

JexKu y ucroj pasuu. Heka je & ckynm o S Tauaka y R® Takpux na cBaka JIexKd Ha

Oap k, anu najsumie 2k, mpaBux y L. Takohe, Heka je 6poj mpapux y L Koje caapzke
1

6ap 5 SkL ™" rauaka uz & Gap 15 L. Taza:

S < C[L2k™%+ LBE™® + Lk™'].

[Ipumerumo 1a je 6poj maimaeHnuja m3mehy G u L ~ Sk, mrto 3Ha4u j1a HAM
MPETIOCTABKE 3AIPaBO KaxKy Ta UMaMo ~ L mpoceunux npasux y L (ca ~ SkL™!
tadaka u3 G).

oxas Tsepherwa 28. TlpernocraBumo ja je 3a J0BOJHHO BEJIHKO A:
S > A[L k™ + Lk (4.1)

Hamra crparernja je ciaegelia: xkeaumo ga mokazkemo aa he > SL™1k? npasux uz £
JeXKaTH Y jeIHoj paBHH, ojakie oucmo noouwmu S < BLEk™3. To hiemo ypaauTtu y apa
kopaxa. IIpsu je ga mahemo moimuom crenena d < L2S™1k™3 koju he ce anymuparu
Ha JIOBOJ/bHOj KOJWYMHM Hamux npasux. JIpyrum kKopak je ja jiokaxkemo ja he ce
HOBpII ojpeljeHa THM TOJMHOMOM CacTOjaTH U3 paBHU Koje he, omer, caapkaru
JI0BOJBHY KonmumuuHy npasux w3 L. OHaa, Kako mMa HajBuile d PaBHU CAYUEHABA)Y
Ty MOBpII, jenHa of mux he mmaru > L/d npapux y cebu. Kako d < L2S71k—3,
nobujavo B 2 SL™1k3, mrro cMo n xkesesn.
(Tyr n Kar ¢y nmpeo nokymanu na Hahy Tpazkenn noiamHoMm kKopucrehn anrebapceke
Merosie u3 Tpeher morsaBpa, aan MOJHHOM KOjU CYy HAMPABUIH je MMao CTeleH <
L2S~1k=2. Uneja o mespemy npocropa Ha heimje je omurpaia KbydHy VIOTY Y
CMakbeby CTeleHa. )

[IpBo hiemo KOHCTpyHCATH TOJIMHOM p TaKaB Ja 007acT Z ofpehena mumMe caIpKu
Besinkn Opoj Tavyaka u3 ©.

JIema 29. Ako je xoucranta Ay nejeamakoct (4.1) 10BOJBHO BeWKA, OHJIA TOCTOJI
asirebapcka nospin Z crenena < L2S71E73 koja caapaku 6ap (1 —107%)S ravaxa us

S.
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Jlokas. Heka je 0 mososbHO Benuku dbukcan 6poj (Buaehemo kosmko kacuuje) u d
neo seo on OL2S~'k=3. Ilpso, nposepumo ja je d > 1. Ha ocnosy Cemepeu-
Tporepa, S < L2k—3 + Lk™1, ma 360r (4.1) zakmyuyjemo S < L2k=3. Takme, d > 1.
Ha ocuoBy Teopeme 19, M0ozkeMO Jia KOHCTPYHIIIEMO MOJUHOM CTeleHa d TaKaB Jia
Herosa, OBpII Z Jiesin pocTop Ha ~ d° henmja O; o Kojux csaka caapxku < Sd—3
Tayaka u3 S.

IIpernocraBumo ga Z caapxu mame o (1 — 1078)S ravaka y &, omma mamnre
hemuje O; campxe 6ap 10785 Tavaka n3 &. Kako ux mMa ~ d° u cBaka caJpiKu
< Sd~3 mux y cebu, nocrojahe > d* henmja xoje he caapxkarn > Sd~3 Tauaka us
S. Hazosumo takse hemnje myre. Heka je £(O;) ckyn npasux u3 L koje ceky O;.
Meby nynnm henmjama, nocmarpajmo ony ca muauMmaiaaum |L£(0;)| 1 03HAIUMO Taj
6poj ca L. Ilpumernom Cemepenu-Tporepa wa Ty hennjy mobmjamo:

Sd_3 5 Lge”k_g + Lcellk_l

Kako cBaka mpaBa Koja He IpHUIaAa /Z MOXKe Ja Ipecede / y HajBuie d Tavaka, a
npu cBakoM npesacky npase u3z O; y O; ona mopa npecehu Z, 3ax/pydyjemMo na je
Opoj mpeceka MpaBux Koje He MPUNanajy Z u Z, oAHOCHO Opoj mpeceka npaBux u3 L
u namux hemmja, najsume Ld. Cnenn na je L < Ld—2, onaxie

SSLPd'K P+ Ldk™t = S<CO'S+0LPS 'k

rie je C' koHCTaHTa He3aBUCHA of 6 (moGuin GucMo je Kaj GUCMO ypadyHATH KOH-
crante u3 Cemepenu-Tporepa u Teopeme 19). Omanie MOKeMO Ja TPETIOCTABAMO

1a je 0 10BO/BHO BesIMKa KOHCTaHTa ja Baxku CO~1 < % ojakJjie jgobujamo jga S <

9L3S~ k=, onmocro S < L2k~2, mro je y KOHTpaiuKImja ca THM 2 je A 10BOBHO
BEJTHKO.
Bnaum, Z je TpazkeHa aiarebapcka moppin crenena d < L2ST1ET3, O

Osnaunmo ca &z ckyn cBux Tadaka n3 & Koje Jexke y Z (Ha OCHOBHY TPETXO/HE
aeme |G\ Gy| < 1078S). Ham caenelin uusb je Ja mokazeMo Jia JI0CTa IIPaBUX U3
L nexe y Z. Ilpucerumo ce ga npocedna npasa u3 £ caapxu > SkL™! tauaka n3
S. Jlaxje, IpBH Kopak HaM je Ja orpanuuumo d ca SkL™L.

Jlema 30. Ako je A 10BO/bHO BEJIMKO, OH/IA
d<1078SkL™!
Jlokas. Ha ocuoBy nejennakoctu (4.1) Baku:
1< AT'SL3K?
OpakJie, KaJi KBaApUPaMO U IOMHOXKHMO ca d, 100ujamMo:
d< A2dSPL3kY < A2SEL™!

3a A 10BOJBHO BEJIMKO TPUBU]ATHO CJAEIN JEMA. n
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I3 mpeTxoHe JeMe caeqd Ta, ako mpasa u3 L mposasn Kpos 6ap 107 8SkL~1
tavyaka u3 Gy, oH/la OHA Jiexku ¥ 4. O3HaunMo ca Ly cKyn npaBux u3 L Koje Jiexe
y Z. Hokaxumo ciaemehy jgemy:

Jlema 31. Ckyn Lz caapxu 6ap (1/200)L npasux.

Jlokas. Tlpernocrasuiu cmo ga nocroju > (1/100)L npaBux u3 L Koje caapzke
> (1/100)SkL™! rawaka w3 &. Heka je Lo C L ckyn tux npasux. Jlokaszaliemo
na BehwHa npasux y Tom ckymy npunana Lz. llpasa u3 Ly koja me mpunajga 2
Moxe cajapzkatn Hajpumme 1078SkL~! rauaka n3 &, onakige Mopa caaprKaTH bap
(1/200)SEL™" ravaka uz & \ &z. [Haxie, ako ca [(A, B) o3uauumo 6poj UHIHICH-
nuja u3Melhy ckymosa A u B, oHza:

1
%SkL‘l Lo\ Lz S T(Lo\ L7,6\6z) <2k- |6\ Gy <2-10785k

Tj.
Lo\ Lz] <4-107°L
onaxJie caenu |[Lz| > (1/200)L. O

OBuMe ¢MO 3aBPIILIA IIPBH KOpPaK y HAIIOj CTPATerdjd: HAPABHJIH CMO aJire-
Gapcky moppin Z cremena < L2S7'k™3 koja canpzKu BeJMKy KOJMYHHY IIPABUX U3

L.

Ha peny je apyru jmeo mgokasa, Tj. Ja HMOKaxkKeMoO Ja / CaJp:KW paBaH KO0joj
he mpunamarm Beauka KosmdmHa npaBux u3 Lyz. [a 6m To ypaaumau, Gmhe Ham
HOTPEOHO jOIII MaJIio 3Hamba U3 ajaredapcke reoMeTpuje, OJHOCHO Tpeba Ja BHIUMO
HA KOjU HAYMH HAM IIpaBe U Tadyke y aaredapckoj MOBPIIH TOBOPE O TOME Ja JIH OHa
caJipku paBan uiu He. Mu hemo oBie ykparko Herrro pehu o T0j TemMu, JeTa/bHUjT
yBoz ce nangasu y [EKIII].

IToepmt Z je onpehena HeKnM MOJTUHOMOM P KOju ce (DaKTOPHIIEe HA UPELYIUONIHE
MOJITHOME D = P1P2.... MoKeMo 1a IpeTnocTaBuMoO Ja p; 7 p; HOIITO ce YKJIAmba-
BeM OII0 KOI OJ1 Ta JBa HOBPII Z He Mema. ladka x € Z ce 30Be KPHTHIHA TAIKA
ako Vp(x) = 0, 0JHOCHO aKO Cy HAPIMUJAJIHU MU3BOJM 110 CBAKO] IPOMEH/bUBH Y TOj
rauku jequakun 0. Axo x € Z Huje KpUTWIHA TAYKA, OHJA Ce OHA HA3UBA DEry-
JIapHOM TadkoM. PeryjiapHe Tadke, Kao MITO CMO BUJEIU Y TPETXOJAHOM IMOTJIABIBY,
uMajy 7100po medbuHUCAHY TAHITEHTY paBaH Ha Z (paBaH HOpMaJiHa HA BEKTOp VP y
TOj Ta4Ku). PerygapHy Tauyky HA3UBAMO PABHOM YKOJUKO KO3 by mposase 6ap 3
mpaBe Koje JIexKe v Z.

[TocmaTpajmo jeany paBHy Tadyky a y Z. 3a nIpaBy HPOU3BOJLHOI IIPABIA U KPO3
By, nouHOM p(a + tv) MOKeMO HMOCMATpaTH Kao IOJUHOM M0 t, v, Kao IITO CMO
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YUHUJIK § HIPETXOAHOM IIOIJIaBJBY. To Hac HaBOIHU Oa ,ZLe(bI/IHI/IIHGMO IIOJIMHOM ¢ KaO

1
q(u) = pa) + (u—a) - Vp(a) + (v — a) Hy(a)(u - a)
rJe je - cKaJapH!W MPOu3BOI 1
y pxy Dzz
HP = | Pyz Pyy DPyz
Dz pzy D2z

Xecujan nosmaoMa p. [loamHOM ¢ je 3ampaBo OHO MITO ce J00uje Kaj PaCIHIIeMO
p(a+ (u— a)) 10 APYrOr CTeleHa MO U — @, OAHOCHO AMPOKCHMAIINja MOJHHOMA 10
tpelier crenena kaja je u jako 6iau3y a. l[locmarpajmo tpum upase li,ls u [3 mTo
npoJia3e Kpo3 @ W JieXke y Z; ¢ Ce aHy/jupa Ha CBAKOj OJ] IbUX, IITO 3HAYU Ja Ce
aHyJUpa y TPH TadKe ¥ KOjuMa Mpou3BOJbHA Tpasa | C m, (y TAHI€HTO] DaBHU Y )
ceue [, [y u l3. Tlomro je ¢ apyror cremeHa, To 3HaYM ja Ce ¢ aHyJIUpPa Ha 1em0j [,
OJTHOCHO Ha 1es10] T,. CJIHYHUM pe30oHOBameM J00mjamo na je yeiaos ¢ = 0 Ha 7,
eKBUBAJIEHTAH Ca THME Jia Ce ¢ aHyJupa y IPOU3BOJbHE TPH TadKe 3a KOoje HUKOje
JIBe HUCY KOJHHeapHe ca a. 3amucTa, 33 Tadky u € 7, Baxn (u —a) - Vp(a) = 0
na je ¢(u) = 0 exsuBanentno ca (u — a)’ Hy(a)(u — a) = 0, na kako 3a Tauky u’
KosmHeapHy ca u u a Baxu 1a je (u'—a)” Hy(a)(u'—a) = 0 akko (u—a)” Hy(a)(u—a),
ouna ¢(u) = 0 moBaaun na je ¢ = 0 Ha IpaBoj Kpo3 u u a. OBUME 3aKJbYIyjeMo /1
YCJIOB /1A je TauKa @ paBHA MOBJAYHU CJIabUju YCIOB JIa ¢e ¢ aHyIupa Y MPOU3BOJHHE 3
TauKe Y Ty, TJe HUKOje JIBe HUCY KOJMHeapHe ca a. buio 61 3rofHo /1a NpecTaBuMO
KOOD/IMHATE TAKBE TPU TAYKe IMPEKO NOJMHOMA y a. 10 MOKe J1a ce ypaju Ha caegehn
HAUWH: n3a0epuMO KOOPJAMHATHHU CHCTEM TaKaB Ja Ce HUjeJaH O IpaBana €; He
nokJstama ca Vp(a) (omaHocHo 3a cBe Tadke Koje mocMarpamo). Haime Tpu Taduke cy:

u; =a+ Vp(a) x e;.
Jlakse, ycaoB J1a je a paBHa TadKa MOBJIAYH:
IL;(p)(a) = (Vp(a) x e;)" Hy(a)(Vp(a) x ¢;) =0, 3a i=1,2,3. (4.2)

3a peryaapHy Tauky a 3a Kojy Baxkm (4.2) KazkeMo J1a je KBaJApaTHO pasHa.? 3a
nosmaome 11;(p) Baxu ga cy crenena majsuie (d — 1)+ (d —2)+ (d — 1) = 3d — 4.

3a mpaBy | C Z KaxKeMo Ja je KpHTHYIHA YKOJIUKO Cy CBe FheHe TauKe KPUTUUIHE
(0ZIHOCHO, U3 MPeTXOHUX [UCKYCHja 3HAMO JIa je JIOBOJBHO je jia je d Tadaka Ha O]
KPUTHYIHO). AHAJOrHO 3a npaBy | C Z KazKeMo Jia je paBHa YKOJIUKO HUje KDUTHIHA
M CBe TauKe Ha 0j, CeM KOHAYHO MHOTO, Cy KBAJIPATHO paBHe (OIeT, JOBOJHHO je Ja
ux je 6ap 3d — 3). Cajza J01a3uUMO0 JI0 KJbY YHUX JIEMa 33 HAIl HACTABAK Ca JJOKA30M.

’naue, ycaos (4.2) je exBUBaJIEHTAH Cca THUM Ja je apyra GpyHIaMeHTanana hpopma Z y TauKu g
HyJsa, aaun neheMo 3a/1a3uTn y TO jep je u3BaH HAINEr JOMAIlaja.
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Jlema 32. Ilospin oapehena GeckBaipaTrHuM IMOJHHOMOM p CTelleHa d CaJIPKU
najsuiie d(d — 1) KpUTHIHAX TPABHX Y ceOH.

Jloxaz. VYKOJIWKO je p upegayIruOnIan MOJUHOM, JeMa CJeld TPpUBHjaJHo nu3 besya.
Y HacTtaBKy hemo ce ocmamarTw Ha MHAYKIN]Y IO CTEIeHY IOJHHOMA. 3aTO, HpeT-
OCTABHUMO /I3, Ce p PacTaB/ba Ha p = fg, rae ¢y f W g y3ajaMHO TPOCTH ITOJTUHOMME
(OBJIe KOPHCTUMO TO IITO je p GECKBAAPATHH HOJUHOM) cTenena df u dy, df+d, = d.
Kako Op = 0fg + Ogf, 3a cBaky KpuTu4Hy npasy | BaxKu 0ap jesHo:

1. f=0mwnalul je kpuTuuna y noppiu Jdedunucanoj ca f
2. g=0mnalmul je kpuruyHa y MOBpIIHN jJeUHUCAHO] ca g
3. f=0ug=0mnal

MebyTum, tpehu cnyqaj moxke jgecutn 3a Hajsunie dyd, IpaBuX, a NPBU U JAPYTH
36or nuaykimje 3a najsuie dy(dy — 1) u dy(d, — 1) npasux, na nobujamo 1a je 6poj
kputiaanx npasux < dg(dy — 1) +dgdy, + dy(dy — 1) < d(d —1). ]

Ciiesieha jiema 1oBesyje 1mocTojame paBHu y ajaredapcKoj MOBPInU 1 OPOj PaBHUX
npaBuX (OHO IITO HaM Tpeba).

JIema 33. Ako je Z anrebapcka nopin crernena d (0IHOCHO, tedUHUCAHA je HEKIM
GecKBaIpaTHUM [OJTMHOMOM cTereHa d) 6e3 IIaHapHUX KOMIIOHEHTH, OHJIa OHA CaJIPKN
Hajpuiie 3d? — 4d paBHUX IIPABHX.

Jla 6u jokasaau oBY JieMy, OMJ10 O HaM IIOTPEOHO HEIITO 3Harba u3 JudepeH-
nujaaHe reoMerpuje, na Hehemo HaBomuTH J0Ka3 OBJe, OH ce Moxke Hahu y [EKII]
(ykpaTko, cylmTuHa 0Ka3a je Aa 3a upeayrnubunane Z, ako apyra dbyHTIaMeHTATHA
dopma Z HecTaje y CBaKOj peryjaapHOj TadykKh /, OHJIa Ce OKO PeryJapHuxX Tadaka
HaIlla HOBPII IOHAIA KA0 paBaH, oJakKje OW CJIeIHIO0 Jia je Z 3alpaBO paBaH; y
CYNPOTHOM TIPHMEHYjeMO HHIYKTHBHY XUIOTe3y CJIUYHO KAO MAJomnpe).

HacraBumo cana ca mamuMm jgoka3om. CeTuMo ce ga cBaka Tadka v Sy Jiexku
ra Gap k mpasux u3 L, amnm He HyXKHO Ha ujeanoj u3 L. Crora, ueka je &, ckyn
ravaka u3 Sy Koje yexke Ha Oap 3 mpase y Lz (jacHo 3ammro GupaMo 3 HA OCHOBY
nperxojHe auckycuje). Jakme, caka tauka y &', je winm KpuTHIHA MJIH KBAIPATHO
pasua. /lokaxkumo na &', campKu TOBObHY KOJIUIUHY TATAKA.

Jlema 34. Cxyn & \ &', caapxu najsumre 10775 Tavaxka.

Joxas. TIpema Jlemn 29 |6\ Gz| < 10788S.
Heka je x € &, \ &,. Omna sexn wa 6ap k npasux u3 L, aau Hajsuine 2 u3 Lz,
OJIHOCHO Jiexku Ha Gap k — 2 mpase uz L\ L, ofakie 1o6ujamo:

(k=2) 162\ &y < [(62\ &, L\ Lz).
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Ca apyre cTpane, npema Jlemu 30 3HaM0 112 cBaka npasa u3 L\ Lz capKu HajBUIITe
1078SkL~" rauaka uz &, omakie:

I(GZ \ G/Z,ﬁ \ Ez) < I(Gz,ﬁ \ [,2) < 10°8SkL™t- L = 10_851{3,

OJIHOCHO:
k
16, \ &, <1078 ms <3-107%9

11a, KOMOMHOBAIHEM Ca IOYeTHOM HEjeIHAKOCTH, JIOOMjaMO Ke/beHY OIICHY. O

Hexa je &', ., CKyn CBUX KPHTHYHUX Tadaka, a & flat CKYII CBUX KB3JIPATHO
paBaux Tadaka y &%. Ha ocHoBy mperxojse nuckycuje 3HaMo 3a mnpaBy [ ma je
KPUTHYIHA YKOJUKO CAJIPZKK BUIIE O d KPUTHIHUX TAYaKa HA HbOj, a aKO UX CaJI[PIKU
KOHAQTHO MHOTO W Takohe caJpKu Buile o 3d — 3 KBaJApaTHO PaBHUX TadakKa, OHIA
je pasma. [lakise, ako je L’ ckym mpaBux u3 Lz Koje mpoJsiaze Kpo3 BHIIE O]
(1/200)SkL™! rauaka u3 &';, MokeMO 3aK/bYIUTH Ja:

JIema 35. Csaka mpasa u3 L, je win KpuTHYIHA WIH DaBHA.

Jloxas. Jlema ciiem Ha OCHOBY HpeTXOJHOI pasMarpama u Jleme 30 ogakse 3HAMO
naje d < 1078SkL~1. O

Cama mam Tpeba ma L, campxku 10oBosban 6poj MpaBHX.

Jlema 36. Bpoj npasux u3 L/, je > (1/200)L.

Jlokas. Tlomcernmo ce Hame npernocraBke aa mocroju 6ap (1/100)L npasux u3 L
koje canpke sure of (1/100)SkL™! tavaka u3 &. Osmaunmo taj ckyn ca Ly. Heka
jel € Lo\ L. Ha ocroBy nedununmja Lo n L), 3akmydyjemo na [ caap:ku 6ap
(1/200)SkL~! npasux uz &\ &,. Hakne:

1
SorSKL™ L0\ L] < 1(6\ 8, L0\ L) < 2k - |6\ &

Mebhyrum, npema Jlemn 34, |& \ &| < 10775 omakne caemn |Lo\ L] < 4-107°L,
quMe JT0OMjaMo TpazkKeHy HejeHaKOCT. O

Jlema 32 mam kazke na Z, omaocuo L', caapzxu majsumte d(d—1) < d? xpurwaamx
npasux. Kako keqmmo Ja mMamo mro Buine pauux upasux y L), (jep Ham 1o
rOBOPH O TOME Jia JIH TIOCTOjU paBaH y Z ), T0Ka:kuMo caeehy oneny 3a d:

Jlema 37. 3a noBosbHo Besnko A pawn d < 1074L3.
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Jlokas. Ha ocrosy (4.1) mmamo 1 < A™LSL2k2, na:
d<dA'SL 2k* < A 'Lak!
OJTaK/Ie, 3a JIOBO/BHO BENKO A, cean #e/beHa OneHa. O

Haxue, L, canpzxu najsuie d? < 1078 L KpUTHYHEX IIPaBHX, IIa Ha OCHOBY .Jleme
4.8, cagpxku Buie ox (1/300)L paBHUX mpaBuX.

Heka je Z = Z,|J Z', tae je Z, yHuja cBUX paBHHU Koje Jexke y Z, a Z' HOBPII
oapehena ocrarkom dakTopa. IlommmoMmckn nocmarpano, Zy je odract neduHucana
IPOM3BOJIOM MpenynubuIHuX pakTopa moauHoMma p (Koju dedunuine Z) Guju CKyI
HyJIa IPEeJCTaB/ba paBaH, a /' Jeo jJedUHUCAH IpeocTaiuM (aKTOPUMAa, OJTHOCHO
noauaoMoM p’. Kako 3a mpaBy Koja JIeXKM Yy Ipeceky Ta JBa Jeja 3HaMO Ja je
KpHTHYHA, 10OHjaMO Jla paBHe IpaBe MPUNANajy Win y Z, um y Z'. Kaxo paBHa
npaBa u3 Z Koja jexu y Z' je pasua u 'y Z' (1ako ce u3Bogm U3 p = py - P,
nerapanje y [EKII]), vHa ocHoBy Jleme 33 3akspydyjemo Ja Z' caaprKu HajBHIIe
3d? — 4d < 3 -1078L pasuux npasux u3 L. akne, 6ap (1/400)L npasux uz L,
jaexe y Zy. Kako je 6poj pasuu y Z, Hajsuile d, nobujaMo na 6ap jeiHa paBan
capxu Bume on (1/400)Ld~' > SL™'k? mpasnx ws L/,, omrocuo u3 L. [lake,
S < BLEk™3, unme je roros nokas Tsphema 28. O

Cagna hemo cmectn ruraBam npobsem Ha Trpheme 28. TIpBo, yKIOHWUMO mpeT-
IOCTABKY Jia IIOCTOjJU JOBO/bHA KOJMYUHA MPOCeUHEX Ipapux (ca ~ SkL~! tavaka
3 Sy cebn):

Tspheme 38. Heka je k > 3 u L cxyn ca L npasux y R3 o kojux najsume B jexe
y ncroj pasan. Heka je & cxyn ox S Tauaka n3 R? koje mexe ma 6ap k, a Hajpuie
2k, npaBux y L. Onna

S < C[L k™2 + BLE™® + Lk™').

Jokas. Heka je £, ckyn npasux uz L xoje cajpsxke 6ap (1/100)SkL™! Ttauaxa u3
S. Axo je |£4] > (1/100)L omma cmo 3aBpmmin Ha ocHoBy TBphema 28, 3ato
npernocTaBuMo 1a je |£4] < (1/100)L. Paguhemo unaykumjy mo L.

[Ipumerumo jia je:

1 1
I(6,L\ L)) < —SkL™'-L=—-Sk
(S:LNLy) = 155 1007
OJIHOCHO CKyTl L1 JONPWHOCH HajBUINEe WHIMICHIWja, ITO je n odekuBaHo. Heka je
G’ C G ckyn cBux Tadaka Koje Jjexke ua 6ap (9/10)k npasux u3 L£y. Ommga:

1 1
. " < ! <
ok 18\ S SIS\ L)\ L) < 155k
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omakie |G\ &'| < (1/10)S = |&'| > (9/10)S. Cana, 3a Tauky x € &' 3Hamo 12
npunaza #a 6ap (9/10)k, a najsumie 2k, npaBux u3 L, MTO je MPEBEJUKH HHTEPBAJ
3a mEAYKIEjy. 3ato, Heka je & = &' |J&, rae je & cxynm cBux Tavaka Koje
npunagajy Ha 6ap k, a &’ ckymn ¢Bux Tavaka Koje NPHIAJA]y Ha HajBulle k MpaBuX
u3 L£1. Bap jeman om Ta aBa ckyma mva kKapamaasgxoct S; sehy ox (9/20)S. V
caydajy Ja je TO IpBH cKyl, k; = k, a y cynpoTHOoM k; je HajMamu 1eo Opoj Behn
on (9/10)k. YV oba cayuaja moxkemo npumennTu Teplheme 38 Ha Taj cKyn Tayaka u
npase u3 L£; (kopucrehn wumyknujy mo 6pojy npasux jep L; = |£4| < (1/100)L),
na jobujamo ciiejgehy HejeHAKOCT:

3
S) < CILIk;* + BLik™ + L1k

onaxse, kopucrehu 1a je S < (20/9)S;, Ly < (1/100)L u k' < (10/9)k~1, cremm:

20 20 1 10 3
s< g < (_-—. o 3) - C|L3k™% + BLK™ + Lk,
S gos\g g ()) clk Lk
Kako je uzpas y 3arpagama < 1, mobujaMo TparkeHy HejeTHAKOCT 3a S. O

Hoxkaxkumo caga Teopemy 23.

Joxas Teopeme 23. Heka je k > 3, L je ckyn ox L mpaBux TakBHX Ja Hajpuine B
Jeke y uctoj paBuu u & CKyIl Tavaka Koje npumnasajy Ha 6ap k npasux u3 L. Heka je
6 = U2, 6, rae je & ckyn Tavaxa KOje JIexKe Ha Gap 2/k, anu Hajpume Ha 21k,
npaBux u3 L. Osmaunmo ca k; = 2’k. Ilpumenom Tsphema 38 na (£, S;, k;, B)
J1001jamo:

6] < C[L2k;? + BLk;® + Lk;Y] <277 - C[L3k™% + BLk™® + Lk 7]
naje S < Y |6;] < 2C[L2k;? + BLE;® + Lk; ). O

ITpumernmo ja Teopema 23 3a B = N n L = N? nvmmmupa Teopemy 8 3a
cnydaj k > 3. Jlaknae, 3a kK > 3 waMm Huje Omja OWTHA NpeTHOCTaBKa O OPOjy
npasux y peryaycy. OBUM MOTJIaB/beM je KOMILIETHPAH JA0Ka3 /14 je OPoj pa3iuauTux

pacrojama y Epmomesom npobiaemy = IOJgVN-
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5

3akJby4dak

Y 1IpBOM JIeJIy PaJia CMO HPEILId U3 KOMOMHATOPHOT ITpodJieMa v JIBe Ha FeOMEeTPH-
jecku mpobyeM Tpu auMensuje. Beh y ToM mesry cMo Buaen Ha3HAKe TOJHHOMA KPO3
BesyoBy Teopemy u Kpos3 noceban reoMerpujcki 06jeKar (perysyc) Koju urpa BazHy
VAOTY Yy jeJTHOM O] CJydajeBa.

Y ApyroMm JiesIy CMO BH/JIEJIH KAKO JIa KOHTPOJIUIIEMO MOBPIIH jiebuHucane mou-
HOMOM KopucTehu Be3yoBy Teopemy. Jako 3HadajHe 3a Hac cy OujIe OHe KOje UMajy
MHOT'O NPaBUX y ceOU, OTHOCHO IIPABOJHHHjCKE TIOBPINH. ¥YIMO3HAJM CMO C€ Ca HhH-
XOBOM KapaKTepHU3alljoM MPeKO I'eHepaTopa W MPEBOJHHX TOJUHOMA, TITO HAM je
omoryhmiio jga jgokaxkemo Teopemy 9 cBohermem Ha MHAYKIHA]Y, OJHOCHO CJIy4aj
HIPABOJIMHU)CKUX ITOBPIIH, KOjU CMO Ca IPETXOHUM aJaTHMa 3HAJIH JIa PEIIUMO.

Y tpehem meity, na 6ucmo gokazasu Teopemy 8 3a k > 3, 6uina nam je norpedna
uaeja o Je/belby paBHE Ha henmje. Bupenmm cMo jga HAc TO He KOIITa MHOTO IO
HUTAby CTEleHA IOJMHOMA Ca KOJUM je JIeJMMO, 11a CMO MOIJIM Y JIOKa3y IJIaBHE
TeopeMe Jla e CJAYKUMO mhoMe. 10 HaM je OMOryhmjio ja JIAaKO OrpaHuduMo Opoj
UHIIHJICHIIMja TOCMATPAHUX TadakKa M IIPaBU, W Ja IIOTOM, J0OHjeMO Jia JIOBOJbHA
KOJIMYMHA MPABHX JIEKK Y MOBpInH Jedunucanoj npehamrmum nmoaunomom. OHja
CMO BUJEN JOII jeJIaH MpUMep Tora KakKo HaM TadKe W MpaBe jeJiHe TMOBPIIH TOBOPe
MHOTO O 10j.

Ha kpajy, y mogaTky croju dpopmasiHa jgedrHUIN]a Peryayca, J10Ka3 MPeKonoTpe-
6ue Besyose Teopeme u 3anuM/bus mpuMep vV N X /N KBaIpaTa y KOjeM e IOCTUKE
orieHa Teopewme 8.

Kejiejia 6ux j1a ce 3axBajiuM cBOM MeHTopy, JIyku Musnhesuhy, Ha cBuM mhe-
rOBUM [Ipe/laBalbuMa U KypCeBUMAa KOjU Cy YBEK OWJIM IyHH JUBHUX HJEja KOje
noBe3yjy pasmne obylacT MareMaTuke, Mehy Kojuma cy W OHe HAjOMTHU]E W3 OBOT
paja. XBaJia IITO caM UMaJla IPUJIHKY Ja ca3HaM 3a IbUX JOII KAO YUCHHIIA CPEJIhe
IIKOJIE.

Takobhe 6ux keJiesia Jjla ce 3aXBaJIMM CBUM HPOQECOPUMa, KOJU CYy MU 1IPE/IaBaJIl
MaTeMaTuky y MareMarndkoj THMHA3UjH, jep CY HEIPeCTaHO MPOyO/bUBAH MOjY
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32 5. 3axkJspyuak

SaMHTEPECOBAHOCT 3a By YHMME Cy Me IIOACTHIAJIN da HaHpegLyjeM CBe BHUIIIC.



Homarak A

IIITa je To peryJayc

Kao mro cmo Beh Bugenu y mperxoaHWM IOTJIaB/pHUMa, MOCTOje JBe J1edUHUIN]e
peryJyca:

Hedbunumuja 39. Peryuyc je moBpin ofapeheHa cBUM IpaBaMa KOje CeKy aare 3
MehycobHO MUMOMJIa3He TTpaBe.

Hedununuja 40. Peryayc je nospin onpehena ca apa mokprBava (CKyma me-
hycobHO MUMOMIA3HUX TPABUX), TAKBa Ja CBaKa MpaBa jeJHOr cede CBaKy MPaBy
JIDYTOT' U KPO3 CBaKy Ta4yKy Pery/ayca mpoJas3u 1o 6ap jejHa mpasa u3 0ba CKyma.

Mu hemo nodern ca gecdununujom 39. lokaxkumo cienehe Tpherme Koje HaM je
OMJI0 OJ1 K/bYYHOT 3HAYA]d Y MPETXOAHUM ITOIJIAB/BUMA;

Tepbeme 41. [locroju upeayuOUIHI TOJUHOM JPYTOr CTEIEHA 3a KOjU BayKH Jia
je cBaka Tauka peryiayca R, nedpunucHor ca mpaBama li,ls u l3, HyJIa TOT MOJIMHOMA.

Zokas. Jla dbucMo DOKa3aJd Ja HMOCTOJU TPAXKEHH HMOJTHUHOM, PAJH JAKIIEr padyHa
nehemo riaegatn na mpobaeM n3 nepcrnektuse R?, Beh ns mepenextuse RP? (cimkamo
(z,y,2)y (2,9, 2, 1)). TIpu Tome noucrosehyjemo cse tauxe z,y € PR® 3a xoje paxu
r =My, 3a A € R\ {0}. Ha oBaj nauun, ceakoj tauku u3z R? je joje/bena npasa u3
PR? koja craja my 1 KOOpIMHATHN MOUeTaK, CBAKoj mpasoj n3 R? je noxe/pena paBan
13 PR? onpeljena moMe 1 KOOpAMHATHHM HOYeTKOM HTI. O3Ha4nMo ca L1, Lo 1 Lj
PaBHHU KOje Cy J0[e/beHe HAIIUM MHUMOWJIA3HUM IpaBaMa. Moxkemo, 6e3 yMamema
OIIITOCTH, JIa IPETHOCTaBUMO (3001 puMene ojrosapajyhe upojekrusne rpancdop-
Maruje) 1a BaxKu:

Ly =[X,Y,0,0] u Ly = 0,0, Z, W].

PaBan L3 moxke ja Oyje Ousio 1mira, ajm Mu hemMo pajiy jeJIHOCTaBHOCTH JIa HPeT-
nocrasumo na je Ly = [X,Y, —X, —Y]. Tlocmarpajmo cana rauky p = (a,b,c,d) 3a
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34 Jonarak A. Illta je To peryiyc

KOjy TIOCTOjH TTpaBa Koja cede Hallle TPU MUMOMJIa3He mpase. [lakie, paBan L momen-
jena Toj mpaBoj cede Ly u Lo y mekum taukama (x,y,0,0) u (0,0, z, w). Mehyrum,
suamo 1a je t - (z,y,0,0) + s+ (a,b,¢,d) = (0,0, z,w), 3a weko s,t € R, rae st # 0.
Opmasge 3akpyuyjemo na tr + sa = 0 = ty + sb, ognocuno xb = ya, u z = sc, w = sd.
Hakme, (a,b,0,0) u (0,0, c,d) npunagajy L, onaksre cienn ja je L nedbunucana ca:

bX =aY ndZ =cW

Heka je (X,Y, —X, —Y) jenna tauka npecke L u Lz. VI3 nperxoquux jennadnua 3a
L 3axpydyjemo:

b X =aYnm —dX =—-¢cY = ad—-bc=0

[Tocmarpajmo cajia HeKy Tauky (z,y, z) u3 R3 3a kojy mocroju npasa Koja npoJasu
KpPO3 Iy U cede Hallle TPU MUMOWJIa3He mpase. [IpBoGuTHO cMo (,y, 2) cauKagn y
(x,y, 2, 1), amu ¢ 063UPOM Ha MOTEHIUjATHY TPUMEHY MPOjeKTHBHE TpaHcdOopMaIyje,
OHa Ce CIUKA Y HeKo (a, b, ¢, d) 3a Koje 3namMo o1 Majovac jga Baxu ad—be = 0. Kako
je cBaxa npojextusHa Tpancdopmanuja y PR? nuneapua, 3akspydyjemo ga je ad — be
YIPaBO MOJUHOM JIPYrOT CTeleHa 1o T, Y, Z, ITO CMO U XTeJH. O]

Cajta Kajia mIMaMoO 0BO TBpheme 0CTaJIo je joln [a JOKaXKeMO 13 Cy jeduHuimje
39 u 40 exkBuBasientne. lIpernocraBumo ja je peryiayc R nedunucan ca pedunu-
mujom 39, Tj. Kao yHHja MpaBUX KOje ceKy Tpu MelhycodHo mMumounnasue li,ly u l3;
Taj ckyn mpasux L; he 6uTu jeman oj mokpusBada. l[Ipumerumo ja 3a Tadyky = y
IPOCTOPY MOKe JIa IOCTOjJH HajBHIIE jeJIHa IpaBa Koja cede cBe [i,ls, l3. Heka cy
1, 15, 5 mpou3BObHE TPU TpaBe TOKpHUBava Li; OHe ¢y, Ha OCHOBY TMPETXOTHOT, Me/I-
jycobno mumomiasue. Ilocmarpajmo peryiayc R’ pedunnucan Hal muMa, U HEKa, Cy
p u p' moauHoMmu apyror crenena koju oapehyjy R u R'. 3namo ma RN R cagpxu
i, 12,13, 11,15, 15, na HA ocHOBY Besyome jieme p um p' mMajy 3ajeHHIKOr JIEJIHOIA.
Mebhyrum, onu cy upenyuubminm, na caeaga R = R'. Heka je apyru nmokpubay Lo
CKYTI CBHX HPAaBHX Koje ceky [1,[l5,l5. 3a Tauky € R BayKu Ja MOCTOjU IMpaBa u3
L xoja nposiasu Kpo3 mwy. Kako ta tauka r npunajga u R, Bayku Ja mMOCTOjH paBa
u3 Ly Koja mposiazu kKpo3 my. OcTasio je jorr Ja BUIuMO Ja CBaka IIpaBa MpPBOT cede
CBaKy IpaBy JApyror mokpupada. IIpermocraBumo ja mocroje I', [ u3 upBor, 0JHOCHO
JIPYTOT, MOKpHBAaYa Koje ce He ceKy. AKo mocmarpamo peryiaye Ry man /)17, 1} na
IpHuMep, oHaa oneT nodbujamo Ry = R, ma 3a Tauky x € [ 3HaMo 1a x € R, OJHOCHO
HOCTOjU jeJJMHCTBEHA LpaBa Kpo3 wy koja cede [’ 17, 1,. Mebhyrum, npasa [ upo-
Ja3u Kpo3  u ceve [ u [}, mTO je y KOHTPAJIUKIH]H Ca THME Ja Cy Te JBe IPaBe
MHUMOWJIA3HE.

JacHo je ja ce anajoruo Mozke jiooutn fa u3 jgedbununuje 40 ciemau qedUHUALN]a
39. Ucro tako, ociamajyhu ce Ha Besya, 1ako ce 1o0uja 1a peryyc He MOYKe HMATH
3 paznumunTa MOKpruBava (IITO HaM je OMJI0 OMTHO Yy JAPYrOM IHOIJIABJBY), YAME CMO
VIIOTITYHWJIA HAITY JIUCKYCH]Y O PEryaycy.



HonaTtak b

be3yoBa Teopema

ITpe Hero mTo mounemo ca JoKa3uBameMm be3yoBe Teopeme, Tpebahe wHam map oc-
HOBHUX CTBapé 3a IMOJUHOME U3 k|1, Ta, ..., x|, tyie je k mosbe (y Hamem ciaydajy
R win C). Kipyuna crBap Koja Baxu 3a k[x], kaga je k nosme, jecte Eykiuios
AJIPOPUTAM.

Bb.1 WpeaynubmiHu IIOJMHOMHU M jeIUHCTBEHOCT
dakropuzanuje

[TounuMo ca BpJi0 HO3HATHM CTBapUMa Jia OU CKJIONWIN 1e0 hopMasian J0Ka3 TBP-
bema Koja cieje.

Hedbunnumja 42. [omubnom p € klxy, s, .., x,] je upeaynubnmian Hag k yKOJIUKO
HUje KOHCTAHTAH W He TOCTOjeé HeKOHCTAHTHH ToJuHOMEU f,g € klry,Ta,...,x,] 32

Kkoje p = fg.
W3 nperxomne neduHunmje oaMax 3ak/bydyjeMo ciaenehy anmeHuny:

Cras 43. CBaku HEKOHCTAHTHU TOJUHOM [ € k[xq,Xo, ..., T,] Cce pacTaBba HA Upe-
AynuOMIHe OJUHOME Hal K.

Teopema 44. Hexa cy f,g,h € k[xy,xo, ..., z,| TakBu 12 je f upeayrmubuian mosu-
woMm u f | gh. Onpa f | g wm f | h.

Jokas. Kopuctumo mHAYKIU]y 1O N. 3HaMO Ja Oa3Hu ciay4daj n = 1 caeanm u3s
Eyknaumosor anropurMma, 3aT0 mpeTmocraBuMo n > 1. 3a moderak JOKaKAMO 3 aKO
je u upeayrubnaan moauHoM u3 k[xq, Zo, ..., T,| TAKaB ga He 3aBHCH O X1 (OJHOCHO
u € k[, ...,x,]), onaa 3a nonuroMme g, h € k[, xa, ..., x,]:

u|lgh = ulg VvV ul|h (B.1)
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36 Homarak B. BesyoBa Teopema

. m . l .
Hanwme, vexa je g = > " ca;xi uw h =), bixl, tie ¢y a;,b; € k[z1, 29, ..., 2], oHIA
u|g aKkko u|a; 3a cBako i = 0, .., m W AaHAJIOTHO 3a MOIUHOM h. JlaKje, IPeTIOCTaABIMO
Ja TOCTOJ! 4,j TAKBH Ja u { a; U w { b; W y3MHMO HajMarbl TakaB map, mo ooe

. ’L+] . . .
KOMIIOHEeHTe. ¥ nojumHoMy gh koedwumnujenT y3 2, ’ je jefHAK:

Civj; = (aobH_j + ..+ ai_lbj + 1) + aibj + (ai+1bj_1 + ...+ CLH_jbo),

a KaKo je (7, j) HajMaml OHAKAB Iap 3aK/byIyjeMO Ja U { ¢y , IITO je Y KOHTPaIUK-
nuju ca u | gh.

Bpatumo ce caja Ha Haml upejynubuwian noauHoM f € klry, oo, ..., x,]; Kako
HI/Ije KOHCTaHTaH IIOJIMHOM, HEKa 663 YMabeiba OIIINTOCTH 110 1 UMa IMO3UTHBaH CTe-
nen. [locmarpajmo f,g,h y k(xo,..,x,)[z1], vae je k(za, ..., x,) mo/pe pamuoHa HIX
¢yHKIIja IO TPOMEH/BUBAMA T, .., L,. JloOKaxKuMmo npBo na je [ wpemxynubuian
uaj k(xg, .., z,). IIpeTnoctaBuMo jia MOCTOje HEKOHCTAHTHU ¢, hy € k(xa, ..., T, )[21]
TaKBH JIa;

f=gihi.

[Tocroju d € klxs, ..., z,| TakBo 1a ¢ = dg; u h' = dhy upunanajy klxi, za, .., x,]
(oHm he MMATH MO3UTHBAH CTEIEH 1O 1 34TO CTO CY g1, hy HekoHcTanTHH). Tama:

d2f — g/h,-

Kako d? € k[xs, .., 2,], Kajia ra pacraBuMo Ha upeaynubuine (pakTope, Ha OCHOBY
(B.1), onu mopajy ga jgene ¢’ wiaum b/, na MoxeMo Ja WX MOKparumo. l[Ipumernmo
Jia OHO TITO ocTaje ox ¢’ u h' Mopajy 6uru HeKoHCTAaHTHU nmojuHoME (jep he uMarn
IO3UTHUBAH CTEIEH 110 T1), MITO je Y KOHTPAJAUKIMjU ca TuMe Ja je [ upepryuouiaH.

Hakime, f je upenynubunan y k(za,...,x,)[r1], 1a MOXKeMO Ja TPUMEHHMO HH-
JYKIMjy u jobujemo, 6e3 ymarberba ommnroctd, 1a f | gy k(za, ..., z,)[x1], onHocHo:

g = fhy, 3a hy € k(xg,...,x,)[21].
Buamo jia moctoju d € k[xs, ..., x,] TakBo 1a h' = dhy € k[xq, 2o, ..., 2,]. Onna:
dg = fN,

1a, CJAMIHO KA0 Majgodac, Ha ocHoBy (B.1) 3ak/bydyjeMo ja upe Iy uOuIHI AeJTHOIH
noauaoMa d mopajy na gene f waum h'. Mebhyrum, Kako je f upenynubuian y
klx1, 2, ..., ,] U UMa NO3UTHBAH CTElleH TO Ty, UpBU ciay4daj Huje moryh. lakie
h'/d € k|xy, o, ..., xp], 9UMe MO 3aBPIIHIN JOKA3. O

JeiHa OuTHEja MOC/IeIUIa TPETXOHE TeopeMe je:
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ITocaequua 45. Heka cy f u g momunomu u3 k[xq, s, ..., T,], OHIA OHH HMajy
3aje JHIIKOT Jequona y klri, Ta, .., T,] ca MO3UTHBHUM CTENIEHOM 110 1 aKO M CaMo
aKO MMajy 3ajeHuIKOr menuona y k(xe, ..., ,)[x1].

Jlokas. Ako f u g umajy 3ajegHudkor geiuona y k[xq, Za, ..., T, ca IO3UTUBHUM CTe-
IIEHOM TI0 1 OHJIa TPUBHjaTHO UMajy u y k(za, ..., x,)[x1]. JJoKakuMoO caja cynpoTHE
cMmep. llpernocrapumo na

f=hf'ug=nhyg,

3a veke h, f', g € k(xa,...,x,)[x1], Tae h HHje KOHCTAHTAH MOJUHOM, OJHOCHO HMa
1 N _ !
MMO3UTHBAH CTereH 1o 1. Taja mocroju d € k[za, ..., x,] TakBo na hy = h'd, f1 = f'd
/ . .
u g1 = ¢'d npunanajy kfzy,xs, ..., ], na:

dPf=hifrud’g = hg.

Kana dpakropumemo noannoM d? na npeaynubnine ¢pakTope, Ha OCHOBY HPETXOIHE
TeopeMe 3aK/bydyjeMo da OHH MOpajy Aa naeae hy; wam fi, ogHOCHO hy mim ¢q,
ma MOyKeMo Ja mokpatumo Te dakTope ca obe crpane. IlocmarpajMo jegan upe-
ayrubuan bakTop ho nosuHOMA hi KOjH MMa HO3UTHBAH CTEIEH Mo x; (TakaB MOpa
Jla TIOCTOJH jep TIOJMHOM /iy 3a0BOJbaBa TO CBOjcTBO). Kaxko je d? € k[xy, ..., ], ho
je Mopao ocraru nocje ckpahubama, na jgobujamo ja hy | f u hy | g, uume cmo
JI0KA3aJ1 JIPYTU CMeED. ]

Paan xommierHocTH, HaBeAUMO caejehy TeopeMy 4uju J0Ka3 HehieMo U3BOIUTH,
jep je MONpUIMYHO je/IHOCTABAH HAKOH IEJIOT YBOJIA.

Teopema 46 (Jeauncrsenoct dbakropusaruje). Heka je f € k[, xo, ..., x,] monu-
HOM U HeKa je f = ¢1¢s...gs jeIHa Heroba (pakTopu3alyja Ha HpeaylnuouIne dak-
tope. Axo je f = hihs...h, npyra dakrtopuszanuja moauHoMa [ Ha UpeLyImHOmIHe
dbakrope, oH/Ia BayKu 1 = § U MOJUHOMH ¢; C€ MOT'Y IEPMYTOBATH TAKO JIa je CBAKU
fi jeHAK KOHCTaHTa TMyTa ¢;.

b.2 PesyaranTa nsa noJmHOMA

[Tocmarpajmo nBa momunoMa f, g € k(x|, tae je k mosme; xenumo mga naljemo ycaon
Ka/1a Ta J[Ba [OJMHOMA MOPAjy Jla UMajy 3ajeJHuYKY Jeauial. Ty HaM je 0J1 BeJIMKOr
3Ha4aja cjaejehe jeqHocTaBHa J1eMa:

JIema 47. Heka cy f, g € k[z] nBa nosunoma crenena [ u m, penom. Owgna f u g
MMajy 3ajeIHIIKOr JIJIMOIAa aKO U CaMo ako mocroje nosmuomu A, B € k[x] taksu

Ja
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1. A u B nucy oba Hy/Ia MOJHHOM
2. Awu B cy crenena najsumie m — 1 u [ — 1, pegom
3. Af+Bg=0

/lokas. Oba cMepa cy TpUBHjaJHA, aJd HaBeIUMO OHA] T€XKH Paju (POPMaJJTHOCTH.
[IpernocTaBuMo 1a mocroje TakBu A, B ¥ HpeTIOCTABUMO CYNPOTHO, na ¢y f u ¢
y3ajmuo npoctu. Owya nocroje A, B’ € k[z] raksu na A'f + B'g = 1 Ha ocHOBY
Eyknumosor anropurma, na ako je B # 0, 6e3 ymamema ONITOCTH, OHJIA!

B=(A'f+Bg)B=ABf+B(Bg) = f(AB— AB') 0.

OBo, mehytum, HEje Mmoryhe, jep je necHa crpana creneHa 0ap [, J0K je JeBa HajBUIIe
[—1. m

Cama axo pacmmemo f(z) = S aat, g(x) = S0 bt Alz) = S0 e
u B(z) = Zi;(l) d;z', oHJa TPUBHjATHO cyleau (KaJa M3jeIHadnMO 0 KoeduIujeH-
THMa) Ja f ¥ g UMajy 3ajeJHIUKOT JeJIHOIa aKKO je JeTepMUHaHTa cejtelie MaTpuiie
jeTHaKa HYJIH:

a 0 - 0 by --- 0
a  ay - b, :
as ay - o © by
: : ap
SYIf,g.2) = | & 8 by,
a a1 -+ 0
0 q
|0 0 - a0 e by |

Marpuma Syl(f,g,x) ce nnaue nasuBa CHIBecTepoBa MATPHIIA, & THEHA JTETEPMHU-
HAHTA pPEe3Y/JITaHTa MOJMHOMA f 1 ¢:

Res(f, g,2) = det(Syl(f, g, %))

ITocmenuma 48. Heka cy f w g moawnomu u3 k[z]. Pesynaranta Res(f,g,z) je
HOJIMHOM €a 11esI00pOojHUM KoedulujeHTuMa 10 a;, b; 1 BazKu:

(f,9) #1 < Res(f,g,2) = 0.
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[Ipumerumo cienehe: ako cy f u g iBa y3ajMHO IPOCTa MOJUHOMA cTeleHa [ u m,
OHJIa Ha OCHOBY Eykummosor ajroputMma nocroje nonuaomu A’ B’ € k[x] cremena
najuine m — 1, ogaocuo [ — 1, 3a koje Baxku A’ f + B'g = 1. AKo ux 3amumreMo Kao

Al(z) =7 ' m Bl(z) = Y.0) di?, onpa:

_ co - C 1
C1 0
Cl—1 o 0
dy 0
L dmfl _ L 0 _

Tepheme 49. Heka cy f, g momunomu u3 kx|, onga nocroje mosunomu A, B € k|x]
TAaKBU Ja:

Af 4+ Bg = Res(f, g, )

u KoepuImjeHTH HoJnHOMa A 1 B ce MOTy m3pa3uTu Kao 1MeJJ00POjHU IMOJIUHOMHE 110
KoedHUIujeHTUMA, ToJIuHOMa, [ | ¢.

Jlokas. Axo je (f,g) # 1 onga ma ocuoBy [locreanie 48 MoxkeMo 1a y3MeMO caMo
A = B = 0. IlpernocraBumo onma na (f,g) = 1; Kao mro ¢M0 Majonpe BHIEJH,
nocroje A’, B’ koju 3anosospanajy A'f + B'g = 1 u (5.2). Ha ocuoBy Kpawmeposor
3aKOHA, MOXKeMO u3pasuTu Koedurujenre nosuaoma A u B kao (1ajeMo 3a npumep
dbopmyty 3a ¢, OCTATH e AHAJIOIHO M3PAXKaBajy):

1 0 e 0 by - 0
0 ag --- by :
O oo
g = —— - de : : :
" Res(fig) -
0 a_; -~ : 0
0 . o
_0 () ay O bm ]

Haxne, A = Res(f,g,z)-A'u B =Res(f,g,x)-B’ cy ouurjie[Ho TpazKeHH I1OJUHOMH.
O
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Ca/ta cMO cIpeMHH J1a JOKaKeMO IVIaBHO TBphembe Koje heMo KOPUCTHUTH Y JIOKA3y
besyoe Teopeme.

Tephewme 50. Heka cy f,g € k[xy, o, ..., ;| TOIUHOMH ca TO3WBUTHUM CTEIIEHOM
o x1. OHpga:

1. Res(f,g,z1) npunaga (f, g) N k[, ..., z,)].

2. Res(f, g,x1) = 0 ako u camo ako f u g UMajy 3aje THUIKOr JAeauona y k[xy, Ta, ..., o]
IIO3BUTHUBHOI' CTCIICHA IIO Xq.

(oBae je Res(f,g,x1) medunucana Kao pesyiaTaHTa 3a CJIydaj jejHe MPOMEHIbUBE
KaJa ce mieajy f, g Kao MOJUHOME TI0 X1 ca KoedunujeHTuMa u3 k[s, ..., ,]).

Jokas. 1lpsu neo Tsphema 50 ciaenu TpusBujasno u3 Tsphema 49. IlTo ce Tude
JpyTOr JieJia, mocMarpajMo noauaome f, gy k(za, ..., x,)[x1], nae je k(za, ..., x,) m0OIBE
paIMoOHATHIX (DYHKIHjA 110 TPOMEH/BUBAMA T, .., Ly, SHAMO OHJIA JIa je:

Res(f,g,71) =0 <= f u g umajy 3ajeqauakor geauona y k(zs, ..., r,)[x1].

MebhytumMm, na ocuoBy llociequne 48 nodbujamo 2. aeo TBphemba. O

b.3 Dbesy

[TouamMmo ca be3zyoBoMm TeopemMoM 3a MOJHHOME Ca /B TPOMEH bUBE.

Teopema 51 (Besyosa teopema). Heka cy f n g aBa moaunoma u3 Rz, y] (ogrocHO
C[z,y]) cremena m u n pegoM. AKO MOCTOJU BHITE O] MN PA3THIATAX Tadaka (x,y)
y Kojuma ce [ W g aHyIuMpajy, oHIa [ W g WMajy 3ajeHHUKOr jesmona y Rz, y]
(omnocuo y Clz,y]).

Zlokas. Moxkemo, 6e3 yMamema ONIITOCTH, Ja IIPEeTHOCTABAMO Ja ¢y [ W ¢ HO3-
WTUBHOT CTelmeHa 1Mo x (MHAYEe MOYKEMO JIa MPOMEHHMO KOODJUHATHU CHCTEM JIa
to Baxku). CumdaHo, npermocTaBuMo Ja Mehy Hammx mn + 1 radaka y Kojuma
ce anyqmpajy [ W ¢ He TOCTOje OBe Ca HCTOM ¥ KOOpAmHaToM. JloKaxKmmo 1a
je Res(f,g,z) € Rly|] mommrom cremena HajBuiie mn, duMe GHCMO 106uan na je
Res(f,g,z) = 0, onakie 6u, va ocaoBy TBphema 50, crenurno (f,g) # 1. Haumwme,
f=ant™+ .. +aug=ba"+ ..+ by, rue cy a;,b; mommuomu u3 Ry| crenena
HaJBUIIIE M — 1 U 1. — J, peoM (MOZKEMO JIa IIPETIIOCTABIMO JIa CY Ta4HO TOI CTeIIeHA,
oo To camo gonpunocu y Res(f, g, x)). Kaxko je:
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a O -+ 0 by --- 0

a;  ag - by :

as a; . © b
: : ag
Res(f,g,z) =det | : : e,
A G—1 0

0 Am,
0 0 am 0 - by ) ()

Res(f,g,x) = Z sgn(0) * Co(1)1---Co(mtn)(mtn)s
gESm+n
oH/12, 3a nepMyTanujy o koja goupunocu Res(f,g,x), ¢,y je crenena m+1—o(1)
(0(1) £ m+1 unaue je c,qy1 = 0), Cy2)2 je crenena m+2—0(2),..., Conyn je cTeIEHA,
m+n — o(n), Comt1)(n+1) j€ crenena n + 1 — o(n + 1),...; Co(m-n)(m+n) j€ CTEIEHA
m-+n—o(m+n). Jakmne, ¢s1)1..-Co(min)(m+n) j€ crenmena (m+1)...4+(m+n)+(n+
DA (m4n) =S (i) = 2mn+ n(”;l) 4 mlmtd) _ mam)lntntl) — . Opasae

2 2
nobujamo ma je Res(f, g, ) crenena HajBuime mn quMe CMO 3aBPITHIH JOKA3. O

Ha peay je pazsor osor jojarka - besyosa jiema 3a OJMHOME 110 TPH TPOMEH/bUBE:

ITocaequma 52 (Besyosa jema 3a Tpu npomensbuse). Heka cy f,g € Rz, y, 2]
HOJTMHOME CTeIIleHa M U 1 peaoM. AKo ce f W ¢ aHyJIMpPajy HA BHIIE O MmN Pa3Jin-
YUTHX MPaBUX, OHJA OHU MMajy 3ajegHumdukor geanona y Rlz,y,z]. (Ananorxo 3a

Clz,y,2].)

Jloxasz. JTobpum u300poM KOOPIMHATHOI CHCTEMa, MOYKEMO Jia HPeTHOCTaABUMO 12
oba f m g WMajy TO3UTHBAH CTENEH 10 T W Ja TMOCTOju mn + 1 mpaBux y KOjuMa
ce aHyJIMpajy Koje HucCy mapasenne ca z = ( paBHE (OJHOCHO CeKy je y mn + 1
tadaka). Axko mocmarpamo Res(f, g, x) € Ry, 2], 3a mpousBosbHO z (ceM 3a KOHATHO
muoro moryhux sommx z) saxku jaa je Res(f,g,z)(y,z) = Res(f.,g.,x), tme cy
f(z,y) = f(z,y,2) u g.(x,y) = g(x,y,2). Mehyrum, f, u g, ce anynupajy y 6ap
mn+ 1 Tayaka, na Ha ocHOBY Besyose Teopeme Res(f., g.,x) = 0. /lakze, 3a cBe cem
KOHA4YHO MHOTO (Y, 2) Baxku Res(f, g,2)(y,z) = 0. OBo nosnaun Res(f,g,z) =0 3a
cBe ¥,z € R, ma na ocuoBy TBphena 50 3akbydyjemo fa f U g UMajy 3aje THIIKOT
JeJINOILA. O
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Honarak 11
Jloka3 onieHa 3a kBaapatT vV /N X v N

V oBoM ey mozaTka mokasalieMo ma ce 3a Tauke KBagparHe pemrerke v N x v/ N
noctmky onere Q(P) 2> N3log N u Gi(P) 2 N3k=2 3a 2 < k < N/100000 u3 apy-
ror noryias/ba. 1Ipoyuasahemo ckyn £ geduHncanux mpaBux u3 JApyror morjiaB/ba 3a
P u Bugehemo na ce 71eo HUX nojaygapa ca upumepom 3 3a Teopemy 4.5 y 9eTBpTOM
HOTJIAB/bY .

Heka je S > 1 meo 6poj. Heka je P ckyn tavaka (z,y) takBux 1a |z, |y| < 25 -
tana je N = |P| = (45 + 1)?. Heka je £ ckyn npasux u3 R® aconupannx ca P kao
y HOIJIaBJbY 2.

Jlema 53. Ako cy a,b,c,d nenmu OpojeBr ca amcoJyTHUM BpeaHocTuMa < S, OHIa
npasa Koja cnaja (a,b,0) u (¢,d,1) mexn y L.

Jlokas. Tlogcerumo ce ma cy npase u3 L napaMeTpu30BaHe Ca:

Qy_py Pz — 4z
2 7 2

(px + gz Dy +Qy

0) +t
2’27)+(

1)
3Ha4M, JOBOJBHO je JTOKA3ATH Ja 3a HEKO (Pg,Py), (¢w, ¢y) € P Baxku:

Pz + qx Py + qy qy — Py Pz — 4z
2 ’ 2 ’ 2 ’ 2

=d—b,
OJlaKJIe:
pr=a+d—-0, ¢g=a+b—-d, py=b+a—c, g =0b+c—a.

Kaxo |al, [b],]c],|d] < S = |pal, pyl, @], lgy] < 28, nobujano (py, py), (¢zr qy) € P
YHUMe je JTOKa3 FOTOB. O

Heka je £y C L ckyn npaBux koje cuajajy (a,b,0) u (¢, d, 1) 3a npuponne 6pojese
a,b,c,d < S. Taga je |Lo| = S%. Cana hemo ja npoyunmo unuuienuuje usmely tux
pPaBUX.
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Jlema 54. Heka je &) ckyn tadaxa u3 R3 taksux na jexe Ha 6ap k npasux us L.
Ba cBako 2 < k < (1/400)5? Baxu:

‘Gk’ Z SOk—2,

Joxas. TlocmaTpajmo Tauky = = (11,72, 73) € R? 3a kojy 0 < z3 < 1. Hedun-
umuMo dyuakuujy F, @ R? — R? 3a kojy Fy(a,b) = (c,d) ykKomuko mpaBa Kpo3
(a,0,0) u (c,d,1) uponasu kpo3 x. Oszmauumo ca G ckyu (a,b) € N? raksux ja
je a,b < S. Bpoj mpasux u3 Ly koje mposaze kpo3 x je taano F,(G) N G. Kako
ce ape npase u3 Ly CeKy y PalMOHAJHO] TAYKH, MOXKEMO J1a IPETIOCTABUMO Ja Cy
KOODJIMHATE T PAIlMOHATHE U Ja je X3 = p/q y cpehernom obsuky (oanocuo (p, q) = 1).

U3 cimanoctu Tpoyriaosa gobujamo ma je F.(G) KBagpaTHa perreTka ca pac-
TOjameM ‘Ip%p. Kaxko je (p,q) = 1, F,(G) N G he 6urn npaBoyraoHa peerka ca
pactojatbem ¢ — p. Crpanume Te pemerke he cakako 6utu < S, omakjie je Opoj
rauaxa y F,.(G)NG najsume S%(q—p)~2. Mehyrum, oner us cim4HoCTH TPOYTJIOBA
nobujamo 1a je crpanuia perterke F.(G) jeanaka S - % 0JlaKJie je HajBUIIle TOJUKO
crpanmma pemerke F,(G) N G na je 6poj Tavaxka y moj Hajeume S*p~2. U3 Te nse
HejeIHaKoCTH 3aKk/byuyjemo Jja je |F,(G) NG| < 45%¢~2.

Jedbunnmunmo Gy C G xao ckyn ceux tavaka (a,b) € N? za xoje (1/4)S <
a,b < (3/4)S. Hokaxkumo na ako | F,(Ggeq) NG| > 0 onga je 6poj tavaka y F,(G)NG
pe/ia Bewanme ropibe onene. Hammve, 3namo fga tauku y € Ggeq 07r0oBapa F,(y) Koja
je vy 7cpennun” kBajgpartne pemtetke F.(G), ogHocHO Ha pacTtojamy 6ap (1/4)S - %
oji, crpanuna re pemerke. Takobhe 3a Heky 1auky Y € Ggreq, Fr(y) € G ua ce rauka
F,(y) nanasu wa pacrojamwy 6ap S/2 oz jeaHe BepTHKAJIHE U jelHe XOPU30HTAJHE
crpanute. Onasie mobujamo ga cy crpaHmie npaBoyraoue pemerke F,(G) NG 6ap
min(59, S - 4LF), onaxite Tpusujato cremn [ (G) NG| > (1/100)S%¢~2,

Hedurummmo X (p, q) Kao Kyl CBUX Tavaka x = (I, Ta, p/q) TAKBHX Ja
F.(Ggreq) NG uuje mpazan ckymn. Taga ckyn X (p, q) nexxu y & kax rox k uuje Behe
ox (1/100)5%¢™2, ommocno g < (1/10)Skz.

3a 6m0 Koje (a1,b1) € Gypeq 1 (a2,by) € G (TakBux maposa uMa > S*) mocroju
jenmmucTBeHa Tauka r € X(p,q) Koja nexu Ha mpaBoj Kpo3 (aj, by, 0) u (ag, by, 1).
Cpaka Takpa Tauka ce Hajasu Ha Hajsunre 452¢~2 mpasux n3 L. omakie caeay 1a
je 1X(p,q)l 2 S*¢*.

Cama dukenpajmo k < (1/400)52. Tana 3a mpupoman 6poj (1/20)Sk™2 < ¢ <
(1/10)Sk~2 (k je M0BO/EHO MAJIO A IOCTOjH TAKAB) 1 3a ¢Bako p € N Takso 1a p < ¢
u (p,q) = 1 Baxxu X(p,q) C Sx. Ckynosu X (p,q) cy OYAIIETHO TUCJYHKTHHU, T
JI00HjaMo:

(1/10)Sk™% (1/10)Sk~3

Sz > Yo Xz ) 6@)S’d

4=(1/20)Sk~3 0<P<¢, (P,0)=1 q=(1/20)Sk~2
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Cywme Ojaepose dynkuuje ¢(n) cy mocra npoyuasane. Teopema 3.7 y [A] naje oneny
D g1 9(0) = 32?4+ O(zlogz). Hdaxue, Zzix #(q) ~ 22, na:

Sk = (Sk~7)25%¢% > SOk 2.
]

Caga |Gip(P)| > |6k = S°k2 > N3k™2 3a 2 < k < (1/400)S? omuocno 3a
2 <k < (1/100000)N. Ha ocHOBY Apyror morjiaB/ba HMaMO:

N N/100000
QP =2k~ 1)-[Gu(P)| 2 S N2 NPlog N,
k=2 k=2

3a ckyn Lo C L Baxkn ga < S? < N npaBux JIe;Kn y UCTOj PaBHE WJIM PEryjiycy Ha
ocHoBy T'Bphema 6, ma jodbujamo Jia je onena u3 Teopeme 8 omrpa g0 HA KOHCTAHTY.

Axko ce Bparmmo caga Ha [Ipumep 26 3a Teopemy 23, moGujamMo OImITPY OIEHY
IO/, IPETIIOCTABKOM Ja je B 2 L3. 3a Mame B He 3HAMO TITA ce nemapa. Ha
pUMep, IPETIoCTaBuMO Ja uMaMo ckyl £ mpasux u3 R? Taxo ga nuxoje 100 me
jgexke y papau. Kojanmko Tagaka MOXKe JieyKaTw Ha Oap 3 mpaBe m3 AaTOr CKyma?!
[TpernocraBumo jga wukojux 100 He jekm HU y peryiaycy. KoJmKo ce OHJa Tadaka
HaJIa31 y IpeceKky npaBux u3 jgaror ckyna? [Iurama oBor Tuma cy u jJajbe OTBOpEHa.
Ca 003upoM Ha TO KOJHKO Cy Hjeje U3 ajredpe JonpuHese pelrapamby Epgoresor
npobJieMa pa3IuduTUX PACTOjarhba M HEeMY CJMYHHUX, OJIOBOD HA OBAKBa IHATAHHA
Oou, 6e3 MKaKBe CyMibe, JO/JATHO HPOAYyOHO Hallle CXBaTame MOBE3AHOCTH OBE JIBE
obJ1acTu.
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