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Óâîä

Ïðîñòè áðîjåâè ðàñïîäå§åíè ñó âåîìà íåðàâíîìåðíî. Ñà jåäíå ñòðàíå,
ìîæåìî ïðîíà£è ïðîèçâî§íî äóãà÷àê íèç óçàñòîïíèõ ïðèðîäíèõ áðîjåâà
ìå¢ó êîjèìà íåìà íèjåäíîã ïðîñòîã áðîjà. Jåäàí òàêàâ íèç jå:

N ! + 2, N ! + 3, ..., N ! +N.

Ñ äðóãå ñòðàíå ïîñòîjè ìíîãî ïàðîâà ïðîñòèõ áðîjåâà êîjè ñå ðàçëèêójó çà
2 (»èõ íàçèâàìî ïðîñòèì áðîjåâèìà-áëèçàíöèìà) íà ïðèìåð (3,5), (5,7),
(11,13), (17,19), (41,43) è äðóãè. Ïîçíàòè ñó ïðèìåðè âåîìà âåëèêèõ ïðî-
ñòèõ áðîjåâà-áëèçàíàöà; ïîñëåä»è ðåêîðä jå:

2003663613 ∗ 2195000 ± 1

(ïîãëåäàòè www.primes.utm.edu).

Äåôèíèöèjà 1.
Íåêà jå x ïðèðîäàí áðîj, à ñóìèðàìî ïî ñêóïó ïðîñòèõ áðîjåâà. Òàäà

ñå ôóíêöèjà

π(x) =
∑
p≤x

1, x > 0,

íàçèâà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå ïðîñòèõ áðîjåâà.
Äðóãèì ðå÷èìà, π(x) jå áðîj ïðîñòèõ áðîjåâà p êîjè íèñó âå£è îä çà-

äàíîã x > 0. Èçó÷àâà»å àñèìïòîòñêîã ïîíàøà»à ôóíêöèjå π(x) jå íàj-
âàæíèjè ïðîáëåì òåîðèjå áðîjåâà.

Ïðâè êîðàê êà ðåøå»ó òîã ïðîáëåìà íà÷èíèî jå Åóêëèä. Îí jå ïðèí-
öèïîì êîíòðàäèêöèjå ïîêàçàî äà èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî ïðîñòèõ áðîjåâà.

Íàèìå, àêî ïðåòïîñòàâèìî äà èìà ñàìî êîíà÷íî ìíîãî ïðîñòèõ áðîjåâà
è îçíà÷èìî èõ ñà p1, p2, ..., pk çà íåêî êîíà÷íî k, òàäà áðîj p1p2...pk+1 íèjå
äå§èâ íè ñà jåäíèì îä áðîjåâà p1, p2, ..., pk øòî çíà÷è äà jå óíàòî÷ ïðåò-
ïîñòàâöè è îí ïðîñò. Îâó òåîðåìó î áåñêîíà÷íîì áðîjó ïðîñòèõ áðîjåâà
ìîæåìî çàïèñàòè è êàî

π(x)→∞, x→∞.
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Ëåîíàðä Îjëåð (1707-1783) èñêàçàî jå ñëåäå£ó ïðåòïîñòàâêó: çàñòóï§å-
íîñò ïðîñòèõ áðîjåâà ìå¢ó áðîjåâèìà ìà»èì îä n ïîñòàjå ïðîèçâî§íî
ìàëà ñà ïîâå£àâà»åì áðîjà n, îäíîñíî

π(x)

x
→ 0, x→∞.

Îâó òåîðåìó jå äîêàçàî À. Ëåæàíäð (1752-1833). Îí jå òàêî¢å, êî-
ðèñòå£è ñå òàáëèöîì ïðîñòèõ áðîjåâà, åìïèðèjñêè óñòàíîâèî ïðèáëèæíó
ôîðìóëó

π(x) ≈ x

lnx−B
, B = 1, 08366.

Ê.Ô.Ãàóñ (1777-1855) jå óòâðäèî äà jå ïðåöèçíèjà ôîðìóëà

π(x) ≈
∫ x

2

dt

ln t
.

Ïðâè ñòðîãî ôîðìàëíè ðåçóëòàò ó èçó÷àâà»ó ðàñïîäåëå ïðîñòèõ áðîjå-
âà ïîâåçàí jå ñà èìåíîì ðóñêîã íàó÷íèêà Ïàôíóòèjà Ëâîâè÷à ×åáèøîâà
(1821-1894), êîjè jå ïîòïóíî åëåìåíòàðíèì ìåòîäàìà îájàñíèî ñòâàðíè ïî-
ðåäàê ðàñòà ôóíêöèjå π(x), íàèìå ïîêàçàî jå ïîñòîjà»å íåêèõ ïîçèòèâíèõ
êîíñòàíòè a è b òàêâèõ äà ñó çà ñâå x ≥ 2 èñïó»åíå íåjåäíàêîñòè

a
x

lnx
< π(x) < b

x

lnx
.

1845. ãîäèíå ôðàíöóñêè ìàòåìàòè÷àð Æîçåô Áåðòðàíä (1822-1900), àíà-
ëèçèðàjó£è òàáëèöó ïðîñòèõ áðîjåâà ìà»èõ îä 3000000 ó âåçè ñà ñâîjèì
ðàäîì èç òåîðèjå ãðóïà, èñêàçàî jå ïðåòïîñòàâêó, îä òàäà ïîçíàòó êàî

Áåðòðàíäîâ ïîñòóëàò.

Íåêà jå n ≥ 4, ïðèðîäàí áðîj. Òàäà ñå ó èíòåðâàëó (n, 2n− 2] íàëàçè
áàðåì jåäàí ïðîñò áðîj.

Óñêîðî çàòèì, 1850. ãîäèíå, ïîñòóëàò jå äîêàçàî ×åáèøîâ ó ñâîì ïî-
çíàòîì ðàäó Î ïðîñòèì áðîjåâèìà.
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Äîêàç ×åáèøîâ§åâèõ îöåíà

Ïî÷åòíà òâð¢å»à

Äà áèñìî ïîêàçàëè ×åáèøîâ§åâå îöåíå è Áåðòðàíäîâ ïîñòóëàò ïîòðåáíà
ñó íàì íåêà ïîìî£íà òâð¢å»à è äîêàçè.

Ïðè ðåàëíîì x > 0, íåêà ñó ñà p îçíà÷åíè åëåìåíòè ñêóïà ïðîñòèõ
áðîjåâà, à ñà [t], íåêà jå îçíà÷åí íàjâå£è öåî áðîj êîjè íèjå âå£è îä t.
Ïîñìàòðàjìî ôóíêöèjå ×åáèøîâà

θ(x) :=
∑
p≤x

ln p,

ψ(x) :=
∑
pα≤x

ln p =
∑
p≤x

[logp x] ln p =
∑
p≤x

[
lnx

ln p

]
ln p.

Óâåäèìî òàêî¢å

T (x) :=
∑
k≤x

ln k.

ãäå ñó ñà k îçíà÷åíè åëåìåíòè èç ñêóïà ïðèðîäíèõ áðîjåâà.
Ïîòðåáíà ñó íàì è ñëåäå£à òâð¢å»à:

Òâð¢å»å 1

Íåêà ñó ñà p îçíà÷åíè ïðîñòè áðîjåâè, à ñà α ïðèðîäíè. Ñà νp(r) îçíà-
÷èìî ñòåïåí ïðîñòîã áðîjà p òàêàâ äà pνp(r)|r è pνp(r)+1 - r. Òàäà çà ñâàêè
ïðèðîäàí áðîj n âàæè

lnn! =
∑
p≤n

∑
α≥1

νp(n!) ln p.

Òî äîêàçójåìî óç ïîìî£ ñëåäå£èõ ïîçíàòèõ ôîðìóëà

(∗) n! =
∏
p≤n

pνp(n!), (∗∗) νp(n!) =
∑
α≥1

[
n

pα

]
.
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Ëîãàðèòìîâà»åì ïðâå jåäíàêîñòè äîáèjàìî

lnn! =
∑
p≤n

νp(n!) ln p =
∑
p≤n

∑
α≥1

[
n

pα

]
ln p.

(Ïðâó ñìî jåäíàêîñò äîáèëè ëîãàðèòìîâà»åì (*), à äðóãó çàìåíîì èç
(**))

Òâð¢å»å 2

Íåêà jå n ïðèðîäàí áðîj, à p ñó åëåìåíòè ñêóïà ïðîñòèõ áðîjåâà. Òàäà
âàæè äà jå

lnÍÇÑ(1, 2, ..., n) =
∑
p≤n

[
lnn

ln p

]
ln p.

Îâî òâð¢å»å äèðåêòíî ñëåäè ëîãàðèòìîâà»åì ñëåäå£åã èçðàçà

ÍÇÑ(1, 2, ..., n) =
∏
p≤n

pνp(ÍÇÑ(1,2,...,n)).

(Îâà ôîðìóëà ñëåäè èç ïîñìàòðà»à äå§èâîñòè îáå ñòðàíå ïðîñòèì áðîjå-
âèìà p, íå âå£èì îä n)

Ïðè ÷åìó jå

νp(ÍÇÑ(1, 2, ..., n)) = [logp n] =

[
lnn

ln p

]
.

Èç òâð¢å»à 1 ñëåäè

T (x) = T ([x]) = ln([x]!) =
∑
p≤[x]

∑
α≥1

[
[x]

pα

]
ln p =

∑
p≤x

∑
α≥1

[
x

pα

]
ln p.

Èç òâð¢å»à 2 è ïîøòî jå [logp[x]] = [logp x] ñëåäè

ψ(x) = ψ([x]) = lnÍÇÑ(1, 2..., [x]).

Òàêî¢å, âàæå íåjåäíàêîñòè
Òâð¢å»å 3.

Íåêà jå x ïîçèòèâàí ðåàëàí áðîj. Îíäà âàæè

θ(x) ≤ ψ(x) ≤
∑
p≤x

lnx = π(x) lnx.
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Íåjåäíàêîñò ψ(x) ≤
∑

p≤x lnx íèjå òîëèêî î÷èãëåäíà, èçâî¢å»å jå ÷èñòî
ðà÷óíñêî è èçãëåäà îâàêî:

Çà p > 5 èìàìî logp x < lnx

Òàêî¢å âàæè è log2 x+ log3 x+ log5 x < 3 lnx.

Îâî äîêàçójåìî ìíîæå»åì ñà logx e, ÷èìå ñå íåjåäíàêîñò ñâîäè íà

log2 e+ log3 e+ log5 e < 3

øòî ñå äèðåêòíîì ïðîâåðîì ïîòâð¢ójå.

Ó äà§åì èçëàãà»ó âàæíà £å íàì áèòè àðèòìåòè÷êà ñâîjñòâà öåíòðàë-
íîã áèíîìíîã êîåôèöèjåíòà

N = N(n) =

(
2n

n

)
=

(2n)!

n!2
= eln(2n)!−2 lnn! = eT (2n)−2T (n).

Îçíà÷èìî òàêî¢å

K = K(n) = ÍÇÑ(1, 2, ..., 2n) = eψ(2n).

Ëåìà 1.

Áðîj K(n) je äå§èâ ñà N(n), çà ñâàêè ïðèðîäàí áðîj n.

ÄÎÊÀÇ. Íåêà jå p ïðîèçâî§àí äåëèëàö áðîjà N . Î÷èòî jå p ≤ 2n.
Îçíà÷èìî mp = νp(K). Jàñíî jå äà âàæè

pmp ≤ 2n, pmp+1 > 2n.

Ñàäà èìàìî

νp(N) =
∑
α≥1

([
2n

pα

]
− 2

[
n

pα

])
.

Çà ïðîèçâî§íî x ðàçëèêà [2x]− 2[x] ìîæå áèòè èëè 0 èëè 1, ïà âàæè

νp(N) ≤
mp∑
α=1

1 = mp = νp(K).

Áóäó£è äà ñìî îäàáðàëè ïðîèçâî§íî p, ñëåäè äà jå K äå§èâî ñà N . Èç
îâå äå§èâîñòè çàê§ó÷ójåìî äà jå K ≥ N , îäíîñíî

ψ(2n) ≥ T (2n)− 2T (n).
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Îâó £åìî íåjåäíàêîñò äà§å è êîðèñòèòè.

Ëåìà 2.

Çà ïðèðîäàí áðîj n ≥ 3 âàæè íåjåäíàêîñò N = N(n) > 2n+1.

ÄÎÊÀÇ. Îâà íåjåäíàêîñò jå ãðóáà, àëè jå è äîâî§íà çà äîêàçèâà»å
äî»å îöåíå çà π(x). Äîêàçójåìî èíäóêöèjîì ïî n ≥ 3.

Áàçà n = 3, N =

(
6

3

)
= 20 > 23+1.

Èíäóêöèjñêè êîðàê:

(2k + 2)!

(k + 1)!2
=

(2k)!

k!2
(2k + 1)(2k + 2)

(k + 1)2
> 2k+14k + 2

k + 1
> 2k+2.

Ïðèìåòíî jå ïî èíäóêöèjñêîì êîðàêó äà áè ñå ìîãëî äîêàçàòè è íåøòî
jà÷å òâð¢å»å. Ïðîñòîì èíäóêöèjoì ïî n ≥ 2 ñå ìîæå ïîêàçàòè è íåjåäíà-
êîñò

N >
4n√
4n
.

Áàçà n = 2 (
4

2

)
>

42√
8
øòî ñå ñâîäè íà 6 > 4

√
2.

Èíäóêöèjñêè êîðàê(
2n+ 2

n+ 1

)
=

(
2n

n

)
(2n+ 1)(2n+ 2)

(n+ 1)2
>

4n√
4n

4n+ 2

n+ 1
=

=
4n+1√
4(n+ 1)

√
4(n+ 1)

4
√
4n

4n+ 2

n+ 1
=

4n+1√
4(n+ 1)

2n+ 1√
4n(n+ 1)

=√
1 +

1

4n(n+ 1)

4n+1√
4(n+ 1)

>
4n+1√
4(n+ 1)

Îâà íåjåäíàêîñò £å íàì òðåáàòè ïðè äîêàçèâà»ó Áåðòðàíäîâîã ïîñòóëà-
òà. Óîïøòå, àêî jå c > π êîíñòàíòà, òî ïî÷åâ îä íåêîã n > n0(c) óâåê
âàæè íåjåäíàêîñò

N >
4n√
cn
.
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Ñ äðóãå ñòðàíå, çà n ≥ 1 âàæè è íåjåäíàêîñò

N <
4n√
πn

.

Çáîã ñâåãà òîãà íèç

xn =

(
2n
n

)√
n

4n

ñòðîãî ðàñòå è òåæè 1√
π
; ïîñëåä»å òâð¢å»å jå åêâèâàëåíòíî ôîðìóëè

Âàëèñà: ∏∞
i=1(2i− 1)∏∞
i=1 2i

=

√
2

π
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×åáèøîâ§åâå îöåíå çà π(x)

Íàjïðå £åìî äîêàçàòè äî»ó îöåíó çà π(x)

Òåîðåìà 1. Çà ïðîèçâî§íî ðåàëíî x ≥ 6 âàæè íåjåäíàêîñò

π(x) > a
x

lnx

ãäå jå êîíñòàíòà a = 1
2
ln 2 ≈ 0.34567.

ÄÎÊÀÇ. Óî÷èìî ïðèðîäàí áðîj n ≥ 3 òàêàâ äà jå

2n ≤ x < 2n+ 2.

Ïîøòî ñó π(x) è lnx íåîïàäàjó£å ôóíêöèjå íà ñêóïó ïðèðîäíèõ áðîjåâà
N , âàæè

π(x) ln(x) ≥ π(2n) ln 2n.

Èç òâð¢å»à 3 ñëåäè π(2n) ln 2n ≥ ψ(2n),

à èç ëåìå 1 ñëåäè ψ(2n) ≥ T (2n)− 2T (n).

Êîíà÷íî èç ëåìå 2 ëîãàðèòìîâà»åì ñëåäè

T (2n)− 2T (n) > (n+ 1) ln 2.

Ñâåóêóïíî π(x) > ln 2
x

lnx
.

Ëåìà 3.

Çà ïîçèòèâíî ðåàëíî x ≥ 2 âàæè íåjåäíàêîñò

eθ(x) =
∏
p≤x

p < 4x,

ïðè ÷åìó jå e ≈ 2.71828 Îjëåðîâ áðîj.
ÄÎÊÀÇ. Äîâî§íî jå äà ðàçìîòðèìî ñëó÷àj êàäà jå x = n ïðèðîäàí

áðîj, jåð 4x ≥ 4[x].
Äîêàçójåìî íåjåäíàêîñò∏

p≤n

p < 4n èíäóêöèjîì ïî n ≥ 2.



Áàçà jå î÷èãëåäíà. Óðàäèìî êîðàê èíäóêöèjå. Àêî jå n > 2 ïàðíî, òî∏
p≤n

p =
∏

p≤n−1

p < 4n−1 < 4n.

Íåêà jå n > 2 íåïàðíî, n = 2k + 1. Èìàìî∏
p≤2k+1

p =
∏
p≤k+1

p
∏

k+1<p≤2k+1

p < 4k+1
∏

k+1<p≤2k+1

p.

Ïîñìàòðàjìî áðîj

M =M(k) =

(
2k + 1

k

)
=

(2k + 1)!

k!(k + 1)!

Çà áðîjåâå k + 1 < p ≤ 2k + 1 î÷èãëåäíî jå äà äåëå M ïà jå äîâî§íî
ïîêàçàòè M < 4k. Îâî ïîêàçójåìî èíäóêöèjîì ïî k. Áàçà k = 1, 3!

2!
< 4.

Êîðàê
(2k + 1)!

k!(k + 1)!
=

(2k − 1)!

(k − 1)!k!

2k(2k + 1)

k(k + 1)
< 4k−1

4k + 2

k + 1
< 4k

Äàêëå,
∏
p≤n

p < 4k+14k = 42k+1 = 4n.

Êîðàê èíäóêöèjå jå óðà¢åí.

Òåîðåìà 2.

Çà ïðîèçâî§àí ðåàëàí áðîj x ≥ 2 âàæè íåjåäíàêîñò

π(x) < b
x

lnx

ñà êîíñòàíòîì b = 5 ln 2 ≈ 3.46574.

ÄÎÊÀÇ. Ïðèìåòèìî äà jå π(x) ≤ x/2 çà x ≥ 8. Èìàìî

θ(x) ≥
∑
√
x<p≤x

ln p ≥
∑
√
x<p≤x

ln
√
x = (π(x)− π(

√
x)) ln

√
x.

Ïîøòî jå èç ëåìå 3, θ(x) ≤ 2x ln 2, òî

π(x) ≤ 2x ln 2

ln
√
x

+ π(
√
x) ≤ 4x ln 2

lnx
+

√
x

2
< 5 ln 2

x

lnx
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çà x ≥ 64. Íî òâð¢å»å jå òàêî¢å òà÷íî è çà 2 ≤ x < 64, øòî ñå ìîæå
äèðåêòíî ïðîâåðèòè.

Çàáåëåøêà 1.

Îçíà÷èìî ñà pn, n-òè ïðîñò áðîj. Òàäà ïîñòîjå ïîçèòèâíå êîíñòàíòå α
è β, òàêâå äà çà ñâå n ≥ 2

αn lnn < pn < βn lnn.

ÄÎÊÀÇ. Èç òåîðåìå 1 è òåîðåìå 2 óáàöèâà»åì pn äîáèjàìî

a
pn
ln pn

< π(pn) = n < b
pn
ln pn

Îáå íåjåäíàêîñòè ñå ñëè÷íî äîêàçójó, ñ òèì øòî jå ãîð»à îöåíà íåøòî
òåæà. �ó £åìî è äîêàçàòè.

Ëîãàðèòìîâà»åì ëåâå íåjåäíàêîñòè äîáèjàìî

(∗) ln a+ ln pn − ln ln pn < lnn.

Ëîãàðèòìîâà»åì íàøå æå§åíå íåjåäíàêîñòè âèäèìî äà íàì jå ïîòðåá-
íî äà ïîñòîjè êîíñòàíòà β òàêâà äà jå çà ñâàêî n ≥ 2

ln β > ln pn − ln lnn− lnn

Ïðèìåíîì (*) íåjåäíàêîñò ñå ñâîäè íà

ln β > ln pn − ln lnn− (ln a+ ln pn − ln ln pn) = ln ln pn − ln lnn− ln a.

Îäíîñíî òðåáà äà ïîêàæåìî äà jå îäîçãî îãðàíè÷åí èçðàç

ln
ln pn
lnn

− ln a,

çà øòà jå äîâî§íî äà jå îäîçãî îãðàíè÷åí èçðàç ln pn
lnn

Äå§å»åì (*) ñà ln pn äîáèjàìî

ln a

ln pn
+ 1− ln ln pn

ln pn
<

lnn

ln pn
,

îäíîñíî
ln pn
lnn

<
1

1 + ln a
ln pn
− ln ln pn

ln pn
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Êàêî jå çà îâàj èçðàç limn→∞ = 1 òî jå îí îãðàíè÷åí, ïà ïîñòîjè
òðàæåíà êîíñòàíòà β.

Çà äîêàç äî»å îöåíå ïîòðåáíà íàì jå íåêà ãîð»à îöåíà çà lnn
ln pn

, à 1 jå
î÷èãëåäíî îöåíà.

Ó íàñòàâêó £åìî èçëîæèòè äâà äîêàçà Áåðòðàíäîâîã ïîñòóëàòà. Ïðâè
èçëîæåíè äîêàç jå äàî Åðäîø, à äðóãè jå óïðîø£åíè ×åáèøîâ§åâ äîêàç
(êîjè jå äàî Ñ. Á. Ñòå÷êèí íà îñíîâó ×åáèøîâ§åâèõ èçâîðíèõ èäåjà).
Ñóìèðàíè äîêàç ìîæåòå ïîãëåäàòè ðåöèìî ïîä [2].
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Äîêàçè Áåðòðàíäîâîã ïîñòóëàòà

Åðäîøåâ äîêàç

Áåðòðàíäîâ ïîñòóëàò: Çà n ≥ 2 èçìå¢ó n è 2n íàëàçè ñå áàðåì jåäàí
ïðîñò áðîj.

ÄÎÊÀÇ 1. Îñíîâíà èäåjà Åðäîøîâîã äîêàçà jå äà áè áèíîìíè êîåôè-
öèjåíò

(
2n
n

)
áèî èñóâèøå ìàëè àêî íå áè èìàî ïðîñòèõ äåëèëàöà èçìå¢ó

n è 2n.

Ïîñìàòðàjìî N =
(2n)!

n!2
=
∏
p≤2n

pνp(N).

Àêî jå n < p ≤ 2n âàæè νp(N) = 1. Îäíîñíî∏
n<p≤2n

pνp(N) =
∏

n<p≤2n

p.

Àêî jå 2n
3
< p ≤ n, îíäà jå νp(N) = 0 (îâî jå ïî ìèø§å»ó Åðäîøà

ê§ó÷íî ìåñòî ó äîêàçó), îäíîñíî∏
2n
3
<p≤n

pνp(N) = 1.

Àêî jå p >
√
2n, âàæè νp(N) ≤ 1, jåð èìàìî

pνp(N) ≤ pνp(K) ≤ 2n.

(Îâäå ñìî êàî è ðàíèjå êîðèñòèëè îçíàêó K = ÍÇÑ(1, 2, ..., 2n)).
Äàêëå âàæè ∏

√
2n<p≤ 2n

3

pνp(N) ≤
∏
p≤ 2n

3

p < 42n/3.

Ïðè ÷åìó ñìî ó ïîñëåä»åì êîðàêó ïðèìåíèëè ëåìó 3.
È êîíà÷íî çà n ≥ 32 äîáèjàìî∏

p≤
√
2n

pνp(N) ≤ (2n)π(
√
2n) ≤ (2n)

√
n/2.



(Íåjåäíàêîñò π(
√
2n) ≤

√
n/2 âàæè çà

√
n/2 ≥ 4, îäíîñíî çà n ≥ 32)

Îâàêî ñìî äîáèëè äâîjíó îöåíó

4n√
4n

< N < 42n/3(2n)
√
n/2

∏
n<p≤2n

p.

(Ëåâà íåjåäíàêîñò jå ïî ëåìè 2, à äåñíà jå óïðàâî äîêàçàíà.) Àëè çà n > 68
äîáèjàìî êîíòðàäèêöèjó, àêî ïðåòïîñòàâèìî∏

n<p≤2n

p = 1, îäíîñíî äà íåìà ïðîñòèõ áðîjåâà èçìå¢ó n è 2n.

Ïîñòàâ§à ñå ïèòà»å êîëèêî èìà ïðîñòèõ áðîjåâà èçìå¢ó n è 2n? Çà
n ≥ 68 äîáèëè ñìî íåjåäíàêîñò

P = P (n) :=
∏

n<p≤2n

p >
4n/3

(2n)
√
n/2
√
4n

=: f(n).

Ïîøòî jå, î÷èòî, P < (2n)π(2n)−π(n), òî

(π(2n)− π(n)) ln 2n > lnP > ln f(n).

Îäàâäå ñëåäè îöåíà

π(2n)− π(n) > ln f(n)

ln 2n
∼ c1n

lnn
, n→∞,

ãäå jå c1 =
2
3
ln 2 ≈ 0.46209. Îâà îöåíà íèjå ïðåâèøå ãðóáà ó ïîðå¢å»ó ñà

àñèìïòîòñêîì îöåíîì c1 = 1.
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×åáèøîâ§åâ äîêàç

Ó íàñòàâêó £åìî èçëîæèòè íåøòî óïðîø£åíó âåðçèjó ×åáèøîâ§åâîã
ðåøå»à, êîjó jå äàî Ñ.Á. Ñòå÷êèí. �åíå ãëàâíå èäåjå ñó ñëåäå£è èäåí-
òèòåòè êîjå íàçèâàìî èäåíòèòåòèìà ×åáèøîâà. Ìîæåòå ñå ïîäñåòèòè äå-
ôèíèöèjà ψ(x), θ(x) è T (x) íà 6. ñòðàíè ðàäà.

Ëåìà 4.

Íåêà jå x ïîçèòèâàí ðåàëàí áðîj. Òàäà âàæè ψ(x) =
∑

k≥1 θ(x
1
k ).

Ëåìà 5.

Íåêà jå x ïîçèòèâàí ðåàëàí áðîj. Òàäà âàæè T (x) =
∑

k≥1 ψ(
x
k
).

Äîêàç ëåìå 4. Èìàìî∑
k≥1

θ(x1/k) =
∑
k≥1

∑
p≤x1/k

ln p =
∑
p≤x

∑
k≤lnx/ ln p

ln p =
∑
p≤x

[
lnx

ln p

]
ln p = ψ(x).

È ëåìà 4 jå äîêàçàíà.
Äîêàç ëåìå 5 êîðèñòè ëåìó 4. Íàèìå èìàìî∑

k≥1

ψ
(x
k

)
=
∑
k≥1

∑
m≥1

θ
(x
k
)

1
m

)
Ôèêñèðàjìî ñàäà íåêè ïðîñò áðîj p è íåêî m. Äîïðèíîñ ïðåòõîäíîj

ñóìè çà òå ôèêñèðàíå âðåäíîñòè jå

(x
k
)
1
m≥1∑
k=1

ln p =

[
x

pm

]
ln p.

Îäàâäå çàê§ó÷ójåìî äà jå óêóïàí äîïðèíîñ jåäíàê∑
p≤x

∑
m≥1

ln p

[
x

pm

]
=
∑
p≤x

νp(x!) ln p = ln(x!) = T (x).

(Èàêî èçãëåäà jåäíîñòàâíî, ëåìó 5 jå íåïðèjàòíî äîêàçàòè áåç êîðèø£å»à
ëåìå 4.)

Äîêàç Áåðòðàíäîâîã ïîñòóëàòà ñàñòîjè ñå èç íåêîëèêî êîðàêà.



1. Îöåíà θ(x)− θ(x/2). Ïîñìàòðàjìî ôóíêöèjó

U(x) := T (x)− 2T
(x
2

)
.

Ïðèìå»ójó£è ëåìó 5 è ÷è»åíèöó äà çà íåïàðíå k ìà»å îä x íå ïîñòîjè

n òàêâî äà x
k
6=

x
2

n
, äîê çà ïàðíå k ïîñòîjè è èçíîñè k

2
, èìàìî

U(x) =
∑
k≥1

(−1)k+1ψ
(x
k

)
.

(Îâî jå jåäíàêî ψ(x)− ψ
(x
2

)
+ ψ

(x
3

)
− ψ

(x
4

)
+ ...)

Êàêî jå ψ(x) íåîïàäàjó£à ôóíêöèjà èìàìî

ψ(x)− ψ
(x
2

)
≤ U(x) ≤ ψ(x)− ψ

(x
2

)
+ ψ

(x
3

)
.

Ìîæåìî äîêàçàòè è ñëåäå£à òâð¢å»à

ψ(x)− 2ψ(
√
x) ≤ θ(x) ≤ ψ(x).

Êîðèñòå£è äåôèíèöèjå ψ(x) è θ(x), òâð¢å»å ñå ñâîäè íà

ln(ÍÇÑ(1, 2, ..., x))− 2 ln(ÍÇÑ(1, 2, ..., [
√
x])) ≤

≤ ln(

pj=π(x)∏
j=1

pj) ≤ ln(ÍÇÑ(1, 2, ..., x)).

Äåñíà ñòðàíà î÷èãëåäíî âàæè, äîê çà ëåâó ïîñìàòðàìî ïðîñòå áðîjåâå p
íå âå£å îä x. Äîïðèíîñ ëåâîj ñòðàíè jå

ln p[logp x]− 2[ln p logp(
√
x)] = ln p([logp x]− 2

[
logp x

2

]
) ≤ ln p.

Îâèì jå è ëåâà íåjåäíàêîñò äîêàçàíà.
Ñâåóêóïíî èìàìî,

θ(x)− θ
(x
2

)
≥ (ψ(x)− 2ψ(

√
x))− ψ

(x
2

)
≥ U(x)− ψ

(x
3

)
− 2ψ(

√
x).

2. Îöåíà U(x). Èìàìî

U(x) =
∑
k≤x

ln k − 2
∑
k≤x/2

ln k =
∑
k≤x

ln k − 2
∑
k≤x

ln 2k + 2

[
x

2

]
ln 2.
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U(x) =
∑
k≤x

(−1)k+1 ln k + 2

[
x

2

]
ln 2

Îäàâäå äîáèjàìî îöåíå

x ln 2− lnx− ln 2 ≤ U(x) ≤ x ln 2 + lnx.

3. Îöåíà ψ(x). Óâåäèìî ôóíêöèjó V (x) òàêâó äà âàæè

V (x)− V (x/2) = x ln 2 + lnx.

Jåäíà òàêâà ôóíêöèjà jå

V (x) := 2x ln 2 +
1

2 ln 2
ln2 x+

1

2
lnx.

Êàêî jå ψ(x)− ψ(x/2) ≤ U(x) ≤ x ln 2 + lnx = V (x)− V (x/2), èìàìî

V (x)− ψ(x) ≥ V (x/2)− ψ(x/2) ≥ V (x/2[log2x])− ψ(x/2[log2x]) ≥ V (1).

(Ïîøòî jå ψ(x) = ψ([x]) òî jå ψ(x/2[log2x]) = ψ(1) = 0).

Äîáèjàìî íåjåäíàêîñò

ψ(x) ≤ V (x)− V (1) = 2x ln 2 +
1

2 ln 2
ln2 x+

1

2
lnx− 2 ln 2.

4. Çàâðøåòàê äîêàçà

Ïðèìå»ójó£è ðåäîì ïðâó, äðóãó è òðå£ó îöåíó äîáèjàìî

θ(x)− θ(x/2) ≥ U(x)− ψ(x/3)− 2ψ(
√
x)− lnx ≥

≥ ln 2

3
x− 4

√
x ln 2− 3

4 ln 2
ln2 x− 2 lnx+ 4 ln 2 := W (x).

Ñëåäè,

π(x)− π(x/2) ≥ 1

lnx

∑
2<p≤x

ln p =
ψ(x)− ψ(x/2)

lnx
≥ W (x)

lnx
∼ c2x

lnx
, x→∞.

ãäå jå c2
ln 2
3
≈ 0.23104. Êàêî jå çà x > 450,W (x) > 0 òî çà ñâàêî x > 450

âàæè π(2x)− π(x) > 0, îäíîñíî èçìå¢ó x è 2x èìà áàð jåäàí ïðîñò áðîj.
Çà x < 450 èçìå¢ó x è 2x ñå íàëàçè áàðåì jåäàí îä ïðîñòèõ áðîjåâà
2, 3, 5, 7, 13, 23, 43, 83, 163, 317, 503. Îâèì jå äîêàç ó ïîòïóíîñòè óðà¢åí.



Çàê§ó÷íà ðå÷

Âåîìà jå çàíèì§èâî äà jå ïðîáëåì êîjè èìà íàèçãëåä ëàê åëåìåíòàð-
íè äîêàç ðåøåí òåê ñðåäèíîì 19. ñòîëå£à. Ïðîñòè áðîjåâè ïðèâëà÷èëè
ñó ïàæ»ó §óäè jîø îä àíòè÷êîã äîáà, àëè ñå î »èõîâîì ïîðåòêó, áðîjíî-
ñòè è çàñòóï§åíîñòè jàêî ìàëî çíàëî. Ìîæäà jå íàjâå£à ñìåò»à áî§åì
óïîçíàâà»ó ïðîñòèõ áðîjåâà áèî âåîìà âåëèêè áðîj ìîãó£èõ ïðèñòóïà.
Ìîãó ñå ïîñìàòðàòè äå§èâîñòè, ìîãó ñå ìå¢óñîáíî îäóçèìàòè ïðîèçâîäè
íåêîëèêî ïðîñòèõ áðîjåâà, ïà äà ñå äîáèjå áðîj êîjè íèjå äå§èâ íè ñà jåä-
íèì îä »èõ, ìîãó ñå ïîñìàòðàòè èçðàçè è ôóíêöèjå ó êîjèìà ó÷åñòâójó
ïðîñòè áðîjåâè. Èìà jîø ìíîãî ìîãó£èõ ïðèñòóïà.

×åáèøîâ§åâ äîêàç çíà÷àjàí jå jåð jå áèî ïðâè ôîðìàëàí äîêàç êîjè
ñå îäíîñèî íà ïðîñòå áðîjåâå. Êàñíèjå jå ×åáèøîâ ïðèìå»èâàî ñëè÷íå
èäåjå êàêî áè äîáèî øòî îøòðèjå îöåíå çà π(x)

x lnx
. Ïîøòî jå óñïåî è äî»ó

è ãîð»ó îöåíó ñâåñòè ðåëàòèâíî áëèçó 1, ïîñòàëî jå àêòóåëíî ïèòà»å äà
ëè jå àñèìïòîòñêà îöåíà óïðàâî 1. Îâî òâð¢å»å ñó äîêàçàëè Åðäîø è
Ñåëáåðã è íîñè íàçèâ Òåîðåìà î ïðîñòèì áðîjåâèìà. Çíà÷àj ×åáèøîâà
(êàî è Åðäîøà è Ñåëáåðãà) jå è ó òîìå øòî jå ïîêàçàî äà ñó åëåìåíòàðíè
ïðèñòóïè ìíîãî óñïåøíèjè íåãî øòî ñå òî äî òàäà âåðîâàëî.

Ñàäà ïîñòîjå âåîìà jàêå òåîðåìå î ïðîñòèì áðîjåâèìà. Çíàìî äà ñå
ó ñâàêîj àðèòìåòè÷êîj ïðîãðåñèjè ãäå jå ÍÇÄ(a, b) = 1 íàëàçè áåñêîíà÷-
íî ìíîãî ïðîñòèõ áðîjåâà, ïà ÷àê çíàìî è îãðàíè÷å»å ó çàâèñíîñòè îä b
êîëèêî áðçî ïðîñò áðîj ìîðà äà ñå jàâè. Èàêî ñó îâå è ìíîãå äðóãå òåî-
ðåìå êîìïëèêîâàíèjå îä Áåðòðàíäîâîã ïîñòóëàòà, íà »èõîâî îòêðèâà»å
ìîðàëè áè ñìî äóæå ÷åêàòè äà íèjå áèëî ×åáèøîâà è Áåðòàíäà.

Ìîæäà äåëójå ìàëè, àëè ïðâè êîðàê jå ÷åñòî è ïðåñóäàí.
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