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1 YBox

['eomerpuja je jenna oj HajcTapujux HayKa, Koja mnpoydasa ¢dopme H ojHOoce hurypa y
PaBHU U IPOCTOPY.
[eomeTpuja ce pasBujaja U ycaBpIllaBaja BEKOBHMA, TaKO Ja Caja IpeacTaB/ba u3rpaheHy
MATEMATUIKY JUACIUTLIAHY .
Oko 300. rogwHe TIpe HOBE epe HACTAJIO je HAajCHCTEeMATHUYHWje JeI0 W3 TeOMeTpHrje TOT Bpe-
MeHa I10J HAaCJIOBOM ,,Ejiementu”, Koje je nanucao Eykiaua. ¥ 7. akcuomu ,,Ejemenara’” Koja
ritacu:,,One Koje ce MehycoOHO MOTY JTOBECTH /10 MOKJIANama jegHake cy Mehy cobom”, mpBu
nyT ce ynorpedsbaBa Kperambe reoMmerpujckux durypa. Ty Beh Bugumo ja he uzomerpujcke
Tpancdopmaimje omoryhuru ga peduHHUIIIEMO TOLYIaPHOCT OMI0 KOjuX (bUrypa y mpocTopy.
Jlanac, u3zomMeTpuje Cy IMHPOKO KOpHUIINeHe y MHOIUM JIUCHMILIAHAMA MaTeMaTHKE U IHpH-

MemheHNX HayKa, I HaCcTaB/bajy Jla ce pa3BHjajy ca HAIPETKOM TEeXHOJIOTH]e.



2 MHM3z3omerpujcke TpaHcdopMaliije paBHU

[locToje pasnum THIOBH H30MeTpHUjcKHX Tpancdopmanuja Eykimiacke pasuu: OcHa pe-
daekcuja, Llenrpanna poranuja, Llenrpanna cumerpuja, Tpancianuja, Knuzajyha pedek-
crja. 3a K1acudUuKayjy n30MeTprja 3HavajHa je OpHjeHTalnja mpecankane urype, Kao un

6poj bukcHUX (MHBADHjAHTHHUX) TAYaKA.

2.1 JIupeKTHe U MHJANPEKTHE M30MeTpHujcKe TpaHcdopmMaliuje
Cpaka m3oMeTpHja MOXKe OUTH TUPEKTHA I WHIMPEKTHA.

Hedbununuja 2.1 Hzomempujcka mparcpopmavyuja J: E?> — E? je dupexmmua, axo wyea

opujenmanujy pashu E?, mj. cearu mpoyeao me pasHu npecaurasa iy mpoy2ao ucme opujeri-

mavuje. J : E? — E? je unoupexmmna axo c6axu mpoyeao me pashi npecaukasa y mpoyaao

CYnNpoOmHe opujernmauje.
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Cnuxka 1:

Teopema 2.1 Hexa cy AB u A B, nodydapne dyoicu pasnu E?. Tada nocmoje mauno dee
usomempuje me pashu Koje caukajy mawke A u B y Ay u By, jedna dupexmmua, a dpyea

UHOUPEKTHA.

Teopema 2.2 Jupexmna uzomempuja pasru E? ca bap dee unsapujonmme mauxe je xouM-
yudenyuja.

Teopema 2.3 Hexa je J usomempuja ca uHB8APUJGHMHOM NPABOM P K0JO] MEIG OPUJERMG-

yujy. Tada na npasoj p nocmoju dukcra mavwka npu usomempuju J .



2.2 QOcHa pedekcuja

Hedununuja 2.2 Hexa je p npasa pasnu E%. Hzomempujcka mpanchopmayuia pasnu xKoja
Huje KOUHUUIEHYUJa U 3a KOJY je ceaxa mawka npase p Pukcua (unsapujarmmua) Hasusa ce

ocna pedaekcuja pasnu, y oznauu S,. Ilpasa p je oca me pedaercuge.
CsojcTBa ocue pediekcuje

Teopema 2.4 Cse ukcre mauke octe pepaekcuje cy Ha ocu pepaexcuje.
Teopema 2.5 Ocna pedaekcuja je undupexmua udomempuja.

Teopema 2.6 Axo je S, ocna pegaercuja pasnu u 3a nexy mauky X me pasnu 6aHCU

S,(X) = Xy # X, mada je oca p me pedaekcuje medujampuca dysicu X X .

Teopema 2.7 Jedune umnsapujarnmme npase ocne pedaercuje S, cy oca p u cee npase me

PaBHU KOje CY HOPMAAHE HA P.

AKo nBa myTa IpUMEHHMO HCTY OCHY pedJIeKCH]y, CBaKy Tadky ,,BpaliamMo”Ha cBoje Me-
cro. To 3naum Jia je Kommosuiuja ocHe pedJiekcuje ca coOOM KOMHIMJIEHIMja ¥ MHBEP3HA,
Tpancdopmalnja ocie pedJiekcuje je ucra ta pediexkcuja. Tpancdopmalinje Koje nMajy 0BO

CBOJCTBO 30BY Ce WHBOJYIIAJE.
Teopema 2.8 Ocha pedaekcuja je unsosyyuja, mj. SI? =¢£.

Teopema 2.9 Hndupexmma usomempuja ca 6ap jedHom GuUKCHOM MAUKOM je 0CHa pedaek-

CUja, wuja oca cadpaHcy my mauxy.

HapeanoMm TeopeMom paszMorpuheMo TpaHCMYTaIlHjy ocHe pediiekcuje OMI0 KOjOM H30-
MerpujckoM Tpancdopmarmjom. TpamcmyranujoM(npeobpazkaBamem) ocue peduekcuje S,

HekoM Tpancdopmanujom J HazuBaMo Kommozummjy: J o S, 0 J L.

Teopema 2.10 (o mpancmymayuju) Hexa je S, ocha pefaercuja pasnu, o J uzomempuja

pPasHu Koja cauxa npasy p y npasy pr. lada J o S, o J = Sp, -

Teopema 2.11 Ocnue pedpaekcuje pasnu KOMYMUPAJY aKO U CAMO GKO CY UM 0CE YNPAGHE UAU
jednaxe. Tj. S,08,=85,085, & p=qVp Ly

Teopema 2.12 Hexka cy p u q pazne KomnianapHe npase. Jedura GukcHa maswka usdomempu-

je Sy 0S8, je npeceuna mavka npasux p u q, mj. sascu: Sp,0S,(X) =X < X =pnqg.

Komnosunuja e ocHe pedyiekcuje je JUpPeKTHA U30METpHja, Kao KOMIIO3UIM]ja JBE HH/IU-
pekTHe n3oMmeTpuje. AKo cy oce Tux pedyiekcuja jeqHake, OHIa Ta KOMIIO3UIH]jA MTPEICTABIba
KOMHIIAeHIH]Y. Ha ocHOBY nperxo/iHe Teopeme, ako ce oce THX pedJieKcrja ceKy, OH/1a KOM-
nosunuja S, 0 S, EMa caMo jenHy (GHEKCHY Tadky (TO je BUXOBa IpecevHa TadKa), a aKo Cy

oce TUX pedulekcuja napaJseade, ou1a Komnosunuja S, o S; HeMa (PUKCHUX Tadaka.
IlloaynapaocT auKoBa

OcHa pedekcuja paBau oMoryhyje m1a y TeOMeTpUju Te PABHU YCTAHOBUMO CHEIMMUIHY

pesanujy moyIapHOCTH, T3B. pesali]y OCHOCUMeTPUYHe MOAYIapPHOCTH JITKOBA.



Hedununuja 2.3 Ipasa s je oca cumempuje gueypa F u F' ako je Sp(F) = F'. Cneyu-
jaano axo je F = F', mj. Sp(F) = F, kaoice ce da je dueypa F ocrnocumempuyuna u 0a je S

oca cumempuje auka F.

Teopema 2.13 Csaxa usomempuja xoja cauxa J: E? — E? moorce ce npedcmasumu xao
KomMnosuuuja (caazaree) Konaunoz 6poja ochux pedaekcuja, npu wemy ce mosce nocmuhu da

bpoj ochux pedaekcuja y komnoduyuju He 6yde sehu 00 mpu.

ITpumena ocHe pediekcuje y KOHCTPYKIIUJU

CrojcTBa ocHe pedhiekcje TPUMerhYjy Ce y HU3y KOHCTPYKTHBHUX 33/IaTAKa, Ma Ce 9eCTO
JIAKO MOKe JIOhW JI0 pelllera 33JaTKa CaMUM IpecaBHjameM jeJHOT Jela CJIUKe OKO HeKe

IpaBe TaKO Ja OH 3ay3Me CUMeTpHYaH I0JIOXKA] C JIPyTe cTpaHe IpaBe.

1. Heka cy A u B nBe Tauke ca ucte crpane npase p. Oapeautn tauky X Ha MpaBoj p

tako ga 360up |AX| + | X B| Oyne MuHEMAIAH.

1. Amanuza: Ocuom pedutercujom nyxu AB oko npase p tauka A ce cauka y Tauky A
Koja je cuMmerpudHa Tauku A y ogHocy Ha mpaBy p. Tama je ogcrojame tauke A 10 6m1o Koje
TavyKe MpaBe P jeJHAKO OJICTOjamby Tadke Aj 10 ucTe Tadke mpase p.

Haxne,|AX| + | XB| = |A1 X| + |XB| ulAXq| + | X1B| = |A1X1| + | X1B1| amu he 36up
ouTn MUHEMAaJaH Kaaa cy tadke Al, X u B KojuHeapHe.

Koncrpyknuja: 1) Koucrpynrmenmo A; = S,(A)

2) Koncrpyumemo {X} = BA; Np. Tauka X je Tpaxena Tadka.

Hoxas: Heka je X; npousBo/bHa TauKa Ipabe p pasjandnTa o X. Kako je S, uzomerpuja,

Baxkn X1 A = X A;. OnaBae, Ha OCHOBY HejeIHAKOCTH TPOyIJIa 3a Tpoyrao BXq Ay ciaean:

|AXy| + | XaB| = |[Ai X+ | XaB| > |A1B| = |Ai X| + | XB| = |AX| + | X B|

Huckycuja: Pememe je jequncrseno, jep cy jeauncrsene tavuke Ay m X. 0
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Cauka 2: 3agamu 1 u 2

2. Jlara je mpaBa XY u nBe Tauke A u B ca ucre crpane npase XY .OnpeanTu Ha npaBoj
XY rmauky C tako ga ZACY Oyne aBa myrta sBehu ox ZBCY, .



2. Anamm3za: IIpernocraBumo jga je tauka C' oapehena m ma Kpyr ca HEHTPOM y TadKU
B u nonynpeunukom BA cede npaBy p, oapeheny taukama X u Y, y raukama P u (). Tauka
Koja je cumerpuuna tauku A y ogmocy Ha mpaBy BC je tauka () koja mpumaja npaBoj XY
na je: |[BQ| = |BA| Ucro Baxku u 3a tauky P.

Koucrpykmmja: 1) Koncrpyumemo kpyr k ca HMeHTPOM y TaukKu B U HOJTyTIPEIHUKOM
AB ; Kpyr k ceue npaBy XY y raukama P u Q);

2) Koucrpyumiemo cumerpade ayxu AP u AQ ;

3) {C} =s40N XY , {C1} = sap N XY

4) Taure C u C} ¢y TpazkeHe Tadke .

Hoka3z: Kako cy upase CB u C1B cumerpaJje pegom yriaosa ZACQ u LAC1Q, 1o je
LACY =2/BCY u LACYY =2/BCY .

Hduckycuja:

Ako je |AB| < |BD| 3amatak HeMa pemnremba.

Axo je |AB| = |BD| 3amarak uMa jeTHHCTBEHO PEIehe.

Axo je |AB| > |BD| 3azarak uMa JIBa DeIICIba.

3. Heka cy k u [ xpyrosu ca pasHux crpana npape p. KoHcTpyncaru mpaBuiaH TPOyrao
ABC Tako na temena B u C npunajajy KpyropuMma k u [ peoM, a IpaBa p CaJapKi BHCHHY

TPOyTJIa U3 TeMeHa A.

Cimka 3: 3amarax 3

3. Ananuza: Bucuna npasuiHor tpoyria u3 temena A je megumjarpuca msuie BC, Tj.
npasa p je megujarpuca usuie BC. Ocnom pediiekcujom ayxku AB y oaHocy Ha IpaBy p
rauka B ce cimka y tauky C. Kako tauka B npunaga kpyry k o hemo ocaom pediekcujom
kpyra k pobutu Kpyr ki , a y BeHOM mnpeceky ca Kpyrom [ hemo moburtn tauky C.

Koncrpyknmja: 1) Koncrpyumemo ky = S,(k);

2) Cekinl; 3) B=S,C);

4) A € ko(C,|CB]) Np.

Hoxka3s: Tauka C npunajga kpyry [, rauka B Kpyry k = Sp_l(kl), a Tadka A npasoj p, cBe

JUPEKTHO TIO KOHCTPYKIHjU.



S,(AB) = AC, na je AB = AC.

Taxobe, u3 koucrpyknuje caeqn C'B = C'A, mro 3ua4n jga je Tpoyrao ABC npasusas.
Huckycuja:

Axko je |ky N1| = 0 3amaTak HeMa perrerba.

Ako je |ky NI = 1 3ajarak uma jaBa perema, jep Kpyr ko(C, |C'B|) aBa myTa cede npaBy

Ako je |ky NI| = 2 3amarak WMa 9eTHpH pererba, 10 JIBa 33 CBaKW O npeceka ki u .

Axko je ky = [ 3agarak nMa 6eCKOHAYHO MHOTO PEIIerba.

2.3 IlpameHOBU mpaBuUX y paBHU

Mebhy pasznuMm y3zajaMHUM MOJOXKAjUMa, MPABUX Y PaBHU, OBJe MOCEOHO H3/IBajamMoO CJIy-
JajeBe Kajla ce CBe IIpaBe CeKy y jeJIHO] TadKu, OJHOCHO Kaja cy MelhycoOHO mapaJiesiHe.
Twrm y3ajaMHEM TTOJTOXKajuMa ITPaBUX OArOBapajy JIBa pas3IudnTa IpaMeHa MTPaBUX: ITpaMeH

KOHKYPCEHTHUX IIPpaBUX U IIpaMeH IlapaJleIHUX IIPpaBUX.

Hedbununuja 2.4 Cryn ceuxr npasux pasnu E? xoje cadpoce maury S nasusa ce npamen
KOMKYPEHMHUT npasux ca cpeduwmem S, y oznayu Xs. Ckyn ceux npasux pasnu E? xoje cy

NAPaLEAHEe NPABO] S Me PaBHU HA3UBAL CE NPAMEH NAPGACAHUT NPABUL, Y 03HGUL X -
[IpaMen KOHKYpPEHTHHUX IpaBUX jeJHO3HAYHO je ofapeheH cpemmmTeM S TOT mpaMeHa, 10K
je mpaMeH mapaJie/IHUX HPaBUX jeIHO3HAYHO ojpeheH OUJIO KOjOM CBOjJOM IIPABOM S.

HajBakHuja cBOjcTBa mMpaMeHOBa HMPaBUX KOja ce OJHOCEe HA OocHe pedekcuje:

Teopema 2.14 Axo npase p, q, v pasnwu E? npunadajy ucmom (KonKypenmmom uiu napa-

Aearom) npameny X komnoszuyuja S, o Sy 0 S, npedecmasna ocny pedaercujy Ss, s € X.

Teopema 2.15 Axo xomnozuyuja S, 08,08, ocnuz pepaercuja pasnu E? npedcmasma ocny

pedaexcujy Ss, mada npase p, q, r, S NPUNGIAJY UCTOM NPAMEHY X .

VBenthemo pesanujy n30roHaJHOCTH 1aPOBa MPABUX KOja IMPOUCTHYE U3 Pesialiuje

§5,085,08, =S,

Hedununuja 2.5 Axo 3a wemupu ocne pedirexcuje pasnu E? eavcu S, 08,08, = S,
Kascemo da je nap npasur p,r U3020HAAHO CNPEZHYM €4 NAPOM ¢,S (kao u da je nap q, S

UB020HAAHO CIPESHYM, CA NAPOM P, T ).

Teopema 2.16 Hexa cy a, b, ¢, d wemupu npase ucmoz npamena x. Tada je nap a,c u3ozo-
HAAHO cnpe2Hym ca napom b, d axo u camo axo ce wuTose oce cumempuje noxsanajy. axae,
axo je Ss(a) = ¢ u S(b) =d mada S.0 Sy 0S8, =Sy <= s =t.

Teopema 2.17 Axo cy p, q, r npase ucmoz (KOHKYPEHMHOZ UAU NAPAAEAHOZ) NPAMEHE X

pasnu E* mada eaorcu S, 08,08, =38,08,08,.
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Cnuka 4:

ITpumena nmpamMeHoBa MPaABUX Y PABHU Y KOHCTPYKIIAjU
1. Heka je k(O, ) kpyr, a a, b, ¢ npase Heke paBuu. Koncrpyucaru rpoyrao ABC ynucan

y Kpyr k, anje cy upuie BC, CA, AB napaneide npasama a, b, ¢ pemoMm.

1. Ananm3a: Heka cy ai, by, ¢; mpaBe nmpamena xo, rje je O IeHTap OMHCAHOT KpPYyra
k(O,r) tpoyrna ABC, u meka je a; L a, by L b, ¢y L c.

Tana je, mo Teopemu 1.14, nomro npase ay, by, ¢c; Ipunagajy mpameny xo KOMIO3UIHU]ja
Sc, 084, 08y, = S,, 3a HeKy mpaBy p € xo. Takobe, mo Teopemnu 1.16 Baxku Ss(a1) = p,
Ss(c1) = by, Tj. mcTa mpaBa S je oca cuMerpuja mapa ap,p u napa cp,by. llpaBy p je omma
moryhe koncrpyucaru. S, je ocna peduexcuja ca duxkcaum Taukama O u A. Ilpecek npase p
ca KPyroM je jeJTHO OJ TeEMeHa TParKeHOT TPOYTJIA.

KoucTpyknuja:

Koncrpywuiremo npase ag, by, ¢1 € Yo, Tako ga a; L a, by L b, ¢; L c.

2) Koncrpyumiemo npasy s, S(c¢1) = by (ocy cumerpuje mpaBux by u ¢q)

4) Aepnk(O,r)

B =5.,(4),C = 8, (4)
Hokaz: A€ pnNk= A€k (no KOHCTpYKIHjK)
O€c;=S8,(0A)=0B=0A=20B= Be€k.
O€b =8, (0A)=0C=0A=20C=C€ck.

Jlokazaau cmo na Temena tpoyria ABC npunanajy Jatom Kpyry.

1)
)
3) Koncrpyuimemo npasy p = Ss(a)
)
5)

Jomr Tpeba mokazaTu Ja JIM Cy oJroBapajyhie mBHIle TPOyIva HapaJesHe mpaBama a, b, c.
Hajope, mupekTHO M0 KOHCTPYKIHjH, Ha 0CHOBY S, (A) = B u S;,(A) = C, nmamo:

ABlc Nep Le= AB | ¢

AC Ly ANby Lb= AC || b

3a mBuny BC' me MmoxkeMo oBako. Ann, u3 S, 0 S,, 0 S, = S, cnarameMm ca S, ¢ JI€Ba,
ofHOCHO ca Sy, ¢ JecHa gobujamo: Sy, = S, 0 S, 0 Sp,. 3a 0By U30MeTpUjy BarKH:

S, 08,08,(C) =S8, 085,(4) = S, (A) = B, onnocuo S,,(C) = B, mro 3ua4n ga
BC' 1 a;. Kako je u a; L a, konauno nobujamo n BC' || a.

duckycuja: Ao mpase a, b, ¢ HUCY nmapaJjejHe, 33JaTaK UMa IBa peIlerha; 10 jeTHO 3a



CBaKHU O] TIpeceka mpase p U Kpyra k. 0]

2.4 IlenTpaJsiHa poTaruja

CBaka JHpeKTHA W30MeTPHja PAaBHU Ce MOKe MPEeICTABUTH Kao KOMIO3UIHja JBE OCHE
pediekcuje. AKo ce oce TOKJIaajy Ta KOMIO3HMIMja MPeICTaB/ba KOMHIUIEHIH]y. Pa3sMo-

TpuheMo cy4aj Kajia ce oce CeKy U yBelnheMo HOBY BPCTY U30METPHja: IEHTPAIHY POTAIH]Y .

Cnuxka 5:

Hedununmuja 2.6 Hexa cy p u q dse npase pasru E? xoje ce cexy y mausu S. Komnosuyuja
S, 0 S, nazusa ce yenmpasna pomayuja (uau xpahe pomayuja) pasnu E?, y osnayu R,

2de je w = 2XpSq. Tauxa S je yenmap, a w y2ao pomauuje.
CBojcTBa 1leHTpAJIHE poTaIlnje:
Teopema 2.18 Pomauyuja je dupexmma usomempuja.
Teopema 2.19 Jeduna durcra mavka pomavyuje je ueHmap me pomayuje.

Teopema 2.20 Heka je Rs,, = 8,08, pomayuja pashu E*, S = pNgq. Hexa je X npouseonna
maura pasnu pazsvyuma 0d S. Tada eastcu: Rgo(X) = X1 & XXSX; ZwA SX = 5X;.

Teopema 2.21 Pomayuja Rs,, je jednosnauwno odpehena uyenmpom S U opujenmucarum
Y2A0M W, U MOJCE CE NPEOCTNABUMIU KAO KOMNO3UYUJE NPOUSEONSHUT OCHUL pedaercuja wuje
ce oce p uq cexyy S, a XpSq=w/2.

Teopema 2.22 J[upexmha usomempuja ca jedurcmeeHom GuKcHoM Maukom je pomauuja.

Teopema 2.23 Hexa je Rs,, pomayuja pasnu E?, a J usomempuja pasnu K0ja cAuKa mawky
S y Si. Tada je J o Rgwo T ' = Ry w, 20e je wy = w, axo je J dupexmua, a wy = —w,

axo je J unoupexmma mpaHchopmayuia.

Tpanchopmanuja nHBep3Ha poTalnju Mpejacrap/ba Takohe poranujy ca MCTUM IEHTPOM,
3a MOIyJapaH yrao cCynpoTHe OpHjeHTalluje.

Kommozuiiuja aBe poraiuje:
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Teopema 2.24 Hexa cy Rao u Rpp pomayuje pasnu, maxee da oo+ 3 ¢ {—360°,0°,360°}.
Tuda Komnosuyuja Rp g o Ra npedecmasna pomayujy Reatp, npu uemy je XCAB = o /2
u XABC = /2.

IIpumena 1ieHTpajiHe poTalnje y KOHCTPYKIUAjU

1. JlaTe cy Tpu mapajenne npase a, b u c. Koncrpyucaru npasmian tpoyrao ABC Taxo

na merosa temena A, B u C' npumnanajy npasama a, b u ¢ pegoM.

bl
o A

Cauka 6: 3agarax 1

1. Amaamnsa: Heka je A mpou3sBo/bHa TaduKa Ha IIPaBOj a U TeMe TpaskeHor TpoyTiaa. Tana
poramnujom oKo Tauke A 3a yrao oz 60° Tauka B ce npecankasa y tTauky C' u g00ujaMo jeiHy
CTPAHUILy TPOYTJIA.

Koucrpykumja: 1) Onpeanvo npon3Bo/bHY Tauky A Ha mpaBoj a

2) by = Raeoe(b); 3) C €byNg;

4) B =R 40 (C).

Hoxkaz: C € by N ¢ = C € ¢ (10 KOHCTPYKIUjH).

Rl (b1) =b= R0 (C) €b= B eb.

Roaloe (AC) = AB opaxne cieqn AC = AB u LCAB = 60°.

To je moBo/bHO Ja 3aKByINMO 1a je Tpoyrao ABC mpasBuian.

Huckycuja: 3agarak uMa JIBa peniema, Ipu HacyMudHoM u36opy taduke A. Porammjom
npaBe b oko Tauke A 3a yrao —60° mobumja ce jormm jegaH TpoOyrao KOju je ToaymapaH ca
KOHCTDPYHUCAHUM.

2. Koncrpyucaru ksajgpar ABCD axko je nara tadka A, a temena B u D npunanajy
JaToM Kpyry k.

2. Anammsa: Poramuja R 490 npeciankasa Tauky By tauky D. Kako tauka B npunajia
kpyxuuiy k, porupahemo kpyzxuuiy k oxo tadke A 3a yrao ox 90° . Ta porupana KpyKHHATA
k1 he cehn kpyxuuiyy k y tauku D u jgobuhemMo cTpaHHIy TpazKeHOoI' KBaJIpara.

Koucrpyknmja: 1) R4 900 (k) = ki;

2) D€ ki Nk;
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Cauka 7: 3agarax 2

3) RE,Ig()O(D) = B;

4) Spp(A) = C.

Jokazahemo ga gerBopoyrao ABCD ucnymaBa ycaoBe 3a1aTKA.

Hokaz: D € ky Nk = D € k (1m0 KOHCTPYKITHju).

Roaooe (k1) =k = R (D) € k = B € k.

RZ}QOO(AD) = AB ogakue caenqu AD = ABu ZDAB = 90°.

To 3naum ga je Tpoyrao DAB je HAKOKDPAKO-TIPABOYT/IN, A MPABUM yIJIOM KO/ TEMeHa
A.

Pedaekcujom Tor Tpoyria y ogmnocy Ha ocy BD 3aucta ;106HjaMo 1eo KBaJIpar.

Huckycuja: Axko je |k; N k| = 0 3agarak Hema perrerba.

Ako je |ky Nk| = 1 3aparak numa jegHo perierbe.

Ako je |ky NI| = 2 3amarak WMa jBa peremba.

Ako je k1 = [ 3agatak uma 6eCKOHAYHO MHOTO pellierba (ako je A meHTap jaror Kpyra, na

ce Taj KPyr POTAIMjOM CJIHKa y caMor cebe). 0

2.5 IlenTpaJsiHa cumerpuja

Crenmjanan caydaj poranuje Kaja je w = 180° Ha3uBa ce NeHTpATHA CEMETPHja.

Hedbununuja 2.7 I[ewmpanrna pomayuja Rs,, 3a yeao w = 180° 306e ce yenmpasra cume-

mpuja ca yenmpom O, y oznayu So.

Ilenrpanna cumerpuja Sp pasuu E? npecTaiba NEeHTPATHY POTAIN]Y Te PABHI OKO TauKe
O 3a omnpyxKenu yrao. OHa IpeacTaB/ba JUPEKTHY H30METPHjCKY TpaHchopMalujy paBHU
E? ca jenunctsenom dbukcaoM TaukoM O. Cpaky Apyry Tauky X paBHH OHa IpecauKaBa y
Tadky X; Te paBHu TakBy jga je Tauka O cpemurnre jayxu X X;. [lenrpanna cumerpuja je
jemnnosHauHo oxpehena taukom O.

Kako je no nedununuju neHTpaJHa CUMETpPHja BPCTa poTallMje, 3a by BarKe CBa OIIIITA

CBOjCTBa KOja BazKke 3a MEHTPAJIHY POTAIH]y.
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Cnuxka &:

HenTpanana cumerpuja So ce MOXKe IpeICTaBUTH Kao KOMIIO3HIN]a JBe OCcHe pedieKkcuje
quje cy oce Mehycobno ynpasne. Te ocHe pediiekcuje Komytupajy, 1j. So = S;0S, = §,08,
riejep Lgu{O}=pngq.

ITocsieauna Tora je:

Teopema 2.25 [lenmpanrna cumempuja je uH60AYUU]A.

Teopema 2.26 Komnosuuuja mpu ueHmpaisne cumMempuje je yeHmpaina cumempuja. Axo
CY UEHMPYU MUT MPUJY CUMEMPUIE HEKOAUHEGPHE MAYKeE, Me MPU MaAYUKe U UEHMAD PE3Y.A-

myjyhe cumempuje npedcmasnajy Memena NapaiLeso2pama.

Hedbununuja 2.8 Tauxa S je yenmap cumempuje dueype F axo je Ss(F) = F'. Axo nexa

duzypa uma yewmap cumempuje kastce ce 90a je 0HaG UYEHMPAAHOCUMEMPUYHA.

IIpumena 1eHTpaiHe CUMETPUje ¥ KOHCTPYKITHjI

1. Heka je A jenma on nBejy mpecedHnX Tadaka Kpyrosa k u [. Koncrpyucaru mpaBy Koja
canpxu Tauky A u cede kpyrose k u [ pegom y taukama B u C, tako ga BA = AC.

Cauka 9: 3agarax 1

1. Ananu3za: Ilenrparaa cumerpuja Sy npeciankasa tTadky B y tauky C.
Kako tauka B npunajga kpyry k, ako MEHTPAJHOM CHUMETPHjOM y ojaHocy Ha Tadky A

npecaukaMo Kpyr k mobujamo kpyr ki = Sa(k) xoja cede xkpyr [y tauku C.
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Koncrpykumja: 1) k1 = Sa(k);

2) {A,C} =k Nl

3) B=38,'(0).

Hokazahemo ma mpasa BC' ucnymaBa ycjaoBe 331aTKa.

Hoxkaz: C € ky Nl = C €[ (10 KOHCTPYKIHjH).
Si'k)=k=38,'(C)ek=Bek

S (AC) = AB onaxie ciemn AC =2 AB u ZCAB = 180°.

Jlaxute, mpaBa BC' 3aucra caapzku Tadky A, Koja je cpemurre ay:xu BC.

Hunckycuja: 3amaTak uMa jeIMHCTBEHO pelllebe, TomTo je Tauka C' je JTMHCTBeHA.

2. Ha mam0j cTpanumu npaBoyraoHuka Jata je Tadka M. YmucaTu y Taj NpaBOyTaoOHUK
HOBU MPaBOYTAOHWK, KOMe je jeZlHO TeMe Tadka M, a ocTana 3 TeMeHa TPUIaIajy TPeocTaTnM
CTpaHUIAMa, T10/1a3HOT IPABOYTA0HHUKA.

2. Anasmza: Heka je ma crpanunm AD npasoyraonnka ABC D garta tauka M u Heka je
MPNQ Tpazxenu npapoyraonuk. Kako je nmpaBoyraoHukK HEeHTPAJTHOCHMETPUYHA (PUTYPa Y
onHocy Ha Tauky O (mpecek JujaroHasa MpaBoyraoOHUKA), TO ce cjiuka tauke M, 1j. tauka N,
y omuocy Ha Ttauky O Hasasu wa crpanunu BC' npasoyraonuka ABCD. Jlpyra npa Temena

P u () mpunaaajy KpyKHUMU 9uju je moaynpedauk ayx MN.

Cauka 10: 3agarax 2

Koncrpyknmja: 1) N = Sp(M);
2) KOHCTpyHCATH KPYT ca neHTpoM y tadku O u npeanukom M N
3) P ABNk;
4) Q@ = So(P);
Hoxkaz: M € AD 1o ycJioBy 3aJaTKa.
CB =S80(AD) u So(M) € CB na ouna N € CB.
P € AB no xouctpykiuju, a CD = Sp(AB) n So(P) € CD na onna @ € CD.
Jomr Tpeba nokazartu ga je M PN () 3aucra nmpaBOyraoHUK.
So(MP) = NQ. Takohe u Sp(Q) = P, na je u So(MQ) = NP. Onasne ciean na je M N PQ
napaJieJiorpaM jep cy My HaclopaMHe cTpaHe napaJjiejne u jegnake. Kako je ZM PN = 90°

10 KOHCTPYKIMjU(KAO yrao HAJ IPEIHUKOM ), oHja je M N P() mpaBoyraoHuK.
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Juckycuja: 3amaTak mMa IBa pelierba, MOMTO KPYKHUMA k cede crpanuiy AB y aBe

Tadke, Kao u crpanuiy C'D.

3. Heka cy O, P, () nekoinneapre Taduke Heke paBau. KoHCTpyncaTn y T0j paBHE KB IpaT

ABCD, gauju je nenrap tadka O, a tauke P u () npunanajy npasama AB u C'D pemom.

3. Ananu3za: llearparaa cumerpuja Sp npeciankapa npasy AB y npaBy C'D u obpHyTO.
[Ipema Tome, ciuka Tauke Py omHocy Ha 1eHtap cumerpuje O nanasuhe ce na mpapoj C'D,
a ciamka tadke () Ha mpaBoj AB. Heka je p npasa oxpehena taukama P u (. Porammjom
npase p oko Tauke O 3a yrao ox 90° mobuhemo npasy p;. Ilpecek npaBux p u p; je Tauka B

(Teme TparKeHOI KBajpaTa).

of

Cnauka 11: 3amarak 3

Koucrpykmmja: 1) P, = Sp(P), Q1 = So(Q);

2) p=PQ1, q= QPF;

3) p1 = Ro,90° (p);

4) {B} =p1Np;

5) A=Rgpe(B); 6) C = So(A), D =Sp(B).

Hoxkas: IIpe cBera, jacHo je na cy P u Q1 pasiuaure tauke (nHave 6u O Guia cpeauiire
ayzxu PQ, 1j. rauke O, P. () 6uie 6u kosnmueapue), te oapehyjy npasy p. Ta npaBa cBakako
ue caap:xku O, jep ou Tag O, P, () 6une konnneapue. Aju, caap:ku tadke A u B:

{B}=pNp=Bep

Rooe(01) =p = Rogpe(B) €p=>Aep

[ItaBure, Tauke A u B cy pazandure, jep je jennna pUKCHA TaUKa OBE POTAIMje IEeHTap
O, na u oue ,,onpehyjy”’npasy p. Kako P € p, tauka P npunasga npasoj AB.

IHenTpanna cumerpuja Sp camka tauke P, ()1 vy P, (), Koje cy Takohe pasjimaure u
onpebyjy mpasy ¢. dpyrum peunma, Sp(p) = q. Hu npasa ¢, HapaBHo, He cagpxku Tauky O
U TUCJYHKTHA je ca ITPaBOM pP.

Ho, mo koucrpykiuju Sp(A) = C, So(B) = D. U3 A, B € pu So(p) = q ciequ C, D € q.

Asn w Tauke C' u D cy pasauunte (jep cy takse A u B), na n one ”oapehyjy” npasy g,
1j. ) mpunana npasoj C'D.

IIpeocTaje na mokaxkeMo Ja je KOHCTPYHCAHHU YeTBOPOYTA0O 3aMCTa KBaJIparT.

Hajupe, Ra}goo(B) = Aonakne cieqn OB = OAu ZBOA = 90°, na je AOB jeanakokpa-

KO-TIPaBOYIJIM TPOyTao, ca mpasuM yriaom ko remena O. [Tomro je So(AOB) = COD, cieau
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na je u COD jemHaKOKPAKO-TIPABOYTJIH TPOYTAO, ca MpaBuM yriaoM Ko O.

Tauxe A, O, C' cy xonuneapue, na je ZBOC = 90°. lyxu OA, OB, OC, OD cy noxy-
napue, na cy taksu u Tpoyriosu AOB, BOC, COD, DOA, ca npasum yrioBuma kox O.

Opmasae cnequ AB =2 BC =2 CD = DA, upu geny cy yriosu LABC, Z/BCD, ZCDA,
DAB cu npasu (LABC = ZABO + ZOBC = 45° 4+ 45° = 90°, u cu.).

To ympaso 3uauu jga je ABCD xBaupar.

Huckycuja: CBu Kopaly y KOHCTPYKIUJU Cy JeJIMHCTBEHO H3BOJMBHU IPH Ma KaKBOM

OJIOZKAJy HeKoJMHeapHuX Tadaka O, P, (), IITo 3Ha4Yn Ja 331aTaK NMa jeIMHCTBEHO Pelllerhe.

2.6 Tpancaanmja

Tpanciranuja paBaU IpeACTaB/ha JUPEKTHY U30METPHJY U Ka0 TaKBa Ce MOYKe IPe/ICTaBU-
TH Ka0 KOMIIO3UIIHja JiBe ocHe pedieKcuje, ¢ TUM TITO Cy KO/ TPaHCAAINje oce TUX pediek-

cuja mapaJesHe 0 pa3JnIuTe.

Hedbununuja 2.9 Hexa cy p u q napaseane npase pasru E? v P, QQ mauke mux npasus

pedom, maxee da je PQ) L p. Komnosuyuja S,08, 306e ce mparcagyujo me pasuu 36 6eKmop

v = 21765, y o3nauu T4 .

Teopema 2.27 Hexa je Tz = S, 08, mpancaayuja pasHu E? 3a sexmop U = 2@ (P € p,
—
Q€ q, PQ L p), a X npoussomna maura me pasnu. Tada: T3(X)=X; & XX, = .

P“ b4
‘ | —p
| — \/d
= . e
P —ta
X o —|- w#—a X'
X4
Cnuka 12:

Teopema 2.28 Tpancrayujae T jednoznauno je odpehena sexmopom U u moorce ce npeo-
CMABUMU KGO KOMNOZUUUIA 08GJY NPOU3BONSHUL OCHUT DePAEKCUIa KOJUMG CY OCE NAPANEAHE

npase p u q, maxee da 3a neke dee mauke P € p, Q) € q, PQ L p, sascu 21@ =,
Teopema 2.29 J[upexmma usomempuja pasHy 0€3 GUKCHUT MaUaKa je MpaHcAayuja.

Teopema 2.30 Hexa je To mparcaauyuje pasru 36 sexmop v = 2@. Tada: Tz = SgoSp.
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Jlakse, TpaHcaaldja je IUpEKTHA H30MeTpHja, Kao KOMIO3MIMja JIBe OcHe pedJieKcuje
n Hema PUKCHUX Tadaka. JacHo je ja je mHBep3HA TpaHcdopmalnja TpaHcaamnuje takobhe
TpaHcIANMja 3a CyIpOTaH BEKTOP, KA0 W Jla je KOMIO3UIIMja JIBe TPAaHCAAIMje TPaHCIAIn]a

3a 30UPHU BEKTOP.

ITpumena Tpaucaanuje y KOHCTPYKIIUjU

1. Heka cy A, B nBe Tauke u k, [ 1Ba Kpyra Heke paBHH. KoHCTpyHcaTn mapaJsesorpam
ABCD, rako na C € k, D € l.

1. Amanmuza: Tpaucnanuja T3 upeciukasa rauky Dy tauxy C. Iomro rauka D npu-
naja Kpyry [, Tpancjaanujom Kpyra [ 3a BeKTOpP 1@ J00ujaMo KpyT l; KOju y Ipeceky ca

Kpyrom k naje tauky C'. Ha Taj Haumn cmo nobuiam apyry crpanuiy mapaseaorpama BC.

Cnuka 13: 3amarak 1

Kouncrpyknuja: 1) ), = T;3(0);2) C € hnNk; 3) D = A__B}(C).
Hoxkaz: C € [y Nk = C € k (110 KOHCTPYKIHjN).
E%(ll):léa%(c)eléDel

Jlaxste, tauke C' u D npunanajy kpyrosuma k u [. Takohe Baxu:
T(C)=D = DC = AB = DC = AB A DC || AB.

Tume cmo nokazauu ga je ABC'D napaJjienorpam.

Huckycuja: Ako je |l; N k| = 0 3agarak HeMa pelera.

Ako je |l N k| = 1 3amaTak uMa jeHO perere.

Ako je |l Nk| = 2 3amarak uMa JBa pelierba.

Axko je [} = k 3agarak mMma 6€CKOHATHO MHOI'O Pelllerha

Ocum TOTa, MOXKE ce JOTOIUTH J1a HeKa OJ IpecedHux Tavdaka Kpyrosa [, u k Oyae KoOIu-

neapua ca A u B. TakBa curyaruja He maje mapaJjeorpam.

2. Heka je p npaBa, a k u [ gBa Kpyra Heke paBHH. KoHCTpyHcaTH IIpaBy MapajeaHy

1IPaBOj p, TaKo Jia KPyroBe cede y Tadkama Koje ojpelhyjy nojy/japHe TeTuse.

2. Anasmza: Heka je mpaBa ¢ mapajenHa ca mpaBoM p u Heka cede kpyrose k(Oq,r1) u
[(Oq,13) y Taukama A, B u C, D, tako na AB = CD.
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Canauka 14: 3amarak 2

Heka cy M u N momHoxKja ynpaBHUX U3 IeHTapa Kpyrosa k u [ Ha npaBy p. Tpanciaamnmja
Ty tpecaukasa retuBy AB y terusy C'D Koje npunajajy npagoj q.

Koucrpykmumja: 1) Koncrpyumemo npase m> O, m Lp;n>S , n L p;

2) {M} =mnp, {N} =nnp;

3) kv = Ty (K);

) {C, D} =k Nl

5) TA%(C, D) = A, B;

6) g=CD.

Jloxazahemo 12 je mpaBa ¢ mapasesHa ca p U Ja Ha KPYTOBUMA OJICeIa MOy lapHe TeTHUBe.

Hoxkas: TIpema xkoucrpykumjn je: {C, D}y =k Nl=C,D €.

Taxofe C, D € ky = T]\;_;}(C, D)ck= ADBck.

[MITaBuire, n3oMeTpHuja IyBa pacTojama, na Baxu u AB = CD.

C ob3upom Ja cy mpaBe m W n M0 KOHCTPYKIMjU YIpaBHE HA IIPABY P, OHE CY YIIPaBHE U
HA BEKTOP TPAHCJIAI]e m , a Tpancaanuja Torv cmuka my n, a rauky O € m y Ttauky
O; € n, Koja je meHTap Kpyra kj.

Kpyrosu ky u [ ceky ce y C ' u D, na je O1.S L CD (neHTpu npunajajy MeanjaTpucu
ayzxu CD).

Ho O;S=n=n 1 CD.

Kako jeu n L p, ciequ CD || p, 1j. q || p.

Konauno, M, N € p, na je Tmil(q) = ¢, IITO 3HAYM JA T]\%V(C’, D)eg= A BE€gq.

Tume je jloka3 3aBpllieH.

Huckycuja: Ako je |k; Nl| = 0 3agaTak HEeMa pererba.

Ako je |ky NI| = 1 3agarak Hema perera.

Ako je |k1 NI| = 2 pememne je jeHHCTBEHO (Mpecek KPYroBa je jeHa ojl TeTHBA).

Ako je ki = [ 3amatak nma GeckoHauHO MHOTO petersa (To fie ce qoroauru ako ¢y Kpyrosu

k wu | nonynapuu u OO, || p).

3. Heka cy a n b jaBe mapaJjiesiHe mpapBe, ¢ IIpaBa Koja UX cede u [ JIy’K HEKe PaBHH.

Koncrpyucaru npapunau Tpoyrao ABC dmja TeMeHa IPHUIIAIAJy JATHM IIpaBaMa pPeIoM, a
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HUBUIIA je MOAYyIAapHA JATOj AYKH .

Cauka 15: 3agarak 3

3. Amanmza: Hajupe onpeaumo tauke A; € a u By € b tako ja je A1 By = [, a 3atum
u Tauky C; Tako ma je tpoyrao A,B;C\ npasmian. [lorom kpo3 Tauky C| KOHCTPYHUIIEMO
npaBy ¢ napaJiesiny ca npabama a u b. IIpecek npasux ¢ u ¢ je rauka C. 3aTuM TpaHCIUPAMO
tpoyrao A; B1C) 3a Bektop C

Koucrpyknmja: 1) Bupamo npoussosbHy Tauky A; € a;

2) {B1} = k(A,)Nb;

3) Ry 600 (B1) = Cy;

4) Kouncrpyuiemo npasy ¢; 3 Ch, ¢1 || a ;

5) {C}=cnNec

6) TC?(Al,Bl,Cl) =AB,C

Hoxka3z: [Ipema kouctpykuumju je: A; € a, By € b, |[A1B| = L.

Taxohe umamo R4, 0o (B1) = C1, omakne crenn ga je A1 By = A,Cy uw LB A Cy = 60°,
Tj. 1a je Tpoyrao A;B;C} mpaBuiaH, ca IyKWUHOM UBHUIE .

Kaxko je ¢; || @ BekTOp m je KoJimHeapaH IMpaBaMa a 4 b 1a cy oHe MHBapHUjaHTHE IIPHU
TPAHCIAIN]H TC?

To 3naun jma he canke tagaka A; u By npunagatu npasama a u b, 1j. A € au B € b.

Taxobe je npema koucrpykimju C' € ¢

[Tomrro u3omerpuje ciaukajy dburype y noayaapue dburype, To je rpoyrao ABC npaBuia.

Huckycuja: Heonxoman ycios j1a 6u koucrpykiuja Tpoyria Ay B1Cy 6uia moryha je 1a
je ayxuna crpanune | Beha win jegnaka pacrojamy d(a,b).

Ako je | = d(a,b) 3amarak nma JBa perema (poraiuja JoAUpHE Tavuke je Moryha y jBa
cMepa).

Ako je | > d(a,b) 3amaTak uMa 4eTUPH pellierba (0 JBa pellemba 3a CBAKU CMep POTalluje).

Tpauncranuja Tpoyrina A; BCy y Tpoyrao ABC' je jexno3naqno oapehena.

4. Koncrpyucaru gerBopoyrao ABC' D kaja cy no3nare JyKHHE CBUX -ETOBUX CTPAHUIA

n ny:KuHa ayku FF Koja cmaja cpeJuITa JiBe CYIpPOTHE CTPaHUIIE.
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Cnuka 16: 3amarak 4

4. Ananusa: Heka je tauka E cpenumire crpanute AB, a Tauka F' cpeauinTe CTpaHuIe
CD u Hexa je q = E Tama je:

T+(AD) = ED, = DD, = AE = DD, = AE A DD, || AE.

T5Y(BC) = ECy = C1C = EB = C,C = EBAC,C || EB.

U3 nperxoauor 3akmydyjemo aa je: DDy = CCy A DD, || CCY, ma cy tpoyrmosu DDy F
u CCF nonymapuu u Z/DFD = ZC{FC, na caequ na cy tadke Dy, F' u (] KoquHeapHe.
Tpoyrao EC1D; je moryhe kKoHCTpyHCATH.

Koucrpykmmja: 1) £/ = Sp(E);

2) Koucrpyumemo napanenorpam FECiE'D; (nosHara aujaroHana u ¢Be 9eTHPU CTPAHH-
ne);

3) Kouncrpyuimemo tpoyrao Dy DF u tpoyrao C1CF;

4) Kouncrpyurmemo tauke A u B;

Jokaz: Ha ocHoBy aHajm3e n KOHCTPYKIAje 3aCHUBA Ce JT0Ka3.

Huckycuja: Perere je jequncTBeHO.

2.7 Kimuzajyha pedaekcuja

Ocraso HaM je jomr ja pasMOTPUMO CAy4aj KOMIIO3HUIUje TPpu OCHe pedJieKcrje ako oce

TuxX pediekcuja He NPUITAJIAjy jeIHOM TpaMeHy.

Hedunnunuja 2.10 Hexa je Tw mpancaayuja 3a eexmop U = 2@, a Spg ocHa pedaexcuja
pasnu E%. Komnosuyuja T= o Spg s06e ce xausajyhia pedaercuja pasnu E* ca ocom PQ u

3G 8EKMOP 2@, Y 03HAULU Q'ﬂ@. Qﬂ% = 7’2% o Spg

Knuzajyha pediekcuja je jenHosnaqno ogpehera cBojoM ocoM U BeKTOpoM. TpaHciamuja
u ocHa peduieKcHja KOMYyTHpPajy jep mMmajy 3ajeanmdky ocy P(Q), a takohe m omrosapajyhe
ocue pediekcuje komyTupajy jep je p L PQ u g L PQ

T3 0Spg=8,085,08pg =85,08pg oS, =8pQoS,0S5,=SpgoT%
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Jaxne, kuzajyha pediekcuja ce MoxKe IPeICTABUTH KAa0 KOMIIO3HUIIja TPH ocHe ped.aek-
cuje, Ipu deMmy je oca jejaHe ocHe pediekcuje ylpaBHa Ha Jpyre JiBe.
C obG3upom j1a je TpaHcJaIuja paBHU IUPEKTHA, a OCHA pedJIeKCHja WHINPEKTHA H30Me-

TpHuja, BUXOBA KOMIIO3UIU]a je WHIUPEKTHA U30MeTPHja.

Teopema 2.31 Kausajyha pepaexcuja je undupexmua uzomempuja 6e3 durcruxr mauaxa.

Teopema 2.32 Hexa cy p, q, v npase pasnu E* xoje ne npunadajy ucmom npameny. Tada

rKomnoszuyuja S, o Sy o S, npedcmasna kausajyhy pedaekcujy me pasnu.

Teopema 2.33 Csakxa undupexkmua usomempujae pashu 0e3 durcHur mavaka je xausdajyha

pedaercuja me pasHu.

ITpumena kau3ajyhe pediekcuje y KOHCTpyKIujaMa

1. Heka je p npaBa, A u B Tauke ca HCTe cTpaHe Te ImpaBe u | AyK Heke paBHU. OapeanTn
Ha 10j upasoj rauke X u Y rako ga XY = u 36up |[AX|+ | XY |+ |Y B| 6yne Mmunumasan.

R

Cnauka 17: 3amarax 1

1. Anasm3a: Hexka je BekTop @ YHjH je MHTEeH3UTET JyKUHa JIyzKH [, TpaBall oapehen
HpPaBOM P , a cMep IoJoxKajeM Tadaka A n B.

Knuzajyhom pedaekcujom ayxnm AX ca ocom p 3a BEKTOD @ nyx AX ce cimkay AY.

WNusep3nom kauzajyhom peduiekcnjom g% Tauka Y ce ciauka y Tauky X.

Koucrpykmmja: 1) Koncrpyumemo tauke A, B' € p, AA' L p, BB 1L p;

2) Opabepemo npousBosbHY TauKy P € p; _

3) Koncrpyuimemo tauky @ € p, @ = |l|‘ﬁ/—g/’

4) A1 = Gpg(A); 5) {Y} = BA1 N p; 6) X = G5(Y).

Jlokazahemo J1a oBako ojpeheHe Tavke 3a/10BO/baBajy TParKeHH 3aXTeB.

Hoxka3z: IIpe cera, u3 Koncrpykimje je ounryenno g1a X, Y € pu XY = PQ = 1.

Tpebda opmax npuMeTuTH 1a H300p Tadyke () Ha paBoj p He oapehyje camo JTyKUHA Ty KA

[, Beh u mo3unuja Tauaka A nu B. Haume, BeKTOp Kan3ama MOpa 1a HAC BOIH ,,Ka’ Tauku B, a
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He JIa Hac O e yaasbaBa, mTo 06e36ehyje Tpehn Kopak y KoHcTpyKimju, onpehyjyhu rauxy
() TAKO J1a BEKTOPH ﬁ) u A'B’ 6yny ucro ycmepenu. (A'B’/|A’B'| je opr BekTopa A’'B’).
Hexka je Y7 npousBosbHa Tauka npase p, a X = g%(Yl). Ha ocnoBy ocnoBHmx ocobuna

M30MeTpHja U HejeTHAKOCTH TPOYT/Ia UMaMo (Kao IITO ¢e TPAXKUIIO):

[AXa| +1XaVi|+ Bl = [Gpg(AX))| + [l + VB = [I|+]AYi]+ V1B
> | + |A1B| = ||+ |AY|+ |YB|
= [ XY[+]G5(AY)|+[YB| = [AX[+|XY]|+[YB|

Huckycuja: 3amatak uMa jeIMHCTBEHO pelieme, jep je Tadka Ap jeganosnadno ojpehena

kauzajyhom peduiekcujom, a upecek jayxku A B u upase p je jeJuHCTBEH.

2.8 Pa3uwm 3azamnnm

1. Heka cy k u [ Kpyrosu ca pa3Hux cTpaHa lpaBe p HeKe paBHH. KOHCTpyHcaTn KBaJpar

ABCD xowme temena A u C npunajajy mpaBoj p, a temena B u D kpyrosuma k u [.

1. Anamm3za: /lujaronasne kBajpara cy Mehycobno nomymgaphue, HOpMaJHe U MOJIOBE Ce Y
neHTpy KBazapara O. AKo Kpajme Tauke aujaronase BD mpumaiajy Kpyrosuma k u [, pegom
OHJIa je MpaBa p, KOjoj MPHUIAajy Kpajibe Tauke aujaronasne AC, memaujarpuca ayxu BD
(rauke B u D cy ocHOo cumerpudHe y ogHocy Ha upaBy p). OcHom peduekcujom jayxu AB 'y
O/IHOCY Ha mpaBy p Tayka B ce ciuka y tTauky D. Kako Tauka B nmpunasga kpyry k, To hemo

ocHoM pedyiekcujoM Kpyra k j1odutu ciauky ki, a y mnpeceky kpyrosa ki u [ tauky D.

k B,
A
7 \\ K
DN
BTSN
! \\ g A
g | N P -
A A 0p CNECY P
\ \/ %
\ i *
\ 1N ! /
S b //
N
{ j\\ W2 v o
|/
(\ f \\/ 31
~ / £
DN % //

Cauka 18: Bagarak 1 u 3amarak 2

Koucrpyknmja: 1) Koncrpyumewmo ky = S,(k);

2)D€k1ﬁl;
3) B=S,'(D);
4) O = BD Np;

5) Rogoe (B, D) = A, C.

Hoxka3z: D € [, 10 KOHCTPYKIIHjH.
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B=S8,'(D)=BecS,(khhnl)=BeS, (k)=Fk.

Pedaexcnja S, cimmka By D, na je p meaujarpuca gyxxu BD np L BD.

Tauka O mak mpunaja mpasoj p, ma poranuja Ro g cauka Tauke B u Dy tauke A u C
Ha TTpaBoj p.

C ob3upom 1a je O u cpenumre Jy:ku BD, Ha ocHOBY ocobuHa poranuje Rogpe BazKu
OB = OD = OA = 0OC, xao u ZBOA = ZDOC = 90°, na je u ZCOB = LZAOD = 90°
1j. TpoyrsioBu BOA, DOC, COB u AOD cy mehycobuno noaymapHu u CBU jeTHAKOKDPAKO-
PaBOYIJIH, IITO 3HAYM Ja derBopoyrao ABC' D 3aucra mpejcraB/ba KBaJpart.

Huckycuja: Ako je |k; Nl| = 0 3a1aTak HEMa pelemba.

Axo je |k; NI = 1 3agarak uma jejHO pelierbe.

Ako je |ky NI| = 2 3amarak uMa 1Ba peremba.

Axko je ky = [ 3agarak nma 6€CKOHAYHO MHOTO PEIerna .

2. Heka cy p u q upase, [ nyx u O tadka jejne paBuu. Koncrpyucaru Kpyr k ca HeHTpOM

y O Tako ga Ha mpaBama p u ¢ oxcena ayxku AB u C'D pegom, takse 1a je AB+ CD = 1.

2. Ananu3za: [IpernocraBumo 1a je 3agarak perren. Heka cy P u () MOTHOXKja YIIPaBHUAX
u3 tauxke O Ha npase p u ¢, d; u do pacrojama Tadke () 10 TPABUX P U ¢, & W KOHBEKCHU yTao
ZPOQ. Heka je dy < dy He ymamyjyhu ommrrocr.

Poranuja Ro,, ciuKa KpyT y camor cebe, a TeTuBy AB y TetuBy A, By, napajeany TeTHBA
CD, 1j. gverBopoyrao A; B, DC je tpames.

Heka je P, cnuka tauke P, R cpemmmre ayxu P, a RS cpenma juHHja Tpamesa
P, B D@). Ouna uma ayxuny 1" Moryhe jy je KOHCTpyHCaTH.

Taxkohe B1D L OS, ma ce no tauke D jako jgosia3u, y npeceky wHopmasie Ha OS y S u
npase q.

Koucrpykmmja: 1) Koncrpyumemo npase mun, m Lp, m> O, n L qg,n > O;

P=mnp Q=nnNgq;
3 =Ro w( ) =TRo w( ) )

4 KOHCprI/IIHeMO Tauky R, Kao cpeaumre ayxu PiQ);

2)
) p1
)
5) Kouncrpyumiemo rauky S, RS 1 PiQ), RS = i
6) Koncrpyumemo mpasy s, s 3 .5, s L OS;
7)D=sNgq;

8) Kouncrpynmiemo kpyr k(O, |OD]).

Jokazahemo j1a oBaj Kpyr 3a0BO/baBa TParKeH! 3aXTEB.

Hoxka3z: 1360p yria poramuje obe3dehyje na mpase p; u q Oyay napasenane. Kpyr k

cede mpaBy p; y Taukama By u A, a ayxk RS je cpenma qunuja Tpamnesa Py B D@, na je
PB,+DQ = é, 1j. A1By + DC = [, vae je C' npyra upecedna tadka kKpyra k ca mpaBoM q.

Kako je p = Ralw(pl) a poramumje 4yBajy ayzKumHe u npeceke, taake A m B he, xao
HHBep3He cyimKe Tadaka A; u By, outn y nupeceky kpyra k u npase p, npu demy AB+ DC' = [.
Huckycuja: Jla 6u obe ny:xxu AB u C'D nocrojase, Tpedbaso 6u ma ce tauke D u S naly

ca ucre crpane npape OQ). YV rpanmanom ciaydajy D = (), a Kpyr k Ha IpaBoj p OJcena, ayzxK
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AB 2 [, a apyry npaBy Aoaupyje. YKOIUKO je ayK [ kpaha o7 oHe Koja MOCTHKe IPAHUIHE

caydaj, Kpyr Hehe uMarTu JOUPHUX Tadyaka ca MpaBoOM (.

3. Hare cy nekonmueapue tauke P, (), R. Koncrpyucatu Tpoyrao ABC, Tako na P, ), R

OyLy cpeaMITa KBaJipaTa KOHCTPYUCAHUX HAJl WBUIAMA TPOYIJIA Y EEeroBOj CIOJbAITEOCTH.

Cnauka 19: 3amarak 3

3. Anasm3a: [Ipernocraumo ma tpoyrao ABC 3amoBo/baBa ycjioBe 3aaTKa. 1poyrao
ABC u tpoyrao PQR cy wcTto OpujeHTHCAHN.

RR,90°'(A) = B; RP,90°(B) = C; RQ,90°"1(C) = A; J = RP,90° o RQ,90° o
RR,90°(B) = B

Corarame RP,90° 0 RQ),90° 0 R gpe (1pu deMy Cy CBE YIJIOBH [MO3UTHBHE ODHjeHTALH]e)
npe/icraB/ba Takohe porarujy, Koja uma (purcny tauky B.

Heka cy npBe r u ¢ TakBe ga r 3 R, ZQRr =45°u ¢> Q, ZRQq=45°u {S} =rNgq

Tana je ZRSE) = 90°, na je Tpoyrao QRS jeIHaKOKpPaKO-IIPABOYTJIH.

Tauky B je morylie koncrpyncaru kao rpehe reme rpoyrana PSB (LBSP = 90°, ZSPB =
45°).

KoucTpykiuja:

1) Koncrpyuimemo Tauky S, kKao Tpehie Teme rpoyria Q RS, ca MO3UTHBHO OPHjeHTUCAHUM
yrioBuMa XSRQ) = 45°, XRQS = 45°;

2) Koncrpyumenmo tauky B, kao Tpehie Teme Tpoyraa PSB, ca O3UTHBHO OPUjeHTHCAHUM
yraopuma XBSP = 90°, XSPB = 45°,

3) RP,90° 1 B) = C; 4) RQ,90°"1(C) = A.

Hoxka3z: Tpeba nokazaru mga cy P, (), R 3aucTa HeHTpH KBaJpaTa HaJ oJroBapajyhum
usnmama rpoyriaa ABC.

Ha ocnoBy xomcTpyKImje je: RIS,1900<B) =C = PB = PC,/BPC = 90°, na je Tpoyrao
BPC' jenHakOKpaKo-IpaBOYIJIA Ca IPaBHM YIJIOM Kox Temena P, Tj. P je neHTap KBajparta
a1 upunom BC.

Takolje Ha OCHOBY KOHCTPYKIIH]E je: Ré}goo(C’) =A=QC QA LZCQA=90° na jen
tpoyrao CQA jenHakokpak, W ca IpaBuUM yIJIOM Ko TemeHa (), Tj. () je menTap KBajgpara

nag upunom C'A.
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ITo TeopeMu 0 KOMIO3HIUjK poTalKja, 3a caarame RP,90° o R(Q),90° o R R, 90° Baxu:
RP,90°0RQ,90°0RR,90° = RP,90°0(RQ,90°0RR,90°) = RP,90°0R.S, 180° = RB,270° (1)

npu demy je tadka S rpehe Teme tpoyriaa QRS (XSRQ = 45°, XRQS = 45°), a tauka
B tpehe Teme Tpoyria PSB (XBSP = 90°, XSPB = 45°), 10 KOHCTPYKITH]H.

Konauno umamo:
RP,90° 0 RQ,90° 0o RR,90° = RB,270° < RR,90° = RQ,90° o RP,90° " o RB, 270°

= RR,90°(B) = RQ,90° 'oRP,90° 'oRB,270°(B) = RQ,90° 'oRP,90° ! (B) = R4 (C) = A

omakne RB = RA,/BRA = 90°, na je u Tpoyrao BRA jenHaKOKpaKO-IPaBOYIJIA Ca,
LpaBUM YIJIOM KoJ TeMeHa R, Tj. u R je menrap KBajapara Haj uBuuoMm AB.
Huckycuja: Cnarame TpH poTaldje Jaje jelHHCTBEHY POTANHjy Rp 2700, Ia U jeIUHCTBe-

Ho treme B. KoHcrpykiuja apyra jgBa TeMena je oHja u3nybhena, ma je pelleme jeJUHCTBEHO.

3akJpydaK

Humb oBor pajsa Mu je 6O Ja MOKaxKeM Kako ce y3 IMoMoh m30MeTpHuja HPernu3HO KOHCTPYH-
1y JiBojiuMeH3uonajHu objektu. Mzomerpuja ojakinaBa pasyMeBaihe HPOCTOPHUX OJ[HOCA U

KJIACUYHA KOHCTPYKIIHja 0e3 e 6u y MHOIUM HaBEIEHUM TIPUMEPUMa 3aXTeBaja BUIIE TPY/IA.
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