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Шоров алгоритам и квантна надмоћ

1 Увод
Област квантног рачунарства jе млада и перспективна, међутим знање широке популациjе

о њима jе мало. Ове машине се користе принципима рада квантне механике, области физике
коjа постоjи тек мало више од 100 година. Функционисање квантних рачунара и алгоритама
коjи се извршаваjу на њима jе доста другачиjи у односу на "класичне", бинарне рачунаре.
Циљ овог рада jе да барем мало поjасни концепт квантних рачунара, али и jедног од алгори-
тама коjи се на њему извршаваjу, Шоровог алгоритма. Испоставиће се да ови рачунари нуде
решења коjа бинарни рачунари не могу ефикасно понудити и самим тим шире могућности
онога што jе могуће извршити на рачунару. Такође се покреће питање коjа од ове две врсте
рачунара jе боља и како се то може доказати, па ће бити и речи о квантноj надмоћи коjа се
бави овим питањем. Посветићемо се и потенциjалноj примени квантних рачунара, из разлога
што њихова експанзиjа jош ниjе почела.
Да бисмо боље разумели концепт квантних рачунара, разлоге зашто могу постати надмоћниjе
машине од бинарних рачуанра, али и схватили концепт самог Шоровог алгоритма, морамо
знати догађаjе и открића из поља квантне механике и рачунарства коjа су им претходили.

1.1 Кратка историjа квантне механике

Са сигурношћу могу да кажем да
квантну механику нико ниjе
разумео.

Richard Feynman
(1918-1988.)-амерички физичар

Од настанка човека као бића, приписуjе му се епитет радозналост. Човек од своjег наj-
раниjег доба истражуjе и покушава да што боље разуме самог себе, свет чиjи jе он део и
поjаве коjе чине таj свет. Као резултат ове човекове особине, настанком првих цивилизациjа
и писма, временом настаjу и науке: биологиjа, историjа, географиjа, хемиjа... коjе покушаваjу
да на што обjективниjи начин опишу и класификуjу разна питања коjа су занимала човечан-
ство и пренесу их будућим генерациjама. Наука коjа проучава и тежи да дефинише своjства
природних поjава и тела назива се физика. Кроз векове физика jе успела да опише броjне
феномене коjи су до тад интригирали човечанство (разна кретања, гравитациjу, електричну
струjу, карактеристике гасa и флуида) и до краjа 19. века физика jе описала велики броj тада
познатих поjава.

Међутим, краjем 19. и почетком 20. века откривен jе низ проблема коjи се нису могли
доказати "класичном" физиком. Неки од тих поjава, ефеката и експеримената су ултраљуби-
часта катастрофа, фотоелектрични ефекат и Маjкелсон-Морлиjев експеримент. Решавањем
ових проблема настаjу три нове гране физике, коjе сy показале да свет, ипак, ниjе онакав како
jе замишњан. Ове гране се и данас активно продубљуjу и то су: општа теориjа релативности,
квантна механика и квантна теориjа поља, коjа их обjедињуjе и повезуjе.

Први проблем коjим се бавила квантна механика jе ултраљубичаста катастрофа. На-
име, класичном физиком ниjе било могуће описати расподелу енергиjе електромагнетног
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зрачења апсолутно црног тела. Реjли-Џинсовим1 законом jе покушана апроксимациjа ове
расподеле, међутим за високе вредности фреквенце Реjли-Џинсовим законом се добиjа бес-
коначна вредност, што би значило да би апсолутно црно тело у тренутцима емитовало целу
своjу енергиjу до апсолутне нуле, што се наравно не дешава. Броjни физичари су покушавали
да реше оваj феномен, да би 1900. године Макс Планк 2 извео закон помоћу кога се савршено
описуjе ову расподелу. Приликом извођења ове формуле Планк jе користио хипотезу:

E = nhν, n ∈ N

коjом показуjе да енериjа емитуjе у дискретним порциjама коjе jе он назвао квант енер-
гиjе (hν). Ово jе супротно пређашњем мишљењу да се енергиjа емитуjе континуално. Планк
ниjе први коме jе ова идеjа пала на памет, jош 1877. Болцман3 претпоставља да се енергиjа
емитуjе дискретно. Међутим, Планк jе први коjи jе доказао да jе то заправо истина.

Слика 1: Приказ ултраљубичасте катастрофе

На причу коjу jе Планк започео надовезао се Аjнштаjн4 открићем формуле за фотоелек-
трични ефекат. Оваj феномен jе открио Хаjнрих Херц 5 1887. године и представља емисиjу
електрона из металне кристалне решетке под утицаjем електромагнетног зрачења. Аjнштаj-
нова формула:

hν = Ai + Tmax

где Ai представља излазни рад електрона, а Tmax његову максималну кинетичку енергиjу,
показуjе да се енергиjа и апсорбуjе у квантима, али и да се светлост (или било коjе друго

1James Jeans (1877-1946.)-енглески физичар
John William Rayleigh (1842-1914.)-енглески физичар, добитник Нобелове награде 1904. године

2Max Planck (1858-1947.)-немачки физичар, добитник Нобелове награде 1918. године
3Ludwig Boltzmann (1844-1906.)-аустриjски физичар
4Albert Einstein (1879-1955)-немачки физичар, за откриће формуле фотоелектричног ефекта добио Нобе-

лову награду 1921. године
5Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894.)-немачки физичар
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електромагнетно зрачење) дели на коначан броj кванта енергиjе коjи се даље не деле. Не-
дуго након ових открића, кванти енергиjе добиjаjу нови назив коjи и данас носе: фотони.
Аjнштаjново откриће jе jедан од првих показатеља да светлост има дуалну природу: у неким
ситуациjама се понаша као талас, а у другим као честица.
У поприлично кратком временском периоду квантна механика jе окренула дотадашње догме
физике наглавачке, али томе дефинитвно ниjе био краj већ, напротив, само почетак. 1913.
године Нилс Бор6 излаже своjа два постулата и приказуjе своj модел атома по коjем се
електрони крећу по фиксним радиjусима, односно да се налазе на дискретним енергетским
нивоима на коjима не добиjаjу, али и не губе енергиjу. Међутим, како jе могуће да електрон
не губи енергиjу ако знамо када се креће по кружноj путањи? Одговор на ово питање дао
jе Луj де Брољ7 1923. године постављањем своjе хипотезе: ако се путањи електрона додели
стоjећи талас такав да се на путањи електрона налази цео броj таласних дужина (2πr = nλ)
и ако не постоjи никакав отпор средине, таj стоjећи талас ће осциловати бесконачно дуго, без
икаквих губитака енергиjе. Запис хипотезе:

λ =
h

p

где jе p импулс честице, λ таласна дужина таласа, a h Планкова константа. Према томе,
електрон и друге микрочестице се по де Брољу понашаjу дуално. Његова теориjа се поклапа
са првим Боровим постулатом (L = n}) и касниjе jе и експериментално доказана. Након овог
револуционарног открића поставља се питање: ако микрообjекат испољава таласна и честична
своjства, како описати његова могућа стања? Одговор на ово питање дао jе ЕрвинШредингер8

1925. године дефинисањем диференциjалне jедначине коjа jе понела име по њему. Решавањем
ове jедначине добиjаjу се функциjе коjе описуjу стања микрообjекта. Ове функциjе су познате
као таласне функциjе (ψ(~r, t) у општем случаjу; ψ(x) у специjалном случаjу када се честица
налази на jедноj оси координатног система и t = 0). Наредне године Макс Борн открива
статистичку природу таласне функциjе: |ψ(x)|2 представља густину вероватноће налажења
честице у тачки x. Ова формула указуjе на пробабилистичку природу квантне механике и
чињеницу да колико год параметара о неком обjекту, нећемо добити сигуран податак, већ
вероватноћу. Ситуациjа се компликуjе када желимо да добиjемо две особине честице у истом
тренутку. 1927. године су откривене Хаjзенбергове9 релациjе неодређености:

∆x · px > h, ∆y · py > h, ∆z · pz > h, ∆t ·∆E > h

Ове релациjе показуjу да не можемо у исто време са тачношћу знати положаj честице
и њен импулс, већ само jедне од те две особине. Исто важи и за сопствено време живота
честице и њену енергиjу. Релациjама неодређености се прикључуjе и Боров принцип ком-
плементарности (1928.година) коjи каже да jе немогуће посматрати и таласну и честичну

6Niels Bohr (1885-1962.)-дански физичар, добитник Нобелове награде 1922. године
7Louis de Broglie (1892-1987.)-француски физичар, добитник Нобелове награде 1929. године
8Erwin Schroedinger (1887-1961.)-аустриjски физичар, добитник Нобелове награде 1933. године
9Werner Heisenberg (1901-1976.)-немачки физичар, добитник Нобелове награде 1932. године
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природу микрообjекта у истом тренутку.
У наредном периоду квантна механика се усредсредила на проучавање елементарних честица
и решавање броjних парадокса, ефеката и загонетки, али jе и наишла на скептицизам њеног
описивања реалности. Наjвећи противник пробабилистичке природе квантне механике jе био,
помало иронично, Алберт Аjнштаjн. Остала jе упамћена његова изjава: "Уверен сам да Бог
не баца коцкицу". Као реакциjа настаjе ЕПР (Аjнштаjн-Подолски-Розен) парадокс из 1935.
године. Оваj мисаони експеримент покушава да аргументуjе став да физичка реалност коjу
описуjе квантна механика ниjе потпуна и има неке недостатке. Деjвид Бом jе касниjе прила-
годио ЕПР да би га било лакше разумети. Уопштено, парадокс каже:
Имамо две честице у квантноj спрези10 и извршимо мерење неке особине на jедноj од њих
две. До тог тренутка ми не знамо коjу вредност та особина има и може узимати било коjу
вредност коjу она може да узима, односно до тог тренутка те честице у квантноj суперпози-
циjи. Оног тренутка када извршимо мерење ми суперпозициjу прекидамо и добиjамо тачну
вредност те особине за честицу на коjоj смо вршили мерење, а пошто су честице у квантноj
спрези, у истом тренутку можемо знати и вредност те особине за другу честицу, без обзира
што на њоj ниjе вршено мерење. Пошто се на неки начин дешава да друга честица "зна" коjу
вредност у истом тренутку када сазнамо вредност прве честице, а честице се могу у теориjи
наћи на великим удаљеностима, делуjе као да та информациjа путуjе брзином већом од бр-
зине светлости, што jе по теориjи релативности немогуће. С тога jе Аjнштаjн био присталица
теориjе скривених вариjабли, односно веровао jе да jе квантноj мехници неопходно дода-
ти jош параметара да би тачно описала стања у универзуму.
1964. Џон Бел11 формулише теорему и у оквиру ње неjеднакост, коjа када jе њено нарушење
експериментално проверено показуjе да jе Аjнштаjн погрешио, односно да ниjедна теориjа
скривених променљивих не може да рекреира ефекте квантне механике, а ти ефекти су ре-
ални.
Оно што се дефинитивно показало jе да математика иза квантне механике функционише
беспрекорно. Половином 20. века и све присутниjом темом рачунаства, полако jе настаjала
идеjа о уређаjу коjи би симулирао квантна стања-квантном рачунару. 1981. године Ричард
Фаjнман12 у раду "Simulating physics with computers" први разматра концепт квантног рачу-
нара коjи би могао да симулира квантне системе и обjашњава зашто такав рачунар може да
их симулира, а обичан не. На основу овог модела настали су многи квантни алгоритми, међу
коjима jе и тема овог рада: Шоров алгоритам. Ови алгоритми су се показали као много бољи
и бржи у обради података у односу на класичне алгоритме. Иако ови алгоритми већ постоjе,
нису jош увек ниjе у масовноj примени. Међутим, уз брз развоj технологиjе какав jе трентно
присутан, питање jе времена када ће они бити у широкоj употреби.

10quantum entanglement-стања групе честица где ниjе могуће одредити стање jедне честице независно од
других

11John Bell (1928-1990.)-британски физичар
12Richard Feynmann(1918-1988.)-амерички физичар
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1.2 Кратка историjа рачунарства

Koмпjутери су бескорисни. Могу
вам дати само одговоре.

Pablo
Picasso(1881-1973.)-чувени

шпански уметник

Jош jедна корисна особина човека jе домишњатост. Jош од саме праисториjе човек кроти
природу и прилагођава jе своjим потребама. Ова особина има корене коjи нас воде 2 милиона
година уназад када jе тадашњи човеколики примат Homo habilis почео да прави оруђа коjа би
му олакшавала лов. Због ове особине потом настаjе точак, али и писмо. Домишљатост човека
и његова жеља да себи што више олакша свакодневне проблеме довеле су и до проналаска
разних уређаjа коjи су имали разне примене, између осталог и процесуирање разних подтака.
Из оваквих уређаjа ненепосредно настаjу и данашњи рачунари.

Пошто се дефинициjа речи рачунар кроз време мењала и данашња дефинициjа се односи
само на електронске системе, њихове механичке претке ћу називати "рачунарима".

Jедна од направа коjе су започеле идеjу о "рачунарима" jе абакус13. Ова справа за ра-
чунање jе постоjала код многих народа. Први примерци су настали на териториjи Кине око
1100. године пре нове ере и као примену су имали рачунање у декадном систему. Временом
су настали грчки, римски, jапански, руски и древноамерички абакуси. Римски абакуси су
се наjвише употребљавали у Европи и користили су се до 16. века. Ова справа jе заправо
била плоча са подељеним пољима по коjима се помераjу каменчићи или метални дугмићи и
у зависности од њиховог шположаjа добиjа се одређена вредност. Од латинског назива за те
каменчиће (calculus) jе настала реч calculare, што значи рачунати. Други абакуси и дан данас
имаjу примену: у Jапану и Русиjи су и даље саставни део културе, многа деца у вртићима
уче да рачунаjу помоћу упрошћених абакуса, а постоjе и абакуси за слепе људе, коjи помажу
слепим људима да рачунаjу.

Слика 2: примерак римског абакуса

13Нaзив потиче из 14. века и изведен jе од грчкe речи абах
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Након абакуса, од 17. века се користи логаритмар, направа коjа jе служила за израчунава-
ње природних логаритама, али и других математичких операциjа (множења, дељења, дизања
броjа на други и трећи степен, вађења квадратног и кубног корена). Логаритмар се наjче-
шће састоjи од две летве исте дужине различите ширине и од прозирне плочице са уцртаном
линиjом коjа клизи по широj плочици. Шира плочица jе удубљена по дужини тако да ужа
по њоj може да клизи. Обе плочице су баждарене по логаритамскоj скали, што логаритмар
чини jако добрим за мултипликативне операциjе, али и лошим за адитивне операциjе. Зато
се на логаритмарима ниjе могло сабирати и одузимати. Понегде се jош увек користе.

Слика 3: примерак логаритмара

Иако су ове две направе помагале човеку да брже савлада и обради податке, не могу се баш
сматрати рачунарима, jер да би процесуирале податке потребан им jе човек (човек помера
куглице на абакусу и човек помера дашчице на логаритмару). Да бисмо добили уређаj коjи
можемо назвати "рачунаром"таj уређаj мора имати одређену аутономиjу од човека приликом
процесуирања података, односно мора имати неки механизам или код по коме функционише.

Иако се заправо не зна када jе откривен први "рачунар", многи историчари се слажу да
jе наjстариjи откривени "рачунар" механизам из Антикитере, коjи потиче из 1. века нове ере.
Оваj уређаj откривен jе на самом почетку 20. века (1901. године) првих педесет година након
свог открића jе био врло мистериозан, jер се ниjе знало како функционише и коjа му jе била
примена. На самом почетку су постоjала нагађања да jе служио за астрономска прорачуна-
вања и то jе закључено на основу астрономских термина записаних на jедном зупчанику. Ова
нагађања су се испоставила као тачна, када jе Дерек де Сола Праjс14 1952.године написао рад
о овом механизму. Де Сола Праjс закључуjе да jе механизам служио као симулатор кретања
планета око Сунца, чинећи га тиме првим познатим аналогним "рачунаром". Оваj механизам
се чува у Националном археолошком музеjу у Атини и слични механизми нису постоjали (или
такви уређаjи нису пронађени) следећих хиљаду година.

14Dereck de Sola Price-британски научник и историчар
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Слика 4: механизам из Антикитере

Следећи корак у развоjу "рачунара"нас води у 1645. годину када jе Блез Паскал 15 изумео
паскалину-први аритметички калкулатор. Паскалина jе била децимална машина и могла jе
само да сабира и одузима. 1671. Лаjбниц16 осмишља рачунаљку са бубњем (нем. Staffelwalze,
енг. Stepped reckoner), прву машину коjа може да ради основне четири математичке опрациjе.
Уз њих jе могла да рачуна квадратни корен. Ове две машине иако су пионири данашњих
рачунара нису биле за комерциjалну употребу. Биле су jако тешке, скупе и нису биле много
jаке. До првог комерциjалног калкулатора ће проћи jош 150 година.

(а) Паскалова Паскалина (б) Лаjбницов Staffelwalze

Први калкулатор за комерциjалну употребу jе 1820. године изумео Шарл Томас де Кол-
мар17 и назвао га jе аритмометар. Могао jе да врши све четири основне аритметичке опе-
рациjе и био jе у продаjи следећих деведесет година. 1822. Чарлс Бебиџ18 осмишља први
озбиљниjи "рачунар-"Диференциjалну машину". Ова машина jе користила децимални
броjевни систем и служила jе за табелирање полиномских функциjа. Међутим, многе функци-
jе jе могуће апроксимирати интерполационим полиномима, па jе "Диференциjална машина"

15Blaise Pascal (1623-1662.)-француски математичар, физичар и филозоф
16Gotfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716.)-немачки математичар и филозоф
17Charles Tomas de Colmar (1785-1870.)-француски проналазач
18Charles Babbage (1791-1871.)-енглески математичар
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могла да рачуна и приближне вредности логаритамских и тригонометриjских функциjа. Ме-
ђутим, функционални прототип "Диференциjалне машине"никада ниjе завршен.Бебиџ jе био
у конфликту са главним инжењером проjекта, а финансиjска потпора коjу jе пружала влада
Велике Британиjе jе у jедном треутку нестала.Тридесетак година касниjе Бебиџ представља
побољшану верзиjу названу "Диференциjална машина 2" и постоjи пар ових машина коjе
су настале независно од Чарлса Бебиџа. Бебиџ се, међутим, ниjе зауставио на "Диференци-
jалноj машини"и jош 1833. године ради на њеном наследнику: "Аналитичкоj машини".
Први пут jу jе описао 1837.године. Ова машина jе практично била прави предак данашњем
рачунару коjи се користи у генералне сврхе са свим карактеристикама коjе ће се касниjе по-
jавити у рачунарима, међу коjима jе и програмабилност. Идеjу програмабилности Бебиџ jе
пронашао у тадашњоj текстилноj индустриjи у коjоj су машине за ткање биле прогамиране
помоћу бушених картица. 1843. године Ада Ловлеjс 19 jе преводећи рад Луиђиjа Менабрее20

везаног за "Аналитичку машину" са француског на енглески писала додатне белешке дуже
од самог превода. Испоставило се да jе Лоблеjсова написала "код" за рачунање Бернулиjевих
броjева. Ово се сматра првим компутерским програмом.

1936. Алан Тjуринг21 даjе aпстрактни модел свог рачунара: "Тjурингову машину", као
и услов коjи друге машине треба да испуне да би се могле звати "Тjуринг комплетним".
"Тjурингова машина" jе замишњена као математички модел машине коjа ради помоћу бес-
коначно дуге траке коjа jе подељена на ћелиjе коjе садрже неке симболе. Машина може да
очитава те симболе и у зависности од симбола или неког утврђеног алгоритма машина ће се
другачиjе понашати. Она поседуjе такозвану "главу за писање" коjа очитава симбол коjи се
налази директно испод ње. Под деjством тог симбола или алгоритма, машина ради следеће
три ствари у датом редоследу:

1. Пише симбол у ћелиjу (симбол може бити цифра или слово коначног алфабета)

2. Помера се за jедну ћелиjу на леву или десну страну

3. Извршава следећу наредбу или прекида рачунање

Машина коjа може да симулира "Тjурингову машину"jе "Тjуринг-комплетна". Данас jе
"Тjуринг-комплетност"стандард и скоро сви модерни рачунари jесу "Тjуринг-комплетни".

Слика 6: приказ Тjурингове машине

19Ada Lovelace (1815-1852.)-енглеска маематичарка, ћерка чувеног енглеског песника Џорџа Баjрона
20Luigi Menabrea (1809-1896.)-италиjански математичар и генерал
21Alan Turing (1912-1954.)-енглески математичар и криптограф
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Следећи велики искорак у историjи рачунарства се десио између 1939. и 1940. године када
jе на Државном универзитету Аjове настао Атанасов-Бери компjутер22. Oво jе први ауто-
матски електронски дигитални рачунар. Такође jе и први рачунар коjи jе користио бинарни
броjевни систем за рачунање и чување података. Jединице одређене за рачунање и чување
података су биле физички одвоjене, што jе била jош jедна новина. Имао jе регенеративну
мемориjу (може да се пуни и празни изнова и изнова) од 3000 бита. Атанасов-Бери компjу-
тер jе служио за рачунање система линеарних jедначина и могао jе да решава системе од 29
линеарних jедначина. Његова мана jе била што ниjе "Тjуринг-комплетан" и што за разлику
од следеће машине на листи ниjе био програмабилан.
У jеку Другог светског рата 1941. године у Берлину Конрад Цузе23 jе представио Z3, први
комплетно функционалан програмабилан потпуно аутоматски електромеханички компjутер.
Z3 jе користио речи од 22 бита и могао jе да обавља 5 операциjа у секунди. Функционисао
jе помоћу 2600 релеjа и технички ниjе био потпуно дигиталан. Цузе jе тражио од Немачке
владе да финансира проjекат да би релеjе заменио електричним прекидачима, међутим вла-
да jе одбила да га финансира назвавши проjекат "небитним за рат". Оригинални примерак
"Z3"maшине jе страдао у савезничком бомбардовању 1943. године, међутим направљено jе
пар реплика. 1998. године jе показано да jе "Z3" делимично Тjуринг-комплетан (мисли се
само на укупан броj исхода jер Z3 ниjе имао условно гранање).

Слика 7: Цузеов Z3

Немачка jе у Другом светском рату поседовала машинe за криптовање порука званe
"Енигма"и групу сличних "Лоренцових машина". Као реакциjа на ове машине настаjе
Британска таjна лабораториjа за дешифривање података Блечли парк (енг. Bletchley Park).
Већ поменути Алан Тjуринг креира машину коjа дешифруjе "Енигму", а 1943. Флауерс и
Њуман24 проjектуjу рачунар "Колос"(енг. Colossus). "Колос" jе коришћен за дешифровање

22John Vincent Аtanasoff (1903-1995.)-амерички физичар
Clifford Berry (1918-1963.)-амерички инжењер

23Konrad Zuse (1910-1995)-немачки рачунарски пионир
24Thomas Flowers (1905-1998.)-енглески инжењер
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"Лоренцових машина". Користио jе вакуумске цеви (тада коришћених у радио приjемници-
ма, а данас коришћеним у аудио поjачалима високог квалитета) да би врши нумеричке, али
и логичке операциjе. Први jе потпуно дигитални, програмабилни рачунар. Програмиран jе
помоћу електричних прекидача и полуга и прва jе "Тjуринг-комплетна" машина.

(а) Лоренцова машина
(б) Колос, дешифровао Лоренцову машину

Слика 8: Приказ Лoренцове машине и Колоса

Након другог светског рата 1946. године на универзитету у Пенсилваниjи настаjе ENIAC
(енг. Electronic Numerical Integrator And Computer)-први рачунар за решавање великог броjа
математичких проблема. Ова машина jе била огромна: заузимала jе простор од 167 квадрат-
них метара и тежила jе читавих 27 тона. Сасроjала се од око 17500 вакуумских цеви, 7200
кристалних диода, 1500 релеjа и 70000 отпорника. Улазни и излазни параметри су биле бу-
шене картице и оваj рачунар jе користила америчка воjска приликом креирања хидрогенске
бомбе.

Слика 9: приказ ENIAC-а

Maxwell Newman (1897-1984.)-енглески математичар
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1945. године. годину дана пре пуштања ENIAC-а у рад, Џон фон Ноjман25 обjављуjе своj
модел рачунара, познатиjи као "фон Ноjманова архитектура" или "Принстонска ар-
хитектура". Оваj модел се састоjи од:
1.Централне процесорске jединице (енг.CPU-Central Processing Unit) коjа се даље дели
на три дела:

a)Аритметичко-логичке jединицу(енг. ALU-Arithmetic/Logic Unit) : врши обраду по-
датака (врши сва рачунања);

b)Контролну jединицу : управља свим функциjама CPU, у себи садржи регистар
инструкциjа (чува инструкциjу коjа се тренутно извршава) и броjач инструкциjа (садржи
броj инструкциjа пре оне коjа се тренутно извршава);

c)Регистре : складиште унете параметре и резултате коjе jе обрадила АLU;
2.Мемориjу : чува инструкциjе и податке ван коjе се тренутно користе, или су се до недавно
користиле;
3.Спољно складиштење података : чува инструкциjе и пoдатке коjе се тренутно не кори-
сте;
4.Улазно-излазне механизме : механизми помоћу коjих човек комуницира са машином и
машина комуницира са човеком.

Принстонска архитектура jе први модел рачунара коjи има електронски чуван програм и
оваj модел се и данас користи. Даљи развоj рачунара се сводио на смањивање димензиjа са-
мих рачунара и повећавање рачунске снаге смањивањем димензиjа транзисторских геjтова26

и флип-флопова27, саставних делова процесора. Раст рачунске снаге jе кроз време био ек-
споненциjалан и америчка компаниjа Интел се педесетих година прошлог века хвалила како
ће сваке две године избацивати процесоре са двоструко мањим транзисторима. Данас jе таj
раст све мањи и мањи, jер се приближавамо физичкоj граници величини jедног транзистора.
Смањивање броjа иновациjа бинарних рачунара не значи да ћемо достићи максимум у ра-
звиjању рачунара. Могло би се рећи да jе револуциjа у рачунарству никад ближа. Питање jе
времена када ће квантни рачунари бити у широj употреби и када ће потиснути тренутне, би-
нарне рачунаре. Броjна питања тек следе: како се квантни рачунари разликуjу од бинарних?
Зашто се сматраjу бољим решењем? Како функционишу? Зашто jош увек нису у масовниjоj
употреби? На ова и многа друга питања одговориће следеће поглавље.

25John von Neumann (1903-1957.)-америчко-мађарски математичар и физичар
26gate-капиjа коjа извршава операциjу над битом и не чува податке
27flip-flop-капиjа коjа чува податке
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2 Основе квантног рачунарства
У овом поглављу ћемо сазнати шта то тачно чини квантни рачунар, како функционишу у

наjгрубљим цртама и како се разликуjу од "обичних", бинарних рачунара. Ово знање ће нам
значаjно помоћи да разумемо функционисање Шоровог алгоритма. Међутим, пре него што се
упознамо са основним знањем квантног рачунара, неопходно jе да уведемо пар математичких
поjмова да бисмо лакше описали поjаве у квантноj механици. Упознаћемо се и са нотациjом
Пола Дирака, aли и постулатима квантнима механике. Како бисмо могли да увидимо разлике
између бинарних и квантних рачунара, описаћемо наjосновниjи ниво бинарног рачунара: бит
и Булова логичка коjа сачињаваjу бинарни рачунар.

2.1 Неопходни математички поjмови

2.1.1 Векторски простори

Векторски простори су нам вековима помагали да математички опишемо поjаве и стања
у свету коjем припадамо. Зато jе врло битно да их дефинишемо:
Дефинициjа: P се сматра линеарним векторским простором ако га чине скупови V (скуп
структура званих вектори, означених словима грчког алфабета (ψ, φ, θ, ...)) и F (скуп струк-
тура званих скалари, означених словима алфабета(a, b, c, ...)) и две бинарне операциjе + (кла-
сично сабирање, + : V × V −→ V ) и ·(, · :F×V ), и да притом важи следеће:

• За структуру (V , +) важе затвореност на скупу V , комутативност, асоциjативност, по-
стоjање неултралног елемента из V , као и постоjање инверзног пара за сваки елемент
скупа V , коjи jе такође из V . Другим речима, (V , +) jе Абелова група1.

• (a+b)·ψ =aψ+bψ, a, b ∈ F, ψ ∈ V

• a(ψ + φ) = aψ + aφ, a ∈ F, ψ, φ ∈ V

• a(bψ) = (ab)ψ, a, b ∈ F, ψ ∈ V , при чему операциjа између a и b и b и ψ нису исте
операцииjе

• 1·ψ=ψ, ψ ∈ V , при чему jе 1 jединични елемент из F

Сва стања приказуjемо преко вектора коjе добиjамо операциjама на базним векторима вектор-
ског простора, а при тим операциjама користимо скаларе из истог тог векторског простора.

Нама наjпознатиjи и наjлакше поjмљив векторски простор jе Еуклидски тродимензио-
нални векторски простор2. У Еуклидском простору произвољан вектор ~p може приказати
на следећи начин:

~p = a~ex + b~ey + c~ez,

где су ~ex, ~ey, ~ez jединични, међусобно нормални вектори, a a, b, c скалари из R. Дуго се сма-
трало да jе Еуклдски простор тачан опис света у коме живимо. Ипак, показало се да иако

1Niels Henrik Abel (1802-1829.)-норвешки математичар
2Euclidus-чувени грчки математичар
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добро опонаша свет на макроскопском нивоу, ниjе погодан на микроскопском нивоу где важе
закони квантне механике. С тога, морамо дефинисати нови векторски производ, чиjим уоп-
штењем добиjамо Еуклидски простор.
Дефинициjа Ако направимо линеаран векторски простор са произвољно много димензиjа и
изаберемо скуп C као скуп скалара, добиjамо Хилбертов векторски простор3 H, за коjи
важи:

• Дефинисан jе скаларни производ два вектора (x, y)

• Дефинисано jе растоjање два вектора: d(x, y) =
√

(x− y, x− y)

• Дефинисан jе интензитет вектора: ||x|| =
√

(x, x)

• Важи неjеднакост торуглова: d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

• H jе комплетан векторски простор: За сваки конвергентан низ из H, лимес коjем тежи
припада H.

Преостаjе нам само да дефинишемо дуални Хилбертов простор Hd и оператор у скупу H:
Дефинициjа Сваки векторски простор има своj дуални векторски простор коjи представља
простор линеарних функционала4, с тога уз Хилбертов векторски простор постоjи и дуални
Хилбертов векторски простор Hd коjи jе простор линеарних функционала коjи све век-
торе из H сликаjу у C.
Дефинициjа Оператор A (A : H −→ H) jе математичко правило коjе када применимо на
вектор x ∈ H добиjемо вектор x′. Математички записано:

x′ = A(x)

Мала напомена: због лакшег обjашњења следећих поjмова, сматраћемо да H и Hd имаjу
дискретну базу вектора помоћу коjих се сваки други вектор може приказати.

2.1.2 Диракова нотациjа

Британски научник Пол Дирак5 1939. године уводи такозвану бра-кет нотациjу. Ова но-
тациjа се доста користи у квантноj механици и омогућава нам да лакше прикажемо векторе
и операторе, без коришћења матрица.

• |ψ〉 ∈ H се назива кет и представља вектор из изабраног H. Матрично се представља
као колона-матрица:

|ψ〉 =

a1a2
...


3David Hilbert (1862-1943.)-немачки математичар
4функционал jе трансформациjа (или скуп трансформациjа) коjе почетни векторски простор слика у ње-

гово скаларно поље
5Paul Dirac (1902-1984.)-енглески физичар, добитник Нобелове награде 1933. године
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• 〈φ| ∈ Hd се назива бра и представља функциjу одговараjућег дуалног Хилбертовог
простора коjа одговара вектору φ из одабраног H. Матрично се представља као ред-
матрица:

〈φ| =
(
b1 b2 . . .

)
• 〈φ|ψ〉∈ R се назива бра-кет и представља скаларни производ вектора φ и ψ. Матрични

приказ:

〈φ|ψ〉 =
(
b1 b2 . . .

)a1a2
...

 =
∞∑
i=1

aibi

• A : H −→ H (уjедно и A : Hd −→ Hd) jе оператор над одабраним Хилберовим про-
стором (и дуалним Хилбертовим простором), коjи се може представити као матрица6.
Матрични приказ:

A =

A11 A12 . . .
A21 A21 . . .
...

... . . .


2.1.3 Своjства кет-ова, бра-ова и оператора

Пошто смо у претходним потпоглављима (погледати потпоглавља 2.1 и 2.2) дефинисали
шта jе кет, бра и оператор и показали како се они означаваjу, време jе и да покажемо нека
од њихових своjстава, не доказуjући их:

• За сваки кет |ψ〉 постоjи jединствени бра 〈ψ| и свака координата кета има свог комплексно-
коњугованог пара у координатама браа(координати a1 кета одговара a1 координата браа,
координати a2 кета одгоавара a2 координата браа...) Обратно важи исто.

• |ψ〉 〈φ| jе линеаран оператор (очуваваjу се операциjе сабирања вектира и множења ска-
лара и вектора)

• Оператори међусобно могу, али не мораjу бити комутативни. Пошто су оператори ма-
трице, савршени примери ове особине су сабирање и множење матрица. Сабирање 2
матрице jе комутативно, док множење две матрице ниjе. Према томе:

AB 6= BA

• Оператори су међусобно асоциjативни:

A(BC) = (AB)C

6Иако оператор може представљати било коjе математичко правило (може бити функциjа, извод...), за
потребе квантног рачунарства су нам потребни само линеарни оператори, с тога ћемо на даље операторе
сматрати матрицама
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• Оператори делуjу са десна на лево на браове и са лева на десно на кетове:

〈ψ|AB = (〈ψ|A)B, AB |ψ〉 = A(B |ψ〉)

• Ако се оператор нађе између браа и кета (било 〈φ| (A |ψ〉) или (〈φ|A) |ψ〉, небитно jе, jер
jе операциjа асоциjативна) добиjа се комплексни броj:

〈φ|A |ψ〉 ∈ C

Увешћемо и следеће поjмове, коjи су име добили по француском математичару Хермиту7:

• Хермитска коњугациjа комплексног броjа jе његов коњуговано-комплексни пар:

a† = a

• Хермитска коњугациjа кета |ψ〉 jе његов одговараjући бра 〈ψ|, аналогно jе хермитска
коњугациjа браа 〈ψ| његов одговараjучи кет |ψ〉:

|ψ〉† = 〈ψ| , 〈ψ|† = |ψ〉

• Хермитска коњугациjа оператора A (означава се са A†) jе транспозициjа матрице
оператора чиjи елементи су коњуговано-комплексни парови елемената из A.

• Хермитски оператор A jе онаj оператор коjи jе jеднак свом хермитски коњугованом
пару:

A = A†

• Унитарни оператор A jе онаj оператор код кога jе инверзна матрица jеднака његовом
хемритски коњугованом пару:

A† = A−1

Ови поjмови ће нам бити важни приликом формулациjе шест постулата квантне меха-
нике, коjе ћемо детаљниjе обрадити у следећем потпоглављу.

2.2 Постулати квантне механике

Постулат(или аксиом) jе тврдња чиjа се истинитост подразумевана без доказивања. Квант-
на механика се заснива на 6 постулата, коjи даjу нове дефинициjе класичним физичким ве-
личинама и повезуjу квантну механику са математиком и тиме нам омогућаваjу да вршимо
одређена израчунавања. Следи формулациjа свих 6 постулата квантне механике.

Постулат 1. У сваком тренутку стање физичког система jе приказано као кет |ψ〉 у про-
стору стања.

7Charles Hermite (1822-1901.)-француски математичар
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Коментар: Простор стања jе Хилбертов векторски простор (погледати потпоглавње 2.1.).
Оваj постулат jе поприлично радикалан, jер и суперпозициjа нека два стања система |ψ1〉 и
|ψ2〉 коjу ћемо назвати |ψ〉 ће припадати Хилберовом простору (|ψ〉 = a1 |ψ1〉+ a2 |ψ2〉 , a1, 2 ∈
C, коришћене су само операцииjе множења скалара и вектора и сабирање вектора), што би
значило да jе и |ψ〉 стање система.
Постулат 2. Сваки посматрани атрибут A физичког система jе описан оператором Â коjи
делуjе на кетове коjи описуjу стања система.

Коментар: Оператори су детаљно описани у претходна три потпоглавља.
Деловањем са оператором на систем углавном долази до промене стања система. Ипак, за
сваки оператор постоjе стања коjа се након примене оператора не мењаjу (осим што биваjу
помножена константом).

A |ψa〉 = a |ψa〉
Ова стања се називаjу сопствни вектори, а броjеви a се називаjу сопствене вредности.
Постулат 3. Jедине могуће вредности опсервабле A (величине (атрибута) коjа се може
директно измерити) jе jедна од сопствених вредности одговараjућег оператора Â

Пошто можемо да меримо само реалне вредности, сопствене вредности an коjе одговараjу
оператору мораjу бити из скупа реалних броjева. Оператори коjи имаjу реалне сопствене
вредности су хермитски. Сопствени вектори хермитских база су ортогонални и формираjу
базу посматраног Хилбертовог векторског простора (ово своjство неће бити доказивано).
Постулат 4. Када jе извршено мерење опсервабле A над стањем |ψ〉 одређеног Хилберто-
вог простора, вероватноћа да ће се остварити сопствена вредост an jе задата квадратом
модула скаларног производа |an〉 и |ψ〉, односно квадратом модула бракета an и ψ.

P (an) = |(an, ψ)|2 = | 〈an|ψ〉 |2

Коментар: Вероватноћа мора бити реални броj.
Постулат 5. Одмах након што jе извршено мерење опсервабле и као резултат добиjена
вредност an, стање система jе сопствено стање |an〉

Оваj постулат jе познат и као "колапс таласне функциjе"и наjконтроверзниjи jе од свих
постулата квантне механике. Ако направимо експериментални систем у стању |ψ〉 и хоћемо
да извршимо мерење опсервабле коjа има више могућих сопствених вредности an, свака
од њих ће имати вероватноћу | 〈an|ψ〉 |2. Оно што jе занимљиво jе да потпуно идентични
експериментални системи могу имати различите излазне вредности, али оне мораjу бити из
скупа могућих вредности опсервабле A (постулат 4). Оно што оваj постулат говори jе да
када jедном измеримо да jе вредност опсервабле A у ствари an и ако одмах поновимо мерење
опсервабле , опет ћемо за вредност добити an.
Постулат 6. Временска еволуциjа стања |ψ(t)〉 квантног система jе дефинисана на следећи
начин:

i}
d

dt
|ψ(t)〉 = Ĥ |ψ(t)〉

Коментар:Ĥ jе хермитски оператор коjи се зове Хамилтониjан.
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2.3 Логичка кола бинарног рачунара

Да бисмо могли упоредити бинарне рачунаре са квантним, у наjкраћим цртама ћемо опи-
сати основу бинарног рачунара и обjаснити нека од логичких кола од коjих jе сачињен.
Као што и само име говори, бинарни рачунари функционишу по бинарном броjевном си-
стему и основу бинарног рачунара чини jединица података звана бит(енг.binary digit). Бит
може чувати само два стања: нулу или jединицу. У преводу, бинарни рачунар може да чува
два стања новчића за бацање: главу (1) или писмо (0). Да бисмо могли да добиjемо резултат
неког комплексниjег задатка, потребно jе да над више битова одрадимо неке логичке опера-
циjе коjе ће променити стање битова, на основу коjег ћемо таj резултат и добити. Интуитивно
jе jасно да Булова алгебра8 савршено функционише са бинарним броjевним системом, с
тога су логичка кола бинарног рачунара на њоj и заснована. У табели ће бити приказанe неке
од капиjа бинарног рачунара.

Назив у асемблеру Назив Графички приказ Улазни подаци Излазни подаци

NOT(p) негациjа p ¬p

AND(p,q) коњукциjа p, q p ∧ q

OR(p,q) дисjункциjа p, q p ∨ q

XOR(p,q) екслузивна дисjункциjа p, q p ∨ q

NAND(p,q) негативна конjукциjа p, q ¬(p ∧ q)

NOR(p,q) негативна дисjункциja p, q ¬(p ∨ q)

XNOR(p,q) еквиваленциjа p, q ¬(p ∨ q)

Табела 1: Неке од логичких капиjа бинарног рачунара

Да бисмо вршили сва логичка израчунавања, потребне су нам NOT, AND и OR капиjе
(све исказне формуле се могу свести на различит броj ¬, ∧ и ∨ операциjа коjе се могу, а
и не мораjу понављати). Међутим, функциjу капиjе OR можемо добити помоћу повезивања
NOT и AND капиjа, исто као што функциjу капиjе AND можемо добити повезивањем NOT и
OR капиjа. Дакле, да бисмо направили неко логичко коло, не морамо користи две различите
врсте капиjа. NAND и NOR капиjе се називаjу и универзалне капиjе, jер само уз помоћ
великог броjа NAND или само уз помоћ великог броjа NOR капиjа можемо направити било
коjе логичко коло.
Пошто смо увели све потребне поjмове и у наjкраћим цртама описали основу бинарног рачу-
нара, коначно можемо да се ближе упознамо са светом квантних рачунара.

8George Boole (1815-1864)-енглески математчар
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2.4 Кубит

Кубит(енг.Quantum binary digit) квантном рачунару представља исто што и бит бинарном
рачунару: његову основну jединицу информациjе. У овом потпоглављу ћемо се детаљно упо-
знати са кубитом, како се подаци у њему чуваjу, како се разликуjе од бита, како би изгледала
његова репрезенатциjа у нама лако поjмљивом тродимензионалном простору и како се систем
од више кубита понаша.

2.4.1 О кубиту и поређење са битом

Баш као и бит, кубит има два основна стања: |1〉 =

[
1
0

]
и |0〉 =

[
0
1

]
. Ипак, за разлику од

бита коjи може да чува само та два стања, кубит може да чува стања коjа су суперпозициjе
|1〉 и |0〉. Да бисмо што боље разумели ову ситуациjу, вратићемо се на аналогиjу новчића
коjу смо први пут користили у причи о биту. Бит може да чува оба стања новчића: главу(1)
и писмо(0). Кубит такође може да чува стања коjа представљаjу главу (100 посто глава, 0
посто писмо) и писмо (0 посто глава, 100 посто писмо), али и да чува стања 75 посто глава
25 посто писмо и обратно. У теориjи може чувати било коjе вероватноће за главу и писмо
докле год jе њихов збир 100 посто. Одређено стање |ψ〉 се приказуjе преко стања |1〉 и |0〉 на
следећи начин:

|ψ〉 = α |0〉+ β |1〉 , α, β ∈ C

У прошлом параграфу се такође може приметити jедна очигледна разлика између бита и
кубита: излазни подаци. Бит ће увек имати одређену вредност: 1 или 0. Кубит ће увек имати
две вредности: |α|2 и |β|2, односно вероватноћу за |0〉 и вероватноћу за |1〉 (постулат 4). Oно
што jе карактеристично за |α|2 и |β|2 jе да у збиру увек даjу 1 (збир вероватноћа мора бити
100 посто):

|α|2 + |β|2 = 1

2.4.2 Репрезентациjа кубита у тродимензоналном простору

Пошто су α и β комлексни броjеви чиjи збир квадрата модула jеднак 1, имаћемо велики
броj стања. Ипак имамо стања код коjих су парови вероватноћа идентични, а ипак нису у
питању иста стања. Као пример даjем следећа стања:

|ψ1〉 =
|0〉+ |1〉√

2
, |ψ2〉 =

|0〉 − |1〉√
2

, |ψ3〉 =
|0〉+ i |1〉√

2
, |ψ4〉 =

|0〉 − i |1〉√
2

Сва ова стања имаjу исте парове вероватноћа (1
2
, 1
2
), али ипак нису иста стања. Њих jе по-

прилично тешко замислити. Много би нам било лакше ако бисмо на неки начин могли да их
визуализуjемо у тродимензионалном. Да бисмо то урадили, потребно нам jе основно знање
комплексних броjева и поларних координата.
Комплексне броjеве α и β ћемо приказати на следећи начин:

α = r0e
iφ0 , β = r1e

iφ1 , 0 6 θ0, θ1 6 2π
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r0 и r1 су модули ових комплексних броjева, а θ0 и θ1 су њихови аргументи.

|ψ〉 = r0e
iφ0 |0〉+ r1e

iφ1 |1〉

Следећи корак jе извући eiθ0 испред зграде:

|ψ〉 = eiφ0(r0 + r1e
i(φ1−φ0))

Броj eiφ0 неће утицати на резултат (може се доказати) и може се одстранити из израза:

|ψ〉 = r0 + r1e
i(φ1−φ0)

r0 и r1 су, као што jе речено, модули ових комплексних броjева и за њих знамо да важи r20 +r11,
иста особина важи и за sin и cos истог угла. Увешћемо следеће смене коjе ће бити обjашњене
ускоро:

r0 = cos
θ

2
, r1 = sin

θ

2
, 0 6 θ 6 π

Ове смене уз смену θ = θ1 − θ0 ћемо убацити у израз:

|ψ〉 = cos
θ

2
+ sin

θ

2
eiφ,

Геометриjска интерпретациjа овог израза у тродимензионалном простору jе чувена Блохова
сфера10:

Слика 10: Графички приказ Блохове сфере

Координата вектора |ψ〉 на Блоховоj сфери jе одређена његовим поларним координатама:
његовим радиjус вектором (он jе увек jедан jер jе полупречник Блохове сфере), углом коjи
његова проjекциjа на xOy раван гради са x-осом (∠φ) и углом коjи он заклапа са z-осом (∠θ).
Разлог зашто смо се одлучили за смену r0 = cos θ

2
, r1 = sin θ

2
, 0 6 θ 6 π jе jедноставан: овако

су стања |0〉 и |1〉 на истоj оси, док су иначе ортогонални. Исто ће важити и за стања код
коjих се коефициjенти испред|0〉 и |1〉 разликуjу само у знаку. Jош jедно лепо своjство Блохове
сфере jе да се сва стања коjи имаjу исти уређени пар вероватноћа (a,b) налазе на jедном кругу
коjи jе нормалан на z-осу. Стања коjа се налазе на x-оси (|+〉 |−〉)y−(|i+〉 |i−〉)j.

10Felix Bloch(1905-1983)-шваjцарски физичар, добитнк Нобелове награде 1952.године
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2.4.3 Систем више кубита

У претходним одељцима (2.4.1. и 2.4.2.) смо се упознали са кубитом и његовим своjствима.
Иако jе кубит у поређењу са битом, осим могућности чувања већег броjа стања и нема неке
велике предности, следи прича коjа ће зацементирати надмоћ квантних рачунара у односу
на бинарне рачунаре: систем више кубита.

Баш као што можемо да посматрамо више битова бинарног рачунара истовремено, можемо
посматрати и више кубита квантног рачунара истовремено. Ради jедноставности, на почетку
ћемо посматрати систем коjи се састоjи од два кубита. Оваквав систем има четири основна
стања: |00〉, |01〉, |10〉 и |11〉. Ово опет, као ни код jедног кубита, ниjе никаква новина. Два
бита могу исто могу бити у jедном од ова 4 стања. Ипак, овде се поjављуjуjе први феномен
квантне механике, коjи се jавља и код jедног кубита, али овде долази до много већег изражаjа:
квантна суперпозициjа.
Aналогно jедном кубиту, где смо имали суперпозициjу два основна стања система, код система
са два кубита ћемо имати суперпозициjу четири основна стања:

|ψ〉 = α00 |00〉+ α01 |01〉+ α10 |10〉+ α11 |11〉 , α00, α01, α10, α11 ∈ C

За броjеве α00, α01, α10 и α11 важи исто што jе важило и за броjеве α и β код jедног кубита:
вероватноћа да jе систем у неком од основних стања jе jеднака квадрату модула коефициjента
коjи jе испред тог стања:

P (|00〉) = |α00|2, P (|01〉) = |α01|2, P (|10〉) = |α10|2, P (|11〉) = |α11|2.

Збир ових броjева jе такође jеднак jединици као и код jедног кубита:

|α00|2 + |α01|2 + |α10|2 + |α11|2 = 1

Суперпозициjа jе огромна предност квантног рачунара: иако систем од два кубита има исти
скуп основних стања, он ће бити у свим тим стањима са одређеном вероватноћом (све док се
не изврши мерење), за разлику од бинарног система коjи ће бити само у jедном од тих стања.
Ситуациjа само више иде у прилог квантним рачунарима ако повећавамо броj кубита: системи
од n бита и n кубита ће имати 2n стања и квантни систем ће истовремено бити у 2n стања
(са одређеним вероватноћама), док ће бинарни систем бити и даље само у jедном. То значи
да релативно мали броj кубита може да чува екстремно велики броj информациjа.
Сада ћемо приказати како изгледа опште стање система од n кубита:

|ψ〉 =
n∑
i=1

αq1q2...qn |q1q2...qn〉 , q1, q2, ..., qn ∈ { 0, 1 }

Вероватноћа одређеног основног стања |q1q2...qn〉 се рачуна исто као и код система од jедног
или два кубита:

P (|q1q2...qn〉) = |αq1q2...qn|2, q1, q2, ..., qn ∈ { 0, 1 }
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За коефициjенте испред основних стања и даље важи да jе збир свих модула квадрата 1:∑
|αq1q2...qn|2 = 1, q1, q2, ..., qn ∈ { 0, 1 }

Ако извршимо мерење над одређеним кубитима или некако сазнамо да jе неко стање немогу-
ће, добићемо скуп могућих стања коjи jе подскуп почетног скупа основних стања. Овиме ће
се променити и вероватноће преосталих могућих стања. Да бисмо ово своjство илустровали,
вратићемо се на систем од два кубита: Ако извршимо мерење над првим кубитом и утврдимо
да jе његова вредност 1, од почетног скупа од 4 стања завршили смо на скупу од 2 стања:
|10〉 и |11〉. Тада ће свако стање |ψ〉 изгледати овако:

|ψ〉 =
α10 |10〉+ α11 |11〉√
|α10|2 + |α11|2

Преостале вероватноће се, као што jе напоменуто, променити:

P (|10〉) = | α10√
|α10|2 + |α11|2

|2 =
|α10|2

|α10|2 + |α11|2
, P (|11〉) =

|α11|2

|α10|2 + |α11|2

Корен у имениоцу се jавља да би збир свих преосталих могућности и даље био jедан.
Jош jедна лепа особина система од два или више кубита jе да они могу бити у квантноj

спрези (енг. quantum entanglement). Као што jе показано Беловом теоремом (за више по-
гледати одељак 1.1), два обjекта коjа су у квантноj спрези као да комуницираjу међу собом
брзином већом од брзине светлости. Експериментално, то би значило да ако измеримо неку
особину jедног од та два обjекта, истог тренутка, без извршеног мерења над другим обjектом,
знаћемо вредност те особине другог обjекта. Уз паметно поствљене везе између кубита, са
jако малим броjем извршених мерења ћемо знати вредности великог броjа кубита готово ин-
стантно. Ово jе кључ брзине квантних рачунара. О стањима где су кубити у квантноj спрези
ће бити речи даље у тексту.

2.5 Логичка кола квантног рачунара

Логичке капиjе су, у суштини, унитарни оператори коjи делуjу на jедан или више куби-
та мењаjући им стање. Пошто смо у претходним одељцима подразумевали да jе оператор
матрица, већина логичких капиjа ће бити унитарне матрице. У овом одељку ћемо се детаљ-
но посветити логичким колима, на неки начин их класификовати и обjаснити како се могу
повезивати.

2.5.1 Логичке капиjе на jеднoм кубиту

Ако посматрамо и оператор A и вектор стања |ψ1〉 као матрице, ново стање |ψ2〉 коjе
настаjе деловањем оператора на стање можемо приказати као производ матрице оператора
A и матрице стања |ψ1〉. Сада ћемо се упознати са неким капиjама коjе делуjу на jедан кубит.
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Назив Графички приказ Приказ оператора Коментар

Адамарова капиjа 1√
2

[
1 1
1 −1

] излаз у општем случаjу
1√
2
((a+ b) |0〉+ (a− b) |1〉) за
стање |0〉 претвара у

1√
2
(|0〉+ |1〉)

Паулиjева X капиjа
[
0 1
1 0

] Еквивалент NOT капиjе,
Ротира око X-осе Блохове

сфере за π

Паулиjева Y капиjа
[
0 −i
i 0

]
Ротира око Y-осе Блохове

сфере за π

Паулиjева Z капиjа
[
1 0
0 −1

]
Ротира око Z-осе Блохове

сфере за π

Капиjа фазног
помераjа φ

[
1 0
0 eiφ

] Помера поларну координату
θ (погледати Блохову
сферу) за неки угаоφ

Корен NOT капиjа 1
2

[
1 + i 1− i
1− i 1 + i

] Двоструким понављањем
добиjамо Паулиjеву X
капиjу. Ову капиjу jе

немогуће рекреирати на
бинарном рачунару

Табела 2: Неке од капиjа коjе делуjу на jедан кубит

Jедини изузетак од ових капиjа jе капиjа коjа извршава мерење. Ово jе jедина капиjа коjа
ниjе матрица и коjа jе иреверзибилна (долази до колапса таласне функциjе). Када jедном
извршимо мерење, не можемо вратити систем у суперпозициjу. Ова капиjа има два излазна
параметра: вероватноћу за стање |0〉 и вероватноћу за стање |1〉.

Слика 11: Графички приказ капиjе за мерење

2.5.2 Логичке капиjе на два или више кубита; Контролисане капиjе

Пре него што излистамо логичке капиjе над два или више кубита, морамо да дефинише-
мо шта су то контролисане капиjе. Контролисане капиjе делуjу на два или више кубита, при
томе бар jедан кубит контролише операциjу коjа се врши на другим кубитима коjи пролази
кроз капиjу.
Поред капиjа коjе делуjу на два кубита, постоjе и капиjе коjе делуjу на три кубита. Наjпо-
знатиjе капиjе коjе делуjу на три кубита су Тофолиjева11 (CCNOT) капиjа и Фредкинова12

11Tomasso Toffoli (1943- )-италиjанско-амерички научник
12Edward Fredkin (1934- )-амерички научник
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(CSWAP) капиjа. Занимљива ствар везана за ове две капиjе jе да су оне универзалне за било
коjу логичку и аритметичку операциjу, што значи да искључиво од Фредкинових или Тофо-
лиjевих капиjа можемо да направимо било коjе логичко или аритметичко коло. Ово потврђуjе
чињеницу да квантни рачунари могу обављати све што могу и бинарни рачунари.

Назив Графички приказ Приказ оператора Коментар

SWAP капиjа


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1


размењуjе стања између два

кубита

Контролисана X
(CNOT) капиjа


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


Ако jе вредност првог

кубита |1〉, примењуjе Паули
X капиjу на други, а ако jе
вредност првог |0〉 не ради

ништа

Контролисана Y (CY)
капиjа


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 i
0 0 −i 0


Ако jе вредност првог

кубита |1〉, примењуjе Паули
Y капиjу на други, а ако jе
вредност првог |0〉 не ради

ништа

Контролисана Z (CZ)
капиjа


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1


Ако jе вредност првог

кубита |1〉, примењуjе Паули
Z капиjу на други, а ако jе
вредност првог |0〉 не ради

ништа

Контролисана капиjа
фазног помераjа θ


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 eiθ


Ако jе вредност првог

кубита |1〉, врши фазни
помераj на други, а ако jе
вредност првог |0〉 не ради

ништа

Фредкинова (CSWAP)
капиjа

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1

Ако jе стање контролног
кубита |1〉 размењуjе стања

између преостала два
кубита, а ако ниjе, не ради

ништа

Тофолиjева (CCNOT)
капиjа

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0

Ако jе вредност контролних
кубита |11〉, примењуjе

Паули X капиjу на трећи, а
ако ниjе, не ради ништа

Табела 3: Неке од капиjа коjе делуjу на два и три кубита
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Лепа особина свих ових оператора jе то што су они унитарне матрице, односно да им jе
њихов хермитски пар инверз (у специjалним случаjевима су jеднаке и инверзу). Ова особина
нам говори да су промене стања изазваних овим логичким капиjама реверзибилне, односно
ако применимо инверзну капиjу одмах након капиjе (или у специjалном случаjу ако приме-
нимо исту капиjу двапут) вратићемо се у почетно стање.

2.5.3 Повезивање капиjа у коло

Слично као што правимо класична електрична кола, правићемо и кола квантног рачунара.
Капиjе у коло можемо да повежемо редно или паралелно. Да бисмо математички дефини-
сали jедан од начина везивања капиjа и како функционишу стања коjа обухватаjу кубите у
квантноj спрези када се на jедан од кубита примени капиjа, морамо дефинисати Кронекеров
производ матрица13:
Кронекеров производ матрица (означава се са

⊗
): Aко имамо два матрице A(m× n ма-

трица) и B(p× q матрица), Кронекеров производ матрица A
⊗

B jе pm× qn матрица коjа се
гради на следећи начин:

A
⊗

B =


a11B a12B . . . a1nB
a21B a22B . . . a2nB
...

... . . . ...
am1B am2B . . . amnB

 =

=



a11b11 a11b12 . . . a11b1q . . . . . . a1nb11 a1nb12 . . . a1nb1q
a11b21 a11b22 . . . a11b2q . . . . . . a1nb21 a1nb22 . . . a1nb2q

...
... . . . ... . . . . . .

...
... . . . ...

a11bp1 a11bp2 . . . a11bpq . . . . . . a1nbp1 a1nbp2 . . . a1nbpq
...

...
...

... . . . . . . ...
...

...
...

...
...

...
... . . . . . . ...

...
...

...
am1b11 am1b12 . . . am1b1q . . . . . . amnb11 amnb12 . . . amnb1q
am1b21 am1b22 . . . am1b2q . . . . . . amnb21 amnb22 . . . amnb2q

...
... . . . ... . . . . . .

...
... . . . ...

am1bp1 am1bp2 . . . am1bpq . . . . . . amnbp1 amnbp2 . . . amnbpq


Кронекеров производ матрица jе лакше схватити на примеру, с тога ћемо увести jедноставан
пример:

A =

[
1 2
3 4

]
, B =

[
5 6
7 8

]
Кронекеров производ A

⊗
B jе jеднак:

A
⊗

B =

1

[
5 6
7 8

]
2

[
5 6
7 8

]
3

[
5 6
7 8

]
4

[
5 6
7 8

]
 =


1 · 5 1 · 6 2 · 5 2 · 6
1 · 7 1 · 8 2 · 7 2 · 8
3 · 5 3 · 6 4 · 5 4 · 6
3 · 7 3 · 8 4 · 7 4 · 8

 =


5 6 10 12
7 8 14 16
15 18 20 24
21 24 28 32


13Leopold Kronecker (1823-1891)-немачки математичар
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Битна особина Кронекеровог производа jе да ако jе сачињен од унитарних матрица и сам ће
бити унитарна матрица. Инверз матрице A

⊗
B, сачињене од унитарних матрица A и B jе

†⊗B† (може се доказати). Важност ове особине ће доћи до изражаjа на краjу одељка.
Сада када смо дефинисали све математичке поjмове битне за повезивање капиjа у коло,
можемо им се детаљниjе посветити.

Редна кола Ако имамо две капиjе P и Q, при чему jе капиjа Q делуjе на кубите након P ,
њих две ће симулирати jедну капиjу R коjа се може репрезентовати као матрични производ
Q и P :

R = Q · P

Слика 12: Пример Паулиjевих X и Y кола коjа су везана редно

Паралелна кола Ако имамо две капиjе P и Q при чему jе капиjа на P делуjе на кубите
коjи су у стању |ψ〉, а Q делуjе на кубите коjи су у стању |φ〉, њих две ће симулирати jедну
капиjу R коjа се може репрезентовати као Кронекеров производ капиjа P и Q коjе делуjу на
стање коjе jе Кронекеров производ ψ и φ, или математички речено:

(P
⊗

Q) |ψ
⊗

φ〉

Слика 13: Пример Паулиjевих X и Y кола, коjа делуjу на |φ〉 и |ψ〉 редом, везаних паралелно

Пошто су све капиjе унитарне матрице, а матрични и Кронекеров производ матрица коjе
су унитарнe матрицe jе у оба случаjа унитарнa матрицa, то значи да ће сва логичка кола
такође бити унитарна. Инверзно коло датог кола A · (B

⊗
C) добиjамо на следећи начин:

(A · (B
⊗

C))† = (B
⊗

C)† · A† = (B†
⊗

C†) · A†

2.5.4 Стања са кубитима у квантноj спрези

У овом одељку ћемо се посветити стањима коjа укључуjе два или више кубита коjи су
повезани квантном спрегом. Без умањења општости, посматраћемо само стања коjа укључуjу
два кубита повезана квантном спрегом. Jедно од наjпознатиjих оваквих стања jе Белово
стање:

|ψ〉 =
|00〉+ |11〉√

2
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Ово стање ће нам савршено показати своjства квантне спреге. Овде се лако може приметити
своjство квантне спреге коjе већ знамо, а то jе да ако одредимо стање само jедног кубита,
аутоматски ћемо знати вредност другог кубита без икаквог мерења. Друга занимљива чиње-
ница jе да су оваква стања нераздвоjива, односно не могу се приказати преко Кронекеровог
производа стања кубита коjи су у спрези. То се може приметити и у нашем примеру. С тога
треба водити рачуна када примењуjемо капиjе на оваква стања. На пример, ако желимо да
применимо капиjу A коjа делуjе на jедан кубит из Беловог стања, наићићемо на проблем. На-
име, матрица капиjе A коjа делуjе на jедан кубит jе димензиjа 2× 2, док jе матрица Беловог
стања димензиjа 4×1, што значи да множење ових матрица ниjе могуће. Морамо проширити
матрицу капиjе A тако да буде димензиja 4 × 4, а то ћемо извести тако што ћемо извршити
Кронекеров производ ње и jединичне матрице I димензиjа 2× 2. То значи да ћемо паралелно
везати капиjу коjа ће деловати на први кубит и капиjу I коjа неће уопште деловати на други
кубит.

Слика 14: Пример Aдамарове капиjе коjа делуjе на стање |ψ〉 коjе jе сачињено од два кубита
у спрези

Постоjе кола коjа стандардна стања претвараjу у стања са квантном спрегом. На пример,
стање |00〉 се може претворити у Белово стање помоћу кола CNOT (H

⊗
I) кола, познатог и

као Белово коло.

Слика 15: Графички приказ Беловог кола

2.6 Квантна Тjурингова машина

У одељку 1.2. jе било речи о Тjуринговоj машини, Тjуринговоj комплетности и чињеници
да jе скоро сваки модерни рачунар Тjуринг-комплетан. Причу о овоме ћемо мало проширити
и обjаснити шта jе то квантна Тjурингова машина.
Тjурингова машина се може представити као уређена седморка симбола звана M

M = [Q,Γ, b,Σ, q0, F, δ]

• Q представља коначан непразан скуп стања, на пример {A,B,C,HALT }

• Γ представља коначан непразан скуп симбола на траци, на пример { 0, 1 }
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• b ∈ Γ представља празан симбол, на пример 0

• σ ∈ Γ представља непразан скуп улазних симбола, на пример 1

• q0 ∈ Q представља инициjално стање, на пример A

• F ⊆ Q представља непразан скуп краjњих стања, на пример HALT

• δ представља транзициону функциjу коjа помера траку лево или десно у зависности од
стања

Да бисмо имали квантну Тjурингову машину, неопходно jе да редефинишемо горе наведене
скупове и повежемо их са Хилбертовим простором, према томе:

• Q jе замењен Хилбертовим простором стања

• Γ jе такође замењен Хилбертовим простором, углавном различитим од простора стања

• b ∈ Γ jе повезан са нултим вектором

• σ остаjе непромењен, jер улазни и излазни симболи не мораjу бити квантна стања

• q0 ∈ Q jе стање из Q

• F ⊆ Q jе потпростор Q

• δ представља скуп унитарних матрица коjе су изоморфизми простора Q на самог себе

У овом поглављу смо се детаљно посветили квантним рачунарима и макар у цртама обjаснили
како они функционишу. У следећим поглављима ћемо се детаљно посветити можда наjпозна-
тиjем алгоритму створеном за квантне рачунаре, Шоровом алгоритму, његовом детаљном
обjашњењу и потенциjалноj примени, али и потенциjалноj примени квантних рачунара, као
и питању зашто jош увек нису у широj употреби.
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3 Опис и обjашњење Шоровог алгоритма

Како смо се у претходним поглављима детаљно упознали са квантним рачунарима, њи-
ховим начином рада и стекли довољно знања о њима да бисмо наставили даље, време jе да
се упознамо и са вероватно наjпознатиjим квантним алгоритмом, Шоровим алгоритмом. Ово
поглавље ће се детаљно посветити овом алгоритму, сазнаћемо чему jе намењен, обjаснити
његову математичку и квантномеханичку позадину и на краjу обjаснити његову брзину.

3.1 О алгоритму

Амерички математичар и професор америчког универзитета MIT (енг.Massachusetts Institute
of Technology) Питер Шор (енг. Peter Shor) jе 1994. године конструисао оваj алгоритам као
ефикасни алгоритам факторизациjе природних броjева. Иако множење броjева би-
нарним рачунарима не изазива проблем и довољно jе ефикасно, исто се не може рећи и за
факторизациjу природних броjева. Иако за релативно мале броjеве извршавање њихове фак-
торизациjе не одузима пуно времена, време обраде чак и наjбољих бинарних алгоритама са
повећањем броjа цифара расте експоненциjално. Иако jе математика иза Шоровог алгоритма
позната и технички jе могуће користити Шоров алгоритам и на бинарним рачунарима, кључ
ефикасности Шоровог алгортима лежи у могућностима квантних рачунара. 2001. године у
америчкоj компаниjи IBM, уз помоћ квантног рачунара са 7 кубита, применом Шоровог ал-
горитма jе успешно извршена факторизациjа броjа 15. Наjвећи броj на коjем jе, у правом
смислу, извршена факторизациjа Шоровим алгоритмом jе 21 и то jе учињено 2012. године.
Следе математичка и квантномеханичка основа Шоровог алгоритма.

3.2 Математичка основа Шоровог алгоритма

Математичка основаШоровог алгоритма се заснива на теориjи броjева, области математи-
ке коjоj смо се детаљно посветили у другоj години предмета "Анализа са алгебром". Кроз низ
дефинициjа и теорема коjе ћемо доказати, показаћемо како Шоров алгоритам функционише
из математичке перспективе.

Теорема 1. Сваки природан броj n, n > 2 jе или прост или jе производ простих броjева

Доказ. Тврђење доказуjемо индукциjом:
1) За n = 2 знамо да jе тврђење тачно, jер jе 2 прост броj
2) Нека jе n > 2 природан броj. Претпоставимо да тврђење важи за све броjеве k, k < n.Тада
ћемо за наше n имати две могућности: или jе n прост броj, чиме тврђење важи, или jе сложен,
што значи да се може приказати као производ броjева k1 и k2 коjи су мањи од n. Међутим,
како за k1 и k2 важи да су или прости или производи простих броjева, то ће значити и да jе
n = k1 · k2 производ простих броjева, чиме jе тврђење доказано. �

Увешћемо и jедну теорему без доказа:

Теорема 2. Ако p|ab, a притом p и a немаjу заjедничких делилаца изузев 1, онда p|b
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Теорема 3. Ако jе p прост броj и p|ab, онда p|a или p|b.

Доказ. Ако претпоставимо да p|a, тврђење важи. Ако пак тврдимо да p не дели a, пошто jе
p прост броj, они немаjу заjедничких делилаца изузев 1. По теореми 2, онда ће важити p|b,
чиме jе ова теорема доказана. �

Теорема 4. Сваки природан броj N већи од 1 се може jединствено приказати у облику
производа простих чинилаца (са тачношћу до њиховог поретка).

Доказ. Због теореме 1 знамо да jе сваки природни броj N већи од 1 или прост или се може
приказати као производ простих чинилаца. Сада jе ред да докажемо да jе таj производ чи-
нилаца jединствен. За почетак, претпоставићем супротно и тврдићемо да природан броj N
може да се прикаже преко два оваква производа:

N = p1p2 . . . pk = q1q2 . . . ql

Изабраћемо jедан произвољан броj pi из првог производа броjева. Производ q1q2 . . . ql мора
бити дељив са pi, што по теореми 3 имплицира да pi дели неки од броjева из производа. Како
jе производ q1q2 . . . ql сачињен искључиво од простих броjева, онда ће броj pi бити jеднак
неком од броjева из q1q2 . . . ql, рецимо pi = qj. Аналогно, за сваки броj qj из другог производа
постоjаће броj pi коjи ће му бити jеднак. Када скратимо ове броjеве из њихових производа,
поступак се понавља, чиме jе теорема доказана. �

Дефинициjа 1. Ако се у разлагању броjа N неки чиниоци понављаjу, па се, рецимо p1 jавља
α1 пута,p2 jавља α2 пута,..., pk jавља αk пута, онда се облик

N = pα1
1 p

α2
2 . . . pαkk

назива канонска факторизациjа броjа N .

Као што смо навели, процес факторизациjе природних броjева на бинарним рачунарима
ниjе претерано ефикасан. Посебан проблем представља факторизациjа великих броjева N
чиjа jе канонска факторизациjа дефинисана на оваj начин:

N = q1 · q2

где су q1 и q2 прости броjеви приближно исте дужине. На овом принципу jе чак створена
енкрипциjа коjа се данас jако често користи на интернету (о овоме ће бити речи касниjе).
Овакве броjеве ћемо користити као пример при обjашњавању Шоровог алгоритма, накнадно
ћемо додати како алгоритам функционише у општем случаjу.
Под претпоставком да нам jе броj N познат, ако желимо да сазнамо његова два чиниоца q1 и
q2, тривиjално jе jасно да нам jе потребно да знамо само jедан и да ћемо знати оба. Међутим,
то нам не олакшава претерано оваj проблем, jер су q1 и q2 велики прости броjеви, за коjе не
знамо практично ништа осим да кад се множе чине N . Оно што нам инициjално преостаjе
jе да погађамо. Већина алгоритама то и ради: генеришу произвољне броjеве и провераваjу
да ли jе то jедан од наших тражених броjева. Оваj процес за велике броjеве може траjати и
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годинама. Jедан од начина на коjи можемо да олакшамо себи оваj процес jе да погодимо неки
броj M коjи ће делити са N jедан од чинилаца. Ове броjеве jе доста лакше погодити него
неки од чинилаца N (има их много више), а ако погодимо бар jедан од њих, помоћу познатог
Еуклидовог алгоритма1 ћемо утврдити jедан од чинилаца броjа N .

Дефинициjа 2. Наjвећи међу заjедничким делиоцима броjева a и b jе наjвећи заjеднички
делилац броjева a и b.(Обележава се са НЗД(a, b)). За целе броjеве кажемо да су узаjамно
прости ако jе НЗД(a, b)=1.

Теорема 5. Ако jе a = bq+ r, 0 6 r < b(може се доказати да се сваки цео, па и пририодаан
броj може овако приказати), онда jе НЗД(a, b)=НЗД(b, r).

Доказ. Нека jе d заjеднички делилац броjева a и b. Тада из a = bq+r следи да jе d делилац r,
односно да jе d заjеднички делилац b и r. Слично, ако jе d заjеднички делилац b и r, онда jе
d заjеднички делилац броjева a и b, што значи да се се скупови заjедничких делилаца a и b и
b и r поклапаjу, па им се и наjвећи елементи поклапаjу. Према томе, НЗД(a, b)=НЗД(b, r) �

Процес налажења НЗД(a, b) функционише на следећи начин:

a = bq1 + r1, 0 6 r1 < b,

b = r1q2 + r2, 0 6 r2 < r1,

r1 = r2q3 + r3, 0 6 r3 < r2,

. . .

rn−2 = rn−1qn + rn, 0 6 rn < rn−1,

rn−1 = rnqn−1

Како броjеви rk чине опадаjући низ природних броjева, лако jе схватити да ћемо након ко-
начног броjа корака завршити, односно доћи до jеднакости rn−1 = rnqn−1 и броjа rn о коjем
ће нам више рећи следећа теорема.

Теорема 6. Последњи остатак rn коjи jе различит од нуле и претходном поступку пред-
ставља НЗД(a, b).

Доказ. Ако се осврнемо на теорему 5, видећемо да jе задовољен следећи низ jеднакости:
НЗД(a, b)=НЗД(b, r1)=НЗД(r1, r2)= . . . =НЗД(rn−2, rn−1)=НЗД(rn−1, rn). Како rn|rn−1, то зна-
чи да jе НЗД(rn−1, rn)= rn, односно НЗД(a, b)= rn. �

Еуклидов алгоритам jе jако ефикасан и доста нам олакшава посао ако насумично изабран
природан броj M и N имаjу заjедничких делилаца. Проблем, међутим настаjе када су они
узаjамно прости. Да не бисмо стално бирали M и проверавали НЗД њега и N , морамо кори-
стити другачиjи метод. Увешћемо jош поjмова коjи ће нас увести у jедан ефективан метод
налажења нетривиjалних делилаца (делиоци коjи нису 1 и N):

1Euclidus(око 365-300.године п.н.е.)
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Дефинициjа 3. Нека jе дат природан броj m, већи од 1. Два цела броjа a и b су конгруентна
по модулу m ако даjу исти остатак при дељењу са m

Ова релациjа се пише као a ≡ b (mod m) или као a ≡m b. Поред дефинициjе увешћемо
jош неке особине коjе нису тешке за проверавање:

1. a ≡ b (mod m) ако и само ако jе a = mt+ b, 0 6 b < m, где jе t неки цео броj

2. a ≡ b (mod m) ако и само ако jе разлика броjева дељива са m.

3. Бити конгруентан по датом модулу jе релациjа еквиваленциjе.

Увешћемо jош jедну теорему коjу нећемо доказивати, а коjа ће нам бити корисна при дока-
зивању леме коjа следи

Лема 1. Дат jе сложен броj N и x jе нетривиjални корен jедначине x2 ≡ 1 ( mod N)
(под нетривиjалним решењем се сматра да x ± 1), онда уз помоћу x можемо израчунати
нетривиjални количник N (под тривиjалним количником сматрамо 1 и N)

Доказ. Како jе x2 ≡ 1 (mod N), то значи да jе (x−1) · (x+1) ≡ 0(mod N), а како x 6= ±1(mod
N), то значи да jе 1 < x < N − 1. Одавде знамо да jе НЗД(N, x − 1) или НЗД (N, x + 1)
нетривиjални делилац броjа N . �

Шоров алгоритам се служи овом лемом као главном идеjом за налажење нетривиjалних
делилаца. Следи основа по коjоj алгоритам тражи x

Дефинициjа 4. Наjмањи од природних броjева t за коje важи:

at ≡m 1

назива се поретком броjа a по модулу m.

Теорема 7. Ако jе t поредак броjа a по модулу m и as ≡ 1 ( mod m), тада t|s.

Доказ. Ако s ниjе дељиво са t и представимо га као s = tq + r, 0 < r < t, тада важи:
as = (at)qar, односно ar ≡ 1 (mod m), што jе немогуће jер jе t наjмањи броj за коjи важи
at ≡ 1 (mod m) �

Ово само значи да jе броj t период понављања за броj a по модулу m, што значи да ће
n ≡ akt+n(mod m), O 6 n < t.

Из ових тврђења следи да ће Шоров алгоритaм за почетак насумично изабрати броj a
(a ∈ N, 0 < a,N),а затим ће тражити поредак броjа a по модулу N , коjи ћемо назвати
y(подразумевамо да y 6= 0)
Када нађемо броj y, и од броjа ay одузмемо jедан, добићемо броj чиjи jе делилац броj N
(своjство 2), односно другачиjе написано:

ay − 1 = mN, m ∈ N
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Специjално, ако jе y паран броj, онда xy−1 можемо записати као разлику квадрата природних
броjева:

ay − 1 = (a
y
2 − 1)(a

y
2 + 1)

Одакле следи:
(a

y
2 − 1)(a

y
2 + 1) = mN, m ∈ N

За броjеве (a
y
2 ± 1) имаћемо два исхода:

1. Jедан броjева jе jеднак m1, коjи jе чинилац броjа m, а други jе jеднак m2N , чиjи jе
чинилац N . У овом случаjу морамо почети из почетка, jер не можемо добити jедан од
чинилаца N .

2. Jедан броjева jе jеднак m1q1, а други jе jеднак m2q2 (m1 · m2 = m), jедан ће делити
броj q1, а други ће делити броj q2. У овом случаjу изабраћемо jедан од ових броjева,
применити Еуклидов алгоритам за тражење НЗД од N и изабраног броjа и добити jедан
од чинилаца броjа N .

Први исход се, међутим, неће догодити, jер jе 0 < y
2
< y, а знамо да jе y поредак броjа a по

модулу N , што по дефинициjи 4 значи да jе он наjмањи броj после нуле за коjи важи ay ≡ 1
(mod N). Ово значи да смо на овакав начин добили да jе a

y
2 нетривиjално решење jедначине

x2 ≡ 1(mod N), односно да jе тражено x = a
y
2 , под условом да jе y парно. Зашто се оваj

процес сматра исплативим и ефикасним, показаће следеће две леме

Лема 2. Ако jе p непаран прост броj и x, 0 < x < p. Тада jе вероватноћа да jе поредак броjа
x по модулу p паран броj већа од 1

2
.

Лема 3. Нека jе N непаран сложен броj и нека jе x случаjно изабран броj (0 < x < N).
Нека jе r поредак броjа x по модулу N . Тада са вероватноћом већом од 3

8
ће r бити парно и

xr/2 6≡ ±1 по модулу N .

Ове две леме су доказане у раду броj 8 и показуjу нам да скоро увек са релативно малим
броjем покушаjа можемо ефикасно да нађемо нетривиjални делилац броjа N .

Поред већ помињаног специjалног случаjа, постоjи jош jедан, а то jе случаj да jе броj N
приказан као неки степен непарног простог броjа:

N = pα

У овом случаjу бисмо много пута безуспешно нашим методом тражили нетривиjални корен,
можда бисмо и успели, али не претерано ефикасно. Уместо тога ћемо користити ефикасниjи
и овом случаjу боље прилагођен опште познати алгоритам бинарне претраге и тражити
k
√
N, 1 < k < log2N (основа логаритма jе 2 jер N посматрамо у бинарном облику). Ако

постоjи такво k из датог интервала, такво да jе k
√
N ∈ N можемо одредити о ком непарном

простом броjу се ради. Овим процесом се може и решити случаj када jе N степен неког сло-
женог броjа. У том случаjу када бинарном претрагом нађемо таj броj, нека се он зове s, већ
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познатим алгоритмом ћемо наћи његове нетривиjалне делиоце.

Вратимо се на почетак и на општи случаj. Како ћемо факторисати броj коjи jе представљен
као N = pα1

1 p
α2
2 . . . pαkk ? Ићи ћемо поступно, у следећем редоследу:

1. Проверава да ли jе почетни броj паран или не. Ако jесте, алгоритам враћа 2 и понавља
процес све док се не добиjе непаран броj

2. Проверава да ли jе броj специjални случаj N = pα путем горенаведеног алгоритма
бинарне претраге. Ако jе решење дате претраге прост броj, завршава, а ако jе решење
сложен броj на њему примењуjе корак 3

3. Ако се корак 2 испостави безуспешним, бира произвољан природан броj a, 1 < a < N и
помоћу Еуклидовог алгоритма проверава НЗД(N, a). Ако се испостави да jе НЗД(N, a)>1,
као вредност враћа НЗД(N, a), дели N тим броjем и наставља процес рекурзивно за
НЗД(N, a) (од корака 2) и количник N и НЗД(N, a) (од корака 3)

4. Ако се деси да jе НЗД(N, a)=1, тражимо корак броjа a по модулу N коjи смо у тексту
обележеавали са y

5. Проверава да ли jе y парно и да ли ay 6≡ ±1(modN). Ако оба услова важе, a
y
2 проглашава

за x и тражи НЗД(N, x + 1) и НЗД(N, x − 1). Jедно од та два, ако не и оба, ће бити
нетривиjални делилац N . Као излаз враћа нетривиjални делилац (или делиоце), њиме
(или њима) делимо N и наставља програм рекурзивно од корака 2 за делиоце и од
корака 3 за нови количник

6. Ако се деси да бар jедан од два услова не важи, враћамо се на корак 3

Jедино што нам преостаjе jе како ефективно да одредимо корак нашег насумично одабраног
броjа по модулу N . Ако се осврнемо на теорему броj 7, приметићемо да jе остатак степена не-
ког броjа a по модулу неког другог броjа N заправо периодична функциjа, при чему jе период
те функциjе заправо поредак броjа a по модулу N . Срећом, постоjи алгоритам за тражење
периода функциjе и користи се квантном механиком. Како функционише оваj алгоритам,
сазнаћемо у следећем одељку.

3.3 Квантномеханичка основа Шоровог алгортима

Као што jе већ наведено, конгруентност степена произвољног природног броjа a по модулу
другог природног броjа N jе периодична функциjа, односно може се написати као функциjа
зависна од степена броjа a:

f(x) = ax mod N

Период ове функциjе ће бити поредак броjа по модулу N (означавали смо га са y). За
налажење нашег y користићемо поменути алгоритам налажења периода функциjе, коjи ћемо
детаљно описати. Међутим, пре описивања овог алгоритма морамо се упознати са квантном
Фуриjеовом трансформациjом, на коjу се оваj алгоритам ослања.
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3.3.1 Квантна Фуриjеова трансформациjа

Квантна Фуриjеова трансформациjа се поприлично често користи у квантном рачунарству
и веома jе корисна за решавање нашег проблема. Базира се на класичном алгортиму брзе
Фуриjеове трансформациjе насталом да би се ефикасно извршило множење два полинома
високог, али jеднаког степена. Оваj алгоритам ћемо обjаснити и показати зашто jе, уз мале
измене, погодан за коришћење квантних алгоритама.
Почећемо од два полинома степена d:

A(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ adx

d

B(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + ...+ bdx

d

Интуитивно нам jе познато да ће полином настао производом ова два полинома (на даље ћемо
га звати C(x)) бити степена 2d. Класични метод множења два полинома захтева да се сваки
члан полинома A(x) помножи са сваким чланом полинома B(x), што jе споро и неефикасно.
Алгоритам брзе Фуриjеове трансформациjе оваj проблем решава у четири корака, од коjих
су три од та четири кључна.

1. Бирање тачака

2. Евалуациjа, односно израчунавање вредности A(x) и B(x) у одабраним тачкама

3. Добиjање вредности за C(x) у одабраним тачкама. Вредност C(x) у некоj тачки као
производ вредности A(x) и B(x) у тоj истоj тачки

4. Интерполациjа полинома помоћу коjе из вредности C(x) у тачкама коjе смо инициjалано
одабрали одређуjе све коефициjенте c0, c1, c2, ..., c2d новог полинома C(x)

Кораци 1,3 и 4 су нам кључни па ћемо сваки укратко обjаснити.

Корак 1: Бирање тачака Алгоритам се служи чињеницом да се сваки полином степена
m може jединствено представити у своjим вредностима у n различитих тачака, при чему
jе n > m + 1. Пошто наш финални полином C(x) треба да буде 2d степена, морамо да
изаберемо барем 2d+ 1 различитих тачака. Што више тачака изаберемо грешка при касниjоj
интерполациjи ће бити мања. Наjбоље jе да наш броj одабраних тачака n буде паран, да бисмо
тачке могли да бирамо као n

2
парова позитивних и негативних броjева:

±x0,±x1,±x2, ...,±xn
2
−1

Овако одабрани чланови ће нам доста олакшати евалуациjу, што ћемо сада и показати

Корак 2: Евалуациjа Приликом оваквог одабира тачака, доћи ће до доста преклапања.
Приметићемо да ће чланови са парним степенима бити потпуно исти, а члановима са непар-
ним степенима ће се само мењати знак. Ово имплицира да бисмо могли наш почетни полином
да разбиjемо на два полинома, а како, показаћемо на jедноставном примеру:

P (x) = 6x5 + 5x4 + 4x3 + 3x2 + 2x+ 1
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све чланове са парним степенима ћемо пребацити на леву страну, а све са непарним на десну
страну. Непарним члановима извлачимо jедно x:

P (x) = 5x4 + 3x2 + 1 + 6x5 + 4x3 + 2x = 5x4 + 3x2 + 1 + x(6x4 + 4x2 + 2)

Леви полином ћемо назвати Pp(x2), а десни у загради Pn(x2)

P (x) = Pp(x
2) + xPn(x2)

Исти случаj ћемо имати и у општем случаjу са A(x), A(x) = Ap(x
2) + xAn(x2). На овакав

начин када будемо убацили пар броjева ±xi, i ∈ { 1, 2, ..., n
2
− 1 } добићемо следећa решења :

A(xi) = Ap(x
2
i ) + xiAn(x2i )

A(−xi) = Ap(x
2
i )− xiAn(x2i )

Разлика jе, као што се може приметити, само у знаку испред другог сабирка. Користећи се
овим методом, ако знамо Ap(x2i ) и An(x2i ), знаћемо и A(±xi). Процес настављамо рекурзивно
за Ap(x2) и An(x2). Одавде се лако увиђа да ако желимо да при сваком рекурзивном кораку
хоћемо да групишемо броjеве у парове, инициjални броj броjева n мора бити облика: 2k, k ∈
N. Међутим, ако желимо да на исти начин поделимо полиноме Ap(x2) и An(x2) као што
смо учинили са A(x), мораћемо да n

2
чланова (x20, x21, x22, ..., x2n

2
−1) повежемо у ± парове, што

можемо да учинимо само ако користимо комплексне броjеве(негативне вредности квадрата
су могуће само код комплексних броjева). Међутим, поставља се питање како ћемо одабрати
те комплексне броjеве? Ако посматрамо рекурзиjу од почетка до краjа. На почетку ћемо
имати само jедан полином и n броjева коjе смо одабрали. На краjу ћемо имати n полинома
насталих гранањем и само jедан броj, постигнут константним спаривањем и квадрирањем
броjева. Ради jедноставности, нека jе таj броj jеднак jединици (модул свих броjева jе одатле
1). Одавде увиђамо да су сви почетни броjеви комплексни n-ти корени тог броjа 1, односно
записано у облику jедначине:

xn = 1

Наши инициjални броjеви, односно решења горње jедначине (назваћемо их ωl), су заправо
комплексни броjеви и у поларним координатама се приказуjу на следећи начин:

ωl = ei2π
l
n , l ∈ { 0, 1, 2, ..., n− 1 }

С обзиром да смо бирали да jе n облика 2k, за ове броjеве важе следећа своjства:

• ωl+
n
2 = −ωl, односно постоjе позитивни и негативни парови

e(i2π
l+n/2
n ) = ei2π

l
nei2π

n/2
n = ei2π

l
nei2π

2k−1

2k = ei2π
l

2k ei2π
1
2 = ei2π

l
neiπ = −ei2π

l
n

39. страна



Шоров алгоритам и квантна надмоћ

• Квадрирањем се добиjаjу решења jедначине xn/2 = 1

e(i2π
l
n )2 = ei2π

2l

2k = ei2π
l

2k−1 = ei2π
l
n/2

На оваj начин смо успели да решимо питање евалуациjе. Следи обjашњење интерполациjе

Корак 3: Интерполациjа Како смо успели да нађемо вредности A(x) и B(x) за све пр-
вобитно одабране тачке и за њих нашли вредности C(x), ми смо практично решили задатак.
Оно што jе преостало jе да извршимо интерполациjу како бисмо открили коефициjенте по-
линома C(x) (c0, c1, c2, ..., c2d). У суштини, да одаберемо други начин да прикажемо полином
коjи смо већ добили. Практично, урадићемо само исту ствар инверзно, како тачно, показаће-
мо ускоро.
Вратимо се на почетак. Алгоритам брзе Фуриjеове трансформациjе ради са полиномима, за-
што смо се овиме бавили и како нам то помаже? Вратимо се назад на причу n-то димензионих
векторски простора. Оба начина приказивања полинома степена 6 n−1 (преко коефициjена-
та или вредности у одређеним тачкама) се могу приказати као n-то димензионих вектора. Из
jедног у други вектора можемо да пређемо деловањем матрица (евалуациjа и интерполациjа):

A(x0)
A(x1)
A(x2)

...
A(xn−1)

 = M1 ·


a0
a1
a2
...

an−1

 ,

a0
a1
a2
...

an−1

 = M2 ·


A(x0)
A(x1)
A(x2)

...
A(xn−1)


Матрицe M1 и M2 су Вандермондове матрице2, коjе су уопштено овог облика:

1 x0 x20 . . . xn0
1 x1 x21 . . . xn1
1 x2 x22 . . . xn2
...

...
... . . . ...

1 xm x2m . . . xnm


Лепа особина ових матрица коjа се може доказати jесте да ако су вредности x0, x1, ..., xm
различите, што код нас jесте случаj, онда jе матрица инверзибилна.
Како ми на почетку евалуациjе радимо са решењима jедначине xn = 1, ако са тим вредностима
желимо да направимо Вандермондову матрицу, добићемо матрицу M1 димензиjа n× n:

M1 =


1 1 1 . . . 1
1 ω ω2 . . . ωn−1

1 ω2 ω4 . . . ω2(n−1)

...
...

... . . . ...
1 ωn−1 ω2(n−1) . . . ω(n−1)(n−1)


Сада ћемо показати да jе ова матрица инверзибилна:

2Alexandre Vandermonde (1735-1796)-француски математичар
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Лема 4. Колоне матрице M1 су нормалне свака са сваком

Доказ. Множење две колоне i и j jе представљено скаларним производом хермитског вектора
jедне колоне и вектора друге колоне.

j · i = 1 + ωi−j + ω2(i−j) + . . .+ ωn(i−j)

Како jе ово сума геометриjског низа, можемо jе написати другачиjе:

1− ωn(i−j)

1− ωi−j
=

1− (ωn)(i−j)

1− ωi−j
=

1− 1(i−j)

1− ωi−j
= 0

Овим доказуjемо да су било коjе две колоне i и j међусобно ортогоналне. Специjалан случаj
jе када i = j када jе скаларни производ n. �

Ако jе свака колона, односно сваки вектор ортогоналан са сваким другим вектором, од-
носно формираће базис. Ако опет погледамо начине записа полинома, приметићемо да оба
приказуjу исти полином на два начина. Интуитивно нам jе jасно да ове матрице заправо
мењаjу базис вектора. Ово ће нам бити битно када будемо повезивали причу са квантним
рачунарима. Ако транспонуjемо M1 и све чланове матрице заменимо хермитским паровима
(ω† = ω−1) добићемо матрицу M †

1 и када jе помножимо са M1 добићемо jединичну матрицу
помножену броjем N :

M1 ·M †
1 = M †

1 ·M1 = nI

Када поделимо M †
1 са n, добиjамо инверз од 1, односно матрицу M2 коjа jе матрица интерпо-

алциjе.

Ако се вратимо на причу квантног рачунарства, приметићемо да су ове две матрице, уз
мале измене, потенциjални оператори на стање од n кубита. Разлика ће бити само у коефи-
циjентима коjи ту мораjу бити због нормализациjе:

QFTn =
1√
n


1 1 1 . . . 1
1 ω ω2 . . . ωn−1

1 ω2 ω4 . . . ω2(n−1)

...
...

... . . . ...
1 ωn−1 ω2(n−1) . . . ω(n−1)(n−1)



QFT−1n =
1√
n


1 1 1 . . . 1
1 ω−1 ω−2 . . . ω−(n−1)

1 ω−2 ω−4 . . . ω−2(n−1)

...
...

... . . . ...
1 ω−(n−1) ω−2(n−1) . . . ω−(n−1)(n−1)


На оваj начин ћемо чак и учинити да jе матрица унитарна, што нам jош више одговара, jер
су сва логичка кола квантног рачунара унитарна. Jош jедна велика предност jе то што су
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матрице инициjалнo креиране за множење полинома, што значи да су операциjе у оквиру
матрице линеарне и самим тиме су валидне квантне операциjе.

Као што смо рекли, квантна Фуриjеова трансформациjа jе заправо промена базиса, одно-
сно произвољно стање |x〉 =

∑N−1
i=0 xi |i〉 ће мапирати у стање

∑N−1
i=0 yi |i〉 на следећи начин:

yk =
1√
N

N−1∑
j=0

xje
i2πjk
N , j ∈ { 0, 1, 2, ..., N − 1 }

На сличан начин дефинишемо и инверзну квантну Фуриjеову трансформациjу:

xj =
1√
N

N−1∑
k=0

yke
− i2πjkN , k ∈ { 0, 1, 2, ..., N − 1 }

У специjалном случаjу, ако jе |x〉 jедно од основних стања векторског простора, квантна
Фуриjеова трансформациjа се може записати и овако:

|x〉 −→ 1√
N

N−1∑
k=0

e
i2πxk
N |k〉

Посматраjмо оваj случаj. Наш систем се састоjи одN основних вектора стања (|0〉 , |1〉 , ..., |N − 1〉)
коjи могу представљати броjеве и пошто jе N = 2n, систем се може приказати преко n кубита.
Произвољно стање система |x〉 = |x1x2...xn〉, где су x1x2...xn стања сваког кубита понаособ,
можемо представити као Кронекеров производ сваког од тих стања:

|x1x2...xn〉 = |x1〉 ⊗ |x2〉 ⊗ ...⊗ |xn〉

С тим на уму, расписаћемо запис трансформациjе:

|x〉 −→ 1√
2n

2n−1∑
k=0

e
i2πxk
N |k〉 =

=
1√
2n

∑
k1∈{ 0,1 }

∑
k2∈{ 0,1 }

...
∑

kn∈{ 0,1 }

ei2πx
∑n
l=1 kl2

−l |k1k2...kn〉 =

=
1√
2n

∑
k1∈{ 0,1 }

∑
k2∈{ 0,1 }

...
∑

kn∈{ 0,1 }

n⊗
l=1

ei2πxkl2
−l |kl〉 =

=
1

2
n
2

n⊗
l=1

∑
kn∈{ 0,1 }

ei2πxkl2
−l |kl〉 =

1

2
n
2

n⊗
l=1

(|0〉+ ei2πx2
−l |1〉)

Оваj облик се може jош мало боље приказати: како jе броj x приказан у бинарном систему,
да бисмо га представили у декадном систему применићемо формулу:

x = [x1x2...xn] = x12
n−1 + x22

n−1 + ...+ xn20
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када оваj броj помножимо са 2−l, краjњи резултат можемо да прикажемо као:

2−lx = [2−l
n∑
r=1

xr2
n−r =

n∑
r=1

xr2
n−l−r =

n∑
r=1

xr2
n−l−r +

n∑
r=n−l+1

xr2
n−l−r = s1(l) + s2(l)

сума s1(l) ће сигурно припадати скупу N, док ће s2 бити xn−l+12
−1 +xn−l+22

−2 + ...+xn2−l што
се записуjе као [0.xn−l+1xn−l+2...xn]. Ово осматрање ћемо вратити у израз за трансформациjу
x:

|x〉 −→ 1

2
n
2

n⊗
l=1

(|0〉+ ei2π(s1+[0.xn−l+1xn−l+2...xn]) |1〉) =

=
1

2
n
2

n⊗
l=1

(|0〉+ ei2πs1(l)ei2π[0.xn−l+1xn−l+2...xn2
−l] |1〉) =

=
1

2
n
2

n⊗
l=1

(|0〉+ 1s1(l)ei2π[0.xn−l+1xn−l+2...xn] |1〉) =

=
1

2
n
2

n⊗
l=1

(|0〉+ ei2π[0.xn−l+1xn−l+2...xn] |1〉)

Односно од кубита x1 до кубита xn:

|x〉 −→ 1

2
n
2

(|0〉+ ei2π[0.x1x2...xn] |1〉)⊗ (|0〉+ ei2π[0.x2...xn] |1〉)⊗ ...⊗ (|0〉+ ei2π[0.xn] |1〉)

Ово jе финална репрезантациjа квантне Фуриjеове трансформациjе на основно стање x и
доста нам говори о томе како ће изгледати логичко коло.
Коло квантне фуриjеове трансформациjе се састоjи само од две врсте капиjа: Адамарове
капиjе и контролисане капиjе фазног помераjа за 2π

2n
. Адамарова капиjа ће кубит |x〉 = |1〉

претворити у стање( 1√
2
(|0〉−|1〉)) што одговара стању последњег кубита. Сви кубити ће проћи

кроз jедну Адамарову капиjу. Ово такође омогућава контролисаноj капиjи да делуjе само на
|1〉 компоненту кубита на коjи делуjе.

Слика 16: Приказ квантне Фуриjеове трансформациjе над n кубита

43. страна



Шоров алгоритам и квантна надмоћ

3.3.2 Алгоритам проналажења периода функциjе

Након што смо сазнали све што нам jе потребно о квантноj суперпозициjи, можемо се
посветити начину на коjи Шоров алгоритам тражи поредак насумично изабраног броjа, ре-
шаваjући проблем налажења периода функциjе.
Претпоставимо да фаза φ настаjе деjством неког унитарног оператора U(његов сопствени век-
тор jе |u〉, а његова сопствена вредност jе ei2πφ). Ако применимо исти оператор jош jедном,
почетну фазу ћемо квадрирати. Уз претпоставку да оператор можемо да применимо довољно
пута, могли бисмо да конструишемо свих n стања квантне Фуриjеове трансофрмациjе. По-
што jе квантна Фуриjеова трансформациjа реверзибилна, ми можемо да сазнамо колика jе
та фаза φ.
Да бисмо решили оваj проблем, потребна су нам два регистра кубита, први коjи ће имати q
кубита и други коjи ће имати довољно кубита да представи стање |u〉. У првом регистру су
на почетку сви кубити постављени да буду у стању |0〉, након чега ће сваки кубит проћи кроз
Адамарову капиjу. Када прођу кроз Адамарову капиjу сваки од тих кубита ће бити контрол-
ни кубит за jедну од контролисано U2p , 0 6 p 6 q − 1 капиjа коjе делуjу на други регистар.
По дефинициjи сопственог вектора капиjа неће уопште деловати на сопствени вектор |u〉, али
ће зато деловати на |1〉 компоненту контролног кубита, помераjући му фазу. Ово своjство се
лако доказуjе.

1√
2

(|0〉 |u〉+ |1〉U2q |u〉) =
1√
2

(|0〉+ |1〉 ei2π2q) |u〉

На краjу овог процеса, стање првог регистра ће бити:

1√
2q

(|0〉+ ei2π2
q−1φ |1〉)⊗ (|0〉+ ei2π2

q−2φ |1〉)⊗ ...⊗ (|0〉+ ei2π2
0φ |1〉) =

=
1√
2q

2q−1∑
k=0

ei1πkφ |k〉

Оваj последњи израз подсећа на квантну Фуриjеову трансформациjу, па ако jе применимо на
први регистар и потом извршимо мерење над њим, добићемо нешто што jе поприлично добра
апроксимациjа фазе φ.

1√
2q

2q−1∑
k=0

ei1πkφ |k〉 ⊗ |u〉 = |φ̃0〉 ⊗ |u〉

Посматраjмо идеалан случаj: фаза φ се може тачно приказати са q кубита (φ = [0.φ1φ2...φq]).
То значи да можемо да преформулишемо стање првог регистра регистра као:

1√
2q

(|0〉+ ei2π[0.φ1] |1〉)⊗ (|0〉+ ei2π[0.φ1φ2] |1〉)⊗ ...⊗ (|0〉+ ei2π[0.φ1φ2...φq ] |1〉)

Ово стање нам jе познато: ово jе стање коjе добиjемо после примене квантне Фуриjеове транс-
формациjе на вектор |φ1φ2...φq〉, што значи да можемо измерити вредност φ потпуно тачно
Међутим, шта ће се десити када не гледамо оваj случаj? Испоставља се да и тада можемо
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добити поприлично прецизну апроксимациjу φ са великом вероватноћом. Ако желимо да при-
кажемо φ са прецизношћу од n цифара и ако нам jе тражена вероватноћа да погодимо фазу
1− ε, броj кубита q коjе први регистар мора имати jе:

q = n+ dlog( 2 +
2

ε
)e

Где dxe представља наjближи цео броj броjу x коjи jе већи или jеднак њему. Ово тврђење jе
детаљно доказано у раду броj 7.
Сад када знамо како функционише алгоритам налажења фазе, вратимо се на наш почетни
проблем, налажење поретка насумично изабраног броjа по модулу N . Посматраћемо следећи
унитарни оператор:

U |y〉 ≡ |xy mod N〉

Подразумеваћемо да ако jе y > N , оваj оператор не чини ништа, односно да се оператор
нетривиjално понаша само кад jе 0 6 y 6 N − 1 Сада нам jе потребно на нађемо сопствени
вектор оператор U . Срећом, постоjи их доста, jедан од њих jе:

|us〉 =
1√
r

r−1∑
k=0

e
−i2πsk

r |xk mod N〉 , 0 6 s 6 r − 1

при чему jе r поредак коjи тражимо. Лако се доказуjе да jе |us〉 сопствени вектор.

U |us〉 =
1√
r

r−1∑
k=0

e
−i2πsk

r |xk+1 mod N〉 =

= e
i2πs
r |us〉

Одавде се види да jе сопствена вредност оператора e
i2πs
r . Под претпоставком да смо узели

довољан броj кубита да можемо да прецизно одредимо s
r
са великом вероватноћом, на први

регистар применимо инверзну квантну Фуриjеову трансформациjу и после тога га измери-
мо, добићемо броj jако приближан s

r
. Уз промену сопствених вектора |us〉, добиjаћемо више

вредности s
r
за различито s, након чега ћемо применити Еуклидов алгоритам и пронаћи 1

r
,

чиме jе проблем налажења поретка решен.

3.4 Ефикасност Шоровог алгоритма

Ефикасност било ког алгоритма се дефинише његовом временском комплексношћу,
односно временом коjе jе потребно да се изврши за велике броjеве. За одређивање временске
комплексности користи се нотациjа великог O, kоjа се посвећуjе броjу битова коjе су по-
требне наjвећем регистру или подалгоритму самог алгоритима.
Пошто jе квантним рачунарима за чување N стања потребно n = log2N кубита, а очекивано
време извршења алгоритма проналажења фазе jе реда O(n3), очекивано време извршавања
Шоровог алгоритма jе O((log2N)3). Ово време се сврстава у полилогаритaско време и заиста
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показуjе ефикасност Шоровог алгоритма у поређењу са другим алгоритмима за факториза-
циjу броjева. Поређења ради, очекивано време изврашавања наjефикасниjег бинарног алго-
ритма за решавање факторизациjе броjева jе реда O(e1.9(logN)1/3(log logN)2/3), што се сврстава
у субекспоненциjално време извршавања. То значи да jе време извршавање брже од експо-
ненциjалног алгоритма, али ипак много спориjе од полиномског логаритма, а неупоредиво
спориjе од полилогаритамског алгоритма као што jе Шоров алгоритам.
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4 Примене

Током овог рада смо се детаљно посветили описивању и обjашњењу рада квантних рачу-
нара и вероватно наjпозантиjег алгоритма насталог за њих, Шоровог алгоритма. Ипак, пред
нама jе остало много питања, понаjвише оних коjа се тичу сврхе и примене самог алгорит-
ма и наравно, сврхе и примене ових дивних машина. На краjу ћемо одговорити на jедно од
тренутно наjчешћих питања: "Зашто се квантни рачунари jош увек не примењуjу?"

4.1 Примена Шоровог алгоритма

Када jе настао 1994. године, Шоров алгоритам jе за циљ имао да ефикасно реши проблем
коjи jе постоjао jош у Староj Грчкоj, а ниjе успео да се ефикасно реши ни помоћу бинарног
рачунара: факторизациjу броjева. Оваj проблем jе толико тежак за решавање да jе на њему
заснован цео jедан криптосистем коjи jе jош увек популаран: RSA криптосистем. Следи
кратка прича о овом криптосистему и обjашњењу зашто му Шоров алгоритам представља
потенциjалну опасност.
RSA (Ривест-Шамир-Едлман) криптосистем1 настао 1977. jе систем коjи информациjу
криптуjе на принципу jавног кључа, доступног свима и приватног кључа, доступног само
оном коjи жели приступити информациjи. Особи коjа жели да приступи информациjи мора
да поседуjе оба кључа. У пар корака ћемо приказати како оба кључа настаjу.

1. Главни корак: изабрати два велика и приближно jеднака проста броjа p и q.

2. Израчунати n = pq. Броj n ће бити jедан од делова jавног кључа

3. Израчунати Кармаjклову функциjу2 од n (λ(n)). У општем случаjу Кармаjклова функ-
циjа за броj n = pα1

1 p
α2
2 ...p

αk
k jе дефинисана као

λ(n) = (λ(pα1
1 )λ(pα2

2 )..., λ(pαkk ))

где НЗС представља наjмањи заjеднички садржалац свих ових броjева. За степен про-
стог броjа pα λ(pα) jеднако:

λ(pα) = pα−1(p− 1)

У нашем случаjу λ(n) ће изгледати овако:

λ(n) = (p− 1, q − 1)

4. Изабрати природан броj (1 < e < n) такав да jе НЗД(e, n)=1. Ово ће бити други део
jавног кључа.

1Ron Rivest (1947-)-амерички криптограф
Adi Shamir (1952-)-израелски криптограф
Leonard Adleman (1945-)-амерички информатичар

2Robert Carmichael (1879-1967.)-амерички математичар
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5. Одабрати природан броj d такав да jе:

ed ≡ 1 mod λ(n)

броj d се назива модуларни мултипликативни инверз.

Jавни кључ су броjеви (e, n), док приватни кључ чине броjеви (d, n).
Посмтраjмо како ово функционише у практичном случаjу: особа А хоће да пошаље особи Б
неки броj m, са намером да jе нико други не прочита осим особе Б. Особа А ће енкриптовати
m, користећи функциjу c(m):

c(m) = me mod n

Затим ће c, n и e бити послати у jавност. Особа Б ће користити своj приватни кључ, прецизниjе
d да би декриптовала c и добила m:

c(m) = cd mod n

Односно, ако се оваj израз напише другачиjе:

(me)d ≡ m mod n

Ово своjство се може доказати помоћу мале Фермаове теореме3.

Главни проблем за бинарне рачунаре представља факторизациjа броjа n после чега ниjедан
од следећих корака ниjе претерано проблематичан jер постоjе алгоритми коjи их ефикасно ре-
шаваjу. Због величине броjева коjи се факторизуjу и чињенице да jе временска комплексност
наjбржег бинарног алгоритма реда O(e1.9(logN)1/3(log logN)2/3) за природни броj N , разбиjање
енкрипциjе jе толико споро да jе неисплативо. Исто се не може рећи за Шоров алгоритам,
коjи са временском комплексношћу реда O((logN)3) оваj проблем решава много брже и ипак
показуjе да ће ова енкрипциjа убрзо морати бити замењена.

Како jе оваj алгоритам успео да ефикасно реши проблем коjи jе био дуго неисплатив или
чак немогућ на бинарним рачунарима, убрзо jе постало jасно да су квантни рачунари способ-
ниjи уређаjи од бинарних. О термину квантне надмоћи и потенциjалноj примени квантних
рачунара биће речи у следећем потпоглављу.

4.2 Поjам квантне надмоћи и потенциjална примена квантних рачу-
нара

Поjам квантне надмоћи (енг. quantum supremacy) jе први увео Џон Прескил4 и предста-
вља тренутак када ће квантни рачунар успети да победи наjбржи бинарни суперкомпjутер у
решавању неког проблема, без обзира на то да ли jе решавање тог проблема корисно на неки
начин или не. Углавном се односи на рачунарску комплексност, али и на велико убрзавање
класичних алгоритама коjе jе на квантним рачунарима могуће. Jедан од алгоритама коjи

3Pierre de Fermat (1601-1665.)-француски математичар
4John Preskill(1953-)-амерички теорерски физичар
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достижу велико убрзање уз помоћ квантних рачунара jе Шоров алгоритам. Уз њега постоjе
jош два начина помоћу коjих jе могуће показати квантну надмоћ, а то су: бозон семплинг
(енг. boson sampling) и узроковање излазне дистрибуциjе насумичних квантних кола.

Шоров алгоритам jе, као што смо показали, jако ефикасан алгоритам за факторизациjу
броjева, али и за разбиjање RSA криптографиjе. Добра особина Шоровог алгоритма jе да
се може користити на бинарним рачунарима, али са доста спориjом брзином, с тога jе од
почетка био jедан од првих кандидата за показивање квантне надмоћи. У прилог иде и чи-
њеница да се тачност факторизациjе може показати ефикасно и на бинарном рачунару, jер
све што jе потребно jе да помножимо факторе и проверимо да ли jе добиjени броj онаj броj
чиjу смо извршили факторизациjу. Међутим, главни проблем Шоровог алгоритма су ресурси
потребни за извршавање алгоритма за велике броjеве. Са повећањем броjа, ресурси постаjу
велики и експеримент jе немогуће извести са садашњом технологиjом. С тога су се научници
фокусирали на преостала два начина показивања квантне надмоћи.

Бозон семплинг jе рачунаска парадигма коjа се заснива на идентичним фотонима коjи су
пропуштени кроз оптичку мрежу. Бозон семплинг може да реши одређене проблеме претраге
и узимања узорака коjи се сматраjу нерешивим за бинарне рачунаре. Временска комплек-
сност наjбољег класичног алгоритма за симулирање бозон семплинга jе O(n2n + mn2), где
jе n броj фотона, а m броj изалазних модова. Претпоставља се да jе симулирање 50 фотона
немогуће за било коjи суперрачунар, коjи тренутно постоjи.

Узроковање излазне дистрибуциjе насумичних квантних кола , односно симулира-
ње произвољног квантног кола jе проблем коjем са порастом кубита временска комплексност
расте експоненциjално. Оваj проблем jе могуће решавати и на бинарним рачунарима jер jе
симулирање квантних рачунара могуће. Америчка компаниjа IBM jе на свом рачунару успела
да симулира квантни систем од 56 кубита и то jе наjвећа симулациjа до сад. Пошто jе оваj
проблем расте експоненциjално са броjем кубита, с тога ће у будућности броj кубита коjи
се могу симулирати бинарним рачунаром доћи до границе. Занимњива чињеница jе да ако
би постоjао рачунар коjи би симулирао квантни систем од 260 кубита, он би имао већи броj
битoва него што постоjи атома у познатом универзуму, према томе то jе немогуће.
Ипак, помоћу овог принципа jе и показана квантна надмоћ. Компаниjа Гугл jе 23. октобра
2019. обjавила да jе користећи квантни процесор Sycamore са високо квалитетних 54 суперпро-
водних кубита, од коjих jе jедан неактиван, успела да постигне квантну надмоћ. Оваj процесор
jе успео да уради циљано израчунавање за 200 секунди, док би одређеном суперкомпjутеру
потребно 10000 година. Ипак, компаниjа IBM у чиjем jе власништву таj суперкомпjутер jе
ово демантовала, тврдећи да jе направила побољшан алгоритам коjи дато израчунавање мо-
же да изврши за два и по дана. Jош увек jе дуг пут до праве квантне надмоћи, али свакако
jе вредно чекати.
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Слика 17: Гуглов Sycamore процесор

Занимљива jе и потенциjална примена квантних рачунара. Пошто квантни рачунари нема-
jу универзалну архитектуру као што jе фон Ноjманова архитектура код бинарних рачунара,
вариjациjе квантних рачунара су много веће. Ипак, постоjе два правца у коjима се развоj
квантних рачунара креће: дигитални и аналогни.

Аналогни приступ се углавном односи на примену квантних рачунара где су заиста не-
опходни и примерениjи од бинарних рачунара. Односи се на симулациjу квантних система,
о чему jе Фаjнман и писао jош давне 1982. године. Овакве симулациjе су готово немогуће на
суперкомпjутерима и оваква имплементациjа би нам дала многе одговоре на питања из поља
физике, али и хемиjе.

Дигитални приступ се углавном односи на примену квантних рачунара при решавању
проблема коjи се њиховом применом могу драстично убрзати. Неке од главних оваквих при-
мена су:

• Квантна криптографиjа-пошто смо показали да Шоров алгоритам може разбити веома
популаран RSA криптосистем, а постоjе и други квантни алгоритми коjи чистом силом
могу да разбиjаjу друге криптосистеме, све више ће се покретати питање сигурности по-
датака коjа би, са поjавом довољно jаког квантног рачунара, била и те како нарушена.
Срећом, постоjе криптосистеми за коjе jош увек не постоjи алгоритам њиховог разби-
jања, међу њима има и квантних криптосистема коjи би потенциjално могли да имаjу
користи од квантних рачунара. Већина тих криптосистема jе засновано на законима
квантне механике приликом генерисања приватних и jавних кључева, мада постоjе и
они коjи се засниваjу на директноj размени кубита између два рачунара коjи не веруjу
jедан другом.

• Квантна претрага-прецизниjе квантна претрага база података уз помоћ Гроверовог2

алгоритма. Његова временска комплексност jе реда O(
√
N) за базу података од N еле-

мената, што jе квадратно побољшање у односу на класичне алгоритме коjи су улавном
реда O(N). Како су базе података све присутниjе и све веће, ово убрзање jе и више него
повољно.

2Lov Grover(1961-)-индиjско-амерички информатичар
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• Решавање система линерних jедначина-алгоритам познатиjи и као HHL-алгоритам jе ве-
ома ефикасан алгоритам за решавање ове врсте проблема. Његова комплексност jе реда
O((logN)k2), где N представља броj вариjабли система, а k представља броj случаjева
у оквиру система у зависности од његових параметара. Оваj алгоритам нуди експонен-
циjално убрзање у односу на наjбржи класични алгоритам чиjа комплексност jе реда
O(Nk).

Ово су само неке од могућих примена квантних рачунара, треба имати на уму да jе ово
jош увек млада област подобна променама, с тога ће се у блискоj будућности поjавити jош
алгоритама и самим тим jош могућих области где се квантни рачунари могу применти. О
томе како ће та примена тећи и изгледати у реалном свету ћемо морати сачекати неко време.

4.3 Зашто квантни рачунари jош увек нису у широj примени?

Квантни рачунари, иако на папиру доста супериорниjи од бинарних рачунара, имаjу своjе
недостатке. Ови недостаци су и главни разлог зашто се квантни рачунари у некоj широj
примени. Наиме, тренутно наjвећи проблеми за квантно рачунарство су декохеренциjа и
нежељена бука код система са више кубита.

За систем се сматра да jе квантно кохерентан ако постоjи тачна фаза између његових стања
и да не постоjи интеракциjа тих стања са спољашњим светом. Ако оваj услов ниjе испуњен,
систем jе декохерентан. Међутим, декохеренциjа може настати на jош начина, између осталог
применом логичке капиjе на кубите. Декохеренциjа представља наjвећи проблем квантног
рачунара, наjвише због медиjума од коjег се квантни рачунари праве. Испоставља се да се
суперпроводници (углавном специjалне врсте керамике са примесама метала, наjвише бакра)
одлично носе са декохеренциjом. Због тога су кубити, капиjе и кола већине квантних рачунара
коjи тренутно постоjе и направљени од овог медиjума. Међутим, суперпроводници имаjу своjе
недостатке. Суперпроводници су, као што jе речено, специjалне врсте керамике коjе су скупе
за производњу и тешке за израду. Поред тога, jако су крте и тешко jе од њих направити
флексибилну жицу, нешто што нам jе потребно при састављању рачунара. Због овога се
поjављуjу примесе метала. Jош већи проблем су услови у коjима квантни рачунари раде.
Да не би дошло до интеракциjе са спољашњим светом, квантни рачунари раде у потпуном
вакууму на температури приближноj апсолутноj нули, што су услови коjи се могу рекреирати
само у посебним лабораториjама и додатно дижу зависност од околних уређаjа и самим тим
цену целог система.

Jош jедан проблем са коjим се квантни рачунарство сусреће jе нежељена бука изазвана
интеракциjом између самих кубита. Оваква бука може да изазове грешке у калкулациjама
коjе досежу до броjке од чак три посто, што свакако ниjе прихватљиво. Квантни рачунари
могу да извршаваjу квантни алгоритам за исправљање грешака и на таj начин симулираjу
рачунар код коjег jе бука занемарљива, са повећањем броjа кубита ниjе познато како ће се
цео систем понашати са овим алгоритмом.

Иако квантни рачунари тренутно постоjе и постоjе компаниjе од коjих jе могуће купити
квантни рачунар, њихов тренутни однос цене и могућности jе неисплатив за већину лабора-
ториjа. Да би дошло до неке веће експанзиjе ових машина, наука и технологиjа мораjу jош
доста да изнапредуjу.
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5 Закључак
Кроз оваj рад смо се упознали са квантним рачунарима, њиховом основном принципу ра-

да, предностима и недостацима. Упознали смо се и са функционисањем рада вероватно наj-
познатиjег алгоритма коjи могу да извршаваjу, Шоровим алгоритмом и схватили да квантни
рачунари могу бити надмоћниjе машине од самих бинарних рачунара. Приказали смо и на
коjи начин квантни рачунари могу показати да су бољи, као и коjе су могуће примене ових
дивних машина. Мени лично jе фасцинантно како jе у релативно кратком периоду од 39 го-
дина када jе настао Фаjнманов рад "Simulating physics with computers" до данас постигнуто.
Бинарни рачунари какве их данас познаjемо постоjе скоро 70 година (са одређеним изменама)
и у њих су кроз године инвестирани билиони долара и без обзира на то поjавиле су се машине
у коjе jе утрошено доста мање времена и новца, а коjе се могу показати као боља алтернати-
ва. Иако већина тренутних квантних рачунара нема више од 50 кубита1, иако jе наjвећи броj
факторизован Шоровим алгоритмом само 12, треба имати на уму да jе квантно рачунарство
нова област и да се на овоме сигурно неће стати. О томе како ће квантни рачунари утицати
на свет у коjем живимо, само ће време рећи.

Слика 18: Квантни рачунар са суперпроводним кубитима коjи jе произвела компаниjа IBM у
лабораториjи у Цириху

1тренутни рекорд у време писања овог рада за броj кубита jе 72, а у току године компаниjа D-wave планира
да направи рачунар са 5000 кубита и пусти га у продаjу
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Квантни рачунари су област науке коjа jе изазвала моjе велико интересовање jош од када
сам први пут читао о њима пре отприлике седам година. Иако тада нисам имао довољно
знање из физике и математике да би их довољно разумео, кроз проучавање и израду овог
рада сам стекао знања коjа су jош више продубила моjе интересовање ка овим величанственим
машинама.
Овом приликом бих желео и да се захвалим свом ментору Игору Салому на помоћи при
изради овог рада, али и знању стеченом на часовима менторске наставе, коjу сам похађао уз
његову дозволу. Желео бих да се захвалим и своjим професорима математичких предмета
Jелени Николић и Милици Мисоjчић, али и професорки физике Катарини Матић за стечена
знања из ових поља, али и за мотивациjу коjа ме jе водила ка успесима током четири године
похађања ове гимназиjе. Без њих израда овог рада не би била могућа.
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