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1 VYBox

O6/1acT KBAaHTHOT pavyHapCTBa je MJIaJla U MEePCIeKTUBHA, MEh)yTHM 3HAIHE IMUPOKE MOITYJIaIln]je
o uMa je majio. OBe MalmHe ce KOPUCTE MPUHIIAIINMA paJjia KBAHTHE MeXaHuKe, o0acT pusnke
Koja rmocToju Tek MaJsio Butie o1 100 romnaa. OyHKIIMOHNCake KBAHTHIX padyHapa U ajJropurama
KOjU Ce W3BpINaBajy Ha IUMa je J0CTa JApPyradnju y ojaHocy Ha "KiacuaHe", OmHapHe padyHape.
umb oBor paja je 1a 6apeM MaJio MO0jaCHU KOHIIENT KBAHTHUX padyHapa, ajil U jeJIHOT O] aJrOpu-
TaMa Koju ce Ha memy u3Bpiianajy, [lloposor anmropurma. Vcmnocrasuhe ce j1a oBu padyHapu Hy/ie
pelliema Koja OMHApHM padyHapu He MOTY e(dUKACHO MOHYJIUTH U CAMUM THUM Iupe MoryhHocTn
OHOTa IITO je Moryhe m3BpmuTu Ha padyHapy. Takohe ce mokpehe nmurame Koja oJ1 OBe JIBe BPCTE
padyHapa je 00/ba U KAKO Ce TO MOXKe JIOKa3aTH, I1a he OUTU U pedu O KBaHTHOj HaJiMohm Koja ce
6aBu oBuM muTameM. [locBeTnheMo ce u OTEHIMjAJIHO] IPUMEHN KBAHTHUX padyHapa, U3 pasjiora
IITO HUXOBa €KCIIaH31ja oIl HUje IoYesa.
[la 6rucMmo 6oJbe pazyMesn KOHIIENT KBAaHTHAX padyHapa, pa3Jiore 3aliTo MOTy IOCTATH HaIMOhHUje
MaImHe oJi OMHApHUX padyaHpa, aju U cxBaTwau Kourent camor [lloposor ajsropurma, Mopamo
3HaTH norabhaje m orkprha U3 Mo/ba KBAHTHE MEXaHUKe U PadyHAapCTBa KOja Cy MM MIPETXO/INJIN.

1.1 Kparka ncropuja KBaHTHE MEXaHUKe

Ca cueypnowhy moey da xasicem da
KEAHMHY METAHUKY HUKO HUje
PASYMEO.

Richard Feynman
(1918-1988.)-amepuuku busnaap

OJ1 HacTaHka YoBeKa Kao Omha, IpuUImcyje My ce enuteT padodna.nocm. JOBeK o cBOjer Haj-
panujer jgo0a UCTpaXKyje W MOKyIaBa Ja ITo 00/be padyme caMor cebe, CBeT YHjU je OH Je0 H
1ojaBe Koje 4nHe Taj cBeT. Kao pe3ysitar oBe 4OBeKOBe 0COOMHE, HACTAHKOM IPBUX ITUBUIU3AIIN]a
U [IACMa, BPEMEHOM HACTajy U HayKe: OMOJIOTHja, HCTOPHUja, reorpaduja, XeMuja... Koje MOKYIIaBa]jy
Jla Ha MITO O0jeKTUBHUJU HAYUH ONUIIY U KJIacu(UKYjy pasHa MuTamba Koja Cy 3aHMaJia 10BevaH-
cTBO U mpeHecy ux Oyayhum remeparnujama. Hayka koja mpoydaBa u TexKu Jia JleUHAIIE CBOjCTBA
IIPUPOJIHUX II0jaBa W TeJjia Ha3uBa ce dusuka. Kpo3 Bekose dbusmka je ycuesa ja omuiire OpojHe
benomeHe Koju ¢y 10 Ta] HHTPUTUPAJN YOBEUAHCTBO (pa3Ha KpeTamba, PABUTAIN]Y, CJICKTPUIHY
CTpYjy, KapakTepuctuke raca u dJynaa) u 10 Kpaja 19. Beka ¢usnka je onmcasa BeJukn 6poj Taja
MMO3HATHAX II0jaBa.

MebyTum, kpajem 19. u moderkom 2(0). BeKa OTKPUBEH je HU3 MpobJieMa KOju ce HUCY MOTJIN
nokazaru "kyacuanoM" dusukom. Heku o1 Tux mnojasa, edbekara u eKCriepuMeHaTa Cy YITpasbyOu-
qacTa KaracTpoda, doroenekrpuunn edexkar n Majkenrcon-Mopiujes ekcriepument. PeraBamem
OBUX Ipo0JIeMa HACTA]y TPU HOBE I'paHe (bU3MKe, Koje Cy IoKa3aJjie Jla CBET, UIIaK, HIje OHaKaB KaKo
je sammmman. OBe rpaHe ce U JaHAC aKTUBHO PO/ yO/byjy U TO Cy: OIIITa TEOPHja PeTaTUBHOCTH,
KBaHTHA MEXaHMKa U KBaHTHA TeOPHja I10/ba, KOja UX 00jeuibyje U IMoBe3yje.

[IpBu npobsiem KojuMm ce ODaBuIa KBaAaHTHA MEXaHUKA je yJATpajbyomdacta kartacrtpoda. Ha-
uMe, KjacudHoM (usukoMm HuUje Omio Moryhe ommcaTu PacIojiely €Hepruje eJIeKTPOMArHEeTHOr
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3pater-a arcoIyTHO IpHOr Tema. Pejmm-IlmmcoBnm! 3akoHOM je MOKyImama aIpOKCHMAIja OBe

pacrojiesie, MehyTuM 3a BucoKe BpejHocTH dpekBeniie Pejnu-IluncoBum 3akoHOM ce job0uja Gec-
KOHAYHA BPEIHOCT, IITO OM 3HAYU/IO Ja OU aIllCOYyTHO I[PHO TEI0 ¥ TPEHYTIMMa €MUTOBAJIO ey
CBOjy €HEPrujy 10 allCoIyTHE HyJIe, IIITO ce HapaBHO He JenraBa. bpojau dpusndapu cy moKyIaBain
na perte oBaj dbeHomen, 1a 6u 1900. roguae Maxc [Tnank 2 m3Beo 3akon moMohy Kora ce caBpIIeHO
orcyje oBy pactojeny. [puiukom nssohema ose dopmysie [Lrank je KOpUCTHO XUIOTE3Y:

E=nhv, neN

KOJOM TOKa3yje Ja eHepuja eMUuTyje y JUCKPETHUM MOoPpIijaMa Koje je OH Ha3Ba0 KBAHT €Hep-
ruje (hv). OBo je cynporHo npehaimem MUIIbEbY Ja ce eHepruja eMuTyje KoHTuHyaHo. [lnank
HIje IIPBU KOMe je oBa Wjeja Iaja Ha mameT, jom 1877. Bommman® mpernocrasiba j1a ce eHepruja
emuTyje guckperno. Mehyrum, [lnank je npBu Koju je g0Ka3ao Jia je TO 3alpaBo UCTHHA.

5 The "Ultraviolet
Catastrophe"
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Cnuka 1: IIpuxas yampanybuvacme xamacmpoge

Ha mpuay kojy je Ilnank 3amodeo nagosesao ce Ajumraju® orkpuhem dbopmysie 3a doToesiex-
tpuunu edekrar. Obaj denomen je orkpuo Xajupux Xepr ° 1887. roauHe u IpecTaBba eMUCH]Y
eJIeKTPOHA W3 MeTajiHe KPHUCTaJIHe PerreTKe IO YTUIajeM eIeKTPOMArHeTHOT 3padema. AjHITaj-
HOBa (hopmyJia:

hy = Az + Tmax

rjie A; pejicTaB/ba U3JIa3HU PAJT €JIEKTPOHA, a 11,4, FHETOBY MAKCUMAJHY KUHETUIKY €HEPIH]Y,
HoKa3yje Jia ce eHepruja u arncopbyje y KBAHTHAMA, ajlil U JIa Ce CBETJIOCT (um OHIIO KOje JIPYyro

! James Jeans (1877-1946.)-enrneckn dbuzmaap
John William Rayleigh (1842-1914.)-enruecku dbusuuap, noburnuk Hobesose narpage 1904. ronune

2Max Planck (1858-1947.)-memauxu cdusmaap, nooutnnk Hobemose marpazge 1918. romume

3Ludwig Boltzmann (1844-1906.)-aycTpujcku dbusmaap

4Albert Einstein (1879-1955)-nemauxu dusndap, 3a orkpuhe dopmyite dboroenexTpudnor edexta 10610 Hobe-
JoBy Harpasxy 1921. romgune

SHeinrich Rudolf Hertz (1857-1894.)-nemauku dbusuuap
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eJIEKTPOMArHETHO 3paderhe) JIeJin Ha KOoHadaH OpOj KBaHTa eHepruje Koju ce jajbe He jene. He-
JIyrO HaKOH OBHUX OTKpHha, KBaHTH eHepruje jJo0ujajy HOBU Ha3UB KOjU U JaHac HOce: (POTOHU.
AjurmrajuoBo oTkpulie je jegaH oJ1 MPBUX MOKA3aTe/ba Ja CBETJIOCT UMA JIyasTHy IIPUPOLY: Y HEKUM
cuTyaryjamMa ce IOHAIa Kao Tajac, a y JAPYTUM Kao YeCTHIIA.

Y mOUpPUINYHO KPATKOM BPEMEHCKOM MEPUOLYy KBAHTHA MEXAHUKA je OKPEHYJ/IA JTOTAJIAIIbE JJOTME
dusmke HaryIaBadke, ajau Tome JiebMHUTBHO HEje Omo Kpaj Beh, mamporus, camo moderak. 1913.
roguae Hune Bop® msmaxke cpoja ;Ba mocTynaTa m IIpHKasyje CBOj MOJET aToMa IO KOjeM ce
eseKTpoHn Kpehy mo ¢gpukcHuM pajujycuma, OJIHOCHO Jla ce HaJjla3e Ha JIMCKPETHUM €HePreTCKUM
HUBOMMA Ha KOjuMa He 100ujajy, aju u He rybe eneprujy. Mehyrum, Kako je moryhe ja eaekTpoH
He IyOu eHeprujy ako 3Hamo Kaja ce Kpehe mo Kpy:kuoj myramu? OJIroBop Ha OBO IHUTAHE A0
je JIyj me Bpom” 1923. rogmme HOCTaB/baILEM CBOje XHIIOTE3e: aKO e IMyTarbl eJeKTPOHA J0JIe/IH
crojehu Tasac TakaB Jia ce Ha IyTamU eJIeKTPOHA HaJla3u 1e0 OpOj TAJaCHUX JIy:KuHA (271 = n\)
U aKO He II0CTOjU HUKAKaB OTIIOP cpejinHe, Taj crojehn Tasac he ocimioBaTu 6eCKOHAYHO J1yT0, O€3
MKAKBUX I'YOUTaKa eHepruje. 3almnc Xunorese:

IJle je p UMILyJIC YecTulle, A TajacHa JyKuHa tajnaca, a h [lnankosa koncranta. [Ipema Tome,
€JIEKTPOH U JIpyre MUKPOYECTHIIE ce 110 Jie Bposby nonarrajy mayasano. Hberosa Teopuja ce moksrana
ca npeuM Boposum nocrynatom (L = nh) u KacH#je je n eKCIePIMEHTATHO JTOKa3aHa. HakoH oBor
PEBOJIYIIMOHAPHOT OTKPHUNa ITOCTaB/ba ce MUTabe: aKO MUKPOOhjeKaT NCIIO/haBa TaJaCHa U YeCTHIHA
cBOjCTBA, KaKo onucaTH merosa Moryha crama? Orosop Ha oBo muTaibe 1ao je Epsun Ilpeaunrep®
1925. rogune nedunucamem udepeHIyjaline jelHaqdnne Koja je monesia nMe o memy. Perrapamem
oBe jeHadmMHe ;100ujajy ce pyHKIIMje Koje OIHUCY]jy cTatba MUKpoobjekTa. OBe byHKIMje cy TTO3HATE
Kao TajacHe pyukmuje (¢(r, t) y ommrem cirydajy; ¢ () y clerujagsHoM ciydajy Kaja ce IecTHIla
HaJIa3M Ha jejHoj ocu KoopiumHaTHOr cucrema u t = 0). Hapemne rommme Makc Bopu orkpusa
CTATUCTHYKY MpUpoy TajacHe dbynkuuje: |t(x)|* npejcrapba ryctuny BepobaTHONe Hajaskera
gecture y Tauku r. OBa dopmyrna ykasyje Ha MpodabMIMCTHYKY TPUPOJY KBAaHTHE MEXaHWKe W
YUILEHUILY Jla KOJIMKO T'OJI IapamMerapa O HeKOM 00jekTy, nehemo mobutu curypan mojarak, Beh
BepoBaTHOhy. Curyaruja ce KOMILTUKYje KaJla KeJIMMO Jia JOOUjeMO JIBe OCODMHE YeCTHIE Y UCTOM
TperyTKy. 1927. romune cy oTkpusene Xajsenbeprose’ pemanuje meoapehenocru:

Ax-py,=>2h, Ay-p,>2h, Az-p,>h, At-AE>h

OsBe penanuje mokazdyjy Ja He MOXKEMO Y HUCTO BPEMe Ca TAdHOINNY 3HATU I0JI0YKA)] YECTUIIE
U heH UMIyJIc, Beh camMo jemHe o1 Te JBe ocobune. VcTo BaxKM M 3a COICTBEHO BPEMeE KHUBOTA
JecTurle u meHy eneprujy. Penammjama neogpehenoctu ce npukibydyje u BopoB NpHHIUIT KOM-
iementapaoctu (1928.romuua) Koju Kaxke Jia je Hemoryhe mocmarpaTy U TaJacHy W YECTHUHY

6Niels Bohr (1885-1962.)-mancku dusmaap, mobutank Hobemose narpaie 1922. romume

"Louis de Broglie (1892-1987.)-bpamiyckn dbusuuap, goourauk Hobesnose narpaje 1929. romune
8Erwin Schroedinger (1887-1961.)-aycrpujcku dusuuap, gobutonk Hobemose narpaie 1933. roxume
9Werner Heisenberg (1901-1976.)-nemaukn dbusmaap, nooutank Hobemose narpaje 1932. romume
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IPUPOJTy MIUKPOOOjeKTa y MCTOM TPEHYTKY.

Y HapeIHOM NEPUOJy KBAHTHA MEXaHUKA Ce YCPeACPEe/IIIa Ha TPOyYaBabhe eJIEeMeHTaAPHUX YeCTHIA
U pelaBaibe OPOjHUX MMapaJioKca, edeKaTa 1 3arOHETKH, ajli je U HAuIlIa Ha CKENTUIIN3aM HHeHOT
ornmcuBama peasnoctu. Hajsehu nporuBHuK mpodbadbu/imcTudKe Npupo/ie KBAaHTHE MeXaHuKe je 6uo,
omajio upoHndHo, Ayibept Ajamraju. Ocrasa je ynamhena meroa nzjasa: " Yeepen cam da Boe
ne baya xouykuuy". Kao peakrmja nacraje EIIP (Ajamraju-Ilomoncku-Posen) mapagoke u3 1935.
rojunae. OBaj MUCAOHU €KCIEPUMEHT MOKYIIIaBa Jia apryMeHTyje cTaB ja (pu3ndKa peaiHoCcT KOjy
olmcyje KBaHTHA MeXaHWKa HUje MOTIYHa 1 nuMa Heke HejocraTke. /lejui Bom je kacuuje mpuia-
roano EITP na 6u ra 6mio Jrakiine pasyMeTu. YOIIIITEHO, TapaoKe KazKe:

namo jBe WecTHlle y KBaHTHO] crpes3n'’ 1 M3BPHIMMO Mepeme HeKe 0coOMHe Ha jeIHOj Ol IUX
jaBe. o Tor TpeHyTKa MU HE 3HAMO KOjy BPEJIHOCT Ta OCOOMHA MMa W MOXKe y3UMaTHU OUJIO KOjy
BPEJIHOCT KOjy OHa MOKe Jla y3UMa, OJIHOCHO JI0 TOT TPEHYTKa Te YeCTHUIle y KBAHTHO] CyIepIO3U-
muju. OHOI TPEeHyTKa Ka/la U3BPIIUMO MepPeHhe MU CYNEPIO3UIIN]y MPEeKUIaMO U JI0OUjaMO TatuHy
BPE/IHOCT T€ OCOOMHE 3a YEeCTHUILYy Ha KOjOj CMO BPIINJIN MEPEIHE, a IMOIITO CY YeCTUIE y KBAHTHO]
CIIpE3H, Y UCTOM TPEHYTKY MOXKEMO 3HATH U BPEJIHOCT Te 0COOMHE 3a JIPYry UecTuily, 6e3 ob3mpa
IITO Ha 10j HUje BPIEHO Mepeme. oo ce Ha HeKn HAYWH JelnaBa Ja Apyra dectuiia "3ua' Kojy
BPE/IHOCT Y MCTOM TPEHYTKY Ka/la CA3HaMO BPEJIHOCT IPBE YECTHUIle, & YECTHUIIE Ce€ MOTY Y TEOPUjH
Hahy Ha BeJIUKUM yJIa/beHOCTHUMA, Jie/Iyje Kao Jia Ta uHdopMalnja myTyje Op3uHoMm Behom oj1 6p-
3UHE CBETJIOCTH, IIITO je 1o Teopuju pesaruBroctu Hemoryhe. C Tora je Ajuimraju 6uo mpucraimmna
Teopuje CKPUBEHUX BapujadJIu, OHOCHO BEPOBAO je Jia je KBAHTHO] MEXHUIIM HEOIXOTHO J10/1a-
TH jOII IapamMerapa ja Ol TadIHO OIHCAJIA CTakha Y YHUBEP3YMY.

1964. ITon Bexr'! dhopmysumte Teopemy 1 y OKBUPY Hhe HejeJIHaKOCT, Koja KaJla je HeHo Hapylleme
eKCITEPUMEHTAJTHO IIPOBEPEHO IMoKa3yje Ja je AJHINTajH MOrpemmo, OJHOCHO Ja HUjelHa TeopHja
CKPUBEHUX ITPOMEH/bUBUX HE MOXKe Jia peKpenpa edekTe KBaHTHE MeXaHUKe, a TU ePeKTH Cy pe-
AJTHU.

Ono mTO ce AeUHNTHBHO MOKA3aJ0 je Ja MaTeMaTHKa n3a KBAHTHE MeXaHWKe (byHKIIMOHUIIE
6ecripekopno. [loyjoBuroM 20. BeKa M ¢Be IMPUCYTHUjOM TEMOM padyHACTBA, MOJAKO je HacTajasa
ujieja o ypebajy koju 6u cumyampao KBaHTHA CTama-KBaHTHOM padyHapy. 1981. rogune Puuapm
®ajuman'? y paxy "Simulating physics with computers" npsu pasMaTpa KOHIENT KBAHTHOI Pady-
Hapa Koju OM MOrao Jila CUMyJINpa KBAHTHE CUCTeMe U ODjalllihaBa 3allTo TaKaB padyHap MOKe Ja
X cuMyJnpa, a oomdan He. Ha ocHOBY OBOr Mojie/ia HacTau Cy MHOTM KBaHTHU ajroputrmu, mehy
KojuMa je u TeMa oBor paja: [Ilopos asropuram. OBr aaropuTMu €y ce MOKa3a/M Kao MHOTO OOJbH
u OpkKu y o0pa/iu rojaTaka y OJIHOCY Ha KJacudHe ajropurMe. Mako oBu ajsropurmu Beh mocroje,
HUCY jOIII YBEK Huje y MacoBHOj npumenu. Mehyrum, y3 6p3 paszBoj TeXHOJIOTHje KaKaB je TPEHTHO
[PUCYTaH, IUTalbE je BpeMeHa KaJia he oHu OuTu y mupokoj yrnorpedu.

0quantum entanglement-crama rpyme gectuna rie nuje Moryhe OIpeuTH CTambe jejHe YecTHIe He3ABUCHO O

JIPYTHUX
1 John Bell (1928-1990.)-6puTancku dbusmgap

12Richard Feynmann(1918-1988.)-amepuaxn duzmaap
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1.2 Kparka ucropmja padyHapCcTBa

Komnjymepu cy beckopucnu. Moey
sam damu camo 002080peE.

Pablo
Picasso(1881-1973.)-uysenn
NINAHCKA yMETHHUK

Jorrr jeHa KopucHa 0COOMHA, YOBeKa je domuurbamocm. JOI oJ1 caMe MPancTOPHje Y0BeK KPOTh
HpUPOJY U Ipujiarohasa je cBojuM norpedbama. OBa ocobnHa MMa KOpeHe KOju Hac BOJE 2 MUJIUOHA
roJINHA yHA3a/[ Ka/1a je TaJalllibi YoBeKoIuKn npumar Homo habilis modeo pa mpasu opyha Koja 6u
My OJIaKIlTaBaJia JIoB. 300r oBe 0COOMHE TIOTOM HacTaje TOYaK, aju 1 mucMo. JloMunbaTocT 4oBeka
1 IEroBa JKejba Ja cedW IITO BUIINE OJIAKINa CBAKOJHEBHE Mpob/ieMe JI0Beje Cy U 10 MPOHATIACKA
pasHux ypehaja Koju cy mMaJin pa3He MpuMeHe, n3Mel)y oCcTaor u mporecynpame pasHux Mo/ ITaKa.
N3 oBakBux ypehaja HeHemocpeaHO HACTajy W JaHAIIBU padyHapH.

[Tomrro ce nedpunaUIUja pedn padyHap Kpo3 BpeMe MembaJa U JIaHalllba JeUHUIN]a ce OJIHOCH
caMo Ha eJIEKTPOHCKE CUCTeMe, ThUXOBe MeXaHnIKe mpeTke Ny wHazuBaTu "padyHapuma'.

JenHa o HampaBa Koje cy 3amodese uiaejy o "pauynHapuma' je abakyc!'®. Opa cmpasa 3a pa-
qyHarbe je MocTojaja KoJj MHOorux Hapoja. I[IpBu npumeprn cy nacraiau na teputopuju Kume oko
1100. rojuHe 1Ipe HOBE epe W Kao IPUMEHY Cy UMaJid padyHambe y JIeKaJHOM cucTteMmy. Bpemenom
Cy HACTaJu I'PUYKU, PUMCKH, jallaHCKH, PYCKU U JpeBHOAMEpPUUIKH abakycu. Pumcku abakycu cy
ce HajBuie yrnorpeb/baBau y EBpornn u kopuctuium cy ce jio 16. Beka. OBa crpaBa je 3ampaBo
Outa 1109 Ca MOJIe/bEHUM IOJbUMAa, 110 KOjUMa, ce TToMepajy KaMeHINN! U MEeTaJHUA JyTMUNU 1
y 3aBHCHOCTH OJI FbUXOBOT IIITOJIOXKaja ;100uja ce oapehena Bpemgroct. O TATHHCKOT HA3WBA 34 Te
kamenauhe (calculus) je Hacrana ped calculare, o 3naun padynartu. /Ipyru abakycu u jgaH JaHac
uMajy npumeny: y Janany m Pycuju cy n jgabpe cactaBHU Jie0 KyJIType, MHOTa Jiela y BpTuhmma
yde Jia padyHajy nomohy ympormiheHux abakyca, a ImocToje u abakycu 3a cJierie JbyJie, KOju MOMayKy
CJIETINM JBY/IUMa, JTa, PadIyHajy.

Cruka 2: npumepax pumckoz abaxyca

13Haswus noTmve u3 14. BeKa U U3BEIEH je O IPUKe pedn abax
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Hakon abakyca, oi1 17. Beka ce KOpUCTH JIorapuTMap, HallpaBa Koja je CIyKuJIa 3a n3padyHaBa-
Fhe TIPUPOJHUX JIOTapUTaMa, ATl U JIPYIUX MAaTeMaTUIKUX oneparuja (MHOKEHA, J1eberba, TN3ambha
6poja Ha japyru u tpehn cremnen, Babhema KBajparHor n KybHOr Kopena). Jlorapurmap ce Hajue-
nrhe cacToju oJ1 JiBe JIETBE UCTE JIY2KUHE PA3IUIUTe MIUPUHE U O IPO3UPHE ILIOUUIE CA YIIPTAHOM
JIMHUJOM KOja KJu3u 1o mupoj mouuniu. [Tlupa mmouuna je yiayb/beHa 10 JIy2KWHU TaKO J1a y2Ka,
1o H0j Moxke Ja Kymsn. Obe 1mmountie ¢y OaxkKgapeHe 1o JIOTaAPUTAMCKO] CKAJIH, IIITO JIOTAPUTMAP
YUHU jaKO JOOPUM 3a MYJITUIUINKATHBHE OIlepaIlyje, aju U JIOIUM 3a a/INTHBHE Olepariyje. 3aTo
ce Ha JiorapuTMapuMa Huje MOIJIO cabuparu u ojy3umaru. [lonere ce joir yBek KOpHUcTe.

i
ARIETO - STUDIO

Ciuka 3: npumepar A02apuUMMaPQ

MNaxo cy oBe JiBe HaIpaBe 1oMaraJie 9YoBeKy ja Opzke capjajia 1 o0pa/if IoJaTKe, He MOr'y ce Oallr
cMaTpaTH padyHapuMma, jep Ja O mporecyrpasie TOJaTKe MoTpebaH UM je Y0BeK (YOBEK MoMepa
KyT/Irie Ha abakycy W 9oBeK MOMepa Jalrduile Ha jgoraputmapy). Jda 6ucmo nobuin ypehaj xoju
MokeMoO HazBaTh "padynapom"Taj ypehaj Mmopa mmatu ojipeheny ayToHOMU)y O TOBEKa, ITPUIUKOM
[IPOIleCyuparba MoJIaTaKa, OJJHOCHO MOPA MMATH HEKU MEXaHU3aM WJIA KOJL 110 KOMe (DYHKITMOHUIIIE.

Nako ce 3amnpaBo He 3Ha KaJia je OTKPUBEH MpBU "padyHap', MHOIM UCTOPUIAPU CE CJAXKY JIa
je Hajcrapuju orkpuseru "padynap" mexaHuzam n3 AHTUKUTEpE, KOjU OTHYe U3 1. BeKa HOBE epe.
Osnaj ypebaj orkpusen je Ha camom noueTky 20. Beka (1901. rojune) IpBUX 1ejecer rojuHa HaKOH
cBOT' OTKpHha je 610 BPJIO MEUCTEPUO3aH, jep ce HUje 3HaJI0 KaKO (DYHKIMOHUIIE U KOja My je Oujia
npuMena. Ha camom noderky cy mocrojasia Haraharma j1a je CIyzKHO 3a acCTPOHOMCKA IpOpavyHa-
Barba M TO je 3aKJbyU€HO Ha OCHOBY aCTPOHOMCKUX T€PMUHA 3alUCAHUX Ha jeJHOM 3ymyanuky. OBa
Harahama cy ce ICIOCTaBIIIa Kao TadHa, Kaja je Jdepek je Coua Ilpajctt 1952.romune nammcao pay
o oom Mmexanu3My. e Couta Ilpajc 3akipydyje ma je MexaHH3aM CIy:KHO KAO CEMYJIATOD KPETarba
mianera oko CyHra, unaehn ra TuMe IpPBUM TO3HATUM aHAJIOTHEM "padynapom'". OBaj MexaHu3aM
ce uyBa y HanmoHaTHOM apXeoJIoIKoM My3ejy y ATHHU U CJIMIHU MEXaHU3MHU HUCY TIOCTOjasIu (HIn
tTakBu ypehaju nucy nponalenn) ciaenehux xusmasy roguna.

Dereck de Sola Price-6purancku HaydIHIK U HCTOPTYAD
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Cnuka 4: mexanuszam u3z Anmurumepe

Crenehn Kopak y passojy "pauynapa'nac Bomu y 1645. ronuny kaja je Bies IMTackan '° usymeo

MACKAJIMHY-IIPBU apUTMETUYIKN KaJakyaaTop. [lackaimmna je Ouia jgeruMalina MaIimHa 1 MOTJIa je
camo Ja cabupa u oxysuma. 1671. Jlajonun'® ocmunba pauynanky ca 6ybrwem (nem. Staffelwalze,
enr. Stepped reckoner), npBy MallliHy KOja MOXKe Jla paJ[ii OCHOBHE YeTUPU MaTeMaTHYKe OIpAaIije.
V3 mux je Morja jia padyHa KBaJparTHu KopeH. OBe JiBe MAIUHE HAKO Cy MHUOHUPU JTAHAITHUX
padyHapa HECY Ouie 3a KoMepIiujaany ynorpedy. Buie cy jako Terike, cKylie u HUCY Oujie MHOTO
jake. /o mpBor KoMmepimjaaHor Kajakyaaropa he mpohu jomr 150 rogumHa.

- e e R e B o -_

(a) ITackanoBa [lackaruna (6) JIajonunos Staffelwalze

[IpBu kasnkynaTop 3a Komepimjaany ynorpedy je 1820. ropune nzymeo [lapa Tomac e Koo-
Map!” m masBao ra je apurMomeTrap. Morao je Ja BpPIIN CBe YeTHPH OCHOBHE apHTMETHUKE OIle-
panmje u 6mo je y mponaju cienehnx nesegecer romuna. 1822. Yapsc Bebun'® ocvmmba npsu
o30mwpHUjn "pauynap-"dudepennujasny mamuny". OBa MalmHa je KOPUCTHIA JEITUMAJTHH
OpOjeBHU CUCTEM U CJIYyKIJIA je 3a Tabeuparbe HoJTmHOMCKUX pyHKInja. MehyTum, mHore dpyHKIH-
je je moryhe ampokcuMupaTH WHTEPIIOJIAIMOHIM ToJiInHOMIMa, 11a je " undepenrujanna marmmaa"

15Blaise Pascal (1623-1662.)-cbpamiycku matemaTuyap, dbusnaap u dbumozod
16Gotfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716.)-nemauxu MaTtemaTudap u buao3obd
17Charles Tomas de Colmar (1785-1870.)-cbpanirycku mponasiaza«d

18Charles Babbage (1791-1871.)-enrIeckn MaTeMaTHIaD
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MOTIJIa JIa PadyHa U TPUOINKHE BPEJIHOCTH JIOTAPUTAMCKIX U TpUroHoMeTpujckux dyukmmja. Me-
DhyrnwMm, pyarmuonasan npororuit " Indepennujanine mammae "Huka1a Hije 3aBpiieH. beoun je 6mo
y KOH(JIUKTY ca IVIABHUM HUHZKEHHLEPOM IPOjeKTa, a (hMHAHCUjCKa MOTIIOPa KOjy je IpyzKaJja BIaJa
Benuke Bpuranuje je y jegnom tpeyTky Hectasia.l'pujiecerak rojguna Kacuuje bebuir npejcraBiba
obosbinany Bep3ujy Hazsany "Iudepenmujasina mammua 2" u mocToju map oBUX MaIllnHA Koje
cy Hactajie He3aBUCHO o7 Yapsica Beburia. Bebur ce, mehytnm, Huje 3aycrasuo Ha "Jludepenin-
jasmmoj marmmnn"u jom 1833. romube pajy HA IHEHOM HACACAHUKY: ' AHAJIMTUYKOj] mMamuHu'.
[IpBu nyT jy je omnmcao 1837.roguue. OBa MalnHa je MPAaKTUIHO OuJia MPABU IIPEJIAK JAHAIIHHEM
padyHapy KOju ce KOPUCTU Y IeHepaJsiHe CBPXe Ca CBUM KapaKTepUCTHKaMa Koje he ce KacHUje 1mo-
jaBuTH y pauyHapuma, Mely Kojuma je m nporpamaduianoct. ejy nporpamadbuinoctu bebun je
MPOHAINA0 Y TaJIallb0j TEKCTUIHO] UHIYCTPUJU Y KOjOj Cy MallliHe 3a TKambe Oujie IporaMupane
nomohy Gymennx kaprumna. 1843. romune Ana Jlosrejc 12 je npesonehn pan Jynbhuja MenaGpee®
BezaHor 3a "AnasmTuuky marmmHy'" ca GpaHIlyCKOr Ha €HIVIECKH MUcAJIa JOJaTHe OeJIelKe Iy Ke
oj1 camor tpesojia. Mcnocrasuiio ce ma je JIobsejcosa nanucasa "kon" 3a pauyname BeprysmjeBux
opojeBa. OBO ce cMaTpa MPBUM KOMITYTEPCKUM ITPOIPAMOM.

1936. Anan Tjypunr?' gaje ancrpaxTau Moien csor pauyHapa: "Tjypunrosy mammnay ", Kao
1 yCJIOB KOjH ApyTe MallnHe Tpeba Ja uciyHe ma 6m ce morie 3Baru "TjypuHr KoMmnjieTHuM".
"Tjypunrosa mamuna" je 3aMHUINIbEHA KAO MATEMATHIKNA MOJIE] MAIUHE Koja paju momohy Gec-
KOHAYHO JIyT'e Tpake Koja je mojie/beHa Ha hesuje Koje cajprke Heke cumbOosie. Marnna Moxke J1a
oYMTaBa T€ CUMOOJIE U Yy 3aBUCHOCTH OJi CUMOOJIa WU HEKOr yTBpheHOor ajiropuTMa MalinHa he ce
npyradnje nonamartu. OHa 1moceyje Tako3BaHy '"TiaBy 3a mmcame' Koja ountaBa cuMOOJI KOjU ce
HaJIa3W JTUPEKTHO uciof we. [loj aejerBoM Tor cumbosia min ajaropurMa, MalllnHa pajiu ciejehe
TPHU CTBAPU y JIATOM PEJIOCTIEY:

1. Hume cumbou y hesnjy (cumbos moxke 6utn 1udpa nim cI0BO KOHAYHOT asidadera)
2. Ilomepa ce 3a jemny henujy Ha JIeBy WK JIECHY CTpaHy
3. Nzepmasa caenehy Hapen0Oy win mpekuia padyHarmbe

Marmnuna koja moxke ga cumysupa "'Tjypunrosy mammuny'je "Tjypunr-komimterna'. danac je
"TjypuHr-KoMIieTHOCT " cTaH apl U CKOPO CBU MojepHu padayHapu jecy "Tjypuar-ckomirerau".

i A

s =N

==:r

a2 nm

T A =N

Chauka 6: npuxasd Tjypuneose mawure

19 Ada Lovelace (1815-1852.)-enriecka MaeMaTHuapKa, hepka UyBeHOT eHIJIecKor TiecHuka Ilopra Bajpona
20Luigi Menabrea (1809-1896.)-uraiujancku MaTeMaTHIap U reHepast
21 Alan Turing (1912-1954.)-enrsiecku MaTeMaTndap u Kpunrorpad
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Cnenehn BemKy MCKOpak y UCTOpUju padyHapcTBa ce mecno mamely 1939. n 1940. roaune Kaia

je na JIpxapnomM yHusepsureTy Ajose Hacrao AtanacoB-Bepu kommjytep??. OBo je npsu ayTo-
MATCKU €JIEKTPOHCKHU JUTHTAIHN padyHap. Takohe je u mpBu padyHap KOju je KOPUCTHO OMHAPHU
OpojeBHU CHCTEM 3a padyHame U dyBaibe mojaraka. Jegwauile ojpehene 3a padyHarbe U TyBarbe
nojlaTaka cy omie pusnyuKd oJiBOjeHe, IMTO je Omsa jomr jenHa HoBHHA. VIMao je pereneparmsHy
MeMopujy (MoOxKe Jia ce IyHH U Ipa3Hu u3HoBa u u3HoBa) o7 3000 6ura. Aranacos-Bepu kowmrjy-
Tep je CIYKHO 3a padyHame CUCTeMa JIMHEeapHUX jeJHadrHa U MOTao je Jia pelraBa cucreme of 29
JIMHeapHUX jejHadnHa. Hberosa mana je ousa mro Huje "Tjypunr-xkomimteran" u mTo 3a pasinky
oj1 ciiesiehe mMalmue Ha JIMCTU HUje OMO ITporpaMaduIaH.
V jexy dpyror cerckor pata 1941. romune y Bepmuny Konpasn Ilysze?® je npencrasuo Z3, npsu
KOMILIETHO (DYHKITMOHAJIAH ITPOrpaMaduIaH MOTIIYHO ayTOMATCKH eJIeKTPOMEXaHMIKI KOMIIjyTep.
Z3 je xopucTHo peun o 22 Outa M Morao je ja obaBsba b omeparuja y ceKynan. OyHKINOHICAO
je momohy 2600 pesieja n Texuuuku HUje 6mo noriyHo gurutaigan. [lyze je Tpaxwuo on Hematuke
BJIaJIe Jla (buHAHCHPA MIpOjeKaT Ja Ou peseje 3aMEeHNO eJIEKTPUIHUM IIPEKUIav9nMa, MehyTruM BJia-
J1a je ombmiia Ja ra (puHaHCHpa Ha3BaBIIN Ipojekar "nebummum 3a pam". OpUruHAIHI IPUMEPAK
"Z3"mammune je crpajiao y capesHmukoM OomOapioBamby 1943. rogune, MeDyTHM HAIPaB/HLEHO je
nap permka. 1998. roguue je mokazano jga je "Z3" mesmmmano Tjypunr-komiuieran (Muciau ce
caMo Ha YKyIlaH Opoj ucxojia jep Z3 Huje uMao yCJIOBHO IDaHAIHE).

Cnuka 7: I{yzeos Z3

Hematka je y [Ipyrom cBeTcKOM pary IMOCe[oBaJia MAIlUHE 3a KPHUIITOBaIhe MOpyKa 3BaHe
"Exurma'"u rpyny comaaux "JlopennoBux mammHa'. Kao peakimja Ha oBe MalllHe HacTaje
Bpurancka rajua saboparopuja 3a jemmdpubaie nojaraka Baeanu napk (eur. Bletchley Park).
Beh nomenyru Anan Tjypunr kpempa marmny koja jgermudpyje "Enurmy", a 1943. @nayepc u
Fbyman®! npojexryjy paaynap "Kosoc" (enr. Colossus). "Kosoc" je xopumhien 3a gemudposame

22John Vincent Atanasoff (1903-1995.)-amepuuku dbusmaap
Clifford Berry (1918-1963.)-aMepuvKn UHKEHED

2Konrad Zuse (1910-1995)-nemauku padyHAPCKH MTHOHUD

24Thomas Flowers (1905-1998.)-eHTIecKI HHKemHep
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" TopennoBux mamna". Kopuerno je Bakyymcke niepu (Tajia KOpuimheHnX y pajio IpujeMHHI-
Ma, a JIaHAC KOpUITNeHNM y ay/[io TojadaanMa BUCOKOD KBajuTera) Jia Ou BPIIUM HyMEpUUKe, aJiu
u jorudke oneparuje. IIpBu je moTmyHo auruTaaHu, nmporpaMabuiIHu padyHap. IIporpamupan je
moMoly eJIeKTPUYIHUX Ipekuiada u mnosyra u mnpsa je "Tjypunr-kommerna" marmmHa.

(a) JIopennosa mamnHa
(6) Koutoc, nemmudposao JlopennoBy mammHy

Cnuka 8: Ilpukas Jlopenmnose marmune u Kosoca

Haxon npyror cserckor para 1946. rogune na yuusepsurery y [lencuiBanuju nacraje ENIAC
(enr. Electronic Numerical Integrator And Computer)-upBu padyHap 3a pelllaBaibe BeJTUKOT Opoja
MaTeMaTHIKux 1mpodsaema. OBa MalliiHa je OUIa OrpOMHA: 3ay3UMaJia je IpocTop o 167 KBajapat-
HUX MeTapa U Texkuja je guraBux 27 ToHa. Cacpojasna ce ox oko 17500 Bakyymckux mesu, 7200
kpuctajanux gauojga, 1500 peneja u 70000 oTropHuKa. YJa3HW U U3JIa3HU ITapaMeTpu cy oumse Oy-
IeHe KapTHUIle W OBaj padyHap je KOPUCTUIa aMeprIKa BOjCKa MPUJINKOM Kpenmpama XUJIPOTreHCKe
H6omOe.

Cnuka 9: npuxas ENIAC-a

Maxwell Newman (1897-1984.)-eHriecku MareMaTnap
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1945. ronune. roguny gaxa 1pe mymrama ENIAC-a y pan, Ilon don Hojman?® objasmyje cBoj
MoJiesT padyHapa, nosHaruju Kao "dpon HojmanoBa apxurektypa' mim "IlpuHcroHcka ap-
xutekTypa'. OBaj MoJies ce cacToju o
1.Ileurpanue nponecopcke jeaunaune (enr.CPU-Central Processing Unit) koja ce jasbe jein
Ha TPU JIeJIa:

a) Apurmeruuko-yorunike jeguauiy (enr. ALU-Arithmetic/Logic Unit) : Bpim obpasy mo-
JaTaka (BpIIU CBa padyHarba);

b)Kourpoany jeauuuity : yupassba csuMm dyukimjama CPU, y cebu caap:ku permcrap
MHCTPYKIHja (1yBa HHCTPYKIIU]y KOja ce TPEHYTHO U3BpIiaBa) u Opojad MHCTPYKIuja (caapKu
6poj MHCTPYKIIUja Ipe OHe Koja Ceé TPEHYTHO U3BPIIABA);

c)Peructpe : ckiaauiire yHere mapamerpe u pesyiarare kKoje je obpamia ALU;
2.Mewmopwujy : 9yBa HHCTPYKIHje U IIO/IaTKE BaH KOje e TPEHYTHO KOPUCTE, UJIH Cy CE JI0 HEJIABHO
KOPHUCTHIE;
3.CroJ/pbHO CKJIAJIUIITEHE MOIATAKA : IyBa HHCTPYKIIMje U TMOJATKE KOje Ce TPEHYTHO HE KOPH-
cTe;

4. Yna3Ho-u3JjazHe MexXaHU3Me : MeXaHU3MHU TOMONY KOjUX JOBEK KOMYHHUIIIPA Ca MAaIllMHOM U
MAIIHA KOMYHUIIUPA Ca TOBEKOM.

[IpuncToncka apxXuTEKTypa je MPBHU MOJEN padyHapa KOju UMa eJIeKTPOHCKH TyBaH IIPOrpaM u
OBaj MOJIeJI ce U JlaHac KOpucTH. /la/bu pa3Boj padyHapa ce CBOJMO Ha CMAbUBAE JINMEH3Hja ca-
MEX padyHapa u nosehiaBaibe pauyHCKe cHare CMarbUBaibeM JUMEH3Hja TPaH3HCTOPCKUX rejTosaZd
n duaurn-dionosa’’, cacTaBHIX fes0Ba mporecopa. PacT padyHCKe cHare je Kpo3 BpeMe OHO €K-
CIIOHEHIIMjaIaH 1 aMepruIKa KoMianuja VIHTer ce 1meeceTux rojiuna mpoIior BeKa XBaIuia Kako
he cBake jiBe TogmHe M30AIMBATH IPOIECOPE Ca JBOCTPYKO MambuM TpaH3suctopuma. Jlanac je Taj
pacT cBe MarbU U MatbH, jep ce Npub/mKaBaMo (hpU3NIKO] IPAHUIN BEJTUIUHE jeTHOT TPAH3UCTOPA.
CmamuBame Opoja MHOBaIlMja OMHAPHUX padyHapa He 3HAYM Ja hemo JocTuhu MaKCUMyM Y pa-
3Bujamy padyHapa. Moryo 6u ce pehu s1a je peBosiynuja y padyHapcTBy Huka oJmmka. [Iurame je
BpeMeHa KaJia e KBaHTHU padyHapu OUTHU y IIMPO] yHOTPeOHW U KaJjia he MOTUCHYTH TPEeHyTHE, Ou-
HapHe padyHape. bpojHa muTama TeK ciiejie: KaKO ce KBAHTHU padyHapu Pa3/uKyjy o1 OMHapHUX !
Barrro ce cmaTpajy 6o/puM pertereMm?! Kako dynkiuonuiry? 3amiTo joIr yBeK HUCY Y MACOBHU]O]
ynorpebu? Ha oBa m mHora jpyra nurama ojroBopuhe cienehe moriasibe.

25 John von Neumann (1903-1957.)-amepuuako-mahapcku MatemaTudap u dpuzmaap
26gate-kammja Koja M3BPIIABA ONEPAIHjy HAJ OUTOM U He UyBa IIOJATKE
2Tflip-flop-kanmja Koja TyBa HOIATKE
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2 OcHOBe KBaAaHTHOI' pavyHapCTBa

Y oBowm moryiaB/by hieMo casHaTh IITa TO TAYHO YUHU KBAHTHH padyHap, KaKO (DYHKIIMOHUIITY Y
HAjrpyO/BbUM I[PTAMa U KaKO ce pas3iaukyjy on "obmunux", bmHapHuX padyHapa. OBo 3Hame he HaMm
3HaYajHO MoMohu jia pazymeMo ¢pyukimonucamne [Tloposor asropurma. MehyTum, mpe Hero mro ce
YIIO3HAMO €& OCHOBHUM 3HAIEM KBaHTHOI padyHapa, HEOIIXO/IHO je Jia YBEJEeMO Iap MaTeMaTuIKIX
1I0jMOBa, Jia OMCMO JIaKIIe OIKCAJIN II0jaBe Y KBAHTHO] MEXaHUIM. Y1o3HaheMo ce U ca HOTaIlujoM
[Tosra /Tupaka, aJin u mocTyIaTuMa KBaHTHUMa MexaHnKe. Kako 61ucMo MOTUIH Jia YBUJIUMO Pa3JInKe
n3Mel)y OMHApHUX M KBAHTHUX padyHapa, onucaheMo HajOCHOBHUjU HUBO OMHAPHOT padyHapa: OuT
n BysioBa JlormdKa Koja caunmbaBajy OMHapHU padyHap.

2.1 Heonxoaguu MaTeMaTUYKN I10jMOBU
2.1.1 BekTopcKu IIpOCTOPH

Bekropcku mpocTopu ¢y HaM BEKOBHMa IIOMAra/Id JIa MaTeMATHUKN OIUIIEMO II0jaBe U CTarba
y CBETY KOjeM IpHUIIaJaMo. 3aTO je BPJIO OMTHO Ja UX JAedUHUIIEMO:
Hedbununuja: P ce cmarpa JmHeapHUM BEKTOPCKUM IIPOCTOPOM aKO Ta YuHE CKymoBu V (CKyIr
CTPYKTYpa 3BaHUX BEKTOPH, O3HAUEHUX CJIoBUMa TpUKor ajdabera (1, ¢,0,...)) u F(cKyn cTpyK-
Typa 3BaHUX CKaJIapH, O3HaUYeHuX cyoBuMa ajdabera(a, b, ¢, ...)) u aBe Gunapue onepaiyje + (Kja-
cuano cabupame, +: V x V — V) u -(,- :FxV), u na npurom Baxu cienehe:

e 3a crpykrypy (V, +) Baxke 3aTBOPEHOCT Ha CKYILy V', KOMYTATUBHOCT, ACOIUjATUBHOCT, M0~
CTOjarbe HEYJITPAJHOr eJIeMeHTa u3 V| Kao M MOCTOjame MHBEP3HOI Hapa 3a CBAKH €JIEMEHT
ckyna V', koju je takohe uz V. [Ipyrum peunma, (V, +) je Abesnosa rpymnal.

e (atb)y =ap+byp, a,be F,peV
e a(p+¢)=ap+ap, acF eV

o a(byp) = (ab)yp, a,b € F,¢p € V, upu uemy onepanuja u3mely a u b u b u 1) Hucy ucre
orepalumje

o l-ypy=1p, Y€V, upmuemy jel jerunnmanu ejgement us F

Cga crama IprukKa3yjeMo IIpeKo BeKTopa Koje J061ujaMo onepalyjama Ha 6a3nuM BEeKTOPUMa BEKTOP-
CKOI' IIPOCTOPA, & IIPU TUM ollepallidjaMa KOPUCTUMO CKajlape U3 UCTOI TOI' BEKTOPCKOI IIPOCTOPA.
Hawma majossaTHju u HajJIakIne MojMJbIB BEKTOPCKHU ITpocTop je EyKanjacku TpojuMeH3mo-
HaJIHU BEKTOPCKH mpocTop?. Y EyK/mickoM nIpocTopy IIpousBo/bal BeKTOP [ MOKe TPUKa3aTh
Ha cJe/iehn HauuH:
P = ae; + bey + ce.,

TJe Cy €, €y, €. jeAMHIIHN, MelycoOHO HOpMaJIHI BEKTOpH, a a, b, ¢ ckamapu u3 R. Jlyro ce cma-
Tpaso 1a je EyKJIcKu mpocTop TadaH OIKC CBeTa y KOMe KuUBHMO. Vmak, rmokasaso ce jaa nako

INiels Henrik Abel (1802-1829.)-nopBeniku MaTeMaTudap
2Euclidus-1yBeHn IpuKd MaTeMaTHIAD

16. cTpana



2 OcHoBe KBAHTHOTI' PAaIyHAPCTBA

J100pO OTIOHAITA CBET Ha MAKPOCKOIICKOM HUBOY, HUj€ MOTOJaH HA MHKPOCKOIICKOM HUBOY TJIe BayKe
3aKOHM KBaHTHe Mexanmnke. C Tora, Mmopamo jedHHICATA HOBU BEKTOPCKHU MPOM3BOJ, YUjUM YOII-
mremeM J100ujamo EyKnjacku mpocTop.

Hedunnumnuja Ako HAIIPpABUMO JIHHEApaH BEKTOPCKHU IIPOCTOP Ca MPOU3BO/EHO MHOTO JUMEH3Uja U
msabepemo ckyn C kao ckyn ckasapa, gobujamo Xuja6epToB BeKTopckKu mpoctop’ H, 3a Koju
Ba>K1:

e Jledunucan je ckajiapHu IPOU3BOJL JBa BeKTOpa (T, 1)

e Jledunucano je pacrojame JBa BekTopa: d(z,y) = v/ (z —y,z — y)

Hedunucan je narensurer BekTopa: ||z|| = /(z, x)
e Baxu nejenakoct Topyrmosa: d(x, z) < d(z,y) + d(y, z)

e H je KOMILIETAH BEKTOPCKHU IIPOCTOP: 3a CBAKM KOHBEpreHTaH Hu3 u3 H, JmMec KojeM TexKu
npunajia H.

[Ipeocraje HaMm camo ja gedunuIIIeMO ayaanu XuaoepTos npoctop Hy u onepaTop y ckymny H:
Hednannuja CBaku BEKTOPCKU IIPOCTOP UMa, CBOj JyaJIHI BEKTOPCKH IIPOCTOP KOjU IIPEICTaBIba
IIPOCTOP JIMHeapHuX (BpyHKIMoHaIat, ¢ Tora y3 XuiI6epToB BEKTOPCKH IIPOCTOP IIOCTOJU U Aya HUA
XunabepToB BEKTOPCKH NpocTop H,; Koju je mpocTop JinHeapHUX (bYHKIIMOHAJIA KOjU CBE BEK-
tope u3 H cimxkajy y C.

Hedbununuja Oneparop A (A : H — H) je MareMaTHIKO MPABUIO KOje KaJa IPHUMEHUMO Ha
BekTOp * € H nobujemo BekTop x’. MareMaTudky 3alucaHo:

Maura mamomena: 30or Jiakier objarrmera ciejehux mojmoBa, cmarpahemo jma H u Hy umajy
JNUCKpeTHy 6a3y BeKTOpa MOMONY KOjUX Ce CBaKU JPYIU BEKTOP MOYKE IPUKA3ATH.

2.1.2 JdupakoBa HOTaluja

Bpurancku nayunuk Ilon Jupak® 1939. romune yBoau Takossany Opa-keT notanujy. Oa Ho-
Taluja ce JIOCTa KOPUCTH Y KBAHTHO] MEXaHUIIM U oMOoryhaBa HaM /Jia JIaKIle ITPUKAXKEMO BEKTOpe
u oreparope, 6e3 Kopuiihema MaTPHUIIA.

° |1/)) € H ce HasuBa KeT U IIpeJiCTaB/ha BEKTOp n3 n3abpanor H. MarpudHo ce mpejcraBba
Ka0 KOJIOHA-MaTpPUIla:
a1

¥) = | @

3David Hilbert (1862-1943.)-nemadxu MaTeMaTuIap

4pynkmmonar je Tpanchopmanuja (W ckyn TpancdopManuja) Koje MoueTHH BEKTOPCKH TIPOCTOP CIIUKA Y Hhe-
rOBO CKaJIAPHO II0JbE

SPaul Dirac (1902-1984.)-enrsiecku dusuyaap, gobutank Hobemose narpase 1933. romume
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[[Topos aysropuTam n KBaHTHA HAJMON

e (¢| € Hy ce masupa Gpa u npejcrasba byHKIM]y ofarosapajyher myassor XuabeproBor
IPOCTOpa KOja oJIroBapa BEKTOPY ¢ u3 omabpanor H. MaTpudHo ce mpejcraB/ba Kao pell-
MaTPHIIA:

(=0 by ...)

e (¢|Y)€ R ce HasuBa 6Gpa-KeT 1 1peJicTaB/ba CKaJapHH IPOU3BOJL BEKTOpa ¢ u ¢. Marpuanu
IpUKas:
ai

(Ply) = (E by ) ) :Zaib_i
: i=1

e A: H— H (yjetno u A : Hy — Hy) je omeparop Haj onabpanuM XuibGepoBUM PO-
cropoM (u jyananM XujaGepTOBUM IIPOCTOPOM), KOJU Cé MOZKe TIPEJICTAaBUTH Kao MaTpuial.
Marpuunu npukas:

A An
A= |An Axn

2.1.3 CsBojcTBa KeT-0Ba, Opa-oBa U omeparopa

[Tomrro ¢MO y IpPeTxXoHUM MOTHOrIaB/buMa (moraegaTu nornoriasba 2.1 u 2.2) nedunucann
mTa je KetT, Opa 1 oIepaTop U IOKa3a/ i KaKO ce OHM O3HadaBajy, BpeMe je U Jia IMOKayKeMO HeKa
0/1 IbUXOBUX CBOjCTaBa, He JIoKa3yjyhm ux:

e 3a CBaKM KeT [t¢)) IOCTOju jeMHCTBEHN Opa ()| i cBaka KOOpIMHATA KE€Ta IMa CBOT KOMIIJICKCHO-
KOFbYTOBAHOI T1apa y Koop/inHaTaMa Gpaa(KOoOpMHATH a1 KeTa oJroBapa aj KoopuHata Gpaa,
KOODJIMHATH G KeTa 0J[roaBapa Gy KoopjaumHara 6paa...) O6paTHO BaxKu HCTO.

e 1) (¢| je munreapan oneparop (odyBaBajy ce oneparmje cabuparba BEKTUPA W MHOXKEHha CKa-
Japa 1 BEeKTOpa)

e Omneparopu MmehycobHO Mory, ajnu He Mopajy 6utn komyrarusuu. [lomro cy oneparopm ma-
TPHIlEe, CABPIICHNU IIPUMEPH OBe ocoOmHe Cy cabupambe n MHOXKeme Marpuna. Cabupame 2
MaTpHIlE je KOMyTaTUBHO, JIOK MHOXKeIbe JiBe Marpuile Huje. [Ipema Tome:

AB + BA

e Omneparopu cy MehycoOHO acoryjaTuBHU:

A(BC) = (AB)C

6Mako omepaTop Mozke TIpe/icTaB/baTi OUJIO KOje MaTeMaTHIKo IpaBuio (Moxke 6utu byHKIMja, U3BOML...), 32
nmorpebe KBaAaHTHOI' padyHApCTBa Cy HaM IOTPEOHM CaMoO JIMHEApPHU OIEPATOpU, ¢ TOra NeMo Ha Ja/be OlepaTope
CMaTpaTH MaTpUIlaMa
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2 OcHoBe KBAHTHOTI' PAaIyHAPCTBA

e Omepatopu jieyjy ca jecHa Ha JIeBO Ha OpaoBe U ca JieBa Ha JIECHO Ha KeTOBE:
(V| AB = (| A)B, AB[y) = A(B )

e Ako ce oneparop Halje uzmely 6paa u kera (6uno (¢| (A ) nmm ((¢| A) 1)), HebutHO je, jep
je omeparja acorujaTuBHa) 1001ja ce KOMILIEKCHH OPOj:

(o] Aly) e C

Vaenthemo u ciresehe mojMoBe, Koju cy uMe J0OUIH 110 (PPAHIyCKOM MaTeMaTHIapy XepMury' :

e XepMHUTCKa KOIBbyTarnmja KOMIJIEKCHOT Opoja je meroB KObyTIoBaHO-KOMILIEKCHU Tap:

al =a

e Xepmurcka Komyraimuja Kera |1)) je meros oarosapajyhin 6pa (1|, anasorso je xepMurcka
KombyTarmja opaa (1| meros ogrosapajyqu ket |1):

)yt = (W], (W[ =¥)

e XepMuTcKa Komyranuja onepatopa A (osmauasa ce ca A') je Tpancnosmimja maTpue
orepaTopa Uhju €JIEMEHTU CY KOIbYyTOBaHO-KOMILIEKCHH [ApOBU ejieMeHaTa u3 A.

e XepMuUTCcKU oriepatop A je oHaj onepaTop KOju je jeJJHaK CBOM XEPMUTCKH KOHYTOBAHOM

nmapy:
A=A

e YHUTapHU orepaTtop A je oHaj oneparop KoJ KOra je HHBep3Ha MaTPUIA je/THaKa FeTOBOM
XEMPUTCKHU KOIbYTOBaHOM TIapy:

Al = A1

OBu nojmoBu he HaM 6UTH BaXKHE IMPUIUKOM (DOpPMYyJIaliije IeCT MOCTYy/IaTa KBAHTHE MeXa-
HUKe, Koje heMo fetaspbHuje 00pauTH y cjejeheM MOTIIONIaBbY.

2.2 Ilocrynaru KBaHTHE MeXaHUKe

[Mocrynar(wim akcoM) je TBp/iiba Yrja ce HCTHHUTOCT TI0/pa3yMeBaHa 6e3 jjokasnBarba. KBaHT-
HA MeXaHUKa ce 3acHuBa Ha 6 mocrysiara, KOju Jajy HoBe jedUHUINje KIACUIHUM (DU3MIKIM Be-
JINYMHAMA U MOBE3Yjy KBAaHTHY MEXaHUKY Ca MATeMaTUKOM M TUMe HaM OoMoryhaBajy Jia BPIIUMO
onpebhena m3paaynasama. Cienn dhopMmystaruja cBux 6 mOCTyIaTa KBAHTHE MEXaHUKE.

ITocrynar 1. V ceaxom mpenymry cmarwe gusuukoe cucmema je npura3amno xao xem |1) y npo-
Cmopy cmatrea.

"Charles Hermite (1822-1901.)-cbpanmycku maTeMaTmaap
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[[Topos aysropuTam n KBaHTHA HAJMON

Kowmenrap: ITpocrop crama je XuibepToB BEKTOPCKE TPOCTOD (MOMJIEIATH HOTIOrIaBhe 2.1.).
OBaj mocryJar je MONPUINYHO PAIUKAJIaH, jep U Cyneplo3uliija HeKa JBa CTarmba CHCTeMa 1) u
|1h9) KOjy hemo mazBatu [1)) hie mpunagaru Xwunbeposom npocropy (|v) = ay |¢1) + az|vs), a1,2 €
C, kopurithene cy caMo orepalnje MHOXKEba CKajlapa U BEKTOpa U cabupare BeKTOpa), MITO Ou
SHAYMJIO JIa je U [¢)) cTame cucreMa.

IMocrynar 2. Cseaxu nocmampanu ampubym A dusuuroe cucmema je onucan onepamopom A xoju
deayje nHa Kemoge Koju Onucyjy cmarba CuCmema.

KomenTap: OnepaTtopu cy JAeTa/bHO OIUCAHHU Y HMPETXOIHA TPH ITOTIIOTIAB/ba.
lenoBameM ca OmepaTopoM Ha CHCTEM YIJIABHOM JI0JIa3U JIO0 ITPOMEHe cTarba cucrema. Mnak, 3a
CBaKM OIEpaTop MOCTOje CTarba Koja ce HaKOH IMpUMeHe olepaTopa He Memajy (ocuM ImTo OuBajy
HOMHOKEHa KOHCTAHTOM ).

Ala) = altba)

OBa crama ce Ha3UBajy CONCTBHU BEKTOPU, & OPOjeBH @ ce HA3UBajy CONCTBEHE BPEIHOCTMU.

ITocrymar 3. Jedune moeyhe epednocmu oncepsabae A (seaunwune (ampubyma) xoja ce moorce
dupexmno uzmepumu) je jedna 0d concmeenur epednocmu odzosapajyhes onepamopa A

[Torrro MoKeMo J1a MEPUMO CAMO peaJjTHe BPEIHOCTH, COIICTBEHe BPEIHOCTH @, KOje OJroBapajy
oriepaTopy Mopajy ouTh u3 cKyna peajHux Opojesa. Oreparopu KOju MMAajy peaJsiHe COIICTBEHE
BpeHOCTHU cy XepMHUTCKHA. COICTBEHN BEKTOPU XEPMHUTCKHX Oa3a €y OPTOroHAJHH U (hopMupajy
6a3y nocmarpasor XmibepToBor BEKTOPCKOD IpocTopa (0BO ¢BOjcTBO Helie 6uTH j0Ka3suBaHo).

ITocrynar 4. Kada je usspweno mepere oncepsabae A nad cmarvem |10) odpehernoe Xuabepmo-
602 npocmopa, eeposamnoha da he ce ocmeapumu concmeena epedocm a, je 3adama Keadpamom
MOJYAG CKaAapHoe npouseoda |a,) u |1), odnocho keadpamom modysa bpakema a, u 1.

P(an) = |(an, ¥)* = [ {anl) I
KowmenTap: BepoBatnoha mopa 6utu peasnu 6poj.

Ilocrynar 5. Odmax naxon wmo je u3spwerno meperwe oncepsabae u Kao pesyamam dobujena
8PEIHOCTN, Gy, CMATHE CUCTNEMA j€ CONCEERO CIMAE |Gy )

OBaj moctysar je mo3Har u Kao "kosarc tajsacHe yHkIiuje'"n HAjJKOHTPOBEP3HUJU je O] CBUX
HOCTyJIaTa KBAaHTHE MeXaHHKe. AKO HAIIPABUMO €KCIIEPUMEHTAJHI CHCTEM Y CTamby [1)) u xohemo
Jla U3BPINAMO Meperme orcepBabyie  Koja MMa BHITE MOTYNUX COICTBEHHX BPETHOCTH d,, CBaKa
on wux hie umaru Beposatnohy | (a,|v) |*. Ono mro je 3aHUM/BHBO je Jia MOTIYHO WJCHTHIHE
eKCIIEPUMEHTAIHA CUCTEME MOTY UMATH PA3/JUIUTe M3/1a3He BPEJIHOCTH, ajlil OHE MOpajy OUTH U3
ckyma Moryhux spegaoctu orcepabie A (nmocrynar 4). OHO mITO 0Baj MOCTYJIAT TOBOPH je JIa
KaJla jeJTHOM M3MEPUMO J1a je BPEIHOCT orcepBadie A y CTBApH a, W aKO 0JIMaX MOHOBUMO MEPEHe
oriceppabJie , oer hemo 3a BPeIHOCT JTOOUTH .

IToctymar 6. Bpemencka esoayyuja cmaroa |[Ph(t)) xeanmmnoe cucmema je dedpunucana na caedehu
HAYUH!

L d A
th— (1)) = H [4(t))

KomenTap: H je XepMUTCKH OllepaTop KOju ce 30Be XaMUJITOHUjaH.
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2 OcHoBe KBAHTHOTI' PAaIyHAPCTBA

2.3 Jlormuka koJia OMHaApHOT padyHapa

[la 6ucmo moryu yrnopenTu OuHapHe padyHape ca KBAaHTHUM, y Hajkpahum rprama hemo omu-
caTl OCHOBY OMHApHOI padyHapa U 00jaCHUTH HeKa OJI JIOTMIKUX KOJia O] KOJUX je CaulFbeH.
Kao mrro u camo ume roBopu, bunapnu padyHapu GpyHKIIMOHHIITY 110 OMHAPHOM OpPOjeBHOM CH-
CTeMyY U OCHOBY OMHADHOI padyHapa JYMHU jeJIMHUIA [ojaTaka 3Bana 6ur(enr.binary digit). Bur
MOZKe YYBATH CaMoO JIBa CTarba: HYJIY WU JeAMHUILY. Y MPeBojy, ONHADHH padyHap MOXKE J1a TyBa
JiBa crama HoBunha 3a Garame: riaBy (1) win nucemo (0). la 6ucmo morym jia j1006mjeMo pesysrar
HEKOI' KOMILJIEKCHU]jer 3a/IaTKa, OTPEOHO je Jla HaJI BUIlle OUTOBA OJPAINMO HEKe JIOTUIKe Olepa-
nuje Koje he mpoMeHuTH cTame ONTOBA, HA OCHOBY Kojer hemo Taj pesyarat u jjoobutu. MuTyntusHo
je jacmo ma Bysosa anre6pa® caspmieno (byHKIHOHHUIIE ca GHHAPHIM OPOjEeBHEM CHCTEMOM, C
TOra Cy JIOrM4Ka KoJia OMHapHOT padyHapa Ha 0j U 3acHOBaHa. ¥y Tabesun he OUTH mpukasaHe HEKe
0J1 Kamuja OMHAPHOT padyHapa.

| Hasus y acembiiepy | Hazus | I'padpuakn npukas | Ynasnu nogaru | Mzgasan nogany |

NOT(p) Heralmja —Do— p —p
AND(p,q) KOIbYKIIHja :D_ P, q pAq
OR(p,q) JUIC]YHKIITja ®_ D, q pVq
XOR(p,q) €KCJIY3UBHA, JIMC]YHKIIN]a, jD— D, q pVq

NAND(p,q) HEraTUBHA KOHjYKIIN]ja :D°_ D, q —(pAq)
NOR(p,q) HETaTUBHA JWC]YHKIH]a D_ D, q —(pVq)

XNOR(p,q) €KBUBAJICHIIN]a, :)Do— D, q -(p Vq)

Tabena 1: Heke 00 ao2uukuxr xanuja 6unapHoz pauyHapa

Jla bucmo Bpmmn cBa Jormdka mspadyHnasama, norpedHe cy nam NOT, AND u OR kammje
(cBe mckaszne GopMmyse ce MOTY CBECTH Ha pasiamdur 6poj —, A m V omeparnuja Koje ce MOry, a
u e Mopajy moHas/barn). Mehyrum, dyukujy kanuje OR moxkemo nobutu momohy mosesuBama
NOT u AND kammuja, ucro kao mro dyuknujy kamnuje AND moxkemo qooutu nosesuBamem NOT u
OR kanwmja. lakie, qa OucMO HAIIPABUIN HEKO JIOTUIKO KOJIO, HE MOPAMO KOPHUCTH JIBE PA3JIUINTE
Bpcre Kanuja. NAND u NOR kamnuje ce HasuBajy 1 yHUBep3ajiHe Kallkje, jep caMo y3 oMOh
Besimkor 6poja NAND wmnn camo y3 momoh Besimkor 6poja NOR kammja moxkemo HampaBuTu 0110
KOj€e JIOTMYIKO KOJIO.

[Tomrro cmo yBesin cBe nmoTpedHe MOjMOBe Uy HajKpahuM I[pTaMa OIMUCAIN OCHOBY OMHAPHOI pady-
Hapa, KOHAYHO MOXKEMO J1a ce OJIMKe YIIO3HAMO Ca CBETOM KBAHTHHUX patdyHapa.

8George Boole (1815-1864)-enryiecku MaTeMaTdap
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[[Topos aysropuTam n KBaHTHA HAJMON

2.4 Kybur

Ky6ur(enr. Quantum binary digit) KBAHTHOM padyHapy [PeJCTaB/ba UCTO MITO U GUT OGUHAPHOM
padyHapy: HBeroBy OCHOBHY jeJUHUILy nHMOpMaIyje. Y OBOM IOTIONIaB/by NeMO ce JIeTa/bHO YIIO-
3HATHU ca KyOUTOM, KaKO ce IOJIalld Y IheMy YyBajy, KaKo ce pa3JInKyje oJ1 OuTa, Kako Ou u3rjieasa
IbEIOBA PEIPe3eHaTIInja Y HaMa JIAKO ITOjMJBUBOM TPOIMMEH3NOHATHOM IIPOCTOPY U KAKO C€ CUCTEM
0/1 BHIIIe KyOWTa IOHAIIA.

2.4.1 O kybuty u nopebheme ca 6Gutom

|
1 Nmak, 3a pa3iuky o

OuTa KOju MOXKe Jla 9yBa CaMo Ta JBa CTaiba, KyOUT MOXKe Jla dyBa CTarba Koja Cy CylepIo3ulluje
|1) u |0). la 6ucmo mro Go/be pasyMmesnn OBy CHTYallujy, BpaTuhieMo ce Ha aHAJOrHjy HOBUMha
KOjy CMO IIPBH IIyT KOPUCTUJIN Y TIpudn o 6uty. But Moxke jia ayBa oba crama HoBumha: riasy(1)
u nmemo(0). Kybur Takohe mMoxke ga dyBa crama Koja mpejcraBibajy riasy (100 mocro riasa, 0
nocto muemo) u mmemo (0 mocto rimasa, 100 MOCTO MICMO), au 1 Jla 9yBa CTamba 75 MOCTO IJIaBa
25 mocTo MUCMO U O0OpaTHO. Y TeOpHju MOXKe dyBaTH OMJIO KOoje BepoBaTHOhE 3a TJIaBy W IUCMO
JokJie Tog je wuxos 36up 100 mocro. Oapeheno crame [1)) ce npukasyje npeko crama |1) u |[0) Ha
ciaenehu nagun:

Bam kao u 6ur, Kyour uma JBa OCHOBHa cTamba: |1) = [é] u |0) = [

) =al0)+51), a,feC

Y npomwuiom maparpady ce Takohe MoxKe IIPUMETUTH je/IHa OUUIJIeIHA pa3jinka usMmely outa u
KyouTa: n3jaasznu nojgaru. but he yBek mumaru oxapeheny Bpegaoct: 1 unu 0. Kyour he yBek umartn
nse BpenoctH: |af? u |B|%, omnocno BeposatHohy 3a |0) u BepoBarHOhy 3a |1) (moctysar 4). Ono
mTO je KapakTepucTuaHo 3a |al? u |[5|? je na y 36upy yeex najy 1 (36up BeposaTHOha Mopa 6uTH
100 mocto):

a + 187 =1

2.4.2 Pemnpe3eHnTtalinja Kyonrta y TPOANMEH30HAJIHOM ITPOCTOPY

[Tommrro ¢y a m  KoMJIeKcHU OpojeBU unju 30up KBajpaTa Mojy/a jeanak 1, nmaheMo BeJmKu
Opoj crama. mak nmamMo crama KOJ KOjUX Cy ITapOBU BepoBaTHONhA WMJIEHTUYHU, a UIAK HUCY Yy
HUATay HCTa cTamba. Kao nmpumep gajem cieneha crama:

oy = L gy - 2D

0) +4[1) 0) —i[1)
V2 V2 V2 V2

Csa oBa crama nMajy mcre mapose Bepoarnoha (3,3), alu MIaK HUCY HCTa cTama. Ibux je mo-
HPUJINYIHO TemKo 3amucanT. MHoro 6u HaMm OWMII0 JTakine ako OMCMO Ha HEKHM HAYUH MOIJIHM JIa UX
BU3ya/IM3yjeMo y TpojauMen3suonaanoM. Jla 6ucmo To ypajauin, morpeObHO HAM je OCHOBHO 3Haibe
KOMIIJIEKCHUX OpoOjeBa M MOJIAPHUX KOOp/IMHATA.

Kowmmiekcuae 6pojese a u 3 hemo npukasarn Ha ciegehn HaduH:

) |1/13> = ) |¢4> =

o = T06i¢07 /6 = T16i¢17 0 g 90791 < 2m
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2 OcHoBe KBAHTHOTI' PAaIyHAPCTBA

To M 71 Cy MOJYJIN OBUX KOMILIEKCHUX OpojeBa, a fy u f1 cy HUXOBU apr'yMeHTH.
|9) = roe™ [0) 4 11" 1)
Crenehn kopax je uzyhu €% ncnpes srpaje:
[) = €90 (ry 4 1 eP1=%))
Bpoj ¢ nehe yrunaru na pesyarar (MoxKe ce J0Ka3aTH) U MOKe Ce OJICTPAHUTH U3 U3Pasa:
1)) = 1o 4 refP17%0)

To M 71 CY, KAO IITO je PeYeHo, MOJLY/IM OBUX KOMILIEKCHUX OpPOjeBa 1 3a IbHX 3HAMO JIa BayKHU 7' + 11,
ncTa OCOOMHA BaXKM M 3a Sin M cOs UCTOr yria. YBernthemo ciejsiehe cMene Koje he 6utn objantmene
YCKOPO:

0 .0
ro=cos—, rp =sin—-, 0<60<n
2 2
Ose cmene y3 cmeny 0 = 6, — 0y iemo ybanuTu y nzpas:
6 0

[t) = cos 3 + sin éew,

leomeTpujcka uHTEpIIpETAIIja OBOI U3pa3a Y TPOJAMMEH3HOHATHOM MIPOCTOPY je dyBeHna Bioxosa
cepal?:

10)
Alz

0) — 1)
V2

|0) —i[1)
V2

1)

Cmuka 10: I'padmarn npuka3 Bioxoee cdepe

Koopaunara BekTopa |¢) Ha BiioxoBoj cdepu je oapehena meroBum mojapHuM KOOPIHHATAMA
FhEIOBUM DaJINjyC BEKTOPOM (OH je yBeK jeJlaH jep je mosynpedHuk Biioxose cdepe), yriom Koju
heroBa npojeximja Ha Oy paBaH rpaju ca r-ocoM (Z¢) u yriaoMm Koju oH 3aKJala ca z-ocoM (£0).
Pazsor 3amro cMmo ce oryamim 3a CMeHy 1 = COS g, r1 = sin g, 0 < 0 < 7 je jeqHOCTaBaH: OBAKO
cy crama |0) u |1) Ha ucroj ocu, oK cy uHade oproronaysuu. Vcro fie BaxkuTn u 3a crama Ko
Kojux ce Koedunumjertu uctpe|0) u |1) pasiukyjy camo y 3HaKy. Jor jegHo Jierio cBojcTBo Biioxose
cepe je Ja ce cBa cramba Koju uMajy uctu ypehenu map sepoaraoha (a,b) Haase Ha jeiHOM Kpyry

Koju je HopMmasian Ha z-ocy. Crama Koja ce nasmasze na z-ocu (|+) |—))y—(|i+) [i—))j.

0Felix Bloch(1905-1983)-mmBajmapcku dbusmaap, mooutak Hobenose narpase 1952.romume
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2.4.3 CucreM BHUIlIe KyOuTa

VY nperxoguum ozesbiiuma (2.4.1. u 2.4.2.) cMo ce yrio3Ham ca KyOUTOM U HeIOBUM CBOjCTBHMA.
Nako je kyout y mnopehemy ca 6utom, ocuM MoryhHocTH dyBatmba Beher Opoja crama um HEMa HeKe
BeJIMKE TIPEJIHOCTHU, CJeIU Mpuda Koja he 3aleMeHTHpaTH HAaIMON KBAHTHUX padyHapa y OJIHOCY
Ha OMHApHE padyHape: CUCTeM BHUIlle KyOuTa.

Barmm kao mro MoXkeMo J1a mocMaTpaMo BrIlle ONTOBa OMHAPHOT PavdyHapa NCTOBPEMEHO, MOZKEMO
[IOCMAaTpaTU U BUIllle KyOnTa KBAaHTHOT padyHapa UCTOBpeMeHo. Pajiu jeiHOCTaBHOCTH, HA TOYETKY
heMo mocMaTpaTu CHUCTEM KOjU ce cacToju oji JiBa Kybuta. OBakBaB CUCTEM MMa U€TUPU OCHOBHA
crama: [00), [01), |10) u |11). OBo omer, ka0 HE KOZ jeAHor KyOuTa, HHje HHKaKBa HOBHHA. /IBa
O6uTa MOry MCTO MOry OMTH y jeanoM oj1 oBa 4 crama. Mnak, oBje ce mojassbyjyje IpBu (peHoMen
KBaHTHE MEXaHUKe, KOjU ce jaBJba M KOJI jeJTHOT KyOuTa, aJii OBJIe JI0JIa31 JI0 MHOT'O Beher n3pazkaja:
KBaHTHA CyIE€pPHO3UIIAja.

Amnajiorto jeHOM KyOUTY, TJIe CMO UMAJIHU CYTIEPIIO3UII]Y JIBa OCHOBHA CTalba CUCTEMA, KOJI CUCTEMA
ca JiBa KybnTa heMo mMaTu Cynepro3uiijy YeTUPU OCHOBHA CTarba:

|¢> = Qo |00> + agp |01> + Qg |10> + a1 |11> s o, Op1, 10, O11 € C

3a 6pojese g, a1, (19 U (111 BaXKK UCTO TITO je BayKUJI0 U 3a OpojeBe o u 3 KOJ jeiHor KyOuTa:
BepoBaTHONa J1a je cucTeM y HEKOM 0] OCHOBHUX CTamba je jeJHaKa KBaJIpaTy Mo/Lysia KoeuImjeHTa
KOjH je WUCIpPeJ], TOT CTamba:

P(|00)) = |ano|?, P(|01)) = aoi|*, P(|10)) = [eof*, P(11)) = |ani[*.
36up oBux OpojeBa je Takobhe jeqHAK jeJMHUIN Kao M KOJ, jeJHOr KybouTa:

lagol® + eor|* + |ano]® + [an|* =1

Cymepriosuiiuja je OrpoMHa IIpeIHOCT KBAHTHOD padyHapa: UaKO CUCTEM OJI JiBa KyOUTa MMa UCTU
CKYTI OCHOBHUX CTarba, OH hie OUTH y CBUM THM cTamuMa ca oapehenom BepoBarHohom (cBe 110K ce
He M3BPII Mepeme), 3a PA3JINKy 0jf GHHAPHOT cucTeMa Koju fie 6uTu caMo y jeJJHOM OJf THX CTarba.
Curyaruja camo BHUIIIe UJie y TPUJIOT KBAHTHUM padyHapuMa ako mosehaBaMo 6poj Kybura: cucreMu
o/l n Outa u n Kyoura he nmaru 2" cramba U KBaAaHTHH CHCTEM he MCTOBpeMeHO Outu y 2" crama
(ca onpehennm BepoBarHohama), 10K fie GunapHu cucreM 6uTh U jake camo y jeanom. To 3Haun
Jla PeJaTUBHO MaJju O6poj KyOuTa MOXKe Jla IyBa €eKCTPEMHO BeJIMKU Opoj mH(pOpMAIIHja.

Cajta hemo npukazaTn Kako HU3IJIea OIIITe CTaibe CUCTeMa O 1 Kyoura:

n
) =D gy [ 00D2G) s @150, gn € {0,113
=1

Beposarnoha onpehenor ocHOBHOT cTamba |q1¢s...¢,) Ce patdyHa HCTO Kao U KOJ CHCTEMa O] jeJTHOT

WIn JIBa Kyoura:

P(lg1g2.--n)) = |0gugpqn|’s @1, @21 s g € { 0,1}
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2 OcHoBe KBAHTHOTI' PAaIyHAPCTBA

3a KoedurmjeHTe UCIPe] OCHOBHIAX CTamba 1 Ja/be BaxkKu Jia je 30up CBUX MOjIyJia KBajparta 1:

Z |OéQ1q2---Qn|2 = ]‘7 q1,42, ---,4n c {0j 1}

Ako u3BpmmMo Mepere Hal ojipeheHnM KyOUTHMa MJIM HEKAKO Ca3HAMO JIa jé HEKO CTarhe HEMOTY-

he, mobuhemo ckym Moryhux crama KOju je MOACKYII IIOYETHOI CKyIla OCHOBHUX cTama. OBuMe he
ce MPOMEHUTH U BepoBaTHOhe IpeocTanx Moryhux crama. /[a 6ucMo 0BO CBOjCTBO MJIYCTPOBAJIH,
BpaTuheMo ce Ha CuCTeM OJ1 JiBa KyOuTa: AKO U3BPIINMO MEPEHe HAJL IPBUM KYyOUTOM U yTBPIUMO
Jla je merosa BPeIHOCT 1, oJ1 MoYeTHOr cKymna oj 4 cramba 3aBPIIIIM CMO Ha CKYIy OJ 2 CTarba:
|10) u |11). Taza he cBako crame [1)) U3rIEIaATH OBAKO:

10 |10> + a1 |11>

Vo] + |y 2

[Ipeocrase BepoBaTHOhE ce, KAO IITO je HAIIOMEHYTO, ITPOMEHUTH:

¥) =

o0 5 |agol? lan?

laio|? + [our]? Jao]? + o]

Kopen y umenwuorty ce jaBba jia 6u 30Up CBUX IMPEOCTAJINX MOTYNHOCTH U JlaJbe OMO jeIaH.

Jorr jesina Jrena ocobuna cucTeMa OJ1 JiBa UJIU BUIIE KyOuUTa je Jila OHU MOr'y OMTH Y KBAHTHO]
cupesu (enr. quantum entanglement). Kao mro je mokasano BesoBom Teopemom (3a Buiie To-
riaegaT ofebak 1.1), 1Ba objekTa Koja Cy y KBAHTHO] CIIpe3u Kao Ja KOMyHUImpajy mehy cobom
op3uHOM BehoMm o1 Op3ube cBeTsiocTu. ExcriepumenTaano, To OM 3HAYUIIO JIa AKO U3MEPUMO HEKY
O0CODMHY jeJHOT OJ] Ta JBa 00jeKTa, HCTOI TPEHYTKa, 0€3 U3BPIIEHOI Meperba Hal JPYTUM 00jeKTOM,
3HaheMo BpeaHOCT Te ocobmHe APYror objekTa. Y3 IMaMeTHO IOCTB/beHe Bese m3Mmely KyOuTa, ca
jako MaJimM OpojeM U3BPIIEHNX Mepera heMo 3HaTH BPEeIHOCTH BEJIMKOr Opoja KyOuTa roTOBO MH-
cranTHO. OBO je KJbyd Op3uHe KBaHTHUX padyHapa. O cramuMa 1jie ¢y KyOUTH y KBAHTHO] CIIPE3H
he 6uTH peun Jlabe y TEKCTY.

P(]10)) = | P(11)) =

oo + a2

2.5 Jlormuka KoJjia KBaAaHTHOT padyHapa

Jlormuke Kammje cy, y CyIITUHU, YHUTAPHU ONEPATOPU KOJU JeIy]y Ha jeJlaH WM BUIe KyOu-
Ta Memajyhn uMm crame. [lomro cMo y mpeTXOmMHNM Ofe/bIIUMa MO/IPA3yMeBAJIN JIa je OIepaTop
MaTpuna, sehnna jornukux Kamnuja he Outu yHurapHe MaTpuiie. ¥ OBOM OJIe/bKY NeMo ce JieTajb-
HO TIOCBETUTHU JIOTUYKUM KOJIMMa, HA HEKU HAYWMH UX KJIACH(MUKOBATU U 0OjaCHUTU KAKO CE MOTY
MIOBE3UBATH.

2.5.1 Jlormuke Kanuje Ha jeJHOM KyOuTy

Ako mocmarpaMo u oneparop A W BEKTOP CTama [¢);) Kao MaTpuile, HOBO CTambe |i)g) Koje
HACTaje JIeJIOBAIEM OllepaToOpa Ha CTAME MOXKEMO MPUKA3ATH KAao ITPOU3BOJ| MATPHIIE OIIEPATOPA
A u matpurie crama [11). Caga hiemo ce ymosuaTn ca HeKUM KalnjaMa Koje Jiesryjy Ha jeJan KyOut.
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[[Topos aysropuTam n KBaHTHA HAJMON

Hazus I'padpuurn nmpukas IIpuka3s omeparopa KomenTap
HM3J1a3 y OIIITEM CIIydajy
Ajamaposa Kanuja H a1 1 5 ((@+0)[0) + (a —b)[1)) sa
V2 1 =1 crame |0) mpersapa y
(o) +11))
Exkpusasienr NOT kamuje,
HayJII/Ij eBa X K&HI/Ija X |:O 1 Porupa oko X-oce Bisioxose
10 cdepe 3a T
Haym/lj eBa Y Kal'H/Ija 0 —z Porupa oxo Y-oce Bioxose
Y i 0 cepe 3a T
IlaynujeBa Z xammja Z 1 0 Porupa O(Igo Z-oce Boxose
0 —1 cdepe 3a T
_ - ITomepa nosapHy KOOpAUHATY
Kamnuja dasnor 1 0 0 (mornesarn Boxosy
noMepaja ¢ Ro 0 e cdepy) sa ek yraog
) ) JIBOCTpYKUM HOHABJbAHEM
Kopern NOT xammuja 111 4+7 1—4 nobujamo Iaymujesy X
\/: 2 1—4 1 + i kanujy. OBy Kamnujy je
"emoryhe pekpeuparu Ha
OMHAPHOM padyHapy

Tabena 2: Heke ox Kanuja Koje Jieayjy Ha jejaH KyouT

Jeiunu m3y3eTak oj OBUX Kalldja je Kalja Koja m3BpiinaBa Mepere. OBO je je/inHa Kalnja Koja
HUje MaTpUIla U Koja je mpeBep3uOmMIHA (j107a3u 10 Kosaica Tagacie dynknuje). Kaga jemxnom
U3BPIIIMO Mepeme, He MOXKEMO BPATUTH CHCTeM y cyreprosuinjy. OBa Kalnja nMa JiBa N3J1a3Ha
napameTpa: BeposarHoly 3a crame |0) u BepoaTHONy 3a crame |1).

_/74:

Crnuka 11: I'paduuku npukas Kammje 3a MEpeme

2.5.2 Jlormuke Kanuje Ha aBa mjm Buille Kyoura; KonTpoJsincane karmnmuje

[Ipe Hero mrTo uzMCTaMO JIOTMYKE Kallvje HaJI JIBA WJIM BUIE KyOuTa, MOpaMmo Ja jieduHuiie-
MO IIITa Cy TO KOHTpOJIncane Kamuje. KonTposucane Kamuje Jae/yjy Ha JIBa WK BHUIIE KyOUTa, Ipu
ToMe Dap jejgaH KyOUT KOHTPOJIUIIE OIepallijy Koja ce BPIIMU Ha JPYIUM KyOUTHMa KOjU IPOJIa3H
KPO3 Kallujy.
[Toper kamnuja Koje Jieyjy Ha JiBa KyOHWTa, IIOCTOje W Kalluje Koje jesyjy Ha Tpu Kyouta. Hajmo-
3HaTHje Kaluje Koje Jesyjy Ha Tpu Kybuta cy Todosmjesall (CCNOT) kamuja u @peaxunonal?

HTomasso Toffoli (1943- )-uTanujancKo-aMepuvKn HayTHUK
12Edward Fredkin (1934- )-amepuyukn nayIHuK
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2 OcHoBe KBAHTHOTI' PAaIyHAPCTBA

(CSWAP) kamnmja. 3aHnM/biBa CTBAp Be3aHa 3a OBe J[Be Kallhje je Jla Cy OHe YHUBep3aJIHe 3a 010
KOjy JIOTUYIKY U apUTMETHIKY OIEPAIlUjy, MITO 3HAYH JIa UCK/bYInBO 011 PpenknunoBux wim Todo-
JINjeBUX KAIlja MOXKEMO Jia HAIPABUMO OUJIO KOje JIOTHYKO WJIM apUTMETHIKO K0j10. OBO moTBphyje

YUILEHUILY Jla KBAHTHU padyHapu MOry 00aB/baTH CBE MITO MOT'Y U OMHADHU padyHapH.

Hazus I'paduakn mpukas ITpukaz oneparopa Komentap
SWAP KaHI/Ija 1 000 pa3Melbyje cTama u3Mehy aBa
0010 Kybura
01 00
0001
KOHTpOJII/ICaHa X 1 0 00 AKO je BpeTHOCT IIPBOT
(CNOT) Karmja 0100 Ky6ura |.1)7 puMenbyje HayJ.m
X kamnwmjy Ha JpYTH, a aKo je
00 01 Bpeanoct npsor |0) He paau
X O O 1 O HUIITa
OHTPOJIMCaHA KO ]e BPeJHOCT IPBOT
Kontp Y (CY 10 0 O Axo j
Kamuja 01 0 0 Ky6ura |.1)7 puMembyje HayJ.'II/I
] Y kamnwujy Ha Ipyry, a ako je
0 0 0 2 Bpeanoct npsor |0) He paan
Y 0 0 _Z 0 HUIITa
KOHTpOJIHC&Ha V4 (CZ) 1 00 0 Axo je BpegHOCT IIPBOT
Kannja 01 0 0 Kybura |'1)7 IpUMemby je Hay.mzl
7 xanwujy Ha JIpyrd, a aKo je
0 0 1 0 BpenHOCT mpBor |0) He paan
Z 0 0 0 _ 1 HUAIITa
OHTPOJINCAHA, Kalllja KO je BPeJHOCT IIPBOT
Kontp j 477 10 0 O A
daszHor momepaja 6 01 0 0 xy6uta |1), Bpumm Qastu
[oMepaj Ha APYrH, a ako je
R@ 0 01 O BpesocT npsor |0) He paju
0 O O eie HUNITA
(Dpe,ILKI/IHOBa (CSWAP) (1) ? 8 8 8 8 8 8 Axo je cTame KOHTPOJIHOT
Kammja 8 8 (1) (1] 8 8 8 8 Kybuta |1) pasMemyje crama
00001000 n3melby npeocrasna asa
00000010 KybuTa, a ako Huje, He pagu
13388488 e
TO(l)OJH/IjeBa (CCNOT) (1) ? 8 8 8 8 8 8 AKo je BpeHOCT KOHTPOJIHUX
Karmja 8 8 (1) (_i] 8 8 8 8 . Kyﬁn;r(a |11>,. HpI/IMeHn};—i]e
00001000 ayin X kanujy Ha Tpehu, a
00000100 aKo HHUje, He P HUIITA
00000001
00000010

Tabena 3: Heke o kanuja koje Jie1yjy Ha JiBa U TpU KyOuUTa

27. crpana



[[Topos aysropuTam n KBaHTHA HAJMON

Jlerma ocobmHa CBUX OBUX OIlepaTopa je TO MITO Cy OHW YHHUTapHe MaTpPHIlEe, OJHOCHO J1a UM je
FbIXOB XEPMUTCKU T1ap UHBEP3 (y CHelrjaJHiM CIydajeBuMa Cy jeJiHake u uHBepsy). OBa ocobuna
HAM TOBODH Jla Cy IPOMEHE CTarba M3a3BAHUX OBUM JIOTMYKUM KallljaMa PEeBepP3UOUIHE, OTHOCHO
AKO MPUMEHMMO WHBEP3HY Kalljy OJIMaX HAKOH Kamuje (WM y CIElUjaTHOM CJIydajy ako [pUMe-
HUMO UCTY KAIlUjy JIBAIyT) BpATUNEMO ce y TOYeTHO CTarbe.

2.5.3 IloBe3mBame Kanmja y KOJO

CmdHO Kao IMITO TPABUMO KJIACUYIHA €JIEKTPUTHA KOJIa, ITPABUNeMO U KOJIa KBAHTHOT padyHapa.
Kamnuje y ko0 MoxKeMO jia TIOBEXKEMO PEeJIHO MWJIM HapasiesiHo. Jla OucMo MareMaTudku JeduHu-
caJli jeJlaH O] HAUMHA Be3WBalba Kalllja M KaKo (PYHKIMOHUIIY CTama Koja o0yXBarajy Kyoure y
KBaHTHO]j CIIpE3U KaJia Cce Ha jesiaH oJ KyOnuTa nmpuMeHu Kamuja, Mopamo Jedunncatu Kponekepos
IIPOU3BOJ MaTpUIa:

Kponekepos npoussBoza marpuria (o3nadasa ce ca Q)): Ako nmamo jiBa marpuie A(m X n ma-
tpura) u B(p x ¢ marpura), Kponekepos npoussoa marpuria A ) B je pm X gn MaTpuna Koja ce
rpajin Ha cienehn HavdmH:

CLHB algB ce alnB
(Ing QQQB ce (IgnB
R I
amB amaB ... an.B
allbll &Hblg c. Clnblq el e alnbn alnbn c. alnblq
a11b21 CLHbQQ Ce CLHqu e e alnbgl CLlanQ Ce (Zlnbgq
allbpl anbpg e anbpq e e alnbpl alnbpg N alnbpq
am1b11 amlblg . amlblq e e amnbn amnblg . amnblq
&mlbgl amlbgg N amlbgq el e amnbm amanQ N amn62q
_a/mlbpl amlbpg c. amlbpq el e amnbpl amnbpg c. amnbpq_

Kponekepos mpounsBo/i MATpuUIla je JaKile CXBaTUTH Ha IPUMEPY, ¢ Tora NeMO YBECTHU jeTHOCTaBAH

[IPUMED:
1 2 5 6
SRR

Kponekepos npoussog A Q) B je jepnak:

1{5 6] 2{5 6] 1-5 1-6 2-5 2-6 5 6 10 12
A®B: 7 8 78| _|1-7T 1-8 2.7 2:8 _ |7 8 14 16
3[5 6] 4{5 6] 3-5 3-6 4-5 4-6 15 18 20 24

7 8 78 3-7 3-8 4-7 4-8 21 24 28 32

13Leopold Kronecker (1823-1891)-nemauxu MaTeMaTudap
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2 OcHoBe KBAHTHOTI' PAaIyHAPCTBA

Burna ocobuna KponekepoBor mpou3Bo/ia je jia ako je CAYUbeH OJ] YHUTAPHUX MaTpHUIla U caMm he
outu ynurapua marpuna. Uuseps marpune A Q) B, cauntbere oy yHuTapHux Marpuna A u B je
T B (moxe ce nokazarn). BaxknocT ose ocobume he nohn 10 m3pazkaja Ha Kpajy oesbKa.
Cama kaga cMo JedHWHHCAJIN CBe MaTeMaTHdKe II0jMOBe OMTHE 3a IOBE3UBabe Kallja y KOJIO,
MOYKEMO UM Ce JleTa/bHUje TTOCBETUTH.

Peana xkosma Axo nmmamo jBe Kanmje P u (), mpu deMy je kamnmja () Jesayje Ha Kyoure HakoH P,
IbUX JBe he cuMysmmpaTu jejiny Kanujy R Koja ce MOyKe perpe3eHTOBATH Kao MATPUIHU ITPOU3BOJ
Qu P:

R=Q- P

) - XY [v)

Crnuka 12: Ilpumep [aymujesux X u Y Koja Koja cy Be3aHa PETHO

ITapanenna kKosa Axo mmamo jBe Kanmje P u (Q npu demy je Kanuja Ha P jenyje Ha Kyoure
KOju Cy y cTamy 1), a () mesyje Ha KybuTe KOju Cy y CTamy |¢), IbUX JBe he CUMYJIUPATH jejiHy
kanujy R Koja ce Moxke pernpe3eHToBaTH Kao KpoHekepos mponsBoj Kanuja P u () Koje aenyjy Ha
crame Koje je KponekepoB 1pousBoj ¢ U ¢, NIl MaTeMaTUIKH PeYeHO:

(PR Q) V)¢

¥) — —

Y |
0T vox| boex
9) —{XJ-x19) 9= a

Ciuka 13: ITpumep ITaynujesux X u Y koisia, Koja Jiesyjy Ha |¢) u 1)) peioM, Be3aHUX MapasieTHO

[TomTo cy cBe Kanmje yHUTapHe MATpUIE, a MAaTPUYHU U KPOHEKEpOB IPOM3BO/ MATPHUIIA KOje
Cy YHHATapHE MaTpuie je y oba ciydaja yHHTapHa MATPUIA, TO 3HAYM Ja hie CBa JOIMYKa KOJa
takohe 6utn yrurapHa. UuBep3Ho koo maror kosa A - (B @) C) nobujamo Ha cirepehin HaunH:

(A-(B®C’))T:(B®C)T-AT: (BT®CT).AT

2.5.4 Crama ca KyoutTnMa y KBaHTHOj CIIpe3U

Y oBoM ojie/bKy hemo ce TOCBETHTH CTambUMa KoOja YKJ/bydyje JiBa WU BUIe KyOuTa KOju Cy
[I0Be3aHU KBAaHTHOM ciiperoM. bes ymamema ormmroctu, mocmarpaheMo camMo crama Koja YKIBY Iyjy
JBa KyOWTa IIOBe3aHa KBAHTHOM CIIPEroM. JejHO OJ Hajlo3HATHUjUX OBaKBUX cTama je besoBo

cTame:
~100) +|11)

[¥) 7
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OBo crame he nam caBpIIlieHO MOKA3aTH CBOjCTBa KBaHTHE crpere. OBJE ce JJaKO MOXKE TPUMETUTH
CBOjCTBO KBaHTHE cIIpere Koje Beh 3HaMO, a TO je jJa aKo OJIPeIUMO CTame CaMo jeJHOT KyOouTa,
ayTOMATCKM heMO 3HaTU BPEIHOCT JPYTor Kybura 6e3 NKaKBOr Mepema. J[pyra 3aHnM/brBa IUbe-
HUTIA je Jia CYy OBaKBa CTara Hepa3/IBOjuBa, OJHOCHO HE MOI'Y ce IpuKaszaTu npeko KpoHekepoBor
[IPOM3BO/Ia CTama KyouTta Koju cy y cupesn. To ce moxke npumeruTu u y Haiem npumepy. C Tora
Tpeba BOIUTH padyHa KaJla IPUMeEbyjeMo Kaluje Ha OBaKBa cTarba. Ha mpumep, ako KeJauMo J1a
IpuMeHnMO Kanujy A Koja jesyje Ha jeman Kyout n3 Besosor crama, Hanhuhemo Ha mpobsem. Ha-
nMe, MaTpuIia Kanuje A Koja jesyje Ha jeJaH KyouT je quMensuja 2 X 2, 0K je marpuiia bemosor
crama JuMensuja 4 X 1, o 3Ha4u J1a MHOYKeHhe OBUX MaTpuiia Huje moryhe. Mopamo mpommpuru
MaTpuily Kammnje A Ttako ma Oyme aumensuja 4 X 4, a To hemMo M3BeCTH Tako IMITO NeMO U3BPIIUTH
Kponekepos nmpousBoji e u jeaunudne marpure I quvensuja 2 X 2. To 3nadm j1a hemo mapaJiestHo
Be3aTH Kalujy Koja he jesioBaru Ha IpBU KyOuUT 1 Kanujy I Koja Hehe yorre Je10BaTu Ha JIpYTH
KyOWuT.

[4) ::_H-:-::I_ (H® )
— g

Cruka 14: ITpumep Ajamapose Kanuje Koja Jjiejiyje Ha cTame [¢) Koje je caulmbeHo OJ1 JBa Kyoura
y crpesn

[TocToje Ko/1a Koja cTaHap/iHa cTama IpeTBapajy y crama ca KBaHTHOM criperom. Ha mpumep,
crame |00) ce mozke nperBoputn y Besoso crame momohy koma CNOT(H ) I) Kosia, o3HaTOr U

Kao Bejoso KoJ10.

w1

Cruka 15: I'pacduukn npukas BesoBor Koja

2.6 KsanrTna Tjypunrosa mammmHa

Y onemky 1.2. je 6uito peun o Tjypunrosoj mamunu, TjyprUHIOBOj KOMIIJIETHOCTH U THH-CHUITH
J1a je cKopo cBaku Mojephu padyHap Tjypunr-komiuierad. IIpuay o oBome hemo MaJio mporupuTu
u 00jaCHUTH IIITa je TO KBaHTHA jypHHIOBa MaIlTUHA.
Tjypunrosa marmmHa ce MOXKe IIPEJICTABUTH Kao ypeheHa ceaMopka cuMOosta 3BaHa M

M = [Q7F7b727q07pa5]
e () upejcTaB/ba KOHAUAH HelpasaH CKyIl crama, Ha npumep { A, B,C, HALT }

e [' mpejicraB/ba KOHAYAH HElIpa3aH CKyIll cuMbosia Ha Tpaiu, Ha mpumvep { 0,1 }

30. cTpana



2 OcHoBe KBAHTHOTI' PAaIyHAPCTBA

b € I' npejicraBba npazan cumbos1, Ha mipumep 0

e 0 € I mpejicTaB/ba HeNpasaH CKYyN yIa3HUX cuMOoJsa, Ha mmpumMep 1

go € Q upejicTaB/ba MHAIUJATHO CTambe, Ha npumep A

F C @) npeacrapba HenmpasaH CKyI Kpajibux cTama, Ha npumep HALT

0 1peJicTaB/ba TPAH3UIUMONY (DYHKIH]Y KOja IoMepa TPaKy JIeBO WU JIECHO y 3aBUCHOCTH O]
cTama

a 6ucmo mmam KBaHTHY TjypPUHTOBY MAIIMHY, HEOIIXOJIHO je JIa pejiePUHUIIEMO rope HaBe eHe
CKYTIOBE ¥ IOBEXKEMO UX ca XUJIOEPTOBUM ITPOCTOPOM, IIPEMa TOME:

e () je 3amermeH XMIOEPTOBUM IIPOCTOPOM CTarba,

e [' je Takohe 3amemen XuabepTOBUM IIPOCTOPOM, YIJIABHOM Pa3JIUIUTHUM O/ IIPOCTOPA CTAFha

b € I' je moBe3aH ca HyJITUM BEKTOPOM

® 0 OCTaje HEIIPOMEHEH, jep Y/a3HU U U3JIa3HU CUMOOJIM He MOpajy OUTH KBaHTHA CTamba

Qo € Q je crame u3 ()

F C @ je mornpocTop @)
e ) mIpeJcTaB/ba CKYIl YHUTAPHUX MATPHUIA Koje cy m3omopdusmu mpocropa () Ha camor cebe

YV OBOM MOTJIABJBY CMO C€ JIeTa/bHO TTOCBETUIN KBAHTHUM PadyHapuMa U MakKap y IpTamMa 00jacHuIn
KaKo OHM (pyHKIMoHUIy. ¥ cjaejehuM norjasbumMa hemo ce geTa/bHO TOCBETUTH MOXKJIa HajIo3Ha-
THjeM aJI'OPUTMY CTBOPEHOM 3a KBaHTHe padyHape, [IlopoBoM ajropuTmy, HEroBOM JIETa/bHOM
o0jalImberby U MOTEHIWjaTHO] TPUMEHH, aJli U MOTEHIINjaTHO] TPUMEHN KBaHTHUX padyHapa, Kao
U IIUTAIbY 3AI0TO jOII YBEK HUCY Y IIMPOj yIOTPEOH.

31. crpana



[[Topos aysropuTam n KBaHTHA HAJMON

3 Omnmc n objaimmmemne 1llopoBor ajaropurma

Kako cmo ce y mpeTxoJiHIM TOTJIaB/bUMa JIETa/bHO YIIO3HAIM Ca KBAHTHUM padyHApUMa, FhbU-
XOBHM HAYMHOM paJjia U CTEKJIU JOBOJHHO 3HaMa O hUMa j1a OMCMO HACTABUJIN Ja/be, BPEME je Jia
ce YIIO3HAMO U €& BEPOBATHO HAJTO3HATUjUM KBAHTHUM ajroputmoM, [Tloposum asropurmom. OBo
morjiaB/be he ce jiera/bHO ITOCBETUTH OBOM aJIrOPUTMY, ca3HaheMo UeMy je HaMemeH, 00jaCHUTH
IbErOBY MaTeMaTHYKy M KBAHTHOMEXaHUYKY MO33/IMHY U Ha Kpajy 00jaCHUTH HHErOBY OP3UHY.

3.1 O aaropurmy

Amepuuku maremaruaap u npodecop amepudkor yausepsurera MIT (enr. Massachusetts Institute
of Technology) Turep Illop (enr. Peter Shor) je 1994. roaune KOHCTPYHCAO OBaj AaropuTam Kao
edbukacHn agaropuram pakTopu3alije NpupogHux OpojeBa. llako MHOXKeme OpojeBa Ou-
HAPHUM padyHapuMa He M3a3uBa IIPOOJIEM M JIOBOJHHO je e(pUKACHO, UCTO ce He Moxke pehu u 3a
dakTopuzanujy npupoHux opojea. Mako 3a peraruBHO MaJjie OpojeBe M3BpIIaBarmbe IhUXoBe (hak-
TOpHU3aliije He O/ly3uMa IIYHO BpeMeHa, BpeMe o0pajie Yak U Hajoo/bUX OMHAPHUX aJIlOpHTaMa ca
noBehameM Opoja mudapa pacre exkcronenmnujaino. ako je maremaruka uza [Iloposor ajsropurma
no3Hara u TexHn4dkKn je moryhe kopucrurtu [llopoB anropuram m Ha OMHAPHUM padyHapuMa, K/byd
ecdpukacroctn [Hloposor anroprtuma Jrexkn y MoryhHocTmMa KBaHTHUX padyHapa. 2001. rogumae y
amepu4koj KoMmrmanuju IBM, y3 nmomoh kBanTHOT padyHapa ca 7 Kyouta, mpumenom [Iloposor aJ-
ropuTMa je YCIelTHo u3BpineHa gakropusaruja 6poja 15. Hajsehu Opoj na xojem je, y mpaBom
cmucy, uzspinena daxkropusanuja [{loposum anaropurmom je 21 u To je yunmeno 2012. rosgune.
Criesie MmaTemMaTndka 1 KBaHTHOMexaHu4IKa ocHoBa [Iloposor ajropurMma.

3.2 Maremaruuka ocHoBa IllopoBor ajropurma

Maremaruuka ocnosa [Iloposor anropurma ce 3acHuBa Ha Teopuju Opojesa, 00JIaCTH MaTEeMATH-
Ke KO0jOj CMO Ce JIeTa/bHO [TOCBETHIN Y JAPYTroj roauu npeamera "Anammsa ca ajarebpom". Kpos wHis
nedununmja u TeopeMa Koje hemo jokazaru, nokazahemo kako Illopos ajnropuram dbyHKImoHuIe
U3 MaTeMaTHIKe ITePCIIEKTUBE.

Teopema 1. Csakxu npupodar 6poj n, n = 2 je uAu npocm uau je npoudsod npocmux bpojesa

Jloxas. Tepheme jJ0Ka3yjeMO HHILYKITHjOM:

1) Ba n = 2 3uamo Ja je TBpheme Tadno, jep je 2 mpoct 6poj

2) Heka je n > 2 npupogan 6poj. [Ipernocrasumo na teplieme Baxku 3a ce 6pojese k, k < n.Taxa
hemo 3a Hare n UMaTu JBe MOI'yNHOCTHU: WK je N IPOCT OPOj, YuMe TBpheme BaXKu, WK je CJIOXKEH,
IITO 3HAYN JIa C€ MOXKe IPHUKa3aTh Kao Mpou3Boj OpojeBa ki u ky Koju cy mMamu o n. MehyTum,
Kako 3a ki u ko BaxKu J1a Cy WJIM IIPOCTH WJIM ITPOU3BOJIN IIPOCTUX OpojeBa, TO he 3HAYUTH U Ja je
n = ky - ko mpou3Bo/i IpocTux OpojeBa, unMe je TBpheme JT0Ka3aHo. [ |

Veemnthemo u jegny Teopemy 06e3 JoKasza:

Teopema 2. Axo plab, a npumom p u a nemajy 3ajednuurux desunaya usyses 1, onda plb
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Teopema 3. Axo je p npocm 6poj u plab, onda pla usu plb.

Jloxas. Ako mpernoctaBuMo ja pla, TBpheme Baku. AKO mak TBPAUMO Ja P He JeIH a, MOIITO je
p mpoct 6poj, oHN HeMajy 3ajeTHUIKuX Jenuiaara usyses 1. [To Teopemu 2, onna he Baxkurtu plb,
YUMe je OBa TeopeMa JIoKa3aHa. [

Teopema 4. Csaxu npupodan 6poj N eehu 0d 1 ce moorce jeduncmeeno npuxasamu Yy 00AUKY
nPou3s0da NPOCMUT YWUHUAWUG (ca mavurowhy do wurosoe nopemka).

/loxas. 36or teopeme 1 3HaMO 11a je cBaku npupogauaun 6poj N Behm ox 1 minm mpocT Win ce MoxKe
IPUKA3aTU Kao MPOu3Bo/1 pocTux duauIana. Caja je pe j1a JO0KayxkKeMo Jia je Taj MPOW3BOJ UH-
HUJTAlA jeJIMHCTBEH. 3a IoYeTak, IpeTrnocTaBuhieM CynpoTHO W TBpJuheMo jia mpupojaH opoj N
MOZKE JIa Cce IIPHKazKe IIPEKO JIBa OBAKBa IIPOU3BOIA:

N=pipr.. 0k =qq2...q

Nzabpahemo jegan npousBosban Opoj p; U3 HpBOT IpousBoja Opojesa. IlpousBord qiqs ... q Mopa
OWTH JIe/bUB Ca p;, IMITO IO TeOPEeMHU 3 UMILTUINPA Ja p; JeJIu HEeKH oj1 OpojeBa u3 mpoussoja. Kako
je TmpOM3BOJ, ¢1Gs - .. CAUUIEH MCKJBYYIUBO OJ] IIPOCTHX OpojeBa, oHJa he Opoj p; Outu jeaHax
HEKOM 0/ OpojeBa u3 ¢iqs . . . ¢;, PEIUMO p; = ¢;. AHaJIOrHO, 3a CBaKU OPO] ¢; U3 JIPyTor IPON3BO/Ia
noctojahe 6poj p; koju he my 6uTn jeanak. Kajga ckparumo oBe OpojeBe M3 HUXOBUX IPOU3BOJIA,
[IOCTYIIaK Ce TIOHAB/ba, YMMe je TeopeMa JIOKa3aHa. |

Hedunumnuja 1. Axo ce y pazaazary 6poja N Hexu 4UHUOUU NOHABLAJY, NG CE, PEUUMO P JABHE
Q1 NYMa,ps jasma o NYMQ,..., P ja8wa6 Oy NYMG, 0HOG Ce 0OAUK

(3

N =p{"'py*...p;
HA3U6aA KaAHOHCKaA Paxmopudauuja bpoja N .

Kao mro cmo maBesu, mporec hakTopusalyje IpupoIHuX OpojeBa Ha OMHAPDHUM padyHapUMa
Huje nperepaHo edukacaH. [loceban mpobiiem mpejcTaBba (bakTopu3aluja BeJIuKux OpojeBa N
qnja je KaHoHCKa (phakTopuszaluja geduHucana Ha OBaj HAYUH:

N=q ¢

rJe Cy @1 U @2 TPOCTU OpOjeBU NPUOIUKHO HcTe jayKuHe. Ha OBOM HpUHIUITY je YaK CTBOPEHA
eHKDUIIIKja Koja Ce JaHAC jaKO YecTO KOPUCTH Ha HHTepHeTy (0 oBome fie GUTH pedn KacHHje).
OBakse OpojeBe hemo KopucTUTH Kao npuMep Iipu objarrmasamy [LlopoBor ajropurma, HaKHATHO
hemo mo/1aTt KaKo ajaropuraM (pyHKIIMOHUIIE Y OIIITEM CJIydajy.

[Tos mperniocTaBKOM J1a HaM je 6poj /N 1o3HAT, aKO KEJIUMO Jla Ca3HAMO HHeroBa JiBa YMHUOIA ¢ U
@2, TPUBHUjAJIHO je jaCHO Jia HaM je MOTPeOHO Ja 3HaMO caMo jejaH u jga hemo 3Hatu odba. Mehyrum,
TO HAM He OJIaKIIaBa MIPETEPAHO OBaj MPOOJIEM, jep CY ¢ U @2 BEJUKHU IIPOCTU OPOjeBH, 3a Koje He
3HAMO MPAKTUIHO HUIITa OCUM Ja KaJl ce MHOKe drHe N. OHO IITo HAM WHUIUjAJHO [IPeocTaje
je ma morahamo. Behuna ajropurama TO M paju: NeHEPUINTY ITPOU3BOJHHE OpojeBe W MPOBEpaBajy
Jla JIM je TO jeJlaH OJI HaIluX TparkeHux OpojeBa. OBaj mpolec 3a BeJMKe OpojeBe MOXKe TpajaTu u
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rojinHaMa. Jegan oj] HadrHa Ha KOJU MOXKEMO J1a OJIAKIIaMO ceOn 0Baj MPOIIEC je Jia MOTOINMO HEKU
6poj M xoju he penutu ca N jeman ox unamiana. OBe OpojeBe je j1ocTa JIaKIe MOTOJUTH HErO
Heku o1 uynHmIana N (MMa MX MHOTO BHIIE), & KO TOTOIMMO Oap jeJlaH O BUX, MOMONY O3HATOT
Eyknaupnosor ajnropurMal hemo yTepauTu jegan o unnmiana 6poja N.

Hedbunnunuja 2. Hajsehu mehy sajednuvrum deauoyuma 6pojesa a u b je najeehu sajednuxu
deaunay bpojesa a u b.(Obeaescasa ce ca H3/[(a,b)). 3a uyene bpojese xasrcemo da cy yaajammo
npocmu axo je H3/[(a,b)=1.

Teopema 5. Axo je a =bg+r, 0 < r < b(moorce ce dokasamu da ce caku yeo, na u NPUPUOIAaH
Opoj mooice osako npukazamu), onda je H3I(a,b)=H3(b,r).

Jloxas. Hexka je d 3ajennmaku jpesmial; Opojesa a u b. Tajga uz a = bq+r ciemu na je d penmnar r,
OJIHOCHO J1a je d 3ajemuuukn jgejamiai b u r. CandHo, ako je d 3aje JHUYKN Jeaniai b u r, oHia je
d 3ajeTHUYKH Jlesuiial OpojeBa a u b, IITO 3HAYM J1a Ce e CKYIOBHU 3ajeITHUIKUX Je/niana a u b u
b u r mokJanajy, na uM ce u Hajpehu eementn nokiamnajy. [Ipema rome, H3/1(a, b)=H31(b,r) N

[Tponec nanaxemwa H3/1(a, b) dyukiuonuie Ha ciegehin HaYnH:
a=>bgq +ry, 0<r <0,

b=r1qga+ 12, 0<ry <1y,
<

1 =712q3 + 13, 0 <13 <71y

Tn—2 = Tn—1qn + Tn, 0 <rp < Tn—1,

Tn—1 = nQn—1

Kako 6pojeBu 7 unne onajajyhu Hu3 npupoaHux O6pojeBa, JaKO je CXBaTUTHU Jia NeMO HaKOH KO-
HAYHOTI OPOja Kopaka 3aBPIIUTH, OJHOCHO JIONU JI0 jeJIHAKOCTH Ty,_1 = I'n(n_1 U Opoja 1, 0 KojeM
he mam Bume pehu cieneha Teopema.

Teopema 6. Ilocaedrvu ocmamax r, Koju je pasiuyvum 00 Hyse U NPEMIOIHOM NOCTMYNKY npeod-

cmaswa H3/[(a,b).

Jloxas. Axo ce ocBpHeMo Ha TeopeMmy b, Bujehemo Jia je 3a/0Bo/beH cjejiehn HU3 jeTHAKOCTH:
H3/1(a, b)=H31(b, r1)=H3(r1,72)= ... =H3(ry,_o,7n_1)=H3A(r,_1, 7). Kako ry,|r,_1, T0 304~
au na je H3/(r,, 1, r,)= ry, omnocuo H3/1(a, b)= ry,. -

Eyknunos asropuram je jako edbukacan 1 JIOCTa HAM OJIAKIIIaBa MOCA0 KO HACYMUYIHO n3a0paH
npupoman 6poj M u N umajy 3ajequuukux jenuiana. [Ipobiem, mehyTum nacrtaje Kaja cy oHu
y3ajamuo tpoctu. la He 6uemo craaro oupasn M un nposepaBaiaun H3/1 mwera u N, MmopaMo Kopu-
CTUTH JPyTadnlju MeTOo/d. YBelrheMmo joIn mojMoBa Koju he Hac yBecTH y jemaH edeKTUBAH METOT
HaJIayKerha HeTPUBUjATHUX Jlesiniana (aeaunornu koju Hucy 1 u N):

'Euclidus(oko 365-300.roqune m.1.e.)
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Hedununuja 3. Hexa je dam npupodar 6poj m, eehu 0d 1. /lea uena 6poja a u b cy xonepyenmma
no mModyay m axo 0ajy ucmu ocmamarx npu 0enervy ca m

Osa penanmja ce e Kao a = b (mod m) win Kao a =, b. [lopen nedununuje yserrhemo
jOII HeKe ocoOMHE KOje HHUCY TeIlKe 3a MpOoBepaBarbe:

1. a =b (mod m) ako u camo axo je a = mt +b, 0 < b < m, rue je t HeKH 11€0 OPO]
2. a =b (mod m) ako u camo aKo je pasiauka OpojeBa JesbuBa ca m.
3. BuTy KoHTrpyeHTaH 110 JaTOM MOJLYJIY je pejialiija eKBUBaJICHIM]E.

VBemheMo jorrn jeHy TeopeMy Kojy HeheMo JTIOKa3WBaTH, a Koja he HaM OUTH KOPHWCHA TPH JOKa-
3UBaIbY JIeMe Koja CJIe/in

Jlema 1. Jlam je croocen 6poj N u x je mempusujarnu xopen jednauune x> = 1 ( mod N)
(nod nempusujasnum pewervem ce cmampa da x £+ 1), onda y3 nomohy x mootcemo uspauyramu
nempusujasru kKoauwruk N (nod mpusujairum xosuunukom cmampamo 1 u N)

Joxas. Kako je 22 =1 (mod N), ro 3uaunu na je (x —1)-(z+1) = 0(mod N), a xkaxo x # +1(mod
N), To sraun na je 1 < o < N — 1. Onmasne snamo ga je H3/I(N,z — 1) wom H3/ (N,z + 1)
HETPUBUjAJIHE JiesTiIal opoja N. [

[MTopos airoputaM ce CJIyzKH OBOM JIEMOM KaO I'JIABHOM HJI€jOM 3a HaJIayKeHe HEeTPUBHjATHUX
nesmtara. Cren OCHOBA 10 KOjOj AJITOPUTAM TPaXKU T

Hedbunaunuja 4. Hajmarwu 0d npupodrur 6pojesa t 3a Koje sastcu:
al =, 1
HA3UBA CE MOPEMKOM OPOja a4 No MOJYAY M.

Teopema 7. Axo je t nopedax 6poja a no modyay m u a® =1 ( mod m), mada t|s.

Jlokxas. Axo s Huje jie/bMBO ca t U HpeACTaBUMO Ta Kao s = tq +r, 0 < r < t, Tajia Baxu:
a® = (a')%’, omrocHo a” = 1 (mod m), mro je memoryhe jep je t HajMatbu Gpoj 3a KOju BaxKu

a' =1 (mod m) |
OBo camo 3HauM ja je 6poj t meproj MoHaB/barba 3a OPOj @ IO MOIYJIY M, IITO 3HAYM Ja he
" = g**(mod m), O < n < t.
N3 opux TBphema cienu ga he Illopos ajnropuram 3a moderak HaCyMHIHO m3abparu 6poj a
(a € N,0 < a,N),a zarum he tpaxkutn mopenak 6poja a mo moayay N, koju hemo HazBaTu
y(nompasymesamo ga y # 0)
Kana mahemo 6poj y, u ox 6poja a¥ omysmemo jemaH, mobuhemo 6poj dumju je mesaunarn 6poj N

(cBOjCTBO 2), OJIHOCHO JIpyravnje HAIUCAHO:
a/ —1=mN, meN
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IemnmjajIHo, ako je y mapam ], onma x¥—1 MoxkeM MICATH K. JINKY KB Ta, IIPU HIIX
Cuenujasno, ako je y mapat 6poj, ouga ¥ —1 MoKeMO 3aImca; a0 pas ajpara o)

opojeBa:

Onaxie caean:
(a* —1)(a® +1)=mN, meN

3a 6pojese (a? & 1) mmaliemo 1Ba ncxoza:

1. Jenan 6pojesa je jemHak mq, Koju je umHIIAI Opoja m, a APYyru je jeaHAK molN, 4uju je
quausar N. Y OBOM CJIydajy MOpaMo IOYeTH U3 MoYeTKa, jep He MOXKEMO JOOUTHU jeJIlaH OJf
quHraana N.

2. Jeman GpojeBa je jeHaK Mmiq, a JPYTHU je jeHAK Maoqy (My - me = m), jeman he jennrtu
6poj q1, a apyru he jgenutu 6poj ¢o. Y oBoM ciydajy msabpahemo jeman oj oBux Opojesa,
npuMennTu Eykiammnos aaropuram 3a Tpaxkeme H3/1 on N u m3abpanor 6poja u godutn jean
oJ1 unHmIana opoja N.

[IpBu ucxon ce, mehyrum, vehe moromuru, jep je 0 < % < y, a 3HAMO JIa je y mopejgak opoja a 1o
moysty N, mrro o gedbunuimju 4 3Ha4u Jia je OH HajMambu Opoj 1mocse HyJie 3a Koju Baxu a¥ = 1
(mod N). OBo 3HauM Jja MO Ha OBaKaB HAYMH JIOOU/IH JIa je at HETPUBHUJAJTHO pelllerhe je/IHauNHe
22 = 1(mod N), oaHOCHO Ja je TpaxKeHo T = a?, TmOJ YCJIOBOM A je y HapHO. BallTo e OBaj

IIPOIIeC cMaTpa UCIIATUBUM U epuKacHUM, rmokasahe cienehe jaBe jgeme

Jlema 2. Axo je p nenapan npocm 6poj u x, 0 < x < p. Tada je seposammnoha da je nopedax 6poja
x no modyay p napar 6poj eeha 00 %

Jlema 3. Hexa je N menapan caooicen 6poj u mexa je x caywajno usabpan 6poj (0 < z < N).
Hexa je r nopedax b6poja x no modyary N. Tada ca eeposammohom eehom 00 % he r bumu napHo u
z"/? % +1 no modyay N.

Osge jiBe JieMe cy JloKazane y pajy Opoj 8 u mokasyjy HaM Jia CKOPO YBEK Ca PEJIATHBHO MAJTUM
OpojeM ToKyIaja MoxKeMo eduKacHo Jia HaheMo HeTpuBHjaaHu Jeauiall opoja N.

[Tope 1 Beh momumaHOT CIienujaTHOT CIydaja, MMOCTOjH oI jejIaH, a To je ciaydaj gaa je opoj N
IpUKa3aH Kao HEKM CTEIeH HermapHor mpocTor Opoja:

N =p“

Y oBoM cirydajy 6UCMO MHOIO IIyTa 6e3yCIIENTHO HAIIUM MEeTOAOM TParXKU/Ii HEeTPUBUjaTHI KOPEH,
MOZKJ[a OMCMO 1 YCIIeJIn, ajid He IpeTepaHo epukacHo. YMecTo Tora hemMo Kopuctutu e(puKacHuju
1 OBOM cJiydajy 0oJbe mpujaroheH OIITe MO3HATH aJropuTaM OMHApHE IpeTpare W TPaskuTh
VN, 1 < k < log, N (ocroBa soraputMma je 2 jep N mocmarpamo y OuHApHOM O0JHKY). AKO
[I0CTOjU TAKBO Ak M3 JATOI MHTEpBaJa, TAKBO 1a je v N € N MOKEMO OIpesuTn 0 KOM HelapHOM
pocToM 6pojy ce paju. OBUM IPOIECOM Ce MOXKe M PEIIUTHU ciIydaj Kajga je N cTeneH HEeKOr CJIOo-
JKeHoTr Opoja. Y ToM ciiy4ajy KaJja OMHaApHOM IiperparoM Halemo Taj 6poj, HeKa ce OH 30Be S, Beh
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MO3HATUM AJITOPUTMOM hemo Hahu IberoBe HETPHUBHUjAJIHE JIETAOIIE.

Bparumo ce Ha mmoyerak u Ha ot ciaydaj. Kako hemo bakropucaru 6poj Koju je mpeicraB/beH
kao N = p'py? ... pg*? hu hemo nocrynno, y cienehem pemociey:

1. Ilposepasa ja Jin je moueTHu O6pOj MapaH win He. AKo jecre, ajgropuram Bpaha 2 u moHaB/ba
IIPOIIEC CBE JOK ce He J100uje HemapaH Opoj

2. Ilposepasa ma Jin je Opoj cnernumjaaau ciaydaj N = p® myTeM ropeHaBeJIeHOr aJrOpUTMa
bunaphe nperpare. AKo je pelleme jiare Iperpare nIpocT 6poj, 3aBpllaBa, a ako je pellernhe
cJI0KeH Opoj Ha IeMy IpUMerbyje Kopak 3

3. Ako ce Kopak 2 ucrocraBu 6e3ycrenHuM, 6upa TPOU3BO/baH IPUpoIan 6poj a, 1 < a < N u
nomohy Eykinmosor anropurma nposepasa H3/1(N, a). Ako ce ucniocrasu na je H3/I(N, a)>1,
kao Bpeanoct Bpaha H3JI(N,a), nemm N tum 6pojeM u HacTaB/ba MPOIEC PEKYDP3UBHO 3a
H3JI(N,a) (ox xopaka 2) u kommaauk N u H3JI(N, a) (ox xopaka 3)

4. Ako ce necu na je H3JI(N, a)=1, Tpazxkumo Kopak 6poja a 1o Moayiny N KOju CMO Y TEKCTy
obesiexkeaBaJi ca ¥y

5. Ilposepasa ja jin je y mapso u ja jm a¥ # +1(mod N). Ako oba yciioBa Bazxe, a? mporyaiasa
sa x u tpaxu H3/(N,x + 1) u H3/I(N,x — 1). Jeano ox ta jaBa, ako He u 0b6a, he 6Gutn
nerpusujaaau jgesuian N. Kao usznas spaha nerpusujannu geiuiar (WId JIEJUOIE), HUME
(mmm wuma) gesmmo N ¥ HacTaB/ba MPOrpaM PEKYP3UBHO O KOpaka 2 3a JeJIHOIe U O/l
KOpaka 3 3a HOBU KOJUIHUK

6. Ako ce jecn ja 6ap jegaH oJ1 JBa yCJIoBa He Baxku, BpahaMmo ce Ha Kopak 3

JemHo mTo HaMm mnpeoctaje je Kako eeKTHBHO JIa OJIPeIMMO KOpPaK Halllel HaCyMUYHO OJadPaHor
6poja 1o mojyy N. Ako ce ocBpHEMO Ha TeopeMy Opoj 7, npuMernhemo Jia je ocTaTak CTerneHa He-
KOr Opoja a 110 MOJTyJty HeKor jpyror 6poja N 3anpaBo nepuogandia (GyHKIMja, IPpU 9eMy je TIEPUOT,
Te (yHKIMje 3ampaBo nopegak opoja a mo momyny N. Cpehowm, ocTOju aaropuram 3a TPaKeHe
nepnojia MYHKIHje W KOPUCTU ce KBAHTHOM MeXaHHKOM. Kako (OyHKITMOHHUINE OBaj aJrOpUTaM,
caznaheMo y ciejieheM 0J1e/bKYy.

3.3 KBaBanTHomexanmdka ocHoBa lllopoBor ajropruma

Kao mro je Beh HaBe1eHO, KOHI'PYEHTHOCT CTEIeHa ITPOU3BOJLHOT IIPUPOIHOT OpOoja @ 110 MOJLYTY
Jpyror npupoaHor o6poja N je nepuogudna (GyHKIIMja, OJIHOCHO MOYXKe e HAIMCaTH Kao (PYHKIHja
3aBUCHA OJ] cTelleHa Opoja a:

f(z) =a" mod N

[Tepuon ose dyukuumje he 6Gutn mopenak 6poja mo momyny N (o3HawaBasum cMo ra ca y). 3a
HAJIAZKEeFhe HAIer i KOPUCTUNEMO MOMEHYTH aJIFOPUTAM HaJlaxKkerma rnepuoja byHKImje, Koju hemo
nerasbHO onucatu. MelyTum, mipe onucuBama OBOT aJIFOPUTMa MOPAMO Ce YIIO3HATH ¢a KBAHTHOM
®DypujeoBoM TpaHCcHOPMAIMjOM, Ha KOjy C€ OBaj ajJrOpUTaM OC/IAMbA.
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3.3.1 KgBantuna ®@ypujeoBa TpaHcdopmalja

Ksanrna @ypujeosa Tpancdopmaliija ce IONPUINIHO Y€CTO KOPUCTH Y KBAHTHOM PaIyHAPCTBY
U BeoMa je KOPHCHa 3a pelllaBarbe Haler npobJsema. Basupa ce Ha KJIACMYHOM aJIlOPTHMY Op3e
OypujeoBe Tpanchopmalyje HACTAJIOM Jia 6 ce epUKACHO M3BPIIMIO MHOXKEHHE JIBa TOJIIMHOMA
BICOKOT, a/ii jemHakor crerera. OBaj anropuraM heMo 06jacHUTH ¥ MMOKA3aTH 3aIllTO je, y3 MaJe
n3MeHe, [MOTOaH 33 KOPHUIIheme KBAHTHUX aJrOpUTaMa.
[Touehemo oy Ba mosimHOMA CcTereHa d:

A(x) = ag + a1z + apa® + ... + agx®

B(z) = by + byx + box® + ... + baz®

WuryuruBHO HaM je MO3HATO Jjia fie Mo IMHOM HacTao MPOM3BOJIOM OBa JIBa MOJUMHOMA, (Ha jasbe fiemo
ra 3gatu C'(x)) 6urtn crenena 2d. Kiacuanu MeTos; MHOXKEHba J[Ba MOJIMHOMA 3aXTEBa JIa Ce CBAKH
wiaH nosmHoMa A(x) HOMHOXKH ca CBaKUM WIAHOM ToJHHOMa B(x), mTo je cropo n HeedUKacHO.
Auropuram 6p3e @ypujeoBe TpaHcdoOpMaliije oBaj IpobJIeM periaBa y 9eTHpr Kopaka, OJ1 KOjUX
Cy TPH O] Ta UYeTUPH KJbYTHA.

1. Bupame Tauaka
2. Epasyanuja, onHocHo nspadyHaBame Bpeaaoctu A(zr) u B(z) y ogabpanuM Tadkama

3. Hobujamwe Bpegroctn 3a C(x) y omabpanum tadkama. Bpegaoct C(x) y HEKOj TauKu Kao
npou3Bo/ Bpeaaoctu A(x) u B(x) y Toj ucTOj Taukun

4. Uunrepnonaruja noanaoMa omohy koje u3 speauoctu C(x) y TaukaMa Koje CMO HHUIIA]AJTAHO
omabpasin oxpelhyje cBe KoeduimjeHTe co, ¢1, Ca, ..., Cog HOBOT mojmHOMa C'()

Kopamu 1,3 u 4 cy nam K/bydHE 11a heMo CBaKM yYKpPaTKO 0OjaCHUTH.

Kopak 1: Bupame Tadaka AjropuraMm ce CIyKU YUBEHUIIOM JIa Ce CBAaK! MOJMHOM CTelTeHa
M MOXKEe jJeJIMHCTBEHO IPEJICTABUTH y CBOJUM BPEJIHOCTHMA Yy 7 PA3JUIUTHX Tadaka, [P deMy
je n = m + 1. Ilomrro nam dunanaun noauaom C(z) tpeba jga Gyiae 2d crermena, MOpaMo Ja
nzabepemo dbapem 2d + 1 pazanuutux tadaxa. IIITo Bure Tavaka nzabepemMo rperrka Ipu KacHHU]O]
nHTepriosianuju he outu Mmama. Hajoosbe je a Hatr 6poj ojgabpanux Tadaka n Oyje napaH, ga OucMo
TavuKe MOLJIM Jia OupaMo Kao 5 MapoBa MO3MTUBHUX M HEraTHBHUX Opojesa:

:l:ﬂfo, :I:xl, :l:wg, ey :l:&l%,1

OBako ojabpanu 4jianoBu he HaM JI0CTa OJIAKIIATH €BaJIYaIln]y, IITO NeMo cajia u moKa3aTn
Kopak 2: EBasryanuja IIpuiukom oBakBor omabupa Tadaka, Johu he 10 mocra mpekJialamba.
[Tpumernhemo na hie wianoBu ca nHapHUM CTelleHMMa OUTU MTOTIIYHO UCTHU, & WIAHOBUMA Ca HElap-

HUM cTereHnMa he ce caMo MermaT 3HaK. OBO UMILIUIIUPA J1a OUCMO MOTJIU HAIl TOYETHH ITOJIMHOM
Jla pa30ujeMo Ha JBa MOJMHOMA, a KakKo, IToKa3aleMo Ha je/ITHOCTABHOM IIPUMEPY:

P(x) = 62° + 5z* + 4% + 32 + 22 + 1
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CBe YJIAHOBE ca MapHUM cTeneHnMa hemo mpebaluTu Ha JIeBY CTpaHy, a CBe ca HelapHUM Ha JICCHY
crpany. HemapauM 41aHOBUMAa U3BJIAYUMO jEJTHO X:

P(x) = 5a* + 32% + 1+ 62° + 42° + 22 = 52" + 32° + 1 + (62" + 42° + 2)

Jleu nosmuom hemo nassaru Py(x?), a nechn y 3arpaam P, (z?)
P(x) = Py(2?) + 2P, (2%
Al

Ay(2*) + zA,(2?). Ha oBakas

Ucru ciyuaj hemo umarn u y omrmrem ciaydajy ca A(z), A(x) =
— 1} mobuhemo ciieneha pemema :

HAUUH KaJa Oynemo ybamumm map 6pojesa x4, i € {1,2,..., §
A(zi) = Ap(7) + 2:4,(27)
A=) = Ap(a?) — 24, ()

Paznuka je, Kao mTo ce MOXKe MPUMETUTH, caMO y 3HAKYy UCIIpes Jpyror cabupka. Kopucrehn ce
oBUM MeTosIoM, ako 3Hamo A, (z2) u A, (z?), smahemo n A(=+z;). [Iporec HACTaB/HAMO PEKYDP3UBHO
sa A,(2%) u A, (2z?). Onasze ce ako yBuba j1a aKo »KeJMMO JIa IIPU CBAKOM PEKYP3HBHOM KODaKy
xohemMo Jia rpymuieMo 6pojeBe y mapoBe, HHHUIMjAIHE Opoj 6pojesa n Mopa 6utn obsmka: 2%, k €
N. MebyTum, ako keammo Ja Ha HCTH HadumH mogenunmo mosmuaome A,(z?) m A, (z?) xao mro
cMo yunanin ca A(z), mopahiemo ja % wnanosa (23, 7, 3, ...,332%_1) IHOBEKEMO y =+ T1apose, IITO
MOZKEMO I3 YYIMHUMO CAMO aKO KOPUCTHMO KOMILIEKCHe GpojeBe(HeraTuBHe BPEJIHOCTH KBaJpaTa
cy moryhe camo Ko KoMILIeKcHuX Opojesa). MeljyTum, mocraBiba ce nurame Kako fiemo omabparu
Te KOMILIEKCHe OpojeBe? AKo mocMmarpamo PeKyps3ujy oj moderka ;0 Kpaja. Ha mouerky hemo
UMaTH CaMo jeJaH TOJUHOM U 1 6pojeBa Koje cMmo ojabpasu. Ha kpajy hemo umaru n mogmHOMA
HACTAJINX I'PAHAEM U CAMO jeslaH Opoj, MOCTUTHYT KOHCTAHTHUM CIAPUBAIHLEM U KBAJIPUPAEM
6pojesa. Pau jenHocraBHOCTH, Heka je Taj Opoj jenmHak jemuHuIm (MOJYJ CBUX OpojeBa je ojaTiie
1). Onasge yBubamo jia ¢y cBH HOYeTHH OPOjeBU KOMILIEKCHU N-TH KOpeHH Tor 6poja 1, ojHOCHO

3aIMCAHO Y OOJIUKY jeTHaYIHE:

Hamu waunujaaaun 6pojeBr, OIHOCHO pellieha Topibe jepHadnte (HazBahemo nx W), cy zampaso

KOMILJIEKCHU OPOjeBH M y IOJIAPHUM KOOpPJMHATaMa ce IpUuKalyjy Ha cjeaehun HaduH:
1 igrd
w=e"n 1€{0,1,2,....,n—1}
C ob3upoM sia cMo 6upasn 2 je n obsmnka 2F, 3a oBe 6pojese Baske cieneha cBojcTBa:

l+2

o W = —wl, OJTHOCHO TIOCTOj€ TIO3UTUBHUA W HETATUBHU TapPOBU

k—l
(i2m H22) i2m L ionnL2 gk jiow¥ _ igwop siowd _ iowk 2L

€ =€ 6 =€ € € 6 = —€ n

39. crpana



[[Topos aysropuTam n KBaHTHA HAJMON

o KpajipupameM ce j1001jajy periemba jeIHadnHe 2 =1

. l : l
2277.2]6771 — 1271'”—/2

oL
(i2m)2 e

o 2L
e Z7T2k

€ = e

Ha oBaj maumn cMmo ycnesn Jia permuMo nurtarmbe eBasyaruje. Cienn o0jalimemhe NHTePIIOJIAIN]e

Kopak 3: Unarepnonamuja Kako cmo yenenn jna Halhemo spennoctn A(x) u B(x) 3a cse np-
BOOUTHO ojlabpaHe TavukKe U 3a HbUX HaLM BpegnocTr C(x), ME CMO MPAKTHYHO PEIIIIN 3a/aTaK.
Ono 1ITO je mpeocTasio je Jia U3BPIIUMO MHTEPIOJIAIN]y KAKO OMCMO OTKPUWIN KOeDUIUjeHTe 10~
muaoma C'(x) (cg, ¢1, 2, ..vy C2g). Y CYIITHHH, Ja 0fabepeMo IPYTH HAYUH J1a TPUKAZKEMO TTOJIHHOM
Koju cMo Beh jooumu. [IpakTuyano, ypajgmhemo caMo UCTY cTBap MHBEP3HO, KAKO TAYHO, IMOKa3ahe-
MO YCKOPO.

Bparumo ce ma nmodyerak. Anropuram 6pse @ypujeope TpaHcdopMaliije pajin ca MOJIUHOMIMA, 3a-
IIITO CMO Cce OBUMe DaBI/IN U KAKO HaM TO roMazke! Bparumo ce Ha3a1 Ha IPUIY N-TO IUMEH3UOHUX
BEKTOPCKH Ipocropa. O6a HauMHA IPUKA3UBaba MOJTMHOMA cTereHa < n — 1 (npeko KoedurmjeHa-
Ta WK BPEJIHOCTH y opeheHnM Tadkama) ce MOry MpUKa3aTh Kao N-TO JUMEH3HOHUX BeKTopa. 113
jeJTHOT y JIpYTH BEKTOpa MOXKeMo Jia ipeljeMo jesioBamem MaTpuila (eBajyaluja 1 MHTePIoIanuja):

[ A(l’o) ] aop ao [ A(ZL'())
A(.ﬁEl) aq aq A([Bl)
A(.%Q) = ]\/[1 . () , () = ]\/[2 . A(SL‘Q)
_A(xn—l)_ _an—l_ _an—l_ _A<xn—1)_
Marpune M; u M, cy BangepMongose Marpuiie?, Koje cy YOIIIITeHO OBOI' OOJIMKA!
(1 3o xg—
1 = 23 ... 2
1z 22 ... ¥
1z, 22 z

Jlerma ocobmHa OBUX MaTpHUIla KOja Ce MOYKe JIOKa3aTH jecTe Ja aKO Cy BPEIHOCTU Xg, X1, ..., LTm
pa3/Im4uTe, MITO KOJl HAC jecTe C/Iy4aj, OHJIa je MaTPUIA WHBEP3UOUTHA.

Kako mu nHa rmoueTky eBaJjyaliyje paJuMo ca penremuMa jeqHadanie £ = 1, ako ca TUM BPeTHOCTUMA
JKeJTUMO JIa HAIpaBuMo BamnjaepmonioBy marpuily, goouhemo marpuity M aumensuja n X n:

1 1 1 . 1

1 w w? o w1
M, = |1 w? w? o WD

1 wn‘fl w2(T'L71) w(nfl‘)(nfl)

Caza hemo mokasaTu Jia je OBa MaTpHUIla HHBEP3UOUTHA!

2 Alexandre Vandermonde (1735-1796)-dbpaniyckn MaTemaTmaap
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Jlema 4. Kosaone mampuue My cy nopmanane ceaka ca c8axKom

/loxas. MuOXKeme 1Be KOJIOHE ¢ U j je TPEJICTaB/HeHO CKAJIAPHUM ITPOU3BOJIOM XEPMUTCKOT BEKTOPA
jeJ/lHe KOJIOHE U BEKTOpa JIpyre KOJIOHE.

jri=14w ™ 42D 4 4y
Kako je oBo cyma reoMeTpujcKor HU3a, MOXKEMO je HAIMCATH JIPyradnje:

1 — i=i) 11— (w™)(=9) 11— 10=9)

1 —wi—d 1 — wi~J 1 — wiJ

OBuM J0Ka3yjeMo Jia cy Omio Koje JiBe KoJjioHe ¢ u j mehycobHno oproronasue. Crenujaian ciaydaj
je Kaja ¢ = j KaJla je CKaJapHu IIPOU3BO/L N. |

AKko je cBaka KOJIOHA, OJTHOCHO CBAaKM BEKTOD OPTOTOHAJIAH Ca CBAKUM JPYTHM BEKTOPOM, OJI-
HocHO (popmupahe Gasmc. AKo omer morjegaMo HadWHE 3allica MMOJUHOMA, MpUMeTHheMo Ja 0ba
PUKA3yjy HCTH MMOJMHOM Ha JBa HadnHa. VIHTYHTUBHO HaAM je jacHO Jla OBe MaTPHUIE 3alpaBo
Memajy 6azuc BekTopa. OBo he HaMm O6utu OHUTHO KaJia OyJeMO MOBE3MBAJIA IMPUIY CA KBAHTHUM
pauyHapuma. Ako TpaHcronyjemo M u cBe 4jIaHOBE MATPUIE 3aMEHUMO XEPMUTCKUM ITapOBUMA
(wh = w™) noGuhemo marpuiy M u kaza je mommoxkumo ca M nobuhiemo jeaunumany Marpuiy
OMHOXKeHy OpojeM [V:

My - M{ = M- M, =nl

Kama momenumo MlT ca n, J100ujaMo UHBEP3 O] 1, OJTHOCHO MaTpuily My Koja je MaTpHila HHTEPIIO-
asmje.

Ako ce BparmMo Ha NpUYy KBAHTHOI PadyHApPCTBA, MpUMETHNEMO Ja Cy OBe JiBe MaTpHUIe, y3
MaJie U3MeHe, MOTEHIINjaJIHA OllepaToOpu Ha cTame oj n Kybura. Paziauka he 6utn camo y koedu-
IIjeHTIMa KOji Ty Mopajy 0Ty 300 HOpMAaJIn3alln]e:

1 1 1 1
1 1 w w? o wnt
2 4 2(n—1)
QFT,=— |1 w w )
1 wn.fl w2(7‘171) o w(nfl.)(nfl)
1 1 1 . 1 |
1 wt w2 e w1
B 1 ) —4 —2(n—1)
QFT ' 1=— 11 w w e w
n \/ﬁ
i w—(;z—l) w—2(‘n—1) o w—(n—'l)(n—l)

Ha oBaj naunn hemo 4ak m y9umHUTH Ja je MATPUIA YHUTAPHA, IIITO HAM jOII BUIIIE OJI'OBapa, jep
Cy CBa JIOTWYKa KOJIa KBAHTHOI padyHapa yHUTapHa. JOII je/iHa BeJUKa IPEJIHOCT je TO IITO CY
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MaTpuUIle WHUTAjAJTHO KpenpaHe 3a MHOYKEe MOJMHOMA, IMTO 3HAYW Ja Cy Olepaliije Y OKBUPY
MaTpHUIle JITHeapHe U CAaMUM THUME Cy BaJIUJIHE KBAHTHE OIlepalluje.

Kao mro cmo peknu, kBantna OypujeoBa Tpancdopmaliija je 3ampaBo IpoMeHa da3uca, 0JHO-

cHO TIpon3Bo/BHO cTame |x) = SN ', |i) he marmparn y crame SNy, |i) ma crenchn masm:

N—1

1 27k
:—E rie N, 7€10,1,2,....N—1
k N P J J { }

Ha ciinvan nauwnn jpedunuinemo n nuep3ny KBauntHy OypujeoBy TpancOpMaIimjy:

i27jk
= Sy ¥, ke {012, N1}
N

Y crenujamHOM CIydajy, ako je |r) jeHO Of OCHOBHHX CTaa BEKTOPCKOI MPOCTOPA, KBAHTHA
OypujeoBa TpaHcdoOpMalja ce MOXKE 3aIlUCATH U OBAKO:

[Tocmarpajmo oBaj corydaj. Harmr cucrem ce cacroju ox N ocroBHEX BeKTOpa ctama (|0) ,[1) ..., [N — 1))
KOju MOTry IIpejicTaB/baTu Opojese u mnomto je N = 2", cucreM ce MOXKe IIpUKa3aTh IIPEeKo n Kyoura.

[TpousBosbHO crame cucreMa |r) = |x1Xs...2,), TA€ CY T1T3...T, CTalkba CBAKOD KyOuTa MOHAOCOD,
MOZKEMO IIpeJICTaBUTH Kao KpoHeKepoB IPOM3BOJL CBAKOT O TUX CTalba:

|z129..,) = |21) ® |22) @ ... @ |24)

C tum Ha yMmy, pacnucahemo 3amuc Tpancdopmarimje:

| Z z27mk
Z Z Z 2271':132?:1 k2t |k‘1k’2]€n> _

k1€{01}k2€{01} kn€e{0,1}

SO Y @ =

k1€{01}k2€{01} knG{OI}l 1

—_

ﬂ

n

® Do e ) = e Q) + e )

=1 k,e{0,1} =1

OBaj 0bsink ce Moke joIn MaJio 60Jbe TTPUKa3aTH: KaKo je Opoj & mpuka3an y OMHAPHOM CHUCTEMY,
Jia GUCMO Ta TTPEJICTABUIIA Y JEKAIHOM CUCTeMY IpuMeHnheMo (popMyry:

T = [T1T9.. 7] = 12" F 222" L 42,20
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KaJ1a 0Baj 6pPOj TIOMHOKIMO ca 27!, Kpajibn pe3yiTaT MOKEeMO /1 MPHKAZKeMO Kao:

27y = 27 i 2, 2" = i r, 20 = i z, 20 4 i 2,277 = 51 (1) + s5(1)
r=1 r=1 r=1

r=n—I+1

cyma s1(1) he curypuo npunagaru ckyny N, 1ok he sy 6utn 2,412 + 2110272+ ... + 2,27 mTo
ce zanucyje Kao [0.2,_141Tn—_142...T5). OBO ocMarparse hemo BparuTu y u3pas 3a TpachOpMAaIm]jy
x:

_) ® |0 z27r (51+[0-Tp 1410142 Tn]) |]_>)

_ (|0> z27rsl(l)€i2w[0.xn,l+1mn,l+2...mn2—l} |1>) _
=1

n

_ 21n ®(‘O> + 151(l)eiQW[O-xn—l+lxn71+2"'xn] ‘1)) —
2
=1

_ _® |0 127T0$n 1418 n—142---Tn) |1>)

OsHOCHO O KyOUTa T1 70 KyOuTa x,:

1 . . A
2) —> oz (0) + €2 0nz 1)) @ ((0) 4 202 1) . @ ((0) + €020 1)

2

OBo je dunasHa pernpesanTaruja kBanTHe PypujeoBe TpaHcdoOpMaliije Ha OCHOBHO CTalbe & 1
JIOCTa HAM TOBOPU O TOME KaKO he M3TJIeJaTh JIOTHIKO KOJIO.

Koo kBantHe dypujeoBe Tpanchopmarmje ce CaCTOjI/I caMoO OJT JiBe BpcTe Kammja: AjgamapoBe
Kaluje u KOHTpOJII/IcaHe Kamuje (as3Hor rnomepaja 3a —. Anamaposa kanuja hie kyour |z) = |1)
IIPETBOPUTH Y CTaH)e( =(|0) —|1))) urro oxrosapa cramy nociemyber Kyoura. Csu Ky6urn he npohun
KpO3 jeHy AgaMapOBy karujy. OBo Takohe omoryhaBa KOHTPOJIMCAHO] KAIMJU J1a JIeyje caMo Ha
|1) KoMIOHeHTY KyOuTa Ha KOju Jeyje.

©_® % (|0> + C21ri[(]..’l'1...;r,,] |1))
. DG (0 )
|3) N

S

5 (10) + e2milaaanl 1))

[2p_1) i ——4‘—’7 @ ﬁ (lO) + e2mil0an—1zn] |1))
|2n) -- (Hy— 5 (10) + 201 1))

S

Cnuka 16: [Ipukasz kBantne Oypujeose Tpancdopmaliuje HaL N Kyoura
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3.3.2 AuaropuraMm mpoHajiakKewa nepuosa pyHKIje

Hakon mro cMo casnaju cBe ImMTO HaM je MOTPEOHO O KBAHTHO] CYNEPIIO3UIIUAjH, MOXKEMO Ce
nocseTuTu HaunHy Ha Koju Illopos ajropuram Tpaxku mopejak HacyMu4IHO n3abpaHor Opoja, pe-
masajyhu mpobsiem HajaxKema nepuojia (pyHKImje.

[Tperniocrasumo na dasa ¢ HacTaje J1ejCTBOM HEKOT yHUTapHOT orteparopa U (EeroB CONCTBeHN BEK-
TOp je |u), a merosa colcTBeHa BPeJHOCT je €2™?). AKo NPUMEHHMMO HCTH ONepaTop jOIl jeIHOM,
novuerHy ¢dazy hemo KBajpuparu. Y3 IPEeTIOCTABKY Jia OIEPATOP MOXKEMO J1a TPUMEHUMO JTOBOJHHO
IyTa, MOIJIM OMCMO Jia KOHCTpyuIllemMo cBux n crama kBantae Oypujeose Tpancodpmarmje. [To-
mTo je kBauTHa PypujeoBa Tpanchopmaruja peBep3udMIHA, MA MOXKEMO Jia Ca3HAMO KOJIUKA je
Ta (aza .

a 6ucmo permmin oBaj mpodJieM, moTpedHa Cy HaM JiBa perucTpa KyouTa, MpBU Koju he mMaTu ¢
KyOuTa u Apyru Koju fie uMaTu JOBOBHO KyOuTa jia NPEeJICTaBy CTambe |u). ¥ HPBOM PErucTpy cy
Ha TI0YETKY CBU KyOWTH IOCTaB/beHU jia Oy1y v cramy |0), HakoH dera hie cBaku KyOuT mmpohin Kpos
Anamapoy kamnujy. Kama npohy kpo3 AamapoBy Kamujy cBaku oj1 TuX Kyonra he 6utu KOHTPOJI-
HE KyouT 3a jeamy on xKortposmcano U, 0 < p < ¢ — 1 xanmja Koje 7emIyjy Ha JPYTH PErucTap.
[To medunuIju concTBEHOr BeKTOpa Kaiuja Helie yormire jieioBaTu Ha COIICTBEHN BEKTOD |u), ajiu
hie 3aro jesoBatu Ha |1) KOMIOHEHTY KOHTpOJIHOD KybuTa, momepajyhu my dasy. OBo cBojcTBO ce
JIAKO JIOKa3yje. . .

V2 V2

Ha kpajy oBor mnporieca, crame MpBoOr perucrpa he outu:

(10) [u) + 1) U* Ju)) = —=(10) + [1) ™) |u)

1

—(0)+ ™ 1) (0) + 1) © .0 (10) + €2 1)) =

)

29-1

1 il
:ﬁzelk(ﬁ'k)
k=0

OBaj mocyieamu n3pas nojgceha vHa kaunTHy PypujeoBy TpaHcdoOpMaInjy, ma ako je IPUMEHUMO Ha
IIPBU PETUCTAP ¥ TOTOM U3BPINUMO Meperhe HaJl UM, I00rheMo HEIlTo MITO je MOMPUINIHO J100pa

arpokcumarija dase ¢.
201

5 2R © 1) = ) @ )
k=0

ITocmaTpajmo maeanan ciydaj: dasa ¢ ce MOKe TaqHO IpHUKa3aTh ca ¢ Kyourta (¢ = [0.¢1¢a...¢]).
To 3naum ga MOKeMO Ja npedOPMYIHIIEMO CTambe IPBOI PETUCTPa, PETHCTPA KAo:

1
Vi

OBo crame HaM je MO3HATO: OBO je cTambe Koje Jobujemo nocse npuMene ksantne Oypujeose Tpamc-
dbopmarmje Ha BEKTOD |1 ¢Pa...¢,), IITO 3HATN Ja MOXKEMO M3MEPUTH BPEJHOCT ¢ MOTIIYHO TATHO
Mebytum, mra he ce jgecutn Kaja He riejamo oBaj ciydaj? McrocraBiba ce fga U Taja MOXKEMO

(|0> + 27[0-61] |1>) ® (|0> + ei2nl0.9162] m) ®..® (|0> + ¢i27[0-¢192...64] m)
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JIOOUTH TIOMPUINTIHO MTPENN3HY allPOKCUMAIIA]Y ¢ ca BEJIMKOM BepOBaTHONOM. AKO JKeJTMMO 18 TTPH-
KaxkKeMo ¢ ca Ipenu3HoIhy o/ n mudapa 1 ako HaM je TpakeHa BepoBaTHoha a morojauMo dasy
1 — €, 6poj KyOHUTa ¢ KOje MPBU perucrap Mopa UMaTH je:

q:n—l—[log(2+§ﬂ

[ne [z] npescrasrpa Hajomku 1meo 6poj 6pojy x Koju je Behu win jenHax memy. OBo TBpheme je
JleTajbHO JIOKa3aHo y pajy opoj 7.
Caj kaJta 3HAMO Kako (PYHKIIMOHUIIE aJrOpuTaM Hajlaxkema (pa3e, BpaTUMO ce Ha Halll TOYeTHN
1pobJieM, HaJIazKeme IopeTKa HaCcyMUIHO m3abpaHor 6poja 1mo mojyay N. I[Hocmarpahemo ciepehn
YHUTAPHU OTIepaTop:

Uly) =|ry mod N)

[ToxpasymeBahemo ja ako je y > N, oBaj omeparop He YUHU HUINTA, OJHOCHO Ja C€ OIepaTop
HeTpUBHjaIHO ToHarra caMo Kaj je 0 < y < N — 1 Caza HaM je moTpedbHO Ha HaleMO colcTBeHU
BekTOp omneparop U. Cpehowm, nocroju ux jrocra, jeJan oJl mbux je:

ug) =—=> e+ |z¥ modN), 0<s<r—1

1 —i27wsk

U lus) = e v |2"' mod N) =

27

OiaBJie ce BUJM JIa je COICTBEHA BPEIHOCT OIEPATOpa e r . 110 MPeTIIOCTABKOM Jia CMO y3e/In
JIOBO/baH Opoj KyOuTa Jia MOXKEMO Jia MPEIU3HO OJPEIUMO * ca BEJIMKOM BEepOBATHONOM, Ha NMPBU
perucrap npuMeHNMO WHBep3HY KBaHTHY PypujeoBy TpaHcdopmaliujy u Mocje Tora ra u3Mepu-
Mo, JtobuhieMo 6poj jako IpuOIMKaH *. V3 HPOMEHY COTICTBEHHX BEKTOPa |u), JTobujahemo BuITe
BPEJIHOCTH £ 3a PA3/JMINTO S, HAKOH vera hemo npumenutn Eykmmaor anropuram n nponahu %,

quMe je pobJIeM HaJlayKerbha IMOPeTKa PellleH.

3.4 Edukacaoct IllopoBor aaropurma

Edukacnoct 6umo kor ajropurma ce jedUHAIIE HETOBOM BPEMEHCKOM KOMILJIEKCHOMIhy,
OJIHOCHO BPEMEHOM Koje je moTpebHO Jia ce U3BpIIU 3a BejmKe OpojeBe. 3a ojipehuBarmbe BpeMeHCKe
KOMILIEKCHOCTH KOPHCTH ce HoTamuja Beaukor O, koja ce mocsehyje O6pojy 6uToBa Koje Cy Io-
TpebHe HajBeheM perucTpy Wan MoJIaJrOPUTMY CAMOT AJITOPUTUMA.

[Tomrro je KBaHTHHM padyHapuMa 3a dyBarbe [N crama norpedHo n = log, N Kybura, a 09eKUBaHO
BpeMe M3BpIleba alropuTMa npoHataxkema dase je pega O(n?), oueknBaHo BpeMe M3BpIIaBarba
[Toposor anropurma je O((loga N)?). OBo Bpeme ce cBpcTaBa y MOJUIOrapUTACKO BpeMe U 3aiCTa
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nokazyje eduracuoct [loposor ajropurma y nopehemy ca JIpyruM ajJropuTMuMa 3a gpakTopusa-
nujy opojesa. [lopehema paju, odekuBaHo Bpeme m3BpalilaBamba HajeduKacHUjer OMHAPHOT aJiro-
puTMa 3a periaBaibe akTopusaiuje 6pojesa je peja O(el'g(logN )!/%(loglog N )2/3), IIITO C€ CBPCTaBa
y cyOeKCIIOHEHIHjaTHO BpeMe U3BpIaBama. 10 3Ha4M Jia je BpeMe M3BpIIaBame Op:Ke 0J1 eKCIIO-
HEHIIA]AJTHOT aJI'OPUTMa, &M WIIAK MHOI'O CIHOPHje Ol MOJMHOMCKOT JIOTapUTMa, a HEeYIIOPEIUBO
CIIOPHj€e OJT TOJIMJIOTAPUTAMCKOT aJiropuTMa Kao 1mro je [Tlopos ajaropuram.
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4 Ilpumene

Tokom oBOT pajia CMO ce JIeTa/bHO TIOCBETU/IN OIUCUBAIGY U 00jallliherby Pajia KBAHTHUX Pady-
Hapa U BEPOBATHO HAJIIO3aHTHUjEr aJIrOPUTMa HacTa or 3a muX, [[loposor aaropurma. Nnax, mnpes
HAMa je OCTaJ0 MHOTO MHUTaIba, MOHAJBHUINE OHUX KOja Ce€ TUUIY CBPXE M IIPUMEHE CaMOT aJITOPUT-
Ma U HApaBHO, CBpPXE W MpUMEHe OBUX JUBHEUX MamuHa. Ha Kpajy hemo oprosoputn Ha jesiHO O
TPEHYTHO Hajuermnux rnurama: "3amTo ce KBAaHTHU PadyHApU jOIl yBeK He npumenyjy?"

4.1 IIpumena IllopoBor ajiropurma

Kana je nacrao 1994. ronune, [llopos ajropuram je 3a 1u/b UMao Ja e(bUKacHO peniu mpodJieM

koju je noctojao jorr y Crapoj ['pukoj, a Huje ycreo jia ce epukacHo peru HU oMoy OuHAPHOT
paayHapa: dhaxkropusamnujy o6pojeBa. OBaj mpobieM je TOJMKO TeXKaK 3a PelllaBaibe Ja je Ha HheMy
3aCHOBAH I1€0 jeJlaH KPHUIITOCUCTEM Koju je jorn yBek momynapan: RSA kpuntocuctrem. Ciean
KpaTKa [pUYa 0 OBOM KPHUIITOCUCTEMY U objarnmersy 3amTo My IllopoB ajaropuram mpecTaBba
MOTEHIIN]AJTHY OTIACHOCT.
RSA (Pusecr-Illamup-Ennman) kpunrocucrem! nacrao 1977. je cucreM koju undopmaiiyjy
KPUIITYyj€e Ha TPUHIUITY JABHOT KJbyda, JIOCTYITHOT CBUMa U IIPUBATHOT KJbYda, JIOCTYITHOT CAMO
OHOM KOjI KejTu IpucTyruTn nHdopmanuju. Ocobu Koja Keju ga TPUCTyIn HHGMOPMAIIIjH MOpa
Jla 1oceyje oba Kibyda. Y map Kopaka hemo mpuKa3aTh Kako o0a KJbyda HacTajy.

1. I'1aBHM Kopak: m3abpaTu jJBa BeJIUKA U NPUOJIMZKHO jeJIHaKa IpocTa Opoja p u q.
2. Uspauynaru n = pq. Bpoj n he 6utn jesan oj jesioBa jaBHOT KJbyda

3. Uspauynarn Kapmajkinosy dynkimjy? og n (A(n)). Y onmrem ciaydajy Kapmajkiosa gyHk-
nuja 3a 6poj n = pi'ps?...ppt je nedunncana Kao

A(n) = (A@TAD?)-, APE"))

riie H3C mpesicrasiba HajMambU 3ajeITHIUKN CaJIp:KaJial] CBUX OBUX OpojeBa. 3a CTeleH Mpo-
cror 6poja p* A(p®) jeaHako:
Ap*) =p*Hp—1)

Y HameMm ciaydajy A(n) he usriematn oBako:

4. Uszabparu npupogan 6poj (1 < e < n) takas ga je H3/I(e,n)=1. Oso he 6urtu apyru jeo
JaBHOI' KJby4a.

'Ron Rivest (1947-)-amepuakn kpunrorpad

Adi Shamir (1952-)-uspaesicku Kpunrorpadb

Leonard Adleman (1945-)-amepuuku undopmarndap
2Robert Carmichael (1879-1967.)-amMepuuku MaTemaTHvap
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5. Omabpatu nmpuposan 6poj d Takas ma je:
ed=1 mod A(n)
6poj d ce Ha3WBa MOJYJIAPHU MYJITUILIMKATHBHE WHBEPS.

JaBuu kibyu cy 6pojesu (e,n), JIOK IpUBATHYU KJbyd dnHe Opojesu (d,n).
[TocmTpajMo Kako 0BO (DYHKITMOHUIIE Y TPAKTHIHOM CIydajy: ocoba A xohe a morma/be ocobu b
HEKHU OpOj m, ca HAMEPOM JIa je HUKO JIPyTu He npodnta ocuM ocodbe B. Ocoba A he emkpunroBaru
m, kopucrehu dyuknujy c(m):

c¢(m) =m° mod n

BaruMm he ¢, n u e butn nocaaru y japaoct. Ocoda b he kopucTuTn ¢BOj MPUBATHYU Kby, IPEIU3HI]je
d ma O6u JeKpunToBasa ¢ U JI00UIA M:

c(m)=c? modn

OsHOCHO, aKO ce 0Baj M3pa3 HAIMIIE JIpyradunje:

(m)*=m mod n

OBo cBOjCTBO ce Mozke JoKazaTu nomohy mase Mepmaose Teopemes.

[maBuu tipobiiem 3a OuHApHE padyHape MpeJicTaB/ba (pakTopusanuja 6poja n MOcse Jera HujeIaH
oj1 ciesiehnx Kopaka HUje IpeTepano mpobdieMaTudaH jep MocToje aJrTOPUTME KOjU UX e(PUKACHO pe-
maBajy. 300r BeqnvanHe OpojeBa Koju ce (paKTOPU3yjy U IHEHEHUIE Ja je BPEMEHCKA KOMILJIEKCHOCT
HajOpzker GnHApHOr airopurma peta O(el90esN)F(oglos Ny 5o yynonmn 6poj N, pasbujame
EeHKPUIIIHje je TOJUKO CIopo Ja je HeuciaTubo. cro ce He Moxke pehu 3a Illopos ajsroputam,
Koju ca BpemenckoM Komiutekcnomhy pega O((log N)?) oBaj npobsiem pemasa MHOTO GpzKe U UIIAK
mokasyje ga he oBa eHKpHUIIIEja yOP30 MOpPATH OUTHU 3aMEHhEeHA.

Kaxo je oBaj ajiropuram ycireo ja epukacHo perru mpobJieM Koju je 010 Jyro HEUCILJIATHB W
JaK HeMOI'Yh Ha OMHapHUM padyHapuMa, yOp30 je MocTaJjo jaCHO Jia Cy KBAaHTHU padyHapHu CIIOCO0-
uuju ypebhaju on 6unapaux. O TepMUHY KBaHTHE HAJMONM W MOTEHIINjATHOj IPUMEHH KBAHTHHIX
padyHapa 6uhe peun y ciejeheM MoOTIOTIABIBY.

4.2 Ilojam kBaHTHe HagMOhU ¥ TOTEHINjaJHA MPUMeHa KBAHTHUX pady-
Hapa

[Tojam kBanTHe HaaMohn (eHr. quantum supremacy) je npsu yseo Llon ITpeckun® u npescra-

BJ/ba TPEHYTaK KaJia he KBaHTHU padyHap yCIeTH Ja 1modean Hajop:Ku OMHAPHU CYIIEPKOMIIJYTED Y
pelaBatby HEKor 1pobJjema, 6e3 003upa Ha TO Jia JIU je pelaBambe TOr pod/ieMa KOPUCHO Ha HEKU
HAYIMH WA He. YTJIABHOM Ce€ OJTHOCH Ha PAIyHAPCKY KOMILJIEKCHOCT, aJIi W Ha BEJNKO yOp3aBamhe
KJIACHIHUX aJIrOpuTaMa Koje je Ha KBaHTHHM padyHapuma Moryhe. Jeman o ajropurama Koju

3Pierre de Fermat (1601-1665.)-dpamiyckn MaTeMaTIdIap
4John Preskill(1953-)-amepiraxn Teopepckn dbusmdap
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JIOCTHKY BEJINKO yOp3aibe y3 momMoh KBanTHuX padyHapa je Illopos anropuram. ¥3 mera mocroje
jomr JiBa HadmHa momohy Kojux je Moryhe mokazaTu KBaHTHY HaJMOh, a TO cy: O030H CEeMILIUHT
(enr. boson sampling) u y3poKoBame U3Ja3He IUCTPUOYIINje HACYMUIHIX KBAHTHUX KOJIA.

Topos anaropuram je, Kao IMTO CMO MOKA3aJ/H, jako epUKacaH ajaropuram 3a (pakTopu3aiujy
opojeBa, aau u 3a pasdbumjambe RSA kpunrorpaduje. [Tobpa ocodbmna IIloposor amropurma je ma
ce MOK€ KOPUCTUTH Ha OMHAPDHMM padyHapuMa, aJii ca JOCTa CIOPHjoM Op3MHOM, C TOra je O
nodeTKa OMO jeJaH oJ MPBUX KaHIWJATa 3a MOKAa3WBalbe KBAaHTHE HaJMoOhwm. Y MPUJIOr uje U Iu-
IbEHUIIA JIa Ce TaYHOCT (haKTOpH3aIje MOXKe MoKa3zaTu e(pUKACHO U HA OMHAPHOM padyHapy, jep
CBe TITO je MOTPEOHO je Jia MOMHOKUMO (DAKTOpE U IIPOBEPUMO Jia Jin je jiodujenu Opoj oHaj Opoj
qnjy cMo u3Bpimin pakropusanujy. Mehyrum, rinasuu npobsiem [Hloposor ajiropurma cy pecypcu
moTpeOHN 3a W3BPIIaBame aaropuTMa 3a Bejauke Opojee. Ca moehameMm Opoja, pecypcu mocrajy
BEJINKH U €KCIIEPUMEHT je HeMoryhe m3BecTn ca caJainmboM TexHosiorujoM. C Tora ¢y ce HayIHHUIN
dokycupasm Ha rnpeocrasa JiBa HaUMHA OKA3MWBarba KBAHTHE HAJIMONN.

Bo30oH ceMmMHT je paduyHacka IapajurMa Koja ce 3aCHHUBa Ha UICHTUIHUM (POTOHUMA KOjU CY
IIPOIIYIIITEHN KPO3 ONTUYIKY Mpexky. Bo3on ceMiuimar Moxke J1a periu ojipehere mpobiieme mperpare
U y3UMarba y30paka KOju ce cMaTpajy HEpelmBHM 3a OunapHe padyHape. BpemeHcKa KOMILIEK-
CHOCT Haj6oJber KJIaCHIHOr aJIlOPUTMa 3a CUMYy/JHMparbe 6030H cemimura je O(n2" + mn?), rie
je n 6poj dotona, a m 6poj m3asazHux Mojzosa. [IperrnocraBiba ce fa je cumysupame b0 dhorTona
HeMoryhe 3a OMJI0 KOju cyneppadyHap, KOju TPEHYTHO IOCTOjH.

Y3poKoBame n3Ja3He AUCTPUOyHje HACYMUYHNX KBAHTHUX KOJIA , OJIHOCHO CUMYJIMPa-
e ITPOM3BOJHHOI KBAHTHOT KOJIa je Ipo0sIeM KojeM ca opacToM KyOnTa BpeMeHCKa KOMIIJIEKCHOCT
pacre ekcronennujaano. OBaj mpobsiem je moryhe permaBarn u Ha OMHAPHUM padyHapuMma jep je
CUMy/IMparke KBAaHTHUX padyHapa moryhe. Amepuaka kommnanuja IBM je Ha cBoMm padynapy ycrena
Jla CUMYyJIMpa KBAHTHU cUcTeM oJ1 b6 KyOuTa u ToO je HajBeha cuMmystanuja 1o caj. llomro je oBaj
po0JIeM pacTe eKCIIOHEHIHjaJHO ca OpojeM Kyburta, ¢ Tora he y Oyayhuoctu 6poj KyOuTa Koju
ce MOTY CUMyJMpaTu OMHAPHUM pPAdyHAPOM JIONU JI0 T'DAHUIE. 3JAHUMIHLUBA UUILEHUIA j€ Jia aKO
Ou 1mocTojao pavdyHap KOju OM cUMyJIMpao KBaHTHU cucteM o 260 KyOuTa, on 6u mMao Behu 6poj
OWTOBa HETO IITO MOCTOjU aTOMa y IMO3HATOM YHHBEP3YMY, IIpeMa TOMe TO je HeMoryhe.

Nnak, momohy oBor npuHnuia je n rnokasana KBanTHa HajgMoh. Komnanwuja ['yrir je 23. okrobpa
2019. objaBusa 1a je KopucTehu KBAaHTHH IIPOIECOP SYcamore ca BUCOKO KBAJTUTETHUX b4 cymepIipo-
BOJIHUX KYOHUTa, 0J1 KOjUX je jeJlaH HeaKTUBAH, yCIle/Ia Jla MOCTUIHe KBaHTHY HaaMmoh. OBaj mporecop
je ycreo jia ypaju nu/bano u3padynabaibe 3a 200 cekymu, JI0K 6u ojipehenom cynepKoMIijyTepy
norpedno 10000 rommra. Mnak, komnannja IBM y umjeM je BIacHUIITBY Taj CYIEPKOMIIjyTep je
OBO JIeMaHTOBaJa, TBpAehn 1a je HanpaBua MOOOJBINAH AJITOPUTAM KOJU JIATO U3PadyHaBahE MO-
JKe Jla M3BPIIK 32 JIBa U 110 JaHa. JOI YBeK je JIyT IyT JIO IpaBe KBaHTHE HaJMONU, ajii CBAKAaKO
j€ BPEJIHO YeKaTH.
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Cmuka 17: I'yriioB Sycamore mporecop

SaHnMI/bUBA je U TOTEHITHjaHa TPUMeHa KBAaHTHIX padyHapa. [lomro KBaHTHN padyHapu HeMa-
jy yHUBep3aJIHy apXUTeKTypy Kao mto je ¢pon HojmanoBa apxurekTypa KoJi OMHAPDHUX padyHapa,
Bapujalyje KBaHTHUX padyHapa cy mHoro Behe. Wmak, mocroje jiBa mpaBiia y KojuMa ce pa3Boj
KBaHTHUX padyHapa Kpehe: AUTUTAIIHUA 1 AHAJIOTHM.

AHajlOorHM OPUCTYN Cce YIVIABHOM OJIHOCH Ha MPUMEHY KBAHTHUX padyHapa TJe Cy 3aucTa He-
OIIXOJIHU U NPUMEPEHuju oji buHapHux padyHapa. OHOCH ce Ha CUMYyJIaIijy KBAaHTHUX CHCTEMa,
o uemy je Pajuman u mucao jorur jgaae 1982. romune. OBakBe cuMmyJiaiuje ¢y roTOBO Hemoryhe Ha
CYIEPKOMIIjyTeprMa U OBaKBa MMILIEMEHTAIMja Ou HAM Jlajia MHOTE€ OJI'OBOPE Ha MMUTAIba U3 T0Jba
dusuke, aau U xeMuje.

JurnrtajiHu npucTyn ce yrJIaBHOM OJIHOCH Ha NPUMEHY KBAHTHHUX padyHapa IIPU pPellaBaiby
pobJjieMa KOju ce IUXOBOM IIPUMEHOM MOTY JPAacTUYHO yop3aTu. Heke o riiaBHUX OBAKBUX ITPU-
MeHa Cy:

e Kgpanrna kpunrorpaduja-momrro cMo nokasasu ja [lopos asropuram Moxke pa3duTn Beoma
norysiapaid RSA kpunrocucrem, a mocroje u Apyru KBAHTHU aJITOPUTMHU KOjU YUCTOM CHJIOM
MOTY Jia pa30ujajy Apyre KpUITOCUCTEME, CBE BUIIE lie ce TOKpeTaTn MUTamhe CUTyPHOCTH T10-
JlaTaka Koja Ou, ca 1ojaBoM JOBOJHHO jaKOI' KBAHTHOI padyHapa, Ouja U Te KaKo HapyIleHa.
Cpehowm, mocToje Kpunrocucremu 3a Koje jOIT yBEK He MOCTOjU aJrOpUTaM HUXOBOI Pa3du-
jama, Mehy muMa nMa 1 KBAaHTHUX KPUIITOCHCTEMa KOjU OM MOTEHIUjaJIHO MOIVIN JIa UMajy
KOPHCTH O] KBaHTHUX padyHapa. Behmra Tnx Kpunrocucrema je 3aCHOBAHO Ha 3aKOHHIMa
KBaHTHe MeXaHWKe IPUJINKOM T'eHeprcarma MPUBATHAX W JaBHUX KJbydeBa, MaJa IOCTOje U
OHM KOjU Ce 3aCHUBajy Ha JUPEKTHOj pasMeHu KyOuTa m3Mmely JiBa padyHapa KOju He Bepyjy

jedaH JIPYTOM.

e KpanTHa nperpara-npelusHuje KBaHTHa IIpeTpara 0asa mojaraka y3 nomoh I'poseposor?
anropur™a. Hberosa Bpemencka komizekcroct je pega O(v/N) 3a 6asy nogaraxa ox N eie-
MeHATa, IITO je KBAJIPATHO MOOO0JbINARE Y OJHOCY HA KJIACHIHE aJrOPUTME KOjU CY YIaBHOM
peaa O(N). Kako cy 6a3ze mojiataka cBe pucyTHuje u cBe Behe, 0Bo yOp3ame je u BHIIle HEro
[IOBOJBHO.

2Lov Grover(1961-)-unmjcko-amepudaxn nHbOPMATHEAD
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e Pemaame cucreMa JTUHEPHUX jeIHadNHA-aropuTam rmosuatuju u kKao HHL-aaropuram je Be-
oMa epUKACAH aJITOPUTAM 3a PelaBarbe oBe Bpere mpobiiema. Hberopa KOMILIEKCHOCT je pejia
O((log N)k?), rne N npejcrasiba 6poj Bapujabau cucTeMa, a k npejcTap/ba 6poj caydajesa
y OKBUPY CHCTEMa y 3aBUCHOCTH O]l HeroBux napamerapa. OBaj ajropuraM HY/IU €KCIIOHEH-
IjaJino yop3ame y OJHOCY Ha HAjOpXKM KJIACHYHU ajIrOpUTaM Uhja KOMILJIEKCHOCT je pejia

O(Nk).

OBo cy camo Heke o MOTyhuxX NpuMeHa KBaHTHUX padyHapa, Tpeba MMaTh Ha yMy Ja je OBO
joIrr yBeK mJjaJia obJacT moj00Ha IpoMeHaMa, ¢ Tora he ce y 6Jinckoj OypyhHOCTH TIOjaBUTH jOII
aJIfOpUTaMa U CAMUM THM jorn Moryhmx obJsiactu rie ce KBaHTHU padyHapu mory npumentu. O
TOMe Kako he Ta nmpuMmena Tehn u u3ryie/laTu y peaJiHOM CBeTY NeMo MOpaTu cadekaTu HEKO BpeMe.

4.3 3amrTo KBaHTHHU padyHapH jonl yBEeK HUCY y MIMPOj ITPUMEHU?

KBanTaU padynapun, nako Ha APy JI0CTa CYIePUOPHUjU Off OMHAPHUX padyHapa, IMajy CBOje
Hejjocrarke. OBU HEJIOCTAIM CY U IVIABHU PA3JIOT 3allITO € KBAHTHU pAadyHAPH Y HEKO] IMIUPO]
npuMenu. Hanme, Tpenyrno najsehn mpobsiemMu 3a KBAHTHO PAYyHAPCTBO Cy JAE€KOXEPEHIHja U
HeKeJbeHa OyKa KOJI CUCTeMA Ca BUIe KyOuTa.

3a cucreM ce cMaTpa J1a je KBAaHTHO KOXEPEHTAH aKOo MOCTOju TavdHa (a3a n3Mel)y ’heroBux crama
U Jla He TOCTOjU MHTEPAKIINja THX CTamba Ca CIOJBAILAM CBEeTOM. AKO OBaj YCJIOB HEje UCIYH-EH,
cucTeM je JlekoxepeHTan. MehyTnM, nekoxepeHIinja MozKe HaCTATU Ha jOIT HaUnHA, n3Mel)y ocraior
IIPUMEHOM JIOTUYKe Kallije Ha Kyoure. /lekoxepeHruja Ipejcras/ba HajBehu mpobdsieM KBaHTHOT
padyHapa, HajBuile 300T MeJMjyMa OJI KOjer ce KBaHTHM padyHapu mpase. Vcrocrasiba ce ja ce
CyTIEPITPOBOHUIIY (yTIABHOM CIIEIHjaJlHe BPCTe KEPAMUKE ca TPUMecaMa MeTasa, HajBuiine 6bakpa)
OJIJTIIHO HOCE Ca JIEKOXEPEHIINjoM. 300T Tora cy KyOuTH, Kamuje u Kojia Behnne KBAHTHUX padyHapa
KOjU TPEHYTHO TIOCTOj€e ¥ HallpaBJ/beH! O OBOT MeinjyMa. MelyTum, cynepnpoBOIHUIN NMa]y CBOje
nejocrarke. CyleprpoBOJIHUAIIN CY, KAO IITO je PeYeHo, CIelHjaJiHe BPCTe KeEPpAMIKe KOje Cy CKyTe
3a MPOU3BO/IIbY W Telllke 3a u3pajy. Ilopes Tora, jako cy Kpre W TEIIKO je O HUX HAIPABUTH
dIekcnOnIHY 2KUILy, HEIITO IITO HaM je IMOTpeOHO IpU cacTaB/balby padyHapa. 300r OBOra ce
1ojaBJbyjy IpumMece MeTasa. Jorir Behu mpobsieM cy YCJIOBH Yy KOjUMa KBAHTHU padyHapHU pPaJie.
[la He OW JOIIO 0 WHTEpPaKIUje ca CIOJbAIbIM CBETOM, KBAHTHU PavdyHapU paje y HOTIIYHOM
BaKyyMy Ha TeMIepaTypu MPUOJIMAKHO] AIlICOIyTHO] HYJIH, IIITO CY YCJIOBH KOJU Ce MOTY PEKPEUPATH
caMo y 1moceOHuM JiabopaTopujaMa u JOJaTHO JUKY 3aBUCHOCT OJ OKOJIHUX ypeDhaja u caMumM TUM
IIEHY 1eJIOT CUCTEMA.

Jormn jeman mpobJieM ca KOjuM ce KBaHTHHU padyHapcTBO cycpehe je Hexke/beHa OyKa mM3a3BaHa
uaTepakimjom m3mehy cammx Kybura. OBakBa OyKa MOXKe Jla M3a30BE I'DEIIKE YV KaJKy/Ialnjama
KOje JIocexKy J10 OpojKe OJ YaK TPHU IIOCTO, IITO CBAKAKO HUje MPUXBaT/bUBO. KBaHTHU padyHapu
MOTY Jla U3BPIIaBajy KBaHTHHU aJTOPUTAM 3a HCIPaB/baibe I'Pelllaka W Ha Taj HAUYUH CHUMYJINPA]y
padyHap KoJi Kojer je Oyka 3aHemap/buBa, ca noehamem Opoja KyburTa HEje MO3HATO Kako he ce
IIe0 CHCTEM IIOHAIIATU Ca OBUM AJITOPUTMOM.

Mako kBaHTHN padyHapyW TPEHYTHO IOCTOje W IOCTOje KOMIIaHWje of KOjuX je Moryhe KynuTu
KBaHTHU padyHap, IbUXOB TPEHYTHU OJIHOC IleHe M MOI'YNHOCTH je HEeUCIIaTHB 3a BehuHy Jiabopa-
topuja. /la 6u moruio o0 Heke Behe ekcrian3uje OBUX MAIlUHA, HAYKA W TEXHOJIOTHja MOPA]y jOII
J0CTa Jla U3HAIIPE/LY]Y.
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5 3akJpydak

Kpo3 oBaj paji cMo ce ynosnasm ca KBAHTHUM padyHapUMa, FbUXOBOM OCHOBHOM IIPUHIIUAILY Pa-
Jla, TIPEIHOCTUMa, ¥ HeJIoCTaIuMa. Y IIO3HAIN CMO Ce U ca (DYHKIIMOHUCAEM PaJjia BEPOBATHO HAj-
[MO3HATHUjEr aJITOPUTMa KOju MOTY jia u3Bpiiasajy, [IlopoBuM ajropuTMOM U CXBATUJIN Ja KBAHTHH
padyHapu MOTYy OMTH HaJMONHHUje MAIIWHe OJI caMUX OMHApHUX padyHapa. [[pumkazanum cmo u Ha
KOjU HAYMH KBaHTHHU PadyHapH MOI'Y IOKa3aTH Jjia cy 00JbM, Kao U Koje cy Moryhe npuMeHe OBUX
nuBHUX MaruHa. MeHu JinaHO je hacimHAHTHO KAKO je y PeJIATUBHO KPATKOM 1epuoay o 39 ro-
nuHa Kaga je Hactao Pajamanos paa "Stmulating physics with computers" mo maHac MOCTUTHYTO.
Bunapsu padyHapn KakBe UX JaHac MO3HajeMo 1ocToje ckopo 70 roguHa (ca ofpeljernm nsmenama )
1y IbUX CY KPO3 I'OJIMHE MHBECTUPAHN OUJIMOHU JloJ1apa 1 0e3 003upa Ha TO MojaBUJIe Cy e MAIITIHE
y KOje je yTPOIIEHO JIOCTa Maibeé BpeMeHa U HOBIIA, a KOje ce MOI'y MoKa3aTu Kao 060/ba ajJTepHaTH-
Ba. axko BehinHa TpeHyTHUX KBaHTHUX padyHapa Hema sumie oj 50 Kybural, naxo je najsehn 6poj
dakropuzosan [Hloposum asropurmom camo 12, Tpeba uMaT HA YMY Ja je KBAHTHO PaIyHAPCTBO
HOBa 00J1aCT U Jia ce Ha oBoMe curypHo Hehe cratu. O Tome Kako he KBaHTHU padyHapu yTUIATH
Ha CBET y KOjeM KHBUMO, camo he Bpeme pehu.

Cinuka 18: KBanTnu padyHnap ca cylneprpoBOJHIM KyOUTHMa Koju je mpoussesa koMnanuja IBM y
saboparopuju y Iupuxy

LrpeHyTHE PEKOp/L y BpeMe IHCama OBOT PaJa 3a 6poj Kybura je 72, a y TOKY roJuHe KOMIanuja D-wave manupa
na Hampasu padyrap ca 5000 KybuTa u mycTr ra y mpoaajy
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KsanTnu padynapu cy obsracT Hayke Koja je n3asBaJja Moje BEJIMKO HHTEPECOBAILE JOIT OJT Ka/la

caM IpPBU IIyT YUTA0 O HbUMa IIpe OTHPUINKe cejlaM roguHa. ako Tajia HECaM MMAO JOBOJHHO
3Hambe U3 (PU3NKE U MaTeMaTHKe jia OM UX JIOBOJHHO Pa3yMeo, KpO3 MpoydaBarbe U U3PajLy OBOI
paJjia caM CTeKao 3Hakba Koja Cy jOII BUIIIE ITPOJLyOn/Ia MOje HHTEPECOBahe K& OBUM BEJTMIAHCTBEHUM
MaITuHAMA.
OBoM mpuyimkoMm Omx »Kejleo M Jia ce 3axpajnM cBoM MeHTopy Uropy Casomy Ha momohwm mpwm
U3paJid OBOT PaJia, aji U 3HaIby CTEUYEeHOM Ha YacOBHMa MEHTOPCKe HacTaBe, KOjy cam noxahao y3
IeroBy 703B0sTy. zKeseo OuX Jla ce 3aXBaJIIM U CBOjUM IpodecopuMa MaTeMATUIKUX MPEIMeTa
Jemenn Hukonuh u Musuiin Mucojuuh, anu u npodecopku dbusuke Karapunu Martuh 3a creuena
3Harba U3 OBUX I10Jba, aJil M 3a MOTHBAIU]Y KOja Me je BOJIUJIa Ka YCIIeCUMa TOKOM YETUPH T'OJIMHE
noxahama oBe ruMmuazuje. be3 mwux m3pajia oBor pajia He 6u Oura moryha.
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