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1 VYBox

On jaBHUHA CY JBY/IM TEXKWJIM Ka TOME Jia Ca jeJlHe CTpaHe IITO MPElu3Huje, a ca JApyre
cTpaHe IITO jeJHOCTaBHUje, NeUHUILY T€OMETPHUjy OHOTa IITO BUJNUMO, HaIl IpocTtop. Mebhy
OpBUMa KOjU Cy ycrjean y Tome je 6uo rpuku Meremarudap By (IV Bujex 1.1.e), Koju je y
CBOjOj KibU3M ,,FjieMeHTH reoMeTpuju IpUCTyINO Ha akCHoMAaTcKu HaduH. To mojpasyMmujeBa
Jla ce YhTaBa TeOopHja 3aCHUBA Ha OJpeheHMM MpaBUIMMa — aKCHOMaMa, KOje ce Kao TakKBe
y3UMajy Kao UHI-EeHHUIle U3 KOjUX ce jlajbe Ipaju Teopuja. Iberose akcmome ce 3acHUBajy Ha
JBYJICKOM OllaykKalby M UCKYCTBY, jJa OM HaM cama Teopuja Ouia IITO jaCHUja U TPUOTUKHUI]A.

MebhyTum, rpobsiem ce jaBba y 15. BHjeKy Kajia eYK/IUJICKa T'eOMeTpHuja HUje JTOBOJHHA Ja
objacHu TIepcreKTHBY !, Koja je Taja 6uiaa BpJo HOMylapHa y caukapeTsy. Hamme, cimkapn cy
ce MATaJIN Kako Jia onpehenn mpocTopHM 00jeKaT IMTO peaHUje TPeHecy Ha pPaBaH IMalupa.

Benuku monpunoc Toj Temu naje Jdesapr? y 16. BujeKy rije TBpIu Ja ce [IBHje HapaJiesiHe
[paBe CHjeKy y HEKOj TauyKh y OeCKOHAYHOCTH, IITO je O0jalllhbaBajio KaKo Jla ce WIyCTpyje
JiyOMHa HA PaBHOM IPTeXKy. Y3umajyhm To y o03up, OH Kake jia ako jBuje urype mmajy
nenTap (Tavyky) MepCreKTrBe, OHJA OHE uMajy u ocy (mpaBy) nepcrekruse. Tako nedunucanu
objekTu TepcrekTuBe (TeHTap 1 0ca) Cy OWJIN JOBOJBHU CIMKAPUMA JIa TOMONY HUX HAC/IUKA]Y
onpehene 3D mprexke HA paBHOM TAITHDY.

OBy npuuy hemo Hajb0/be MOjACHUTH Ha IIPUM]EDY.
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Ha commiy BusmMo Tpu paBHE: pasak oka (ocMaTpada), pasat 3emmpe (OHa OrpaHndaBa HAIIl
BUJIOKPYT), KOja je, paJii jeITHOCTABHOCTH, TTApAJIe/IHA Ca PABHU OCMATPAda, U PAGaH UPMeHCa
KOja je HOpMaJIHa Ha IpeTxXojHe jBuje paBHuU. 3abepumo npoussosban Tpoyrao ABC' koju
[pHUIaJia PABHE 3eM/b€ U IPOJEKTYjMO TI'a Ha paBaH IpPTexKa TAKO Jla HEeroBa TjeMeHa y TOj
paBHU OyJ1y y IIpecjeky paBHU IIpTeKa ca 3palluMa KOjH cliajajy OKO ITocMaTpada ca TjeMeHnMa
rpoyriia ABC. Obumexkumo TjeMena HoBojpobujenor Tpoyria ca A', B, C'. Jdakie, Tpoyrao
ABC moxemo mipejictaBuT Kao Tpoyrao A’ B'C’ ¢ TuM j1a uX BHJMMO Ha UCTH HauuH. MehyTum,
KaJla MPOJYy:KUMO, Ha TpuMjep, npaBy AB y paBHEH 3eMm/be, heHe yla/beHnje Tadke he ce
IpecuKaBaTh cBe OJIMzKe JIMHUJU XOPU30HTA, OJHOCHO, IheHa Hajlajba Tadka he ce camkaTn bari
Ha JIMHUjU XOPU30HTA y HEKy Tadky. Vcro Tako, Hajyma/beHHja Tadka HEKe IpaBe HapaJsesHe
npaBoj AB he ce cimkaTu y ucTy TY TadKy, [ITO HAM pjerasa mpobjeM nprama " gabune”

HlepcrekTuBa NpejcTaB/ba PTakbe UIY3Hje TPOCTOPHE JAyGuHe, OHAKO KaKO TO BUIMMO, Ha PaBaH (Iamup).
2Girard Desargues (1591-1661) — dbpanmyckn MareMaTHuap, HHKHUBED, APXATEKTA.



abe, Kajia  MCIIPaBUMO™ OBE TPU PaBHU Y jeJIHY paBaH, BUJIIMO Jia ce OjroBapajyhe cTpanure
OBUX TPOYTJIOBA CUjEKY y TPHU TadKe Koje cy KosmHeapHe. O1aBie BUINMO J1a je OKO IIocMaTpada,
y CTBapH, IleHTap IePCIeKTUBe, a JIMHUja KOja je Yy MpecjeKy paBHU IPTeXKa U PaBHU 3eMJbe
je oca nepcuektuBe. /lesaprosa Teopema roBopu OaI 0 TUM CBOjCTBUMA I€PCIIEKTUBE: ,, /[6uje
Puzype cy nepecnekmusHe Yy 0CHOCY Ha MAYKY GKKO CY OHe NEPCNEKMUBHE Y 00HOCY Ha Npaesy.
OBe ocobuHe TIepCIeKTUBE Cy PHUjeIue cBe mpodseMe CauKapa, U MOMOIJIe UM JIa UX YCIIjEITHO
HCIIPpTaBajy, YNMe je CJAUKApPCTBO Y TOM MEPUOJIY JIOXKUBjeJI0 3HaUajaH IPOoIBaT.

Kako je oBa Teopema HacTajia pajy IpUMjeHe Y CJIMKAPCTBY U apXUTEKTYPH, OHA Ce U JaHac
IpuMjerbyje U Ha MOJIepHUje HAUYWHE - Y TpapuIKoM Ju3ajHy, TPUIUKOM U3PaJIie IPTEXKA.

Ha Taj nauwn Hacrtaje nmpojeKTUBHA I'eOMeTpHja, Koja je, JlakJjie, pjeraBaJia mpodieM IepeleKTHBE.

Y 1ipBoM 1orJiaB/by hemo ce 6aBUTH caMo IIPOjEeKTUBHOM reoMeTpujoM u JlezaproBoM TeopeMom
y 10j. ¥YBemheMo OCHOBE OBe TeOMeTpHje, YIIO3HATH Ce Ca HOTAIMjOM U O3HAaKaMa IPUJIMKOM
rpabhema Teopuje u HAIIOCUjeTKY J0oKa3aTu TeopeMmy. Behuncku hemo ce 6aBuUTH reoMeTpujoM y
pasuu. /lecdbunucahemo /lezaproBy paBan Kao ony y Kojoj Baxku /lezaprosa Teopema. Ha kpajy
hemo nedwuHMCATH M TPOJEKTUBHHU ITPOCTOP Yy KOMe je, Kako hemMo M IoKa3aTh, CBaKa paBaH
zanpaBo /lesaprosa. Bumgjehemo a je /lesaprosa Teopema mnpupojHa ocoOnHa OBe reoMeTpuje.

Hame hemo nokazaru Jle3aproBy TeopeMy W y €yKJINJICKO] T€OMETPHUjU, KAO CIEINjaTHOM
cay4dajy npojektuBte reomerpuje. Haciyhyjemo ma he rmocrojaTu pasjimka y 0JIHOCY Ha IPOjeKTUBHY

reoMeTpHujy — MOCTOjalbe MapaJieTHUX MTPaBUX.
1 na kpajy, Bugjehemo Kako ce oBa TeopeMa KOPHUCTHU Y 3a/IaIiIMa.



2 IIpojekTmBHaA reomMerpmuja

Kao mro cmo panuje nHamomeHy/iu, IpojeKTUBHA T'eOMETpHUja je HacTajla U3 1podiemMa
[IEPCIIEKTUBE Yy yMjeTHOCTH. 3a HeHOI' OCHHMBada ce y3uMma Jlesapr jep je mpBHU yBeo Iojam
OecKOHAUHE TadKe, IITO je jeaHa oJ OMTHHjUX ocoOmHa oBe reomMerpuje. Kako 6mcmo yBesn
JlezaproBy Teopemy, mpBO heMO MOCTABUTU OCHOBE IPOjeKTHUBHE reOMeTpHje, Ja O JoKa3
TeopeMe OMO y oTIyHOCTH jacaHn. Hanmve, Kperyhemo 00 Hy.ae, OMHOCHO aKCHOMATCKIM YBOJIOM.

[Ipuje Hero mTo KpeHemo ca yBohemeM akcmoma, MOTPEOHO je j1a ce YIO3HAMO Ca HEKUM
OCHOBHIM IIOJMOBHMa 1 O3HaKaMa Koje NeMo KOpUCTHTH TOKOM OBOT morias/ba. Mmahemo aBa
OCHOBHa cKymia n obmsbexkaBahemo ux ca T u P. Enementu ckyna T cy mauxe u o3Hagaahemo
UX BEeJIMKUM JIaTUHHIHUM cyioBuMa A, B, C ..., a ejemenTn ckyna P cy npase n o3HadapahemMo
UX MaJuM JIATUHUIHUM CJIOBUMA a, b, . .. I3mely oBa JiBa cKylia yBOJUMO OCHOBHY peJIallujy
7 kojy 30BeMO peaanuja unyudenyuje (omuoc mamely eremenara ckyna 7 u ejieMeHaTa CKyTia
P).

Haunwme, peuenntia ,, Tauka A je unyudenmmua ca npasom a“ ce 3anucyje ca AZa, 0OTHOCHO ca
(A,a) € Z. ExBuBasenTao Tome MoxkeMmo pehin ,Ilpasa a je unyudenmmua ca mavwkom A“u to
sanmucyjemo ca aZA. Mehytum, decto ce y mHTYyUTHBHO] paBHU (0 B0j he 6GuTH pujedn KacHuje)
KOPUCTH MHTYUTUBAH HAYWMH U3pakaBarba, Oall Kao IITO TO PaIuMO ¥ eYKJINICKO] TEOMETPU]H.
Ha mpumjep, mpeTxoHe pedeHnIe mMajy NCTO 3Hademe Kao 1 ,, Tauka A sescu na npasoj o wim
»Tawka A npunada npasoj a“y oznamm A € a, ogHocHO ,IIpasa a cadporcu mawky A ,Ilpasa
a nposasu kpoz mavky Ay osmamm a 5 A. Ako Tauka A HHje MHIMIEHTHA Ca IIPABOM d, TO
obubexkaBamo ca (A, a) ¢ Z. UarynTuBHO, Ta HEraluja ce MOYKe UCKA3ATH Kao ,He npunada’,
LHe cadpotcu®, He aeotcu”,  He npoaasu kpo3“ u o3naudasa ce ca A & a.

Jlasbe, aKko IIOCTOjH IIpaBa Koja je MHIMJICHTHA Ca HEKOJIMKO TadakKa, 3a Te TadKe KaxKeMo
J1a cy KoauHeapre. AHAJIOIHO, aKO IMOCTOJH TadKa KOja je MHIIMACHTHA Ca HEKOJINKO PA3IMIATAX
[IpaBUX, OHJIA Cy Te IPaBe KOHKYPEHMHE, OTHOCHO MOYKEMO T KaryKeMO J1a Cy Te IpaBe KOHKYPeHTHe

y ojpeheHoj Tauku.
Harmokon cMo ciipeMun 3a aKCHOMATCKU YBOJT y ITPOjeKTUBHY reomeTrpujy. [IpsBo hemo rosopurtn
0 IJIAHAPHO] NeoMeTpuju, Te heMo ce Ha Kpajy OCBPHYTH Ha T€OMETPHU]Y Y IPOCTOPY.

2.1 AkcuoMme HpojeKTUBHE PaBHU

3a 1mouerak, Kao IITO je TO CIydaj Y OUI0 KOjoj TeOMETPUjH, YBOJUMO aKCUOME WHITHJICHIIN]e
(akcuome Bese). Vcro tako je mpakca jia ce Hajipuje yBoju c/bejeha akcuoma:

Axkcuoma 1 [locmoju jeduncmeena npasa xoja je UHUUIEHMHA € J8Uje PA3AUNUME MaAYKE.

Ba pazmmante Tauke A u B, jenuncrBeny npaBy u3 Akcnome 1 Koja je HHIUJICHTHA Ca HbUMa,
Ha3uBaMo cnojHuyom tadaka A u By ozmamum AVB. Ha taj maunn cmo g06uin oneparujy
cnajarba Koja JiBjeMa pa3/IMuuTUM TadKaMa JIojjesbyje ofroBapajyhy mpaBy, lbUXOBY CIIOJHUILY.

Kao memocpemay mocpeauity Axkcnome 1 mobujamo To ma mpaBy oapelyjy Ommo Koje aBuje
mere Tauke. OpHocHO, ako cy C' n D Tavuke Koje cy HHIMAEHTHe ca nmpaBoM AV B, oHIa cy Tauke
A un B unanmnentre ca npasom C'VD. Takohe Baxku j1a Ccy JIBUje pa3/iMauTe ITpaBe WHIAIEHTHEe
ca HajBUIIE JeJTHOM 3ajeJHIIKOM TadKOM, Jep Y CIydajy /ia cy UHIUJIEHTHE ca JIBUje Pa3InIuTe
TadyKe, Te JIBUje TadKe jeJIMHCTBEHO ojipehyjy mpaBy ma jgodbujamMo KoHTpaukIimjy. JlomarHo
MO2KEMO JIa KaKeMo Jla Cy CBakKe JIBUje TauyKe KOJIMHeapHe.

SaHUM/bUBA OJI/TUKA ITPOjEeKTUBHE T'€OMETPU]je je CUMeTpHUja IM0jMOBa TavuKa U IpaBa y
nedbuHUITjaMa U TeopeMama. Ta cuMerpuja UUHU OBY T'€OMETPHU]Y AICTPAKTHOM Y OJHOCY
Ha HaIlla CBAaKO/HEBHA Ollarkarbhba U 3aTO jeJIMHU HAYWH Jla JO] IPUCTYIHUMO jecTe KpO3 je3UK.
Hamnwme, cBako TBpheme y NMPOjeKTUBHO] PaBHH MOXKEMO H3MHUjEHUTH TAKO IIITO 3aMUjEHUMO
MjecTa pujednuMa Tadka U IpaBa, y3 J0JaTHe I'PAMaTUYIKe UCITPABKE.

Hedbunannmja 1 Jyasno mepheroe nexom mepheroy je mepherve xoje ce dobuja 3amjerom pujeyu
Mavka U NPasa y NoYemHom mephery.



[Iperu3nuje, y cBakoM TBphemy ce pujed ,JIpaBa’ 3amMjeibyje pujedjy ,radka’ u oOpHYTO,
pujed ,Tadka’ ce 3aMjemyje pujedjy ,mpasa‘. [lopem Tora, Mopamo jia oOpaTUMO HaXKiby Ha
JIoJaTHE TEPMEUHE KOje MopaMo Jia n3Mmujennmo. Ha mpumMjep, Mopamo J1a 3aMujeHIMO ,,JIeyK1 Ha'
ca ,IIpoJIa3u Kpo3®, JIpunajga’ ca ,,caJapKu’ u ,KoJumHeapHo  ca ,,KOHKYypeHTHO . OBa cuMerpuja
u3mehy ckymnosa T u P ce ornenia y cibesehem TBphemy.

Tephewe 1 (IIpunuyun dyaanocmu) Axo je nexo mephere meopema, onda je roemy 0yarro
mepherwe maxohe meopema.

Jloka3 oBor TBphema ce BPINU MPOBjepoOM JyaJHUX TBphema 3a CBe aKCHOMEe Koje rpajie
ospeheny Teopujy, Koje cBakako Baxke ako je Ilpunmun jyannoctu Ha cHasu. Hamme, ako je
HEKO TBpheme TeopeMa, OHO je H3BEJIEHO U3 aKCUOMa. Y KOJIMKO YUTAaBO TO U3BOhEHe PACITHIIIEMO
moMolhy JiyaJia akcuoma, J00MjaMo HeMy JIyaJIHO TBPheme, OJHOCHO TeopeMy.

Ha ocnoBy Tora, [IpunIuIr jiyaHocTi BaXKu ako U caMo ako je JIyaJl CBaKe aKCHOMe TadaH.
Kaxko 6ucwmo [lpusiun gyaaHocT yBUjek nMaJjii Ha CHA3U, yBOAUMO Jiya Akcuome 1 Kao HOBY
aKCUOMY:

Axkcuoma 2 [locmoju jeduncmeena mawka K0ja je uHUUleHmHa ca 0suje pasiusdume npase.

[lakse, mMaMo jOI jeJiHy MHTEPECAHTHY OCOOMHY IpOjeKTuBHe reoMerpuje. Hamme, cBake
JBUje IpaBe UMajy 3ajeJITHUYKY IIPecjedHy TadkKy, JIOK je y eyKJHUJICKO] FeOMeTPHUjU IIOCTOjatbe
napaJjieJTHAX MpaBUX YCJIOB/beHO akcmomoMm mnapagennoctu (ILrejdpepoBom akcmomom, koja je
dbopmysmcana y HApeHOM IOIVIABJBY ) M OHE HEMajy 3ajeJHUUKY mpecjedny Tadky. OBo je jorr
jenaH Jmoka3 Ja je MpPojeKTUBHA reoMeTpHja HaMa, Kao TaKBa alcTpaKkTHA.

3a pazimanTe Ipase a 1 b, jeMHCTBEHY TadKy 13 AKcHoMe 2 KOja je MHIIMIEHTHA Ca hIMa
Ha3MBaMoO cjeyuwme (pecjedra Tavuka) MpaBux a u b u obusbekasamo je ca aAb. Ha taj maamn
CMO JIOOUJIN OTIepallnjy cjeuersba Koja JiBjeMa pa3juduTUM IpaBaMa Jojijesbyje ojroBapajyhy
Ta4dKYy, FbUXOBO CJEIUIIITE.

[IpumujeTnmo n1a cy crajame U cjederme JIyaJHe olepalinje, OJJHOCHO CIOJHUIA U CjeIHINnTe
Cy JLyaJTHU TI0jMOBH.

Kaxko oBe akcuome TpuBmjaHo Baxke 3a Z = P = T = () , norpebuo je jga obe3dujemmo
€r3UCTEHITNjy OCHOBHUX O0jeKaTa OJ1 KOJUX MOXKEMO IOCTEIEHO Jia IpaJnuMo Teopujy. To mam
naje cibeseha akcroma.

Axcuoma 3 Ilocmoje wemupu mavwke mehy Kojuma Hema mpu KOAUHEGDHE.

[Tope Tora mro Akcrnoma 3 eJIMMUHAIIE TPUBUjaTHI CJIyda]j ca IpasHuM CKyIIoBIMa o0jeKara,
TaKO W eJUMHUHUINE JOII HeKe HaMa HemHTepecaHTHe ciaydajeBe. Hamme, To cy jerenepucane
paBHE 1 IMaMo X JBa Tula (asuje pamuinje). [Ipsa damuimja gereseprcannx paBHU MOjIpa3yMujeBa
mocTojame camo oapehenor 6poja KoanHeapHIX Tadaka 1 jeJHe Koja Hije KOJnHeapHa ca bUuMa.
Hpyra damuimja gereHepucannx paBHE IOJAPa3yMHjeBa JIa CY CBe TadKe Y 0] KOJIMHeapHe.
OBO cBaKakKo HICY CIy4ajeBH Ha KOjUMa OMCMO Ce 3aJIprKaBaJIl.

Hedbununmja 2 IIpojexmusna pasan je modea cucmema (T, P,T) xoju ucnyrwasa Akcuome 1,

2, u 8.

Jlaksie, MpojeKTUBHA paBaH je CUCTeM TadaKa W IIPABUX Ca PEJIAIjoM UHIHJEHIUje KOJU
UCITyIhaBa OBE TPU AKCHOME.

Cagia mam mpeoctaje jta Buaumo Kako [Ipunnun myannoctu yrude Ha Akcumomy 3. Kako cy
Axcuome 1 m 2 jemna Apyroj gyasHe, Tpeba Jda MPOBjEpUMO Ja JIM Baxkn jyai Akcumome 3,
OJTHOCHO, JIa JIU TIOCTOje JeTupu npase Mehy KojuMa HeMa Tpu KOHKYpPEHTHe?!

Kako mo Arcnomu 3 mocroje tauke A, B, C' u D mely kojuma HeMa Tpu KOJWHEApHE, OHe
Mopajy O6mTu pazaumdaure. Y CYIPOTHOM, UMaJ OMCMO, 63 yMambema OIMITOCTH, Tadke A u
B xoje cy ucre u tauky C, xoja je pazaumuuta ox A u B. Tama tauke A u B, onnocno A n
C onpebyjy jeiuHcTBeHy mpaBy, Ia Cy OBe TPH Tadke KOJUHEapHe, IITO jJaje KOHTPAIUKIIN]Y.



Jame, mo Axcmomu 1 mocroje mpaBe AVEB, BVC, CVD u DVA n ucnocraB/ba ce Ja OHE
UCIyhaBajy 3ajare ycioBe. lIpermocraBumMo cymnpoTHo, jJa Mehy mbuUMa MOoCTOje TPH Koje Cy
KOHKYPEHTHE U HeKa cy To, 6e3 ymamema ommroctu, AVB, BVC u CVD u Heka cy oHe
MHIMJEHTHE ca HEKOM TadkoM S. Y ciydajy na je S = B, 30or SZ(CVD) mobujamo ja cy
B, C'u D konuneapse, mro jgaje koarpajaukiujy. Onja je, nakie, S#B u onatie uz SZ(AVB)
u SZ(BVC) nobujamo (AVB) = (SVB) u (BVC) = (SVB), onnocuo (AVB) = (BV(C), na cy
A, B n C ojmHeapHe, MTO je KOHTpauKImja. OBuMe cMo mokazasm jia ykoauko je (7,P,T)
npojeKkTuBHa pasaH, oHJa je u (P,7T,Z) mpojeKTHBHA paBaH, YuMe CMO JIOKA3aJu cibejely
TeopeMy.

Teopema 1 V npojexkmuenoj pasnu sastcu Ilpunyun dyasnocmu.

[Tpunnur gyannoctr Ham oMoryhyje Jia ce y J1a/b0j HAI0TrPa/ b TEOPHje IPOjeKTUBHE T'eOMeTpH]e
Jobujajy yrjaBHOM HOBHU DPe3yJITATH, INTO je CBAaKAKO I0¥KeJ/bHO, OJIHOCHO Opoj TeopeMa ce
yaBocTpytuyje. OBUMe CMO MOCTABUJIM T€MeJbe MIPOjeKTUBHE DABHU.

2.2 MHWMuryuTuBHaA NpPOjeKTUBHA paBaH

Kako 6mcmo 6osbe cxBaTW/in MPOjEeKTUBHY paBaH, Koja je, KAKO CMO BUJIjesIH, HPUJIUTHO
allCTpakKTHA, Y OBOM IIOIIaB/bY NeMO HaJI0IPa oM eYKIUACKE PaBHH 1a je npubamkmmo. To he
outn ecbuKacaH METOJ jep, Kao MITO 3HaAMO, eYKJINJICKa TeOMeTpHja Jlaje IPUINTHO J100ap OIUC
CTBaApHOI' CBHUjeTa KOjU je 3aCHOBAaH Ha HaIlleM I'eOMeTPHjCKOM ollaxkakmy n UCKycTBy. [loTpeba
3a HaJIOTPAIFHOM EyKJIUICKE PaBHU MPOM3WIA3U U3 YUH-EHUIE 12 y 0] He Baxkn Akcrnoma 2,
ITa eyKJIW/ICKa paBaH, OHaKBa KaKBY je 3HAMO, HUje MIPOjeKTUBHA PaBaH.

[IpBo hemo ce osipehn MeTputKe cTpyKType U 3apkaheMo caMoO KOHIIENT WHIIHJIEHIIN]e, TP
geMy Jo6ujamo reomerpujy adgpune’ papnu. Heka je E = (Tg, Pg, Zg) eykiunjicka adgpuna pasa,
rjje cy T Tadke, Pg npaBe u Iy eHa peJialinja UHIUEHIIT]e.

[la 6ucmo peasim30Ba/IM IPOJEKTUBHY PABAH, OBaj MOJIE/I MOPA J1a UCIYhaBa PaHUje yBeIeHe
penanuje nanyaeHnuje. Hanve, kako 6ucmo 3a710Bo/buin AKCHOMY 2, MOPaMO Jia YBEJIEMO HEKe
Tauke y KojuMma he ce cjehn napasesnne mpase. To hemo moctuhin Tako mro npamenose? mpasux y
paBuu [E nporyiacuMo 3a Tadke HOBe paBHU. 10 3HAYM J1a ce TpaMeH KOHKYPEHTHUX ITPaBUX KOje
ce CHjeKy y HeKOj TadKu u3 g moncrosjehyje ca Tom TadkoMm. Kako y eyKInICcKO] paBHA NMaMO
JIBa THUIIa IIpaMeHOBa IIPABUX: IIpaMeH KOHKYPEHTHHUX IPaBUX U IIpaMeH IMapaJjeHuX IpPaBUX,
IIPETXOHUM yBOhemeM Tadaka y HOBY paBaH je Akcmoma 2 3a710Bo/beHa y 0ba ciaydaja. lakie,
yYBeJI CMO HOBU CKYII TadaKa TJ[je Cy OHe ITPaMEeHOBH IpaBuX y [, CKyIl mpaBuX cMO 3a/IpzKaJiu,
a peslallijy WHIMJIEHIIje YBOJIMMO Ha c/bejiehn HaYWH: HEeKW mpaMeH (Tadyka HOBe paBHE) he
OUTH MHIIMJIEHTHAH Ca [IPABOM YKOJIUKO je CaJIPXKM, OJTHOCHO aKO je Ta IIpaBa jeJlHa OJ OHUX U3
[TOYETHOT ITPaMeHa.

Ha oBaj maumn cBakoj mpaBoj NHPHUIPYKYjeMO JOJIATHY TA4dKy KOja IPEJICTaB/ba ITPaMeH
[IpaBUX MapajeITHIX Ca HBOM. 3aTO Cy MapaJie/iHe MpaBe WHIUACHTHE €A 3a)eJHITKOM TAIKOM
KOjy 30BeMO bOeckonavwna mayka. lIperusanje, cBaka mpasa p € Pg, OCHM PeryJIapHUX TadakKa
Koje joj mpHnaajy, caapKu 1 6eCKOHaIHy TadKy Kojy (hopMasIHO 0OM/besKaBaMo ca 00[,| , TAje je
[p] KIaca ekBUBaJIEHIINje CBUX MIPABUX MapaJieHuX ca p. JloJaTHo, yBOAUMO GECKOHAYHY [IPABY
KOja caJIpK¥ cBe OecKoHadHe Tadke u (POPMAJHO je 0OMIbEKABAMO Ca Us. Cimjese dhopmastme
JiebUHUIIje OBUX CKYIIOBA:

3a osako koncrpyucan mojen EP? = (T, Py, Zy,) MOpPaMo MPOBjEPUTH Jia JIT UCIyIhaBa
CBe aKCHMOMe TIPOjeKTHUBHE PaBHU.

3 Acdbuna reomerpuja MpeCTaB/ba OHO MITA OCTAHE Ol €YKJIHICKE FeOMeTpHje KaJla yKJIOHHMO MeTPHUKe MOojMoBe (pacTojarmba u
YIJIOBE).

4TIpamen mpaBuX HpejCTaB/ba CKYII CBUX NPABHX KOje ce cujeKy y omapeljeroj Tauku mam CKyI cBEX mpaBux Koje cy mehycobmHo
rapaJieJiHe.



[Tomrro mocToje Ba THa Tadaka (06ndHe U GeCKOHATHE), 3a pasinduTe Tadke n3 Akcnome 1
JICKyTyjeMo Tpu ciydaja. IIpBo, ako cy 00je Tauke u3 Tg, 110 €yKIUICKO] AKCHOMU UHITUICHITHI]Ee
[IOCTOjU jeJIMHCTBEHA IpaBa W3 Py Koja je MHIUJEHTHa ca muMa. Kako Pg mo aedununumjun
npunaia Pa, a IpaBa U, UX He caJpKu (jep oHa caIp:Ku caMo GeCKOHAYHe TadKe), THME je
IpBH CJIy4a] 3aj10BoJbeH. [labe, ako je jeana tauka eykinicka (A € Tg), a japyra GeckoHaYHA
(copy 3a HeKO p € Pg), no IlnejbepoBoj akcmoMu 1OCTOjU jeIMHCTBEHA CyKJIMJICKa, 1IpaBa ¢
Kpo3 A Koja je mapasiesiHa ca p, OJHOCHO OO[, = OO[g, YMME je 3aJ0B0/beH U JIpyru ciydaj. 1
Ha Kpajy, TPUBHUjaJHO, aKO cy 0bje Tauke OECKOHat'He, IIOCTOjU jeIMHCTBEHA IIPABA Uy KOja MX
CaJIP2KHM, JIOK, HATIOMEHIUMO, CBE OCTaJIe IpaBe CaJpKe CaMo jeJIHY OECKOHAYHY TadKYy.

Ucro Tako umamo JMCKyCcHjy U 1o npaBama 3a Akcnomy 2, jep umamo obudHe (eyKJIm/IcKe)
pase u 6eckoHadHy 1paBy. AKo cy o0je mpase p u ¢ u3 AKcrome 2 eyKJIUJICKe U HUCY HapaJie/iHe,
OHe MMajy OoOMYaH eyKJIMJICKH IIPECjeK U Ta TadKa je jeJIMHCTBeHa (TO HaM TapaHTyje akCuoMa
U3 eyKJ/IMJICKe TeOMETPHje), a aKO Cy Te IIpaBe HapaJie/iHe, OHe UMajy 3aje/HIUKY TauKy oO[, =
oo(g- dame, y ciayuajy na je jeana npasa p eyKIuJIcKa, a Jpyra 6eCKOHadHa, IbUXOB Ipecjex je
jemcTBeHa TavuKa 00[,), YuMe je norsphena sanugHocT Axcuome 2.

[IIto ce Tuve Akcmome 3, JOBO/BHO je, Ha TPHUMjEP, Y3€TH UeTUPHU TjeMeHa MTPOU3BOJHHOT
KBaJIpaTa, ¥ OHJIa OHA CBAKAKO BaXKHU.

N kako cMo mcnuTa M cBe TPU aKCUOME IPOjeKTUBHE PaBHU, cuje/in cbesieha Teopema.

Teopema 2 Hrmyumusnu modea EP? je npojexmuena pasan.

OBaj MHTYUTUBHU MOJIEJI 3aIIPABO MPEJICTaB/ba CIIOHY nu3Mely eyK/INICKe 1 TPOjeKTUBE PABHU
u KopucTuhe HaM Ja KacHUje yTBPAUMO BamaHocT Jle3aprose TeopemMe 1 y eyKJ/INJICKO] PABHH.

2.3 KonauHa npojekTuBHa paBaH

KonrernT mpojekTuBHE paBHU KOjU CMO JIOCAJT YBEJIN je TIOMPUINTIHO oriTu. [[utame KoMInieTne
KJaacuduKkalmje cBuX MOryhnx MpojeKTHBHUX PABHU je BaH JOMEHA JbYJCKOT pa3yMUjeBarba.
Haunwme, ucrocrapiba ce ja IpojeKTUBHA paBaH He MOpa UMaTH ODecKOHadaH Opoj ejieMeHaTa, Te
ce MPUPOJIHO ITOCTaB/ba IMHUTAKE, KOja je TO HajMamba Moryha IpojeKTHBHa paBaH. Y Bohemem
[10jMa KOHAYHE MPOjeKTUBHE paBHU, 3aBPIIaBaMO Ca YBOJOM y IPOJEKTUBHY paBaH U JUPEKTHO
[IpeIa3uMo Ha TeMy pajia.

Kpennmo on Akcmome 3 Koja rapantyje ersucrennujy detupu tadke A, B, C' u D, meby
KojuMa HeMma Tpu Kosmneapue. OBe Tadke MOpajy OUTH pa3jnduTe jep WHaYe JBUje UCTE ca
npousBo/bHOM Tpehom jecy Kosmmreapue. CBaKy ap THX Tadaka jeIMHCTBEHO ojpelyje crojuuiry
mo Axcumomu 1 u oHJa UMaMO (;1) = 6 paszymuntux npasux. Jlabe, Akcmoma 2 3axTujeBa
Jla CBaKU IMap Pa3juduTUX MPaBUX UMa jeJMHCTBEHO cjeruinre. Mamo TadHo TpHU cjeruinra
Koja mepocrajy: £ = (AVB)A(CVD), F = (AVC)A(BVD) u G = (AVD)A(BVC). Ilonogo,
Axcuoma 1 rapantyje nocrojame HoBux npasux EVF | FVG u EVG. MehytuMm, one He Mopajy
outn MelycoOHO pazmunTe, a Kako IMOKYIIaBaMO Jia U3rPaJUMO MUHUMAJIHY ITPOjEKTHBHY
paBaH, y3ehemo ciryuaj Kajia cy Te Tpu Taduke KosmHeapre (oapelyjy TadHO je/[Hy HOBY mpaBy ).
Jlobujena mpojekTuBHA paBaH NUMa, JaKJje, CeJIlaM Tadaka 1 ceJlaM paBux. Kako cMo je nu3rpauim
Ha OCHOBY aKCHOMa WHIIMJICHITHje, JIAKO Ce BHJIM JIa UX OHa CBe uciymaBa. OBaKBa MUHUMAJIHA
IpOjeKTUBHA paBaH ce Hazuba Panoosa’® pacan.
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Konawna npojexmuena pasan je npojektusna pasat (T,P,Z) 3a kojy cy ckymosu T u P
KOHAYHU.

[Tomrro cmo Bujesn ga y PanooBoj paBHE CBAKa IIpaBa CaIpKK TAYHO TPH TavKe, mokazahemMo
Jla je TO ¥ MUHHMAaJIaH OPOj Tavaka Ha IIPaBOj Y CBAKOj IPOjeKTUBHOj PABHH.

Jlema 1 Csaxa npasa npojexmuete pasHy je uHuudenmma ca 6ap mpu mayxe.

ZJloxa3. Heka je p € P npou3Bo/bHa IIpaBa KoOja je MHIIMJIECHTHA Ca HAjBUIIE JIBUje TadKe.
Axkcuoma 3 Ham rapanTtyje nocrojame derupu tauke A, B,C u D, melhy Kojuma Hema Tpu
kosimaeapre. Heka, 6e3 yMamerma OIIITOCTH, Tauka A Hije HHINIEHTHA ca MpaBoM p (mocroje
6ap JBuje TakBe Tadke), a Heka cy B,C u D upeocrane tauke. [Ipase AVB, AVC u AVD
cy mHIJAeHTHE ca TadkoM A u melhycobno cy pasymaure jep OM y CYHPOTHOM HEKE TPH O/
THX Tavdaka Ouie koauHeapue. Ouna cy cjeruimra pA(AVB), pA(AVC) u pA(AVD) pasmuanra
U TIPEJICTAaB/hajy TPU PA3IMYATE TAadKe KOje Cy HHIUJICHTHE ca IPaBOM p, OjlaKje J00ujaMo
KOHTPAUKIHjy. []

HupekTnom npumjenom [Ipunnuia gyasnoctn Ha TPETXOJAHY JeMy J100UjaMO heH JyaJl.
Jlema 2 Csakxa mauka npojexmuehe pasnu je uHyudenmma ca 6ap mpu npace.

Mozkemo J1a npumujeTuMo Jia y PaHOOBO] paBHU BaxKM Jla je CBaKa IpaBa MHIMJIEHTHA Ca
TAYHO TPU pA3JINIUTE TadKe U JIa je CBaKa TadKa WHITMJIEHTHA ca TaYHO TPU Pa3IUIUTe IpaBe.
OBo mokIamame OpojeBa HEje CIydajHO, O YeMy MOBOPH HapeIHa JeMA.

Jlema 3 3a xonauny npojexkmusHy pasar nocmoju koucmanma k, maxea da je ceaxa mpasa
UHUUIEHMMHA ca MawHo k mavara, 00K je c6aKa Maywka UHUUIEHMHA Ca Ma¥Ho k npasul.

Zloxas. Heka je p mpaBa Koja je HHIIMJEHTHA ca Ta9HO k Tadaka W HEKa je ¢ # p U HeKa je
tadka A cjerumire npasux p u ¢ (A = pAq). [lo Jlemu 2 nmocroju npasa rZA koja je pazindaura
o/l mpaBux p u ¢, a o Jlemu 1 mocroju tauka SZr paszmmunra ox A. Caka tauka X, of
k wHImieHTHUX ca mpaBoMm p, reHepuine Tadky (XV.S)Ag Koja je MHIMJIEHTHA ca IPABOM (.
Axo 3a neke tauke X u Y wmHmmiaeHntHe ca npaBoM p Baxku (XVS)Aq = (YVS)Aq 6uno 6u
XVS =YVS, omnocro X =Y. Jlakye, pazaudure Tadke ca p TEHEPUITY Pa3IUIUTE TadKe Ca
¢, Kao 1 00paTHO, Te je U IpaBa ¢ WHIIEHTHa ca TadHo k Tadaka. Heka je caja S mpon3BosbHA
tauka. Kako cBe mpaBe HUCY KOHKYDeHTHe (360r jryaqHocTn AKCHoMe 3), OHJIa OCTOjU TIPaBa P
Koja Huje wHImaeHTHa ca S. CBaka Tadka X Koja je MHIMIEHTHA ca IIPABOM P T€HEPUIIe PaBy
X VS, anmu u obparHo, jep cBakKa IpaBa HHIMJIEHTHA ca S Mopa Ja uMma cjeruinre ca p. Ojas/e
CJIMjeJin JTa aKo je p WHIMJIEHTHA ca TaYHO k Tavyaka, OHJa je Tadyka S WHIUJIEHTHA ca TavHo k
npaBux. [J

[Tomohy mpeTxo/IHe JIeMe JIaKO MOXKEMO U3padyHaTn Opoj ejleMeHaTa cKyosa T u P, yKOJHKO
cy oun konadnu. Axo je 6poj k uz Jleme 3, onya 6poj r = k — 1 30BeMO peJ IPOjeKTUBHE PABHU.
Ped xonaune npojexkmuene pasru je 6poj 3a jemaH Mamu o1 Opoja Tavaka HUHIMJICHTHAX Ca
CBAKOM ITPABOM.

Tasma je 6poj Tadaka Ha TpaBoj jeaHak r + 1, a 6poj mpaBux Kpo3 Tadky ucto r + 1. CBaka
orn r + 1 mpaBuxX Koje poJia3e Kpo3 MPOU3BOJ/bHY TAUKy Caap:KW JIOJaTHUX 1 Tadaka. CBe Te
TadKe Cy pa3jInduTe jep OM nHade HeKe OJ] TUX [IPABUX, IOPE/T TOYeTHEe TavuKe, MMaJIe JOII jeTHO
cjenumire, ma je yKymnan 6poj Tadaka y pasum r(r + 1) + 1, ognocno 12 + 7 + 1, unme cMo
JloKazaJiu cibesehy jgemy.

Jlema 4 Konauna npojexmusna pasar peda r uma 7> + 1 + 1 mavaxa u r*> +r + 1 npasuz.



2.4 JlesaproBa Teopema y IIPOjEKTUBHOj PaBHU

[Ipuje nero mrro qupekTHo hopmysuiremo le3aproBy Teopemy, yBerheMo joiir nap mojMoBa.

Dueypa 1pejicTaB/ba OUJIO KOjU CKYII TauaKa U IIPaBuX MpojeKTuBHe pasuu. Kaja y Taj ckorn
YKJBYIUMO U PeJIallujy WHIUICHII]e n3Mely Tavuaka u npaBux hurype, 100mjamMo xonpuypayugy.
T'eomempujera xongueypayuja je KoHPUIYpaldja KO KOje je cBakKa IIpaBa HHIIMJICHTHA Ca
KOHCTAHTHUM GpojeM Tadaka (m), a cBaka Tadka MHIMICHTHA Ca KOHCTAHTHUM OPOjeM IIPaBUX
(n). Ako BaxKu Jia je m = n, OHJIa TOBOPUMO O CUMEMPUYHO] 2COMEMPUICKO] KOHPULYPALUIU.

Husz mauvara je durypa Kojy duHe cBe Tadke Koje Cy UHITHICHTHE ca IIPaBOM p 1 oOn/bezkaBaheMo
ra ca (p). dyanna durypa Husy radaka je npamen npasuz. UuHe ra cBe npase Koje Cy UHIIUJIEHTHE
ca TaukoM A u obusbekasamo ra ca (A).

N-mjemenur je durypa Koja ce cactoju oji n Tadaka, Mel)y Kojuma Hema TpU KOJIMHEAPHE,
u cBuX crojuura mwuma onpehenum. Fbemy nyanmna durypa je n-cmpanukx m oH ce cacToju o
n nupaBux, MeDy KojuMa Hema TpPU KOHKYPEHTHE, U CBUX CjeruIinTa mwuma ojpehennm. Kako
N-TjeMEHUK UMa N TjeMeHa M (g) CTPaHUIA, a N-CTPAHUK MMa 7 CTPaHUIA U (g) TjeMeHa,
OHJIa, CYy OHHU jeJHaKd caMo y ciaydajy n = 3. TakBa durypa ce 30Be TPOTjeMEHUK, OJHOCHO
TPOCTPAHUK, 1 OHa he OuTH rpemeT Hatire TeopeMe. MoxkeMo Jia IPUMUjeTUMO JIa OHA, 3aI1paBo,
IIpeJICTaB/ba €EKBUBAJIEHT (DUTYype TPOyIVIa Y eyKINICKO] PaBHM.

[TomrTo cy HU3 Tavaka W MpaMeH MPAaBUX jeTHOIMMEH3NOHAIHN 00jeKTH, TPUPOTHO MOXKEMO
Ja yBeseMo TnpeciunkaBama usMely mux. [Tocmarpajmo ums (p) u upamen (S). Ipamen (S)
3aIpaBo IpeJIcTaB/ba CKyI cBux crojuuma X V.S, raje cy tauke X u3 uusza (p). Vcro tako,
JIlyaJIHO, Hu3 (p) IpeJicTaB/ba CKYIl CBUX cjenuinra rAp, Thaje cy x upase npamena (S). Ha
0Baj HAYMH MOXKEMO Jla yBejeMo Oujeximjy mamely Husa (p) m mpamena (S) Kojy HasuBamMo
HEPCIEKTUBUTET ([EPCIIEKTUBHO IIPECTNKABAE).

Hedbunuunmja 3 Hexa S € T nuje unyudenmmua ca p € P. Ilepenexmusumem (p)T(S) je
npecaurasare [ : (p) — (S) sadamo ca f(X) = XVS. Ilepcnexmusumem (S)T(p) Je npecaurasarse
f:(S) = (p) 3adamo ca f(x) = zAp.

OBO Cy OCHOBHA TIPECIUKABAIbA Y IPOjEKTUBHO] T€OMETPUJU U MIPEJICTABIbA]Y JE/IHO JIPYTOM
UHBEP3.

Hedununuja 4 Hexa S € T nuje unyudenmma ca p,q € P. Ilepcnexmusumem (p)%(q) je
npecaurasare [ : (p) — (q) 3adamo ca f(X) = (XVS)Aq.
Hedbununuja 5 Hekxa s € P nuje unyudenmmna ca P,Q € T . Ilepcnexmusumem (P)%(Q) je

npecaurasare f: (P)— (Q) sadamo ca f(z) = (x Ns)V Q.

p

Hamnwme, nperxo/iHa /[Ba IepCIeKTUBATETA IPE/ICTAB/bajy KOMIO3UIIH]Y JBa OCHOBHA [EPCIEKTUBUTETA.
[Tepcnexrusurer u3 Jedununuje 4 ce npeacrasmpa kao ((S)=(g)) o ((p)=(5)) u Tauxa S je
N N



uyenmap nepcnexmuse (tauke X, f(X) u S cy kommneapue). Pujeunma kazkemo: (p)%(q) je

nepcreKTuBUTeT HU3a (p) Ha HU3 (¢) y omHocy Ha Tadky S (menrtap). IlepcnekruBurer u3s
Hedunurmje 5 ce mpeicraBiba Kao ((S)T(Q)) o ((P)T(S)) U IIpaBa S je oca mepcrekTuse (mpase

x, f(x) m s cy xoukypentue). Pujeunma xaxkemo: (P)=(()) je mepcrnektusuter npamena (P)

i
A
Ha npameHr () y ogHOCYy Ha mpaBy s (ocy).

[TepcriekTuBUTETH U3 TPETXO/HE JIBUje JlebUHUIje ce MOTY yonmTuTu Ha durype. puje
burype cy nepcrieKTuBHe y OJIHOCY Ha Tadky (IIeHTap MepcrekTuBe) S ako MoCToju OUjeKTUBHO
IIpec/IMKaBaibe 3a KOje BaykKu Jia Cy cBaka Tadka jeaHe durype X, S u cBe Tauke japyre ¢urype
f(X) xomuneapue. /Isuje durype cy mepcrieKTUBHE y OJHOCY Ha TpaBy (0ca IEPCIEeKTHBE) S
aKO I10CTOjU OMjeKTUBHO IpEC/IMKaBaibe 3a KOje BaXKu Jia Cy CBe CTpaHulle jegane purype r, s u
cBe crpanutie apyre durype f(r) KOHKypeHTHe.

VY Besu ca oBuM, HacayhyjeMo u cibefiehe TBpheme.

TBphemwe 2 (esapzoso mephere). Axo cy dea mpomjemenura nepcnekmuena y 00HoCy
HA HEKY MAYKY, OHOA CY OHU MEPCNEKMUBHY Y 00HOCY HA HEKY NPasy.

Haxkie, ako cy Tporjemenuiiu A; BiC1 u As BoCs Taksu fa cy npase A;VAs, B1VBy u C1VC,
KOHKYDPeHTHe, Tajia ¢y Tadke (A1VB1)A(AaVBs), (A1VC1)A(AVCy) u (B1VC))A(ByVCy) KomuHeapHe.
Kao mrro MmoxkeMo J1a mpuMujeTuMo, KOPUCTUMO HOTAIIH]Y IIPOjeKTUBHE NeOMETPH]jE 38 Pa3JIUKY
0J1 KJIaCHIHE eyKJIMJICKe TeoMeTpuje. JOIIr jeHa pa3jmKa je TO IITO He pa3/InKyjeMo caydaj Kaja
cy omarosapajyhe npase (cTpaHuIie) TporjeMeHrKa (TPOYIIIa) HapajieliHe, jep KaKo CMO BHIjeJin,
y OBOj TEOMETPHUjU OHE He IIOCTOje.
Haspe, mcroctaBiba ce Ja OBa TeopeMa He MOXKe Jia ce JIoKarke Ha ocHOBY Akcmoma 1, 2 u 3.
To 3naum j1a OHa He BayKU HY2KHO y IIPOjeKTUBHOj PABHU, U 3aTO YBOJIUMO C/bejiehy jpedununmjy.

Hedbunannuja 6 /ezapeosa pasan je npojexmusna pasar Yy xo0joj eadicu Jledapzoso mepherve.

Hake, caga pasimmkyjemo [lezaprose paBau Kao ojipeheHy rpyly paBHU y IIPOjeKTHUBHO]
reoMeTpuju.

Tephewe 3 (O6prymo eszapzoso mepherve) Axo cy dsa mpocmpanuka nepenekmueta y
00HOCY Ha HEKY NPasy, oHAa CY OHU MEPCNEKMUSHU Y 00HOCY HA HEKY MaAYKY.
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[Tomrro y Jlesaprosoj pasau (Koja je mpojeKTuBHa papan) Baxku Jlesaproso Teplheme, y 10j
MOpa Jla BaXKu M IeH JIyaJl, oJakie jodujamo cbesely Teopemy.

Teopema 3 V /lezapzo60j pasnu sasrcu Obprymo esapzoeo mepherse.

Jloxas. Heka cy a1bic; u asbycy aBa TpoCTpaHMKa 3a KOje CMO IPETIIOCTABHIIM & CY
[IEPCIEKTUBHY y OJHOCY Ha mpaBy. TjeMeHa THX TpOCTpaHWKa O3HAYUMO ca B = a;Aby, By =
aiNcy 1 P = biAcy, onnocHo ca C = asN\by, Cy = asNco 1 (Q = byAcy. Hlum mHAM je 1a
nokazkeMo jia ce mnpase p = B1VCy, ¢ = BoVCy u r = PV(Q cujeky y ucToj Tadku (IeHTPY
nepcrektuse). /{akie, oBa jiBa TpocTpaHWKa Cy MEPCIEKTUBHA Y OJHOCY HA MpaBy S, OJMHOCHO
Tadke S = ayAag, A1 = byjA\by m Ay = ¢1/Ac; Cy KOJMHeapHe U WHITUIEHTHE ca mpaBoM s. Kako
cy nmpaBe s = A1VAy, ay = B1ABy n ay = C1ACy KOHKypeHTHe, OJIHOCHO WHIIUJEHTHE Ca
TadkoM S, Tauka S 10 AedUHUINjH [IpeICTaB/ba IeHTap repciekTuBe TporjeMennka Ay BCh
u Ay B>Cs. Tlomro je oBa paBan esaproa, y moj Baxku u Jlesaproso TBpheme Te cy oBa aBa
TPOTjeMEeHNKa MEePCIeKTUBHA U y OJHOCY Ha IpaBy 7, OJAHOCHO Tadke R = pAq, P = biAc;
u (Q = by/\cy cy KommHeapHe M MHIUIAEHTHE ca r. Kako cy oHma p,q W r WHIUICHTHe ca R,
JIOKa3aJI1 CMO KeJbeHY CTBap, OJHOCHO R je ImeHTap HepcleKTUBe TPOCTPaHuKa a1bicy 1 asbacs.

OJ

Harmomennmo j1a cMo cBakuM yBOhemeM HOBUX Tadaka 1 IIpaBux y Joka3y Teopeme 3 HermocpeHo
kopuctmym Axcmome 1 m 2, ajum HECMO UX CIIOMHUEAIM paju jacHohe jgokasa. cro Tako ce
HUCMO OABUJIU CJTydajeM ,lIapaJie/IHIX IMPaBuX jep, KaKo 3HaMO, OHE He ITOCTOj€e Y POjeKTHUBHO)]
reomerpuju. To, 3ampaBo, IpejcTaB/ba JHEMOTY W JIAKONY OBOI' J0Ka3a, a CaMUM THUM U OBe
TeopeMme.

Henocpeino uz Teopeme 3 cimjenu u cibeseha Teopema.

Teopema 4 V Jlesapzo60j pashu sastcu [Ipunyun dyasrnocmau.
Hapasno, nucy ce paBHU y mpojekTuBHO] reomerpuju /lesaprose. Ha mpumjep, mormro

Hezaprosa Koudwuryparnmja, Kao mrTo cMo Bujjesu, 3axtujeBa 10 Ttagaka u 10 mpaBux, cBe
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IpojeKTuBHE paBuu peja r < 8 cy Tpusujasno /lesaprose. [IpBu KonTpanpumjepu cy mpojeKTHBHE
paBHU pesia 7 = 9, o1 Kojux cBaka uMa 91 Ttauky m 91 mpasy.

Jlaxye, okapakTepucaan cMo JlezaproBy pasan Kao MpojeKTUBHY paBaH y K0jo] Baxku /lezaproso
tBpheme. [lomro cBe paBau Hucy lesaprose, muramo ce Koju je To 3Ha4aj /lesaprosor rBpherma
y IPOjeKTUBHOj T€OMETPUjH U KOju je 3Haqaj came /lezaprose Teopeme. OroBop Ha TO MUTAHE
JnobmjamMo y cibegeheM moryiaBiby, Tje hemo ce 6aBUTH IPOJEKTUBHUM IIPOCTOPOM.

2.5 IlpojekTUBHU NPOCTOP

[Insb oBOr mOrTIaB/Ba jecTe Ja OTKPHUjeMO IITa ce JeriaBa KaJl IPOjeKTUBHY PaBaH CMjeCTUMO
y TPOjeKTHUBHU IIPOCTOP, OJTHOCHO KakBe ocoOmHe oHJa oHa mMa. lIpmje Tora, mopamo na
nedunuiieMo cam npojekTunHu 1poctop. C TUM y Be3W YBOJMMO jOII jeJlaH OCHOBHH CKYII
YMjU Cy eJIeMeHTH pasHu, a m3Mel)y octasor hemo mMaTn pesaliije WHIINIEHIINje KaKo n3Melhy
Tavaka U paBHHU, TaKO 1 u3Mely mpaBux m paBHu. AKCHOME ITPOJEKTUBHOT MPOCTOPA, KAO IMITO
hemo BuijeTn, Ipe/icTaB/bajy Ha HEKM HATHH MOIU(UKAII]Y aKCHOMa IIPojeKTuBHe paBHu. cto
TaKO MOXKEMO JIa YOUNMO CJIMYHOCT ca MyKImI0BUM akcmoMaMa.

Hedbunumnuja 7 Axcuome unyudenyuje npojexmusroz npocmopa:
A1 Iocmoju jeduncmeena npasa Koja je UHYUIEHMHA Ca J8Uje Pa3AUMUME TaAYKe;
A2 Ilocmoju jeduncmeena pasar K0ja je UHUUIEHMMHA CG MPU HEKOAUHEAPHE MAYKE;

A8 Yrkoauko npasa nuje unyudenmmna ca pasnu, mada nocmoju jedurncmeena 3ajedHuNKa maywka
ca Kojom ¢y uHyudenmme u ma npasa u ma pasa;

A4 Axo cy u mavka u pasar uHUUIEHMHE CA 30JEOHUYKOM NPABOM, 0HAA CY MeDYCOOHO UHYUIEHMHE,

A5 Hlocmoje wemupu mayke Koje Hucy UHUUIEHMHeE ca UCmom pashu, mehy Kojuma mnema mpu
KoAUHEGDHE;

A6 Csaxa npasa je unyudenmua ca 6ap mpu mayke.

[Ipumjehyjemo ma ce mox Al mamasu Axcuoma 1, Tako ja 6e3 mpob/ieMa 3a1p2KaBaMo O3HAKY
3a criojuuity X VY, 3a paszmmaure tadke X u Y. /lasbe, BuamMo j1a oBIje Hema Mjecta AKCHOMM
2 jep ce ABUje pa3IUIUTe TpaBe CHjeKy caMO aKO Cy WHIIMJIEHTHE ca UCTOM PaBHMU, IIITO OBJIje He
Mopa 6urtn cirydaj. Taj mpobsiem pjerraBamo ca A3 rije rapanTyjeMo er3ucTeHIN]y 1 je TMHCTBEHOCT
IpecjedHe Tadke IIpaBe W PaBHU KoOja je He caJIp:Kh. 10 3ampaBo IIpeJ/icTaB/ba aHAJOTU]y ca
Axcrnomom 2. 3ajelHUYKY TadKy IpaBe p W paBHU «v, KOja HUje UHIUJICHTHA CA MPABOM P,
o3nauaBahemo ca aAp.

Kaxo je ocobuna Akcuome 2 6mta jga OrpaHUYd JUMEH31]y [IPOjeKTUBHE PABHU HA J[BA, TAKO
cajia A3 nma OCOOMHY Jia POJEKTUBHE IIPOCTOP OTPAHUYH Ha, JIUMEH3U]y TPH.

Jlema 5 Axo je pasan unyudenmmua ca dsuje pasasunume mauke, onda je ona UHUUIEHMHA CQ
HUTOBOM CNOTHUYOM.

Jlema 4 TUPEKTHO CUje i U3 jeIMHCTBEHOCTH oMeHyTe y A3.

[Tomrro cMo yBesi paBaH Kao HOBH I10jaM, je THOZHATHO oj/ipel)eH ca Tpu HEeKOJIMHeapHe TadkKe,
HAIIOMEHNMO Ja hemo je obmberkaBaru ca (XY Z), Kaj roj ¢y Te TpU Tadyke HEKOJMHEeApHe.
3a Tauke Koje NMPUIAJIAJy WCTO] PABHU KaXKEMO Ja Cy KOMNAGHAPHE, Y CYIPOTHOM Cy OHE
HEeKOMILIaHapHe. YBohemeM paBHU U HHIIMIEHIIMje Kako u3Mely Tauaka u paBHU, TAKO 1 n3Mehy
IIpaBUX U PaBHU, HIOTpeOHA HaM je TPAH3UTUBHOCT peJialiije WHINICHI]e Kojy HaM 06e30jehyje
A4.

Amnasorao Akcromu 3 yBesiena je Ab koja Ham 06e30jelyje ersucreniujy objekara y IpojeKTUBHOM
IIPOCTOPY, CaMo IITO je OBaj IyT Taj YeTBOpoTjeMeHuK y mpocTopy. A6 Ham obe30jehyje ma
MMaMO 9eTBOPOTjeMeHuK u y pasau. [Ipuposamno yBogumo u cbeehy semy.
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Jlema 6 Csaxa pasan je unyudenmma ca wemupu mauke mehy Kojuma Hema mpu KOAUHEAPHE.

Zloxas. Heka cy A, B, C' u D nekoMmiutanapte Tadke u3 A5 mel)y Kojuma HeMa Tpu KOJIMHeapHe.
One Mopajy 6uTu pasjmdure jep y CylnpoTHOM He 6u Ouse HekoMmiuiaHapae mo A2. ITomrro
HUCY CBE MHIUJEHTHE Ca PABHU (v IIPETIOCTABUMO, 6€3 yMamhera OIIITOCTH, Jla Tadka [ Huje
uHIuAeHTHa ca «. Tama AV D Huje mHIMIeHTHa ca «, jep nHade O6m 1o A4 ommo ga je D
unIeHTHO ca «. Caja npema A3 nocroju tauka A’ = aA(AVD) u aHAJIOTHO MOCTOje TadkKe
B' = aN(BVD) u C' = aN(CVD). IIpernocrasumo ga cy tauke A’, B’ u C’ konmueapue. Tatuke
A’', B’ u D cy nekonmneapse jep 6u A, B, C' 6uie KoJmHeapHe ca WbuMa. Taja MocToju paBaH
(A'B'D) u ona je mo Jlemu 5 unmmuentia ca A'VB’, na camum tim 1o A4 u ca tatukom C'. Ilo
Jlemu 5 pasan (A'B'D) je namwe unnuaentaa ca DVA', DVB' uw DVC', na camum tum 1o A4
ca A, B,C. Jlakine, A, B,C, D cy uHIMIeHTHe ca «, Ia Cy OHe KOMILIaHAapHEe, YnMe 1001jaMo
KoHTpauKiujy. [Tokazamu cMo Jia je Ipou3Bo/bHA PaBaH (v MHIUJAEHTHA Ca TPU HEKOJIMHeapHe
rauke A", B’ u C'. Ilo A6 moxemo uzabparu Hoe Tauke A", Koja je munuuentHa ca A'VC', u
B", xoja je unnuaentaa ca B'VC', u nobujamo gerBoporjemenuk A'B'A”B" auja cy Tjemena
MHIIMIEHTHA ca o. []

Jlema 7 Ilocmoju jeduncmeena npasa xoja je unuudenmma ca 06uje pasiusvume pasHuU.

Zloxas. Heka cy o n § paznuunre papau. [Ipema Jlemu 6 mocrtoje HeKoMHeapHe TadKe
A, B u C koje cy unmujentae ca «. [lo A2 cBe one Hucy mHImmeHTHE ca [3 11a je, 63 yMamema
ommroctr, C' Tayka Koja Huje mHnmgeHTHa ca (. To mosmaunm jga npase AVC u BVC Hucy
uHnuaeHTHe ca (3, ogakie nocroje tauke M = SA(AVC) u N = GA(BVC). Konauno, Jlema 5
naje 3ajequuyky npasy MVN. U

[usb je mokazaru ja je cBaka paBaH y IIPOJEKTUBHOM IIPOCTOPY MPOjeKTHBHA paBaH. AKO je
A# Bu AZa nu BZa, tana o Al nocroju criojuuria AV B, koja je no Jlemu 4 uHIUIeHTHA ca
a, anme je Axkcnoma 1 norsphena. Jlame, Heka je p # q u pZa u qZa. 1lo Ab nocroju Tauka A
KOja Huje nHIMIeHTHA ca . Heka je § = (ABC), rije cy B u C tauke u3 A6 uHIugeHTHE ca p.
Kaxko ¢ uuje waImuaenTHo ca [ To mocroju Tatdka S = fAq. la S HUje HHIIMIEHTHO ca P UMAJIH
6ucmo [ = (SBC) = «, mro jjokasyje ja je S 3ajeJiHUYKa Tavuka ca KOJOM Cy WHIMJIEHTHE D
u ¢, dnme je norephena m Axcrnoma 2. Kako je Akcroma 3 Beh mposjepena y jgoka3sy Jleme 5,
UMaMO JIa je CBaKa paBaH MPOjeKTUBHOT IIPOCTOPA, y CTBAPH, POjeKTUBHA PABaH.

OBUM yBOJIOM y TIPOjJEKTUBHU IIPOCTOP CMO CTEKJIU JIOBOJbHO WH(OPMAaIHja Ja OCMO MOTJIH
JIOKa3aTH J1a y mweMy yBujek Baxku Jlesaproso tBpheme!

Teopema 5 Pasan npojexmusnoz npocmopa je /lezapeosa pasan.
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Zloxa3. Kaxko cmo Beh jiokazajm Jia je cBaka paBaH IPOJEKTHBHOI IIPOCTOPA MPOjeKTUBHA
paBaH, ocTaje HaM Jla TOKayKeMo Jia y meMy Baku JlezaproBo TBpheme.

Heka je Tauka S nenrap mepcrektuBe TporjeMenuka A;Bi1Cy u Ay ByCy, Te Heka je 77 =
(A1 B1CY) u 19 = (A3 ByCy). Y IpBOM CJIydajy MpeTnocTaBuMo 71 # To. [lpaBe A;VB; u A3V By
cy uHIIeHTHe ca pasun (SA;Bp) u 3aro nmajy cjenmmmre P = (A;VB))A(A2V By). Anaiorso
nobujamo tauke Q@ = (A VC)A(AVCy) u R = (B1VC)A(ByV(Cs). Kako cy tauke P,Q u
R wuHIUIeHTHE ca T; U ca Ty, TO 1o Jlemu 5 Cy WHIMJEHTHE U Ca HUXOBOM jEJIUHCTBEHOM
1pecjedroM 1paBoMm u3 Jleme 6, 1ma mopajy outn KoJimHeapHe. Y ciaydajy T, = Tp = T Oupamo
[IpaBy WHIMAJEHTHY ca S KOja HUje WHIMJIEHTHA ca T, & OHJa Tadke S; U Sy KOje Cy Ca oM
uniaentHe. Kako je S = (A;VA)A(S1VS2), To cy komiutanapue Aj, Ay, Si, S u nocroju
cjenumre A = (S1VA)A(S2VAs). Anasorno mocroje cjerumra B = (S;VB)A(S2VBs) u
C = (S1VC)A(S9VCy). Pasan (ABC) je pasnmunTa o T, Te MOMXKEMO HpUMHUjeHHTH Bel
JIOKA3aHW CJIydaj TeopeMe KaJj Cy PaBHU TpoTjeMeHuka pasanuanre. Kako cy mpase AVAj,
BVB; u CVC) uanujienthe ca S, To cy tauke P = (AVB)A(A1VBy), Q1 = (AVO)A(A1VCY)
u Ry = (BVC)A(B;V(C,) xomureapue. Kako cy mpase AVAy, BVB, u CVCy wHIUICHTHE
ca SQ, TO Cy Ta4dKe P2 = (A\/B)/\(AQ\/BQ), QQ = (A\/C)/\(AQ\/CQ) n RQ = (B\/C)/\(BQ\/CQ)
kosimreaphe. Tauke Py u P, cy unimaenTHe u ca npaBom AV B u ca pasuan (A As By Bs), onakie
Mopa 6utn Py = Py = (A1VB))A(A3VBs). Aranorno Baxu Q1 = Q2 = (A1VO)A(AVCs) n
Ry = Ry = (B1VCY)A(B2V(Cy). Konauno, tauke P, = Py, ()1 = Q2 u Ry = Ry cy UHIUJIEHTHE
ca 7 u ca (ABC), te cy komuneapue (ITo Jlemu 5 u Jlemn 7). O

Osume cmo mokaszasu Jjia [lesaproBo TBpheme jecte nmpupojiHa 0COOMHA MTPOjEeKTHBHE DABHH
YKOJIUKO je OHa CMjeIlTeHa y IIPOjeKTUBHU IpocTop. CaMUM THM IITO je TPOjeKTUBHA FeOMeTPHja
jeaHa BesimKa 00J1acT y MaTeMaTUIId U UMa MIUPOKY npuMjeny, [le3apr je dopmysincao 3aadajuy
TeopeMy Koja y CYIITUHU IIPeJICTaB/ba OCHOB OBE TeOMeTpHje. ¥ ToMe JiexKn BeindauHa Jlesaprobor
I[JEJIOKYITHOI paJia Ha OBY TEMY, Te€ Ce OH CMaTpa OIEM MPOjeKTHBHE MeOMETPHje.

Bunjenn cmo 7@ je mpojeKTUBHA reoMeTpHja BeoMa YOIIITeHa y mopehemy ca eyKJInJICKOM
reOMETPHUjOM. 3aTO CMO U3JBOjUJIN J100ap MO OBOT' paja KaKo OUCMO je y TOTIIYHOCTU yBEJIH
n objacHW/IN, ¥ KaKO OMCMO caMUM THUM BUJjeJTM U pas3yMjen KakBy ysory urpa /lesaprosa
TeopeMa y 1oj.

3 Eykamacka reomerpunja

Y oBoj riaBu hemo BujjeTn Kako /lesaproBa Teopema Moxe ja ce ,pedanu’ y eyKIuJICKY
reomerpujy. Hehemo ce GaBuTm akcmomMaTCKOM OCHOBOM OBe IeOMeTpHje, jep je OHa MHOI'O
PECTPUKTHUBHMja OJT TPOjeKTUBHE TeOMeTPH]e, TTO MO/ IpasyMujeBa BUIe aKCHOMa W MHOTO BHITIE
came Teopuje. Harmomennmo camo jia y €yKJInJICKO] T€OMETPUjH UMaMO aKCHUOMe WHITUJIEHIIH]E,
pacnope/ia, oIy IapHOCTH, TaPaJIeITHOCTH U HelTpeKuIHOCTH. KOHKpeTHO 3a HAIILy TeMy, 3Ha4YajHO
je na younmo akcuomy napasiesinoctu (I1nejdepoBy akcnomy) Koja HaM rapaHTyje HOCTOJAHOCT
rapaJie/THUX IIPaBUX Y OBO] PaBHMU.

Hedbununmja 8 (Ilaejpeposa axcuoma). Axo mauxa A ne npunada npasoj p, mada y
pasHY wuma odpehero] nocmoju mauro jedna npasa Koja cadpxcu mauky A u QucjyHkmHa
je ca npagom p.

Jlasbe y OBOM TOIVIaBJBY Ce KOPHCTUMO CBHM OCOOMHAMa €YKJIUJICKE IeOMeTpHje, OHAKBIM
KaKBe MX 3HAMO U3 OCHOBHE U CPeJiihbe IIKOJIC.

3.1 Heke BaxkHHje TeopeMe U MOjMOBU €yKJINJACKE PaBHU

Y oBoMm norsaBspy hemo dhopmynncaT HeKe TeopeMe y eyKINICKO] paBHU Koje heMo KacHUje
KOPUCTUTHU Y J0Ka3y /le3aprose Teopeme.

Hedbununuja 9 Konkxypenmme npase cy npase xKoje ce cujexy y ucmoj mauki.
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Hedunumnuja 10 Koauneapre mavke cy mayke xoje npunadajy ucmoj npasoj.

AC _ ACY

Jlema 8 Hexa mauke C' u C' npunadajy dysicu AB. Tada axo sasicu G5 = G , onda cy one

udenmuune, odnocro C = C'.

AC _ AC’ AB—-CB _ AB-C'B :
Aoxas. Uz 55 = &5 uMaMo “52 = S552= Te cpehuBameM JUPEKTHO J100ujaMo

CB = (C'B, anomro cy C u C' ca ucre crpane tauke B, ciujequn C' = C'. O

Teopema 6 (Tanaecosa meopema o nponopuyuonasrocmu).Hexa je ABC mpoyeao u nexa
je p mpasa xoja je napasesna ca cmpanurom mpoyeaa BC u eaorcu pNAB =D upnNAC = F.

Tada sadicu nponopyuja 5% AD = g—g. Jlodamno, odzoeapajyhe cmpanuye mpoyensosa ABC uw ADE
CY NPONOPUUOHALHE.

Zloxa3s. Houprajumo tauky F ua crpanurum AB Tako na je FF Bucuna tpoyrima ADE.

[Ipumujerumo ma tpoyriosu ADE n DBE umajy 3aje/JHUYKY BHCHHY I1a BarKW ggggg =
48(1). Ananorno no6ujamo onuoc nospiuna rpoyriosa ADE u DCE, % = 42(2). s

(1) u (2) nupekTHO gobujamo ompoc 42 = 4E(3) jep rpoyrnoen DBE u DCE umajy ucre

HOBPIIUHE (MMAajy 3ajeJJHUUKY OCHOBY, a BI/ICI/IHa uM je ucta jep cy p u BC napanenne). Tume

je IpBU a0 TeopeMe JoKa3aH. Jlasbe, n3 (3) nmamo AD = AL 1 cpehuBameM 106mjaMo
) AB—AD AC—-AFE

ﬁ—g = ﬁ—g . Jomr Ham ocraje ja ykspyunmo u crpanutie BC, ognocno DE. ¥YBeiuMo BUCHHE

tpoyriioBa ABC' u ADE ca H u h penom. Ca ciauke Bugumo jga je P(ABC) = P(ADE) +

P(BCED,), ogrocuo H'fo = h'QDE + (DE+BC)'(H_h CpeEI/IBaH)eM nobujamo EDBC = (4)

[IpumjenomM mpBor aumjesa JgoKa3a UMaMo J1a Je AD = H - CpehuBarmem s1061jamo AD _ ﬁ(5).

AB T H
Usjemauasamenm (4) u (5) mobujamo L2 = AHaﬂorHo nobujamo Z2 = 24E “upne je nokas

BC — BC ~ AC»
yHOTITyIheH. []

Teopema 7 (Menenajesa meopema). Hexa cy X,Y,7Z pedom maure na npasyuma BC,
AC', AB maxo da cy deuje 00 wux na cmparuyama mpoyesa ABC, a mpeha na npodyscemxy

AZ BX ‘CY _
cmpanuye moe mpoyeaa. Tada eadicu da cy mavwke X, Y, Z woauneapre axko 4% - 55 - 4 = 1.
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X
Z
Y
A C —Z
Zoxa3. (=) Younmo tpoyriose AY Z u Y BZ. Kako oM mMajy 3ajeJHUYKY BUCHHY, 34
OJIHOC IHbUXOBUX IOBPIITUHA BarKu: % = %(1). Amnajtorno 106ujaMo OJHOCE MOBPIIIHA

tpoyrsioBa Y BZ u C'Y Z, onnocuo CY Z u AY Z: ?Eggg =22(2), Ilzgi}{g = £X(3). Muoxerem

jemnakoctn (1), (2), (3) mobujamo KeJbeHy jeTHAKOCT.
(<) Heka ce npogyxenu qayxu Y Z u BC cujeky y tauku X'. [TorpebHo je mokazartu nia je

X = X'. Ako npsu jgmo jokasa npumujeHumo Ha tpoyrao ABC u tauke X, Y, Z mobujamo

AZ BX CY __ Az BX' CY _ AZ  BX CY j
75 v va = 1 Haxne, Baxku u 3% - 555 - y1 = 75 xo ' ya» T€ Cce cpebhuBamem 1001ja

% = f}—)é. Kako tauke X n X' npunayajy nayxxu BC, u3 Jleme 8 cimjeqn X = X', na cy Tauke
X,Y, Z xonuneapmue. [

3.2 lezaproBa TeopeMa y €yKJINJICKOj PaBHU

Kako je /lezaprosa Teopema OpuruHaIHO GOPMYJINCAHA Y IPOjEKTUBHO] TEOMETPHjH, a y3uMajyhn
y 003up Jia y eyKJIMJICKOj TeOMETPHUjH IIOCToje TapaJiesiHe rpase, hopMmysiaiuja Teopeme Tpeda
na ce npmitarogau Ilnejdeporoj akcnomu. Car hemo ja BuauMmo mra ce gecn Kaja /lesaproBy
TEOpeMYy U3 IPOjeKTHBHE TeOMETPHUje CaMO ,IIPENUNIEeMO” Y eYKIUJICKO] TeOMETPH]H.

Hexa cy damu npoussonmmnu pazsuvumu mpoyensosu ABC u A'B'C" y pasnu. Ilpase AA', BB’
u CC" cy xonrxypenmmue axxo cy npecjeurne mavwke npasuxr AB u A'B', AC u A'/C" uw BC u
B'C" xoauneapne.

[Tpumujerunmo momro cy Tpoyriosn ABC u A’B'C’ npousBosbHE, Jla [IOCTOje CJIydajeBu
KaJla YOIIIITe HEMaMO MPETIOCTaB/LeHIX pecjeannx Tadaka (Ha npumjep AB N A'B' = () nim
AA'N BB = () ). To 6u 3uaumio jga nocroje oapehenn mapoBu npapBux Koje cy HapasiesiHe.
MebhyTum, Taj mpobsieM HUCMO UMAJH Y ITPOJeKTUBHOj T€OMETPHU)U jep TaMO, KaKO 3HAMO, HeEMa,
rapaJieTHuX IIpPaBux.

[la 6ucmo sakie youniu cse popmyltanuje /lesaprose Teopeme y eyKJIMJICKO] PABHU, CJETUMO
ce MHTYUTHUBHE PABHU M 3aMUCJINMO JIa CE U ITapaJiesiHe mpaBe CUjeKy Y HeKOj TauKu y 66CKOHATHOCTH.

Buaumo a tajia mmMamo JlocTta ciydajeBa, 1a hemo HabpojaTu Heke o1 mux. Jloka3m cBux
caydajeBa ce 3aCHUBAjy UCKJ/byunBo Ha MenesajeBoj uin TajecoBoj Teopemu, Te ux Hehemo ce
HABO/IUTH.

Teopema 8 Hexa cy mpoyesosu ABC u A'B'C’ y ucmoj pasnu u nexa cy P, Q, R npecjeune
mauxe pedom npasur BC u B'C', CA u C'A", AB u A'B’. Ilpase AA’, BB' u CC’ ce cujexy
y jednoj mauxu axko mavxe P, Q), R npunadajy jednoj npasoj.
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Zloxas. Heka ce npase AA', BB’ u CC’ cujexy y Tauku O. [Ipumjenom Menesiajese Teopeme
ua tpoyriose OBC, OAC, OAB u npase B'C’, A'C’', A'B’ pejom jobujanmo jegaakoctu: L .

PC
/ / / / / / .

% . g/BO =1, % : %~ g/cc =1, % . % . % = 1. MuoxkemeM 1 cpehuBameM 0BUX je THAKOCTU

JI0061mjamo g—g . g—g . % = 1, omakie u3 MenenajeBe TeopeMe BuauMO Ha cy Tadke P,(Q), R

KOJIMHEAPHE.

(<) Osnaunmo ca O npecjeuny tauky npasux BB’ u CC’ u nokaxumo Ja ratuka O npumnajia
npaBoj AA’. Youumo tpoyriiope RBB' u QCC’. Ilpase RQ), BC' u B'C’ ce cujeky y jeJIHOj TaUKK
P, ma npuMjeHOM IIPBOT Jujesa JoKas3a nMamo ja cy tauke A = RBNQC, O = BB'NCC' n
A’ = RB' N QC' konuneapue na tauka O npunaia npasoj AA". [

Jlakiie, y 0BOM ciIydajy HUCMO MMaJIH yOIIITe napaJjejnnx mpasux. [lorienajmo kako riracu
JlezaproBa Teopema y CIydajy HHXOBOI' IIOCTOjarba.

Teopema 9 Axo dea mpoyeaa ABC u A'B'C" aesice y pasnu maxo da cy um no deuje u dsuje
odzosapajyhe cmpare mehycobro napanesre, mo npase Koje koje cnajajy odzosapajyha mjemena
UAU NPOAA3E KPO3 UCTY MAYUKY UAU CY MeHYcoOHo napasere.

C' C

Zloxas. IIpsu cayuaj. [pernocrasumo ma mehy npasama AA’, BB’ u CC' nema napasieiHux
U JIOKaXKUMO Jia ¢y oHe KonkypentHe. Heka je P = AA’ N BB'. Tajga na ocuoBy Tasecose

TeopeMe MMaMO IIPOIOPIL]Y f_jg, = ﬁg,(l). Hame, meka je Q = CC’' N BB'. Ananoruo
UMaMO gg, = gg,(Q). Tpoyrinosu ABC' u A’B'C’ cy ciuuanun (uMajy ucre yrjioBe jep Cy UM
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ozrosapajylie cTpanuie napaseise) na Baxu 4 = 5o (3). Usjennatasamwen (1), (2) u (3)

J1001jamo Ifg, = 35,, a momro cy P u () ca ucre crpane tauke B cimjean P = (), ma cy mpase
AA’, BB' u CC’" KOHKypeHTHe.

Zlpyeu cayuaj. [pernocrasumo, 6e3 yMarmbermha OIIITOCTH, J1a cy npase AA’ u BB’ napanese.
Jupekrnom npumjenoM TajiecoBe Teopeme U CAMIHOCTH TPOYLIoBa Jodbujamo aa je C'C’ mapasienna

ca BB', na cy cBe Tpu npage mapaJiejie, YuMe je J0Ka3 YIoTIymheH. [

Teopema 10 Axo dsa mpoyena ABC u A’B'C’" aeorce y pasnu maxo da aunuje xoje cnajajy
odzosapajyha mjemena uau nposase kpo3 jedny mavky uau cy mehycobro napasesre u axo,

danwe, umajy dea napa odzosapajyhur cmpara mehycobro napasesnux, onda cy u mpehe cmpare
MUX MPoy2.408a MehycobHo napaseste.

Teopema 11 Axo dea mpoyena ABC u A'B'C" aeorce y pasnu maxo da cy aunuje xoje cnajajy
odzosapajyha mjemena napasesre u axo, dane, Hema 00206apajyhur cmpara mpoyerosa mehycobHo
napasearux, oonocno P = ABNA'B', Q = ACNA'C' w R=BCnNB'C', mada cy mauxe P,

@ u R xoauneapne.

Zloxas. Heka cy, nakie, npase AA’, BB u CC’ HapaHeJIHe HpI/IMjeHOM TasecoBe Teopeme
. ’ A!
Ha cyimane Tpoyriose A’AP u B’ BP jobujamo jia BayKu ];]j, = A A, . Cimano, jobujamo u 80 =
AN RC' _ cC’ PB’

. QA"  RC' _
Sor U p = Fo- MHOXKemeM u cpehuBameM OBUX jeJHAKOCTH J00UjaMo 517 - 00 " RE — 1,

ma cy upema MenenajeBoj Teopemu Tauke P, (), R KoauHeapHe, mTO je TpebaIo U JOKA3aTH. D

Buavo fa cy cse ose TeopeMe camo Bapujanuja Jlesaprose Teopeme y IpOjeKTHBHO] PaBHU.
Kaxo cmo Bufjesn [ja oHa BaKil y UHTYUTHBHO] PABHH, JIAKO Ce BHJIN J1a U CBH H-CHHU CJIydajeBH
BazKe y eyKJINJICKOj PDaBHU.
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4 IIpumjena lesaproBe Teopeme

VY oBoj riraBu hemo Bujjern npuMjeny /lezaproe Teopeme y 3ajanmMa, Kako y eyKIHICKO],
TAaKO U Yy MPOJEKTUBHO] T€OMETPU]H.
4.1 3Bapgamm — Eykamnjicka reomerpuja

Banarak 1 Hexa cy y pasnu dame napaseane npase a ub u mauka P xoja ne npunada nujednoj
0d me deuje npase. Koncmpyucamu npasy kpoz mawky P xoja je napanresna ca a u b.

p
b
a p
A
B
P
A
B

Pjewerbe. Yamumo Ha npaBama a u b npomsBosbHe Tauke A u B pemom Tako ja A, B u
P uucy konuneapue. Jlawe, uzabepumo Heky tadky A’ #a npapoj a. Ilomro umamo jryKumy
crpanuiie AB u 3HaMO Jia cy npaBe a u b mapaJjieHe, Mo:keMo KoHcrpyucaru gy A'B’ tako
Ja je rauka B’ Ha mpasoj b u Baxku ga cy AB u A'B’ mapasenne (jep mMaMo J[Ba pjeliemna 3a
tauky B’). Jlame, koncrpyumenmo tauky P’ (jep 3Hamo myzxune crpanuna AP u BP) Tako j1a
je AAP' = AP u B'P' = BP. Ilomrro cy tpoyrinosu ABP u A’ B' P! nonynapuu u crpanune AB
u A’ B’ cy napaJjienne, umamo na cy u crpanune AP u AP, BP u B'P' napanenue. [Ipumjenom
Teopeme 9 je npaa p = PP’ napasenna ca npasama AA' = a u BB’ = b, na je ona Hara
TparkeHa mpasa. /\

Bagarak 2 Hexa cy mpoyeao ABC' u npasa p y ucmoj pasuu u nexa cy mauxe K = BC' Np,
L=ACnp, M=ABNp, R=BLNCM,S=CMNAK, T =AK N BL. /lokasamu da cy
npase AR, BS, CT xonuxypenmme.
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Pjewerve. [Ipuvmjernmo na cy tpoyriiosu ABC u RST e3aproeu, ofHOCHO mpeMa Teopemu
8 mpase AR, BS, C'T' cy koHKypenTHe. A\

Bagarak 3 Tpanes ABCD je npecjeuen npasama p u q Koje Cy NAPALCAHE CG OCHOBOM MPANE3aQ
AB. Jlepunuwumo mawke M = ADNp, P=ACNp, N=BDNgq, Q= BCNq. oxazamu
da mauxa K = M N N PQ npunada npodyocemry ocrose AB.

/D\M /\@\ g
R

Pjewerve. Younmo tpoyriose M PA u NQB. Umamo ga cy npase M P u N() napaJeinse,
e C = PANBQ, D =AM N BN. Kaxko je CD mapaJsiesino ca M P u N, oBo ymnaja y jean
on ciaydajeBa JlesaproBe Teopeme, ma Bazku ga cy npase M N, PQ), AB koukypenTtHe. A\

4.2 3apamm — IIpojekTuBHA reomerpuja

Banarak 4 /lame cy nexosureapre mavwke A, B, C' u npasap > C. Hexa cy P u QQ npoussonmne
mauke ca p u nexa eaoicu M = APABC, N = AQNBC, U = BPNAC, V = BQAMNAC.
oxaszamu da cy npase AB, MU, NV konxypenmme.

Pjewerve. Kako tauke AMABU = P, ANABV = Q, MNAUV = C jnexe Ha p, TO je p
oca nepcriektuse Tpoyriaosa AMN u BUV . IIpema o6puyT0j Jle3aproBoj TeopeMu OHU UMAajy
u 1eHTap nepcrektuse, Te cy npase AB, MU, NV koukypentae. A\

Banarak 5 /Jlame cy xonxypenmmue npase a, b, c u mavke P, Q, R xoje um ne npunadajy. Odpedumu
mauke A € a, B € b, C' € ¢ maxo da saorcu P € BC, Q € AC, R € AB.
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Pjewerse. [TocraBumo npousBosbHY Tauky Z € c. 2Kemmmo jga Tpoyrao ABC , mMuTupamo’
tpoyriiom XY 7, na nedpunuiemo ¥ = ZPAb, a 3atum X = Y RAa. Jla 6u tpoyrao XY Z
octao Tpoyrao ABC' damm my jomr camo @ € X Z. Tpoyriosu XY Z u ABC wumajy 1ieHTap
[IEPCIEKTUBE y IpeceKy npasux a, b, c. Ilo /lezaprosoj Teopemun onm mmajy ocy Ha KOjoOj CY
rauke P = BCAYZ, R = ABAXY |, M = ACANXZ. Kako cy P, R, M xonuneapue to M
MozkeMo jtooutu ca M = PRAXZ, a 3atum A = MQAa, C = MQANcu B = ARNb. A

Bamarak 6 Tpu mpoyenra umajy 3ajednuuru yenmap nepecnexmuse. oxaszamu da cy odeosapajyhe
MPU 0ce NEPCNEKMUBE KOHKYPEHMHE NPAGE.

Pjewerve. Jlezaprosa rteopema Ha TpoyrioBuma A;BiCy u Ay BsCy nmaje ocy s3 = P3V(Q3,
raje je P3 = A1B1AA3sBs, Q3 = A1C1NA3C,. lesaprosa Teopema Ha TpoyrioBuma Ay B,Ch
n AngCg ,uaje OCy S9 = PQ\/QQ, F,ZLje je PQ = AlBl/\Ang, QQ = Alcl/\A;gCg. I[e3apr013a
Teopema Ha TpoyryoBuma As BoCs m A3 B3Cs maje ocy s; = PiVQ1, thje je P = AyBsANA3Bs,
Ql = AQCQ/\A303. HOCManajMO TPOYIJIOBE P1P2P3 n QlQQQg, 3a KOje je A3 = P1P2/\Q1Q2,
Ay = PIPsAQ1Q3, A1 = P,P3AQ2Q3. Kako cy Tauke A, Ay, A3 KonmHepHe TO OHE YUHE OCY
[IepCIIeKTUBE, Te IpuMjeHoM obpuyTe Jlezaprose TeopemMe TPOYIJIOBA UMajy IEHTap, OJIaKJjIe Cy
npase PVQ1, PoVQa, PsV(Q)3, OMHOCHO S1, S9, S3 KOHKypeHTHe. CleljaJiH CJIydajeBu ce JIAKO
nposjepanajy. Ha mpumjep, ykomuko je P, = P, j1ako ce Buju ja Mopa outu P = P3, onakie
P=P,=P€s;3acBako i =1,2,3. A
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5 3akJpy4yak

akJie, Bujjesm cMO Kako je u u3 Kojux norpeda nacrasia lesaprosa teopema. [lormrro je
ona Owita joBosbHA Jle3apry npu OGaB/berby apXUTEKTYypPOM, OH HHUje CXBATA0 KaKaB OHA 3HAYA]
UMa IIPUJINKOM Ipahema Tajia HOBE — IIPOjeKTUBHE MeoMeTprje. 3aTo je Hmeros paj, npoHahex
TeK JIBa BHUjeKa KacHHje u oOpaheH Kao 3HaYajHU JIMO IIPOjeKTUBHE IeOMeTpHje.

Ilezaprosa TeopeMa jecte IpUPOJIHA OCOOUHA IIPOjeKTUBHE NeOMETpHje, DAl 3001 HEITOCTOjarba
rapajie;THUX ITpaBuX. 1aja je oHa opMyIncaHa Ha jeMHCTBEH HAYMH U Kao TaKBa 0o0yXBaTa
cBe ciaydajeBe. CTora je IPEHOIIEIHE OBE TEOPEME Y EYKJUJICKY T'eOMEeTpHjy OUI0 Kao HHEeHO
spaznarame’ Ha Buie ciydajeBa. Ocnamajyhu ce Ha MoJiesl HHTYUTUBHE PABHU je jaCHO Jia OBa
TeopeMa BaXKU Uy €yKJIUJICKO] TeOMeTPUju U (POPMAIHO CMO JOKA3AJM Map CIydajena.

N manocsinjeTky, Kpo3 MpUMjeHy TeopeMe CMO BHJIjesT KAKO OHa BPJIO jeHOCTABHO pjelraBa
Hau3IJIe/] KOMIIMKOBaHE 3a/IaTKe.

Hbena npumjena y ymjeTHOCTH je CBaKako mpucyTHa. Bujjenmu cmo ja je macrasia Oarr u3
norpeba panor ciaukapersa y Utamuju. Ogatie ce oHa MOYU-E KOPUCTUTH Uy APYTUM IpaHaMa
YMjETHOCTU KaO IIITO Cy, HA NPUMjep, apXUTEKTypa U rpadUdKu JTU3ajH.

N sza xpaj, xTjena 6ux ma ce 3axBaguMm npodecopy Boxmmapy JoBanosmhy koju HaM je
[IPEJICTABUO MMPOjEKTUBHY T'€OMETPU]Y Ha CBOJUM YaCOBHMA U KOJI KOTa caM OBY 00JIacT MOCeOHO
3aBoJbesia. VlcTo Tako OUX ce 3axBajiMjia M CBOM MeHTOpPY, Ipodecopku Jesirenu Jespemonuh,
KOja MU je IIOMOIJIa U Jiajia MOTUBAIU]Y 3a IHCAhe OBOT PaJia.

LAa je Mesape, xpabap nuonup 17. eujexa mozao npedsudjemu do weza he rwe206a
docjemmpusa memoda npojexmosarsa dosecmu, on bu ceaxarxo buo 3anarwen. On je 3Hao da je
YUUHUO HEwmo dobpo, aiu Huje uMao nojma o mome xaxo e ce mo dobpo noxazamu y
oydyunocmu.“ E.T. Bea (1883-1960)
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