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1 YBon

CemepenujeBa jgeMa O peryjaapHOCTV HaHAC je IO3HATA KAao jenaH onx GyHIa-
MEHTAJHUX Pe3yJITaTa y eKCTPeMaJHOj KoMOmHaTopunu. ['pybo pedeHo, oHa
HaM T'OBOPM Ia CBAaKU I'pad MOKEMO IOAEJIUTU Ha MaJy OpPOj OesaoBa KOjU ce
Behuncku mMebhy cobom moHaIajy CIUYHO HEKOM CIIyYajHOM OUIapPTUTUBHOM
rpady. Y oBoM pamxy heMo mpencTaBuTu OBaj Pe3yJTaT UM HEKE OJ HErOBUX
IpUMeHaA.

1.1 Cuayuajau rpagoBu

BepoBaTHOCHM MeTO[ je MO3HAT aJjIaT 3a Tpaskeme oDjerkaTa ca KeJbeHUM CBO-
jCTBUMA, U YeCTO je KOPUCTAH 3a MOKa3MBame NpodIeMa KOju HAWU3TJIeT HUCY
ciydajHe mpupose. Y TOM KOHTEKCTY, CIYYajHU I'padoBU Cy HaM KOPUCHU
KaJa KeJIUMO Ja NOKa:KeMO IIOCTOjame I'padoBa ca JaTUM CBOJCTBUMA.

Hedbunuaunmja 1. (Cayuajan rpad.) Cayuajaum rpadom G(n,p) 30BeMO Tpoc-
TOp BepoBaTHONE HAJ CKYIOM CBUX HEYCMEPEHUX MNPOCTUX rpadoBa ca n
TeMeHa, rae cBakoM rpa¢y G ox m MBHUIA NPUAPYKY]jEMO BepOBaTHONY

P(G) = p™(1 — p) &),
[TocToju Tauno (%)) rpagoBa ca m uBMIA, I1a je ciaydajHu rpad nobpo medu-
Hucas. ExBusaseHTHO G(n,p) MOKEMO IOCMATPATHU U KAO IIPOCTOP BEPOBATHO-
he rme cBe mBUIlEe HE3aBUCHO MOCTOje ca BepoBaTHONhOM p.

Penumo na Tpakwnmo rpa¢ ca onpebenum 6pojem noncTtpykrypa X Ipy HEKUM
NONATHUM OrpaHWYemuMa. YecTo je MOBOJBHO na MOCMATPajMO KJIACY CIy-
vajuux rpadosa G(n,p). AkKO mOKa:keMO na je OUeKMBaHA BPETHOCT Opoja
Konuja X MOBOJLHO BEJIUWKA MPU HAIUM OTFPAaHUYEHUMAa, TO HAM I'OBOPU 14 y
0BOj KJacu IOCTOju rpa@ ca HOBOJLHO Kommja X.

Y Ty PYKY je IPpUPOIHO Oa *KEeJIMMO aa 3HAMO 0 KOje Mepe MPOU3BOJLAH I'pad
MOMKeMO oueHuTu ciaydajunMm. Mebyrtum, momen cayuajuor rpada G(n,p)



2 1. ¥YBon

HaMmehe masie pasznuke uaMeby MokaJHUX TycTWHA Tpada, OITO HUje CIydaj
y OHNMTHM IpaoduBMa. JemHo on pemema je na TPaKUMO IOAENy TeMeHa
Ha CKYIIOBE KOju he ce IOHAIIATH Kao CJIydYajHH rpadoBU ca pPa3IndUTHAM
BepoBaTHOhaMma, nok he ce Tu ckymoBu Mehy coOOM moHaIATU Kao CJIyda-
jEM OmnmapuTuTBHU rpadoBu. Jlema o perymapHOCTM HaM yIpaBO T'OBOPHU O
IOCTOjalky MoJesa HAJIWK OBUM, Ca HEKUM JOAATHUM OTPaHUUYCHUMA.

0.0

[Taposu (V;,V;) ce monamajy kao cirydajHu
rpaoBU ca He Hy;KHO jeHaKUM BepoBaTHohama

1.2 CemepenujeBa TeopeMa

[Ipe Hero mro popMyaUIIEMO U TOKAKEMO JEMY O PETryIapHOCTA OCBPHYheMo
ce Ha KOHTEKCT Y KOMe je OHa HacTaJia. JleMa o perysapHOCTU MPOUCTEKIA je
n3 Cemepenujesor nokasa [3] xumoreze Epmoma u Typana o moackymosumMa
OIpPUPOTHUX OpOjeBa KOjU HE Caap:ke apUTMETUYKEe Mporpecuje my:kuHe k.

Teopema. (Cemepenu, 1975.) 3a cBaku nmpupoman Opoj k u peaman Gpoj
d > 0 mocroju N = N(k,d) TakBo na 6wuio KOju mOACKYI npBux N IPUPOTHIX
OopojeBa Beamumue 0N CAIp:KU apUTMETUYKY IPOTPECUjy Ay-kuHe k.

ExBuBasentano moxkemo pehm ma cBaku 2ycm MOIACKYHI MPUPOIHUX OpojeBa
CaIP:KU MPOU3BOJLHO IYyT'y apUTMETUUYKY IPOTPECHUjy, rae TYCTUM CMaTpPaMO
MOACKYT KOJU y JIMMECY camp:Ku Oapem  yaeo mpupomHux O6pojeBa mam Gpop-
MAaJTHO

ANn{1.2.... N
lim sup {12, N}

=0>0.
Nr—oo N




1.3. Horamuja 3

CemepenujeBa TeopeMa je remepaJmsanuja Takobhe mosumare Bawm mep Bep-
IEeHOBE TeopeMe Koja Kaske ma ce MPUPOIHU OPOjeBUM HEe MOTrYy MOAECJUTUA Ha
KOHAYHO MHOT'O CKYIIOBa KOjU HE CaAp:Ke apUTMETUYKE IPOTrPecrje naTe MysKUHE.

Teopema. (Bau nep Bepuen) 3a cako (k,m) nocroju N = N(m, k) Takso na
bojemeM cryma npBux N mpupomHux OpojeBa y m 00ja mocToju jemHoOojHA
apuTMeTUYKa IIporpecuja mysxuHe k.

[Ipe camor Cemepemuja cayuaj k = 3 y CeMepenujeBoj TeopeMu OOKa3a0
je Pot, kopucrehu ce muckperaom ®ypujepoBom ananuzom. M3zumenabyjyhe,
Cemepenu je mpeACcTaBuoO eJeMeHTapaH I0Ka3, Koju ce m3aMmely ocrasor 6a3u-
pao ma Ban nep BepnenoBoj TeopeMu u semMu 0 peryaapHOCTH, CIEIjaJHO 34
obunaptutusHe rpadose. Tpeba HamoMeHyTU na je Taj HOKA3 M3Y3€THO 3aXTe-
BaH U KOMILJIMKOBaH, 1 Aa ra Hehemo obpaauTu oBIe, I1a heMo ce 3aIp:KaTu
Ha mokasy PoroBe Teopewme.

1.3 Horamuja

TokoMm pana ca [n] hemo oznauasaru ckyn {1,...n}, rue je n npuponan 6poj.
Takobe hemo ce KoOpuUCTUTU aCUMITOTCKOM HOTAIMjOM, W yBemneMO HEKe
OCHOBHE I'pa(OBCKe IIOjMOBeE.

Hedpuannmja 2. 3a nse peanue Gpyuruuje f, g kakemo na je f = o(g) (uuramo
f je mano o 00 g), ako Bazku:

lim 7 —
wertoo () 0,

f (=)
g

rae g(r) He y3uMa HyJda BPEAHOCTU MOYEBIIN O] HEKEe BPEIHOCTH.

Hedouuunuja 3. Ipocm zpad je ypebern map G = (V, E) rge je V ronauan
ckyn a E monckyn (‘2/)

Iedmuunuja 4. 3a rpad G kakeMo na je k-napmumuear axko IMOCTOJU TOIeTIa
ckyma TeMeHa V Ha k OUCjYHKTHUX HEMIPA3HUX MOJICKYIOBA TIe CBAKU IOACKYII
HeMa rpaHa yHyTap cebe.
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2 Perymnapnoct

Y oBoMm moriaB/py hemo mepuHMCATH IITA 3HAYU A T'pad MOXKEMO IOIETUTH
Yy CKyIIOBE T€MEHa KOj! Ce MOHAIIA]y CKOPO CJIYyYajHO, U NOKA3aTHU HAIIy I€H-
TpaJHy teopemy - CeMmepenujeBy jemMy O peryJjapHOCTH.

2.1 TI'ycrmHa m peryJjiapHU IIapoOBU

YBer hemo cmarparu na cy mamu rpadosu G = (V) E) ca ckynmom remena V u
ckynom uBuna F npoctu. Ca e(A, B) osnauaBaliemo ckyn cBux mBuna rpada
rae jenno teme mpumnana ckyny A C V., a apyro ckymy B CV

e(A,B) ={(u,v) € Ax B:uv € E}.

Hedpuannuja 5 (I'ycruna.). Heka cy A u B mBa moackyna temena rpada.
I'ycmuna n3mehy oBUX CKymoBa je

le(A, B)|
WA B) = A 16T

Heduannmja 6. (e-perynapan nap.) 3a aBa nmoackyna temena rpada A, B C
V raskeMo nma uwmHe e£-pezyaapar nap axo 3a cBako U C Au V C B rue |U| >
e|Al, |V| = ¢|B| Bamu |d(A, B) —d(U,V)| < e.

[Ipumerumo na ckynosu A u B Hucy Hy:kHO nucjyakTHU. Takobe, uma cMucia
TOBOPUTH O £-peryJaapHOCTA caMo 3a € < 1.

3a cayuajan rpa¢ ca BepoBaTHOhOM p he oOUekMBaHaA BPEIHOCT TIyCTUHE
n3Mebhy cBaka maBa CKyla TeMeHa OuTu OaIl p, ma 3a -peryjapaH map MOKeMO
pehnu na ce momama Kao ckopo CIydajHU OMIApPTUTUBHU I'pad, KAKO Ce I'ycC-
TUHE u3Meby HeMaaux MOACKYNOBa TEMeHa He Pa3JjnKyjy 3HaTHO. BpemHoct
€ Urpa yJaory T'peIIKe, Y CMUCIY Oa Ce Ca MAMmUM £ JOKAJHE T'YCTUHE MAbhe
Pa3iMKy]y OX OUEKMBAHUX I'YCTUHA CJIydajHOr rpada.

5



6 2. PerynapsHoct

U| = ¢|A],[V] = €| B

[d(A, B) —d(U,V)| < ¢

Jepuuannuja 7. (e-perynapna eksunapruiuja.) I[laprunmja temena rpada
P={W,Va,....Vi} U{W} je e-peeyrapna exsunapmuyuja axo:

o [Vol <elVi,
o Vif=[Vaf =---=Vil,
e najsume ck? maposa (V;,V;) (i,7) € [k]* Huje e-perymnapno.

3rogao he mam OuTM ma mapTUNU]y KOja 3am0BoJbaBa camo Tpehe cBojcTBO
30BeMO ¢-perynapHa maprtunuja. Crym Temena Vj urpa yjmaory omnadaka,
y CMHUCIY na Ty odbayyjemo maau OpPOj TeMmMeHa, Kako OMCMO HOOWMIU jen-
HaKe BeJMUYMHE OCTAJuX CKymoBa. CaMuM TuM, MOJ ACJIOBUMAa HAPTULLAjE U3
nperxonue nepuHUnUje cmarpamo Vi, ... Vi, amm ve 1 V.

Cana MokeMO (GpOpMyIUCATHU MEHTPAJIHO TBpheme, 1eMy O perynapHOCTH.

Teopema 1. (Jlema o perymapuoctu.) 3a cBako € > 0 u m € N mocroju
npuponan 6poj M = M (e, m) rakas na 3a cBaku rpa¢d G ca Gapem m TemMeHa
mocToju e-perynapsa eksunapruija GG ca k mesnosa, rae je m < k< M.

IonajMo na je mocrojame ckyma Vy camo TexHudke npupoge (3roxuo he mam
OUTKH NPU MOKA3UBALY JIEME O PEryJIapHOCTH). AJITEPHATUBHO MOYKEMO IIOC-
MaTpaTy NapTUlUje Ha AeJOBE UHhje Cce BeJNYUHE Pa3juKyjy 3a He BUIIE O
1, 6e3 ckymna V), 1 oBa Bep3uja jJeMe O PEeryJapHOCTU he BayKUTU.
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[IpumeTumo ma Opoj mesoBa Yy €KBUNAPTUIMjU YOIIITE HE 3aBUCU OI Opoja
temena rpada G. MebyruMm, 3a rpadose ca mamum Gpojem temena (n < M),
0BO TBpheme HeMa IIyHO 3Havaja - Ha IPUMEDP, MOKEMO MO IEJIUTHU rpad Ha MO-
jemuHaYHa TeMEHa, Tada je e-peryjaapHOCT TPUBUjaJHO 3a10BObeHa. Takobe,
IpUMETUMO na 3a BeoMa pemke rpadose, ca o(n?) usuma, rycture usmeby
mapoBa TeXe HYJU 3a BEJIUKO N, Ia JeMa PEeryJjJapHOCTHU Jaje CMUCTIEeHE Pe3y -
TaTe caMoO 3a r'ycTe rpadoBe ca BEJMKUM OPOjeM TeMeHa.

2.2 Ilpunpema 3a mokKa3 JieMe O peryJiapHOCTHU

3aHUMJLUBO j€ Ja Cy MOKYIIaju BEPOBATHOCHE KOHCTPYKIN]€ PEryJIapHUX map-
TUNMja gaTor rpada yriaBHoM HeycuemHu. VnejHo, anropuraM 3a KOHCTPYK-
1]y peryjapHux mapTuinuja Ou u3riemnao OBaKoO

e [Tounumo on Tpusmjasnne napruiuje (jeJaH CKyI CBUX TEMEHA).

e Cpaku e-meperynapan nap (A, B) y wamoj napuruiju hemo momeanTtu
ckynoBe A u B Ha BUIlle MamUX I€JI0BA.

e Kama mobujemo e-perynapHy NapTUINA]y, CTajeMO.

OBaj mpouec he ce curypHo 3aBpumtu (aKO 38 CKYIOBE Y3MEMO II0jeINHAYHA
TeMeHa), aJau riaBHM npobiem je obe3bemutu ma Opoj koHauaH OpoOj me-
JIOBa He 3aBUCH of BesqumumHe rpada. la ducmo orpannunnau 6poj urepamyja
OBAKBOT aJITOPUTMa, yBeCheMO MOTONOHY MOK08APUJaHMY - BEIIMYUHY KOoja he
HaM pacTU IOOK MapTUIja HUje £-peryjapHa, a [a je TMPTOM OTrpaHUYEeHA.

Hedmuunuja 8. 3a rpad (' u werose qucjyHKTHE HOIACKynoBe Temena A, B C
V(G), cpeowa xeadpamna zycmuna je

A[lB]

a(A,B) = =1

—d*(A,B),

rae je n = |V(G)|. Homatro, 3a maptumujy temena P = {V;}¥_, mepurnummmio

k

k
=Y aVi, V).

i=0 j=0

[Toncerumo ce ma HaMm je 3a ckyn Vg jenmHo OUTHO ma oH Oyme maau (yorre
He pasMarpamo perynapaocTt maposa (Vp,V;)), ma moxkemo ckyn Vy mocma-
TpaTy Kao NapTULN]y Ha CUHIJITOHE:

Vo ={{v}:vel}
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Iaxne, kom q(Vo, Vi) ysumahemo zampaso .y q({v},V;), mro he mam 6utnm
KOPUCHO KaCHWU]jE.

[Ipumerumo ma je ¢(P) orpanudena:
JIema 1. ¢(P) € [0, 1].

Joxas. Karo je d(A, B) <1, To numamo:

0<i,j<k
jep cyMma Zle Z?zl \Vi||V;| yopaBo ©poju cBe mapose Temena y rpady. []

Hama mpBo K/BbYUYHO CBOjCTBO OBe (YHKIUje je TO na oHa Hehe omacTtu mpum
ycummwasany MapTUNUja, Tj. OPU HOAEIU CKyNoBa Ha Mame menoBe. O3-
mauumo P < P’ ako je cBakm uinan P’ moACKyIl HEKOr diaHa y P.

Jlema 2. P 2P = ¢q(P) < q(P)

Jlokas. IToBOWBHO je na HOKa:keMO na TPU yCUTHaBamy Hekor napa (A, B),
cpemma KBaapaTHa rycTuHa pacte. Heka cy Pa = {A;}", u Pg = {B;}\_,
naprunuje ckynosa A u B.

9(PaPp)i= > q(A;,By)
(4,9)€[m]x 1]
= > JA|-|Bj|d* (A, By)
(4,9)€lm]x[l]
1 62(141‘7 B])
=Y | Al - |B;|

(i,3)€[m]xl]

[Tpumenom Komu-IlIBapnose HejennakocTu je:

e*(A;, Bj) e?(A;, B))
SR 290 (1Al - IBI) = S\ P Al - |B;

(,5) €[m]x[l] (4,5) €lm]x[l] (i,5)€[m]x[1]

WV

Z G(Ai>Bj)

(i,4)€[m]x(l]

=e*(A, B).
Kama yBpCTMMO OBO y MPETXOIHY jeIHAKOCT MOOMjaMO TPaske€HU Pe3yJITaT

1 e*(A,B)
P e S ——
q(Pa, Pp) = 22 TA[ B q(A, B)
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k
gqP)y= D aPv,Py)+> a(Py)
(i) lbl? =
> ) q(Vi V)

(3,5)€[k]?

=q(P).
[]

sRennmo nma moraskeMo ma cBe HOK yCUTHaBaMO c-HEperyJapHe apoBe cpel-
HBba KBaApPaTHA I'yCTUHA he pactu 6ap 3a koHcTaHTy. ['maBHA smema je cieneha:

JIlema 3. Heka je (A, B) e-meperynapan u Heka cy Ay C A u By C B TakBu
na |Ai| = €|Al, |By| 2 ¢|B|l u |d(A, B)—d(U,V)| > e. ¥Yamnmo Py = {A;, A\ A}

(Ay:= A\ A)) u Pgp={B1,B\ B1}. Tana Basxu caenehe:
4| Al B
n?

q(Pa,Pp) =2 q(A,B) + ¢

Jloxas. Heka je Ay := A\ A; u By := B\ By. Yaudpopmuo onabepumMo HEKO TeMe
a € Aurteme b e B. Heka je A; ckyn u3 P, KOMe mpumana TeMe ¢ U CIUIHO
me¢unnmumo B;. YBennmo ciydajuy npomeniBy X = d(A;, B;). Bapujanrcy
OBe CilyJyajHe TPOMEHJ/bMBE NEeMO TPaKUTU Ha ABa HauWHa, Kopuctehu ce
UIEHTUTETOM

Var[X] = E[(X — E[X])?] = E[X?] - E[X]2.

Habumo ouekusBane Bpemnoctu X u X2:

E(X]= >  PlacA]-Pbe B)]-d(A;,B))
(,9)€[2]?
|Ai| | Byl
D
1
arE 2 )
(i )el2p
_ e(A,B)
|Al - |B|
= d<A7B)>

21 |A,| |Bj| 2
EX= >, G p ¢ e B)
(i.4)€[2]?
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:m Z q(A;, Bj)
(i.5)€2)?
n

= A p P Pe)

Ilakne, Hama BapujaHca jeqHaKa je:

2
n
77,2

= T (¢(Pa,P) — q(A, B)).

Ca mpyre crpane, BepoBarHoha na X = d(A;, By), onnocHo BepoBaTHoha ma

| X — E(X)| = |d(A,B) —d(Ay, By)| = ¢, je ‘Tj;:;gfl, Ia TUMEe MOXKEMO OLEHUTU

Bapujaucy X rkopucrehu MapkKoB/BEBY HejeTHAKOCT.

Var[X] = E[(X — E(X))2]

> PX — E(X)| > ¢
S 52\A1| | By

|Al - | B
> et

a akKo YBPCTUMO M3pa3 3a BapujaHCy, M0OMjaMo

JAlIB|

2

Q(PA,PB) - Q(A7 B) Z e

n

]

Cama kaza cMO IOKa3alnd Oa ycuTHaBameM mapoBa ckymosa (Vi,V)) woju
HUCY €-peryJjiapHU, CPeama KBaIpaTHa T'YCTUHA JIOKAJHO PacTe, MOKEMO Oa
nokaskeMo na he npu npodumeny cBux naposa (V;, V;) koju Hucy e-perynapau
cpenma KBaapaTHa I'YCTUHA YUTABE MAPTUIAje TTOPACTU 38 KOHCTAHTY.

OBo he HaM TPAKTUYHO 3aBPIIUTHU NOKa3 JeMe, C TUM IITO heMO OBO IPOQUH-
jeme KaCHUje IPUIaroAuTU TaKO Ja Yy CBAKO] UTepalrju UMaMO CKyIOBe jel-
HAKUX BEJIMYUHA.

Jlema 4. Hera je P = {V;, V1, Vh,...Vi} Heka ekBumaprunuja koja Huje e-
peryanapHa, a ma je mpuroMm |Vp| < en. Tama mocroju npodumeme P’ rume
[P\ A{Vo} < k2" m

q(P) = q(P)+ (1 —e)e’
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Jokas. 3a csaxu nap (V;,V;) koju Huje e-perynapan Heka je (AY, A7) map
HOICKYIOBAa 300T KOjUX KPUTEPUjyM MaJUX Pa3IuKa I'yCTUHE HUje 3aT0BOJbEH.
Heka je P; 3ajenanuka naprtunuja cBux naprunmja ckyna Vi, p;; = {AY, V;\ AV}
3a cBaku Heperymnapuu map (V;,V;). 3amenumo cBaro V; ca P; (aro V; Huje
camp:KaH HUA y jeJHOM HeperyiaapHoMm napy, yamumo P; = {V;}).

Vi

Va Vs

3ajeqHUYKaA TApPTUIMUja 34

napose (V1,V2), (V2,V3), (V3, V4)

Ha oBaj HauMH je CBaKM CKyH mozesbeH Ha HajBume 2F memosa. JIOKa:KMMO
caza na cMO oBuMe moBehasnu cpenmy KBaAPATHY T'YyCTUHY.

oP)= > q(P.P;)

(i,4)€[k]?
= Z a(P;, Pj) + Z qa(Pi, Pj) + 2 Z q(Vo, Pi) +q(Vo)
(V3,Vj)per. (Vi,Vj)meper. 1€[k]
Jlema 2
= Z q(Vi, Vi) + Z Q(pijvpji)+ZZQ(V07{‘/i}> +q(Vo)
(V3,Vj) per. (Vi,Vj) meper. 1€[k]
Vil Vil
> 9P+ ) €

(V3,Vj)meper.

Kako je 6ap ck? maposa (V;,V,) Heperymnapho u BenmuumHe CKymoBa V; cBe
. n—| Ve . 2 _ 2
jenHake mo %, TO j€ Y (v viymeper. | Vil - [Vi| 2 €(n —en)* = £(1 — ¢)n”. Kana
YBPCTHAMO OBO y HMOCJEIHY HEJeTHAKOCT CJICIN:

q(P") = q(P) + (1 —e)é®

mTO je m Tpebaso JOKA3aTH. []
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[IpumeTnMo na Hama HOBa MApPTUIAja HEMA je THAKE BEJIMYUHE CKYIIOBa, HaKJe
CBe IITO je OCTaJI0O YPAIUTU je MOAMU(PUKOBATH OBO yCUTHABAHmE TAaKO IITO
hemo Temena mpebamuBatur y Vg, na 6ucMo moOUIN €KBUMAPTUI]Y.

2.3 Jloka3 jieMe O peryJjiapHOCTHU

JIema 5. Heka je P = {Vp, Vi,..., Vi} Heka ekBunaprunmja rpada G (|V(G)| =
n), koja HUje e-peryaapHa. Tana mocroju npopumeme P’ (ca HOBUM CKyIOM
ornanaka Vj) Koje je ekBumapTurnumja ca ue pume on k4® ckymosa koja nosehasa
cpelmy KBAAPATHY I'yCTUHY:

a(P) > q(P) + (1 - o)<,
a [a IPpUTOM CKYII OTIIaaKa IIOpacCTe BEOMa MaJio:
n
Vil < Vol + o7

Jloxas. Hagorpamuhemo maprtuiujy u3 nperxonse jgeme. Hawmme, mpBO ycut-
HUMO napTunujy P kao y nperxonno] semu. Ha taj mauwun cmo ox {Vo, Vi, Vs, ...
no6ums maprumuajy P = {Vo, Uy, Us,...Uyy, M < k2F. Csaru ox U; mome-
JUMO y HajBUIIEe MOryhe ANCjyHKTHUX IMOJCKYIOBA BeaudmHe d = %. Oc-
TaTak u3 cBakor U; momeanheMo Ha CHUHIJITOHE U IPUIAPYRKUTU HOBOM CKYIY
Vy. Bummmmo ma je oBO HuIITA APYTO HETO YCUTHEHE P (oBme HaMm je on
3Hauvaja Omso mrTo Vy mocMarpaMo Kao mApTUIMjy Ha CUHCIATOHE). [Ipurowm,
cpenma KBaapaTHa I'yCTUHA OBe HOBe maprurnuje P’ je mopacia 3axBasbyjyhu
IPETXOAHO] JIEMU:

Jlema 2 ~

Jlema 4
(P = qP) = qP)+(1—e)
JlomaTHO, HOBa MApPTUIAja WMa HE BUIIE O k4% CKYTIOBa
K[V
d

Ilok je ckyn V) mopactao 3a He Bume on d exeMeHara 1o cBakoMm on U,

PAL{VEH < = k.

n n
WO”g‘%‘""dMg\Vo\-i-m%Qk:\%\—i—?.

[]

[Toncerumo ce TBphema menrpasue Teopeme, CemepenujeBe jemMe O pery-
JIAPHOCTU:

Teopema 1. 3a cako ¢ > 0 u m € N nocroju npuponaun 6poj M = M (e, m)
TakaB ma 3a cBaku rpa¢ G moctoju e-perynapra ekBunaptuimja G ca m <
k < M memnosa.

, Vi
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Jloxas. Y CcTaHOBUIM CMO Ma TMOYEBIIN OJ MPOM3BOJPHE E€KBUNAPTUIIMjE, TPU-
MEHOM TIPOQUILEHa U3 MPEeTXOoMHe JjeMme, y He Bume on £ °(1 —e)~! kopaka
[OonIa3uMo OO0 e-peryiaapre ekBunaprunuje. Ocrtano je ma ce yBepuMoO Oa
OBUME KOHAYHW CKyTl oTnanaka uuje sehu ox en. Ca V! ozmaummo ckym or-
nmajgaka y [-Toj UTepanuju, U IPeTIOCTABUMO Oa AOJA3MMO IO £-PeryiapHe
nmapTuilije HaKOH L ureparuja.

-5 ~1

VA < Vol + L g < ol + 2502

rae je ky 6poj ckymoBa y I/IHI/I]_II/IjaJIHOj MapTUINA]U.
HoBomuO ma omabepemo HajMmame Moryhe ky > m um modyeTHO Vy TakBO Oa
BaKU

ne?(l—¢e)”!  ne ne
=m0 = Vol < ko < —
ko 2 Vol 2
ko=l > e %(1—¢)t n > 2—1{:0.
€

3a n < iﬁ MOYKEMO Y3€TU TPUBUjAJHY MapTUNM]y Ha CUHTJIATOHE um Vo = (),
KOja je CBaKaKO e-peryJapHa.

3a MOBOJBHO BEJIUKA N, HJOBOJHHO je ma omabepeMo MPOu3BOJbAH CKYI Vj BeIu-
yuae N mod ky, ma OMCMO OcCTaTak MONeauan Ha ky jemqHakux mneiaoBa. Heka
je f(k) = k4k. Csawom mrepammjom meme 5, ox k memoBa mobujaMo He BUITe
on f(k) memosa. IloHOBHOM TpUMEHOM JieMe H HOJIA3UMO IO E-peryjapHe
E€KBUNIAPTUIA]E CA HE BUIIE O

k= max{ £ 0797 (1), 220

— 1 =M(em)
nenosa. Kaxko je ky omabpano na Oyne max{m, —logy(e%(1 —€))}, k je zamcra
OTPAHUYEHO (PYHKIVJOM O € U 1M, YAMe CMO TOKAa3aJM JIEMY O PEryJapHOCTH.

[]

2.4 OrmeHe y jieMu O peryJjiapHOCTU

3amurajMo ce KakBe OIleHe cMO nobmmm 3a M. 3a Mama € (mTo yriaBHOM
KEeJIMMO) HAlll NOKa3 faje OleHe OOIMKa

f((l e)~"te™?) (kO)

IIpuverrmo xa je 44 > f(k) > 4%, re umamo orpanugeme 3a f(n)(k)

k k
4

4+ S k) > 44
S~—— S~——

2n noyTa CTEIeHOBaHO N IIyTa CTEIIEHOBAaHO
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OBo 3HAYM ma JeMa O PeryJIapHOCTU IPOU3BOAN CMUCJIEHE PE3yITaTe CaMo 3a
orpomHa n (kako n > M). Temko je u 3aMUCIUTH KOIUKO 6P30 OBE TAKO3BAHE
mopan GyHEIHje pacTy. AKO yBenemo o3Haky a T1T n ga 6yae Topam BeIUdnHe
n ca 6a3oM a, BumuMo ma je Beh 2 1 4 = 65536, ok je 2 ™ 5 = 26536 mro je
Beh MHOrO Behie on 6poja aTtoma y yruBepsymy (10%2).

Ienyje ma oBaj mOKa3 JieMe O PEryJiapHOCTU OCTaBJ/ba AOCTA MPOCTOPa 34
mo0oJbIIalke U & Cy OIEHe MocTa rpybde, aju UCTOCTaBbha Ce a je OBa OIleHA
3ampaBo oaroBapajyha, 6ap y kBamutatuBHOM cMmuciay. Hawmme ["ayepc je y
[5] morazao ma moctoje rpadoBu 3a koje je morpebHo HGapem 2 11 & ¢ menosa
na OM ce MOCTUIJIA £-PeryJjapHa MapTUlNja.

pyro murame KOje ce mpuUpomHO Hamehe je ma am ce Opoj mapoBa KOju
HUCY e-peryiapHu Moxke nobosmaru. VicmocraBma ce ma moctoje rpadoBu;
Koju HaMehy 3HauajaH yneo c-HeperyJapHUX mapoBa. JemaH TakaB IpUMep
je noay-epad.

Hedbunaunuja 9. Bunaprurusan rpad H, ca temenuma A = {ay,ay...,a,} n
B ={b1,by,...b,}, rme a;b; € E(H,) arko i < j 30BEMO NoAY-2pafom.

Q4 b4

Z—

ai bl

I'pad H,

TeBpbeme. 3a cBako moBoBHO MaJio € > (0, mocToju ¢ > (0 TakKBO Oa 3a CBaKO
k mocToju nm TakKBO ma CBaka c-peryiapHa momesaa H, ma k memoBa mma 6ap
ck e-HeperyjgapHUX HapoBa.



3 Jlema o ykmamamy TPOYIrJioBa

Y mapemHoM moOrjaB/mby hemo ce OaBuTtu TBphemuMa KOja HaM TOBOpe Oa
OpojeBU CTPYKTypa y peryiapHOj HNapTUIUjU HE OACTYNIA)y MHOTO O OUYEKHU-
BaHUX BpeTHOCTU Opoja THX CTPYKTypa y oArosapajyhem ciaydajHom rpagy.
KoukpetHo, y oBoMm morsiasy hemo ce pokrycupaTtm Ha TPOyryioBe m (Gop-
MYJIMCATA W NOKA3aTU JeMy O yKJIAWmamy TPOYIJIOBa, M NPUKA3ATU HEKE Ol
IBEeHUX IpPUMEHa, Kao mTo je PoToBa TeopeMa O K0joj je Ousio peun y yBOLY.

3.1 Ilpunema m mokas Jjieme

Hajuope hemo nokazatu jenny nomohHy jieMy KOja HaM TOBOPU Ia Y £-peryJiiap-
HoM mapy (A, B) ckopo cBa TeMeHa nMajy 03y OUYEKMBAHO MHOI'O MBUIA Ca
jeoHVM TeMeHOM Yy CKymy B.

JIema 6. (Jlema o creneny) Heka je (A, B) Heku e-peryiapas map ca IyCTH-
HOM dup. Onga 3a 6ap (1 —¢)|A| remena a n3 A Baku

degp(a) := le({a}, B)| = (dap — €)| B

Lokas. IlpernocraBumo cynpoTHo, na 3a 6ap ¢|A| remerna a € A Basxu degp(A) <
dap —e. Mebyrum, rycruna usmeby ckyma taksux temena A’ m ckyma B je
Dapem

2 acw le(a, B)|
|Al| B

d(A",B) = > dap —¢€

MITO je y CyIPOTHOCTHU ca mpeTnocraBkoM na je map (A, B) e-perynapan. [

Cama skeauMo ma OmeHuMO Opoj TpoyrioBa y ckymoBuma X,Y,Z, rme cy
(X,Y), (Y,Z)u (Z,X) cBu e-perynapuu. Y oarosapajyhem ciaydajaum rpadoBu-
Ma, ca BepoBatHohama dxy :=d(X,Y), dyz =d(Y,Z) u dzx = d(Z, X), ouekn-
BaH 6poj Tpoyruosa (z,y,z) € X XY X Z je

EAl= ) Ella,]

(z,y,2)EX XY XZ

15
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= Z ]P)[Axyz]

(z,y,2)EX XY XZ

= ) dxydyzdzx

(z,y,2)EX XY XZ

= dyydyzdzx|X|[Y]|Z].

WNcnocraBma ce ma 3a MOBOJLHO T'yCTe peryJiapHe mapoBe, CIUYHO TBpDHeme
BaYKU.

Teopema 2. (Jlema o 6pojy Tpoyruosa.) Ilar je rpadp G m mweroBu mom-
ckynmoBu Temena X,Y, 7 (He HYKHO OUCjyYHKTHU HU DA3JAYATH) TAKBU Ia CY
(X,)Y), (Y,Z2) nu (Z,Y) e-perynapuu. Axo cy dxy,dyz,dzx > 2¢ rycTuHe
u3meby onrosapajyhux maposa, ouna je 6poj Tpoyraosa (z,y,z) € X XY x Z
jemHak bapem

(1 —2¢e)(dxy —¢)(dyz — €)(dzx — )| X|[[Y]]Z].

Lokas. Kopucrehu nemy o cremeny 3mamo na mame on ¢|X| remena z € X
nma Mame o (dxy —¢)|Y | cycena y Y. Onna nocroju 6apem (1—2¢)|X| remena
n3 X koja mMmajy 6ap (dxy —¢)|Y| cycena y Y u 6ap (dzx — ¢)|Z| cycena y
Z.

durcupajmo Heko takBo Teme v € X. Kako ckymosu cycema Ny (z) u Nz(x)
nmajy bapem (dxy —e)|Y| > €|Y| u €|Z| Temena, MOKEMO UCKOPUCTUTH YCIIOB
e-perynapuoctu napa (Y, 7).

e(Ny(x), Nz(z)) = d(Ny(x), Nz(z))| Ny (z)||Nz(x)|
2 (dyz —€) - (dxy —e)|Y]- (dvz — €)|Z]
= (dxy —¢)(dyz — ¢)(dyz — 9)|Y|Z].

Haxkie, x ce canpxu y 6apeM (dxy —¢)(dyz —¢)(dyz —¢)|Y||Z] rpoyraosa, Te
je ykyman O6poj TpoyrJioBa jemHak Oap

(1 —=2¢)(dxy —€)(dyz — €)(dvz — )| X[[Y]|Z],
mTo je 1 Tpebaso MOKa3aTwu. ]

[IpumeTnMo ma HaM OBa JiemMa 3ampaBO T'OBOPU Ja MOCTOjake jeaHe MTOBOJHHO
rycTe e-peryjiapHe TPOjKe MHIAyKyje mocrojame mocTta (Tj. OKO OYEKUBAHO
MHOTO) TpOyrioBa y 10j. OBo TBpbheme hie HaM GUTH KILYUHO 38 JOKA3UBA:E
HapenHe mosHare teopeme Py:xe m Cemepenuja [0].
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Teopema 3. (Jlema o yraamamy TpOyriaosa.) 3a cBako € > (0 mocroju § > 0
TAKBO Mla CBAKOM Trpady O 7 TeMeHa ca Mame OO 0n® TPOyTrIoBa MOKEMO
obpucaru He BUIIE OX £n’ MBUIA Ha OucMoO mobunu rpa¢ 6e3 Tpoyriosa.

OsBo je mpBo TBpheme Koje HUje MUPEKTHO BE3aHO 3a peryJiapHe MapTUIlje,
ma hemo Ha meMy BUAETU KAaKO y3UMaihe PeryjJapHux mapTulrja MOKe OUTH
kopucHo. Mneja 3a moka3s je ma skenmmo na omabepemo § koje he ycaoButu ma
perynapHe napTunuje rpaga Hemajy I'yCcTe peryjiapHe TPOjKe, jep KaKO CMO
BUIEJIN Y TPETXOTHO] JIEMU, OHE UHAYKY]y MOCTOjarme Buine Tpoyriaosa. OHma
hemo obOpucatu cBe mBuIle udMelhy HeperylapHux mapoBa U uUBUIE udMebhy
IapoBa ca MAaJIOM I'yCTUHOM U no0uTu; rpad 0e3 Tpoyriosa, a naa CMO IPUTOM
obpucanay He BUIIE OJ en’ UBUIA.

Jloxas. Tlpernoctasumo na rpad G uMa mame on d(e)n® Tpoyriaosa, rae hiemo
d(¢) omabpaTtu kacHHje. Y3MHUMO OHHA S-PeryjJapHy €KBUIADTUIN]y OBOTL
rpada (mapamerap m HaM He Ur'pa yJIOry OBIe, Ia MOKeMO omabparu m = 1).
Takro cmo nobunu nmaprunujy temena {Vo, Vi, ... Vi}, kK < M. U3 rpada onna
opumemo cienehe uBuie:

1. Bpumemo umuraB ckyn Vi u uBuie koje canp:ke temMe u3 Vy. Kako crym
Vo Hema Bume o $n TEMEHa y OBOM KOPaKy CMO OOpUCau HE BUIIE O

2

EVO<|‘/O|TL< n

o

VBUILA.

2. Bpumemo wmBune usmeby csakxor mapa (V;,V;) (ij # 0) xoju mumje £-

—|Vi
perynapan. Kako oBakBux maposa uma He Buie ox $k*, u |Vj| =~ ,L()'

¥ OBOM KOPakKy CMO OOpHCAJI HE BUIIE OJ

(n — [Vol)*
kQ

2
<-n

g
EHe er. S ‘/z Vil < —k’2'
< Y WIVI< S
(Vi,Vj) meper.

15
4
UBUILA.

3. Nmajyhu va ymy jgeMy o Opojy TpOyrJyioBa yKJIOHMheMO uBUIile usMeby
ceux naposa (V;, V) ca rycrunom mamom ox 5. Tume cMmo y oBOM KOpaky
obpucaJsu He BUIIE O

9 €
Bponn < ) dVa V)V Y SIVilIV| < o
d(Vi,Vj)<5 d(Vi,Vj)<s5

VBUILA.
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yKYHHO CMO O6pI/IC§lJII/I HEe BUIIIE O
2
EVQ + EHeper. + EpeTKI/I < En

uvBuna. TBpaumo ma rpad cama HeMa TPOYTIOBA. 3aUCTa, AKO MPETIOCTABUMO
CYIIPOTHO, Aa mocToju Tpoyrao (i,j,k) y oBoM pemykoBaHoMm rpady, OH MOpa
npunanaTty #exoj Tpojuu (V;, V;, Vi) koja mma rycruny Behy on § 1o maposuma.
Kopucrehu Jlemy o 6pojy tpoyriosa, Buaumo na y tpojuu (V;,V;, V) uma
Dapem

{(7,7, k) aure Tpoyrao : (i,j,k) € V; x V; X Vi }| > (1 — g) (Z)3 (%)3

TPOYTJIOBA, OMHOCHO Oa MOCTOjU 6apeM = ( — —) (—) (%)3 TPOYTJIOBA Y pe-

nykosaunoM rpady (ysumajyhu cayuaj i = j = k). Komauno, ako onabepemo

d(e) rao
0 =5 (1-3) ()

nobujaMo Aa PeayKOBaHH, Ha caMUM TUM U MOYeTHU rpad uma 6ap dn® Tpoy-
r7I0Ba, KOHTpaAukmuja. Jlakie, GpucameM He BUIIE O £n’ WBUIA CMO 3aHMCTA
obpucasu cBe TPOYIJIOBE, YMME CMO MIOKa3ajiu TBPpheme TeopeMe. []

Kopucrehn acuMnrorcky HOTAMjy MOKEMO IPePOPMYINCATH JIEMY O YKJIIAH-
jamy TPOyrJoBa.

Teopema. (Jlema o yraamamy Tpoyriosa, acuMmarorckr) CBakoMm rpady omnn
Ttemena ca o(n®) Tpoyriosa Moxkemo obpucaTu o(n?) uBuna ga 6ucMo n06uIM
rpad 6e3 Tpoyriosa.

3.2 (6,3)-mpobiiem

(6,3)-npobuem nonceha wa mpobieme ekcTpemaJsiHe Teopuje rpadosa, camo
mTo ce 6aBM 3-yHUPOPMHUM-XuUIeprpadoBuMa, yMecTo oOMYHUX TpadoBa.
YMecTo mapoBa TeMeHa, 3-YHU()OPMHU-XUNeprpad ys3mMa TPOjke TeMeHa 3a
UBUIIE.

Iepuaunmja 10. Heka je V Herku koHaAUaH CKyN, W HEKa je F HeKm moackym
(‘;) Onna G = (V, E) 30BeMO 3-yHU()OPMHUM-XUIEPTPAPOM.
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Bpayn, Epmom u Illom cy y [7] mocraBunu caenehe nurame: 3a GpuKCHO
k > 6, KOIUKO HajBUIIE WBUIA MOKE MMATU 3-YHU(QOPMHHU-Xuneprpad omx n
TeMeHa, rae O6miao kojux k remena meby cobom mma mame om k — 3 mBuma?
[TocTaBuau cy Xunoresy aa je oarosop obauka o(n?), a jenunu ciaydaj y Kome
je mosmat oarosop je k = 6, 3a xoju cy Py:xa u Cemepenu mokasanu ma je
OATOBOP MOTBPIAH.

Ucnocrasma ce na ce oBo TBpheme MOke IpeBeCcT Ha je3uk OOUYHUX rpadosa,
KOje MOKEMO MOKA3aTU IPUMEHOM JieMe O YKJIamamy TPOYIJIOBA.

Teopema 4. (Pyxa-Cemepenu) 3-yuudopmuu-xuneprpad H ca n temena,
TakaB na Owio kojux 6 TemMeHa Hema Mehy coboM 3 uiau BuUIlle UBUILA, UMAa
HajBume e(H) mBuna, rue je

Joxas. IlpumeTnMo na TpoOyriaoBu y OOMYHOM rpady MOry na OAroBapajy
XuneprBUANaMa y 3-yHUGOPMHOM xuneprpady Hang uctuM remennMa. Jlokazahemo
na je oBo TBpheme eKBUBAJEHTHO ciemehem:

Teopema 5. ['pad ca n TemeHna, mpm yeMy ce CBaKa UBUIA CAAPKU Yy TAUYHO
jenHoM Tpoyray, uMma o(n?) uBunAa.

Loxas exsusanenyuge.

e Teopema 4 = Teopema 5. OOpummMo CBe UYETBOPKE TEMEHa KOje
uMajy meby cobom 2 xumepuBuile. buiio Koje oa OBUX TEeMeHa ce He
HaJa3u y HU jeAHOj APYTOj XUIEPUBUIM, Ia y OBOM KOPaKy OpuiieMo
He BUINE OJ 7N XWUIEepUBUIA. Y NTPEOCTAJOM Xuieprpady CBake 1IBe
XUIEePpUBUIle UMajy HajBUIIE jelaH 3ajeIHUYKN eJeMEHT: 3a XUIEePUB-
nne h, = {v;,vj, v} 1 hy, = {u;, uj, up} Bakn |hy, N h,| < 1. Orma MoxeMo
y3eT! KJacudYaH rpad rie oAroBapajy XWUIepUBUIAMA Y OBOM DPEIYKO-
BaHOM xuneprpagy.

e Teopema 5 =— Teopema 4. CBakoM TPOYIIIy TPUAPYKUMO OITO-
Bapajyhy xunepusuny y xuneprpady, yCIoB TeOopeMe 5 je 3aI0BOJHEH.

Cana mora:kumo Teopewmy 5.

Jloxasz meopeme 5 Karo cBaka mBUIA JIEKM Y TAYHO jeIHOM TPOYIILY, rpad

B 2
G uma TavyHO |3—‘ < % = o(n®) TpoyrioBa, ma MOMKEMO HDPUMEHUTH JIEMY O

yEJIamamy Tpoyriaosa. Jlakie, ykmonusmu o(n?) MBUNA CMO YEJIOHWUIU CBe
rpoyriose u3d G. Mebyrum, kako cBaka mBuila OpUIle TAYHO jeTaH TPOYTrao

. E
TO MMaMO 1a je y OBOM Opucamy YKJIOHEHO bapeM % uBuna. lakme |E| =

o(n?). ]
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3.3 PoroBa Teopema

Cana hemo mokaszatu PoTtoBy Teopemy, Tako mto heMo Hajupe KOHCTPYUCATH
rpa¢ raoe he pemema jemnauuwne r + 2z = 2y y ckyny A oaroBaparu TPOYTILY.
Heka je mat ckyn A C [N]. Pamuhemo man rpynom G = Zoy 41, 1 ckyn A hemo
mocMaTpaTd Kao MOACKYI ejeMeHaTa rpyme. KOHCTpyUIUMO TPUIAPUTUBHU
rpad Ham ckynmoBuMma temena X,Y, 7 = (G, rme hemo moBe3aTu TeMeHa

e rxc X cay€eY ako u caMo ako y — T € A,

e ycY caz€Z ako 1 caMo ako z —y € A,

e ¢/ cax € X ako U caMO akKoO Zg’”EA.

Hwrnnuea rpyna je HemapHa, Ia je IOCIEIHU KOPak JOOPO neduHMCAH.
Tpoyrao (z,y,z) y oBoMm rpady oHZa OAroBapa TOM ma OpojeBu

zZ—XT

2

(3.1)

=Yy —x Ty =z—-Y 1 =

npunanajy A, m umHe apurMeTuykry mporpecujy y Zonii. Mebyrtum, rako
cy T1,Y1, 2 enementu u3z A to hemo mmaru jemmakoct u'y Z, x1 + 21 = 2y;.
Kako jemmauuna z + z = 2y uma yBek TpuBujaiHa pemema y A (r =y = z),
BUIOVMO na he oBaj rpa¢ caap:kaTh caMO Te TPUBUjAJHE TPOYIJIOBE Kaaa 3a
A y3memo ma je monckyn [N] 6e3 apureTUUKUX Oporpecuja IAy:KUHE TPHU.

Teopema 6. (Porosa Teopema) Heka je r3(N) Bennunna majseher monckyna
[N] koju me canpsku apurMmeruuke nporpecuje ayskuae 3. Ownma je r3(N) =
o(N).

Jokas. Herka A C [N] me campsxku apurmeTunuke nporpecuje myskutae 3. Kon-
CTPYUIINMO TPUIAPTUTUBHU I'pa@ HaL TPU Konuje Zoy 1 KAO IMITO CMO IPETXOIHO
onucaau. Tpoyriosm y oBoM rpagy oarosapajy TPUBUjaJIHIM apPUTMETUIKIM
nporpecujama y A, ma 3a cBaky mBuUIY rpada uv MOCTOjU TAYHO jeTHO TeMe
w, TAKBO Ha je uvw Tpoyrao (pemasajyhu cucrem 3.1 3a 7 = y; = 27). Kako
ce CBaKa MBUIlA HAJA3W Y TAYHO jeTHOM TPOYIJY, IO TeopeMHu D oBaj rpad
uma o( N?) usuna. MebyTtuwm, cBaku enement us A oarosapa tauno 3(2N + 1)
usuna y osoMm rpady, te je 3(2N + 1)|A| = o(N?), ommocno |A| = o(N), mTo je

u TpebaJsio moKa3aTH.

[]
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3.4 Omnene y PoTroBoj Teopemu

[TocmaTpajyhu omnene u3 jgeMme o ykiIamamy TPOYIJIOBA, IPETXOMHU NOKAa3 HE
naje cjajue omene. Hawmme, omeHe m3 MpeTXOMHOT AOKA3a Cy OOJIUKA

N

ra3(N) < ———+
(V) < (log" N)e¢
rae je log*(N) 6poj nmyra ronuko Tpeba ma morapurmyjemo N ma Gucmo mo-
6unu 6poj mamu on 1 (Hasuk MHBEP3y TOpam omepaunuje T71), a ¢ KOHCTAHTA.
. N .

Y PoroBoM noka3y omneHa je Omiaa OOIUKA Togllog)> WTO je 3HATHO 6‘0J1:a
orera on oBe. MebhyTuMm, mTo ce Tuye NOHUX OrPpAHWYEHA HAJIO3HATHUjE je
nao bBepenn yerpmecerux romuHa, U 3aHUMJBMBO je 1a Ta OlEeHA HUje 3HATHO
noboJpimaHa o4 Taul.

Teopema 7. (Bepenn) ITocToju koucTanTa ¢ > (0 TakBa na 3a CBAKU OPUPOIAH
6poj N mocroju moackyn A C [N]| Koju He CAnp:KUA apUTMETUUKE TPOTPECU]je
OYsKUHE TPU, & 14 IPUTOM BaKU

|A| 2 Ne—c\/logN.

Jlokas. 3a npuponre 6pojese m,d mocMarpajMo meao6pojuy pemetry [m]? u
HmeHe Impeceke ca chepama nomynpeunsra L (L € N)

XL:{(xl,...,xd)E[m]d:x%—i—---—l—mé:L}

Ouuriie nuo MOpa outu L < dm?, ma jemanm on CKynoBa X1, X5, ..., Xgm2 MOpa
m 3 m 3
umatu Gapem -5 enemenara. Hewa je |X;| > 7. Csakoj d-Topmm y oBoM

CKymy mpuapyskuhemo onroBapajyhu mpupomaau 6poj Tako MTO heMo y3eTu
6poj ca oBuM mudpama y cucremy ca 6azom 2m + 1.

d

P(xr, ... 2q) = Z zi(2m + 1)1

i=1
[IpecaukaBame ¢ je OUNUTIENHO UHEKTUBHO. [IpuMeTnMO ma ako Tpu pasiu-
ynTa BEKTOpA X,y,Z € X; UMHE apUTMETUUKY MPOTPECUjy OHIA TO UUHE U
npuponau OpojeBu ¢(X), d(y), ¢(z) nu obparHo, jep HeMa mpeHOoca HUPpe y
cabupamy:
O(x) + ¢(y) = TaTa—1 - “T1oma1) T YdYd—1 - Yl (2m41)
= (224)(224-1) - - . (221)(2m+1)




22 3. Jlema o ykimamamy TPOYTJIOBa

=2 -Zg24-1 ... 21 (2m+1)

=2-9(z)

Jloka:knMO na pa3iuymTU BEKTOPU HA KUCTOj chepr He MOry 3a00BOJHaBATH
jemHaumny x + z = 2y. IlpuMenumo HejemuakocT Tpoyria (OIZHOCHO Hejem-
HakocT MUHKOBCKOT):

[+ llz ]| = Ix + =]

= 2[lyll
Kako cy Bekropu ma uctoj chepu to je ||x|| = |ly|| = ||z||, omrocro Mopa ce
MOCTUMNY jeIHAKOCT y MPETXOAHOj HejemHakocTu, mto he pehu ma je x = Az,
OIHOCHO X = —z (300r jemHakux HOpMU 1 paziaumuuroctu). Mebyrum Tana je

y = 0, mTo ouursenHo He mMpunaja HAIIO] chepu.
Hakne ckyn ¢(X;) HeMa apUTMETUYKUX Iporpecuja, jep X; HeMa apUTMETUYKAX

nporpecuja. Cu 6pojesu y cryny ¢(X;) cy me Behim oxn

(2m + 1)d —1
2m

M=m-

Ocrano je ma omabepemo d u m y ¢yurmuju onx N kKoje he mMakcuMu3oBaTH
u3pa3s

md—2

d Y

| Xi| =

a na mpuroM Baku N ~ M. Ysumajyhn (d,m) = (v/Iog N, 1eV'¢ ") nobujanmo
YIPaBO OIEeHY

md

_ _ —eV/IEN
Al =[o(X)] = X > 75 > Nem™™

]

3.5 ApurMeTrnura jieMa O yKJamamky TPOYTJIOBa

Bupnenu cmo jemarm mpumep Kako JeMa O YKJIamamy TPOYLJIOBa, TBpheme
KOje je Be3aHO 3a rpadoBe, MOke OUTH KOPUCHA y HOKa3dy PoroBe Teopewme,
TBphema Koje je Be3aHO 3a HM30Be 0Oe3 HeKuxX perema jennavuna. Cana
heMo mokazaTu apuUTMETUUKY JIEMY O VKJIamamy TPOYrJaoBa, Koja he Ham
HAJUK I'padOBCKOj JIEMU O yRJIAHKAKY TPOYIJIoBa, pehu ma ako HU3 CaapKU



3.5. ApurmMermuka JieMa O YKJIAWKHamby TPOYTrJIoBa 23

MaJu Opoj pemema T+ Yy = 2, MOKEMO YKJIOHUTU Ta pelema Opuriryhu Maan
Opoj emeMeHaTa.

Oxrosop Ha nurame Makcumasne seaununue ausza A C [N] Ge3 Tpojre ememe-
HaTa T+Yy = z (KOjy HaJasbe 30BEMO AapUTMETUYKA TPOjKA) HUje UCTE IPUPOIE
ka0 PoroBa Teopema - MOKEMO y3eTu Ha IpUMep CBe HemapHe OpojeBe 1 Tako
OOOUTU MONHU3 IPUPOJHUX OpOjeBa I'yCTUHE % KOJU HE CAIPKU aPUTMETUYKY
Tpojrky. Wmak, nmpu 60jemy mpupomHux OpojeBa he moctojatu jemHOOOjHA
apuTMeTUYKa TPOjKa, IMTO HAM rosopu cieneha Tteopema.

Teopema 8. (Illyposa teopema) lokazatu ma nocroju N = N(k), TakBo na
3a cBako k-Gojeme 6pojesa {1,2,... N} mocroje ucrobojuu 6pojesu z,y, z Koju
3a00BOJbABAjY T + Y = 2.

Jokas. lumekcupajmo name 6oje. ITocmarpajmo rpad Ky manm ckymom [N]
rae je rpaHa koja oaroapa OpojeBuMa uv, u # v obojena Gojom |u — v|.
Bumuvmo ma je Tpoyrao uvw omma mcTobOjaH aKO M caMO ako cy OpojeBu
lu—v|, |[v—wl|, lw—u| ncrobojun. MebhyTum, nocrojame ncrobojHOr TPOyTIA
oHzma oarosapa mcrobojHOj jemHaumun (u —v) + (v —w) = (u — w) (ako je 6e3
yMamema onmroctu u > v > w). Ca mapyre crpane, no Pem3ujeBoj Teopemu
unju nokas umrasarn moxke nahwu y [2] 3a noBomuo Besuko N Mopa mocrojaru
ucrobojan Tpoyrao y Ky, unme cMO IOKa3aiau TBpheme Teopeme. ]

Bam 3aTo mTo nmocroje rycty CKynosu 6e3 apuTMEeTUYKNX TPOjKU, 3aHUMJLUBY]€
he mam outu caienehe TBpheme 0 CKynmoBuMa KOju CKOPO HEMA]Y apUTMETUUKE
TPOJKe.

Teopema 9. (ApurMmeTnuka jemMa O yKJIamamy TPOYrIoBa) 3a cBako £ > 0
nocroju ¢ TakBo na cBaku ckyn A C [n] koju uMa Mame o1 dn? apUTMETUYKUX
TPOjKU, MOCTOju CKyn B ca He Bumme ox en eseMmeHarta Takas na A\ B Hema
ApPUTMETUYKUX TPOJKU.

/oxas. Koucrpyucahem rpa¢ cianuno xkao y nokaszy Porose teopeme. [lo-
ATHO, ADUTMETUYKY TPOjRY (Z,y,2), T +y = z, cmarpahemo pazmuuntoMm o1
Tpojke (y,z,z) (ocum ako z = y). OBo he mpomenuru 0 u3 TBphema 3a Ha-
jBuIIe GaxkTop 2, MTO HaAM He cMeTa. ROHCTPYWIIMMO TPUNAPTUTUBHU T'pad
van X,Y,Z = Z,,. Temena nosesyjemo Ha cienehu mayuH:

erecXcayeY akoucamo ako y —v € A
e ycY cazeZ ako mcamo ako 2z —y € A

e 2c /Zcax€ X ako u caMo ako z —x € A.



24 3. Jlema o ykimamamy TPOYTJIOBa

Omma cBaku Tpoyrao oaroBapa apTUMETUYKOj Tpojuu y A, MOk 3a cBary ap-
UTMETUYKY TPOJKY (a, b, ¢) moCTOju TauHO 21 OUC]YHKTHUX TPOYTJIOBA KOJU HOj
omrosapajy. I'pa¢d (om 6n Temena) makie caiap:ku Mame o 20n® Tpoyriosa,
ma MOKEMO MPUMEHUTH JIEMy O yKJIamhamy TPOYIrJIOoBa Aa AOOUjeMO pemyKo-
Baru rpa¢d G’ Koju Hema TPOYTJIOBe, HPUTOM yKIamajyhm me Bume ox £'n?
uBuna. Heka je ckyn tux obpucanux msuna F’. 3a cBako a € A o3HauMMO
ckyn csux usnna u3meby (X,Y), (Y, Z) u (Z, X) roje onrosapajy a ca XY (a),
YZ(a) n ZX(a), penom. M3 ckyna A hemo obpucarn cBe eleMEHTE a4 TaKBe
na 6ap jeman ox ckynoa XY (a), YZ(a) n ZX(a) nma 6ap %" 3aje IHUYKUX
uBuia ca .

OBume Mo obupcanu Hajsmme |E'|/% < 3
MOKaKEMO Na He MOCTOjU apUTMETHYKa TPOjKa y mpeocTtayoM ckymy. lIper-
NOCTABUMO CYTIIPTOHO, Ia MOCTOjU apuUTMeTUdka Tpojka (a,b,c) € A/B. Tloc-
MaTpajMoO CBUX 2n TPOYIVIOBa y IOYETHOM rpady KOJU OAroBapajy OBOj ap-
UTMETUYKO] TPOjiu, rae a oarosapa usunu udMebhy X m Y, b uBunu usmeby
Y u Z, a ¢ uBunu mamebhy Z m X. Kako cy oHU OUCjyHKTHU, 3HAMO Ia
ckyn F' canpsku Gap mo MBUILy O CBAKOT O TuX Tpoyryoa. Mebhyrum, mo
NupuxneosoM npurnummy, onfa Heku on XY (a),Y Z(b), ZX(c) nma Gapem 3
3ajemqHUUYKMX uBuna ca E'. Asm tama To Teme mpumanga CKymy OOPUCAHUX

TeMeHa B. ]

e'n enemenara u3z A. Ocraino je na



4 3akibydar

Y oBoMm pany cmo npencraBusu CemepenujeBy jieMy O peryJgapHocTtu. Kpos
YBOJ CMO ONIIMCAJIYX MOTHUBAIM]Y M3a JIEMe, & Y IPBOM IeJIy CMO yBeJIU IOjMOBE
€-peryjlapHUX MapoBa W NapTUNUja, W JOKA3AJIU JIEMY O peryjapHOCTU. Y
APYTOM MeJy CMO Pa3MaTpaad JIEMY O yKIamamy TPOYIJIOBa, U JOKA3AJIN
HEKe O]l HEeHUX Jienux mnociemuna - PoroBy teopemy, (6,3)-mpobiem u apu-
TMETUYKY BEP3U]jy JieMe O YKJIamamy TpoyrioBa. Yurasan moxke Hahu myHO
KODUCHOI MaTepujaja 3a masu pany [1].

OsBoMm npuankoMm Oux xTesna ga ce 3axBaguM ¢cBoM MeHTOPY JIyku Mununhesuhy
Ha M3MBOjJEHOM BPEMEHY U KOPUCHUM KOMeHTapuma m cyrectujama. Taxobe
OmX XTeja Ja Ce 3aXBaJIUM CBUM Ipo(decopuMa KOju Cy MU NIPeNaBaIv, U
CBOjUM TPYIOM TOMPUHETIU MOM MaJbeM Pa3BOjy U IIPOMAYyOUIM MOje MHTEPECO-
Bame IMpeMa MaTeMaTUI.
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