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1 Uvod

Semeredijeva lema o regularnosti danas je poznata kao jedan od funda-
mentalnih rezultata u ekstremalnoj kombinatorici. Grubo reqeno, ona
nam govori da svaki graf mo�emo podeliti na mali broj delova koji se
ve�inski me�u sobom ponaxaju sliqno nekom sluqajnom bipartitivnom
grafu. U ovom radu �emo predstaviti ovaj rezultat i neke od ǌegovih
primena.

1.1 Sluqajni grafovi

Verovatnosni metod je poznat alat za tra�eǌe objekata sa �eǉenim svo-
jstvima, i qesto je koristan za dokazivaǌe problema koji naizgled nisu
sluqajne prirode. U tom kontekstu, sluqajni grafovi su nam korisni
kada �elimo da doka�emo postojaǌe grafova sa datim svojstvima.

Definicija 1. (Sluqajan graf.) Sluqajnim grafom G(n, p) zovemo pros-
tor verovatno�e nad skupom svih neusmerenih prostih grafova sa n
temena, gde svakom grafu G od m ivica pridru�ujemo verovatno�u

P (G) = pm(1− p)(
n
2)−m.

Postoji taqno
((n2)

m

)
grafova sa m ivica, pa je sluqajni graf dobro defi-

nisan. Ekvivalentno G(n, p) mo�emo posmatrati i kao prostor verovatno-
�e gde sve ivice nezavisno postoje sa verovatno�om p.

Recimo da tra�imo graf sa odre�enim brojem podstruktura X pri nekim
dodatnim ograniqeǌima. Qesto je dovoǉno da posmatrajmo klasu slu-
qajnih grafova G(n, p). Ako doka�emo da je oqekivana vrednost broja
kopija X dovoǉno velika pri naxim ograniqeǌima, to nam govori da u
ovoj klasi postoji graf sa dovoǉno kopija X.

U tu ruku je prirodno da �elimo da znamo do koje mere proizvoǉan graf
mo�emo oceniti sluqajnim. Me�utim, model sluqajnog grafa G(n, p)
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2 1. Uvod

name�e male razlike izme�u lokalnih gustina grafa, xto nije sluqaj
u opxtim graofivma. Jedno od rexeǌa je da tra�imo podelu temena
na skupove koji �e se ponaxati kao sluqajni grafovi sa razliqitim
verovatno�ama, dok �e se ti skupovi me�u sobom ponaxati kao sluqa-
jni biparititvni grafovi. Lema o regularnosti nam upravo govori o
postojaǌu podela nalik ovim, sa nekim dodatnim ograniqeǌima.

V6

V4

V3

V1

V5

V2

Parovi (Vi, Vj) se ponaxaju kao sluqajni
grafovi sa ne nu�no jednakim verovatno�ama

1.2 Semeredijeva teorema

Pre nego xto formulixemo i doka�emo lemu o regularnosti osvrnu�emo
se na kontekst u kome je ona nastala. Lema o regularnosti proistekla je
iz Semeredijevog dokaza [3] hipoteze Erdoxa i Turana o podskupovima
prirodnih brojeva koji ne sadr�e aritmetiqke progresije du�ine k.

Teorema. (Semeredi, 1975.) Za svaki prirodan broj k i realan broj
δ > 0 postoji N = N(k, δ) takvo da bilo koji podskup prvih N prirodnih
brojeva veliqine δN sadr�i aritmetiqku progresiju du�ine k.

Ekvivalentano mo�emo re�i da svaki gust podskup prirodnih brojeva
sadr�i proizvoǉno dugu aritmetiqku progresiju, gde gustim smatramo
podskup koji u limesu sadr�i barem δ udeo prirodnih brojeva ili for-
malno

lim sup
N 7→∞

A ∩ {1, 2, . . . , N}
N

= δ > 0.
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Semeredijeva teorema je generalizacija tako�e poznate Van der Ver-
denove teoreme koja ka�e da se prirodni brojevi ne mogu podeliti na
konaqno mnogo skupova koji ne sadr�e aritmetiqke progresije date du�ine.

Teorema. (Van der Verden) Za svako (k,m) postoji N = N(m, k) takvo da
bojeǌem skupa prvih N prirodnih brojeva u m boja postoji jednobojna
aritmetiqka progresija du�ine k.

Pre samog Semeredija sluqaj k = 3 u Semeredijevoj teoremi dokazao
je Rot, koriste�i se diskretnom Furijerovom analizom. Iznena�uju�e,
Semeredi je predstavio elementaran dokaz, koji se izme�u ostalog bazi-
rao na Van der Verdenovoj teoremi i lemi o regularnosti, specijalno za
bipartitivne grafove. Treba napomenuti da je taj dokaz izuzetno zahte-
van i komplikovan, i da ga ne�emo obraditi ovde, pa �emo se zadr�ati
na dokazu Rotove teoreme.

1.3 Notacija

Tokom rada sa [n] �emo oznaqavati skup {1, . . . n}, gde je n prirodan broj.
Tako�e �emo se koristiti asimptotskom notacijom, i uvex�emo neke
osnovne grafovske pojmove.

Definicija 2. Za dve realne funkcije f, g ka�emo da je f = o(g) (qitamo
f je malo o od g), ako va�i:

lim
x 7→+∞

f(x)

g(x)
= 0,

gde g(x) ne uzima nula vrednosti poqevxi od neke vrednosti.

Definicija 3. Prost graf je ure�en par G = (V,E) gde je V konaqan
skup a E podskup

(
V
2

)
.

Definicija 4. Za graf G ka�emo da je k-partitivan ako postoji podela
skupa temena V na k disjunktnih nepraznih podskupova gde svaki podskup
nema grana unutar sebe.
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2 Regularnost

U ovom poglavǉu �emo definisati xta znaqi da graf mo�emo podeliti
u skupove temena koji se ponaxaju skoro sluqajno, i dokazati naxu cen-
tralnu teoremu - Semeredijevu lemu o regularnosti.

2.1 Gustina i regularni parovi

Uvek �emo smatrati da su naxi grafovi G = (V,E) sa skupom temena V i
skupom ivica E prosti. Sa e(A,B) oznaqava�emo skup svih ivica grafa
gde jedno teme pripada skupu A ⊆ V , a drugo skupu B ⊆ V

e(A,B) = {(u, v) ∈ A×B : uv ∈ E}.

Definicija 5 (Gustina.). Neka su A i B dva podskupa temena grafa.
Gustina izme�u ovih skupova je

d(A,B) =
|e(A,B)|
|A| · |B| .

Definicija 6. (ε-regularan par.) Za dva podskupa temena grafa A,B ⊆
V ka�emo da qine ε-regularan par ako za svako U ⊆ A i V ⊆ B gde |U | ⩾
ε|A|, |V | ⩾ ε|B| va�i |d(A,B)− d(U, V )| ⩽ ε.

Primetimo da skupovi A i B nisu nu�no disjunktni. Tako�e, ima smisla
govoriti o ε-regularnosti samo za ϵ < 1.

Za sluqajan graf sa verovatno�om p �e oqekivana vrednost gustine
izme�u svaka dva skupa temena biti bax p, pa za ε-regularan par mo�emo
re�i da se ponaxa kao skoro sluqajni bipartitivni graf, kako se gus-
tine izme�u nemalih podskupova temena ne razlikuju znatno. Vrednost
ε igra ulogu grexke, u smislu da se sa maǌim ε lokalne gustine maǌe
razlikuju od oqekivanih gustina sluqajnog grafa.
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6 2. Regularnost

A B

U V

|U | ≥ ε|A|, |V | ≥ ε|B|

|d(A,B)− d(U, V )| ≤ ε

Definicija 7. (ε-regularna ekviparticija.) Particija temena grafa
P = {V1, V2, . . . , Vk} ∪ {V0} je ε-regularna ekviparticija ako:

• |V0| ⩽ ε|V |,

• |V1| = |V2| = · · · = |Vk|,

• najvixe εk2 parova (Vi, Vj) (i, j) ∈ [k]2 nije ε-regularno.

Zgodno �e nam biti da particiju koja zadovoǉava samo tre�e svojstvo
zovemo ε-regularna particija. Skup temena V0 igra ulogu otpadaka,
u smislu da tu odbacujemo mali broj temena, kako bismo dobili jed-
nake veliqine ostalih skupova. Samim tim, pod delovima particije iz
prethodne definicije smatramo V1, . . . Vk, ali ne i V0.

Sada mo�emo formulisati centralno tvr�eǌe, lemu o regularnosti.

Teorema 1. (Lema o regularnosti.) Za svako ε > 0 i m ∈ N postoji
prirodan broj M = M(ε,m) takav da za svaki graf G sa barem m temena
postoji ε-regularna ekviparticija G sa k delova, gde je m ⩽ k ⩽ M .

Dodajmo da je postojaǌe skupa V0 samo tehniqke prirode (zgodno �e nam
biti pri dokazivaǌu leme o regularnosti). Alternativno mo�emo pos-
matrati particije na delove qije se veliqine razlikuju za ne vixe od
1, bez skupa V0, i ova verzija leme o regularnosti �e va�iti.
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Primetimo da broj delova u ekviparticiji uopxte ne zavisi od broja
temena grafa G. Me�utim, za grafove sa malim brojem temena (n < M),
ovo tvr�eǌe nema puno znaqaja - na primer, mo�emo podeliti graf na po-
jedinaqna temena, tada je ε-regularnost trivijalno zadovoǉena. Tako�e,
primetimo da za veoma retke grafove, sa o(n2) ivica, gustine izme�u
parova te�e nuli za veliko n, pa lema regularnosti daje smislene rezul-
tate samo za guste grafove sa velikim brojem temena.

2.2 Priprema za dokaz leme o regularnosti
Zanimǉivo je da su pokuxaji verovatnosne konstrukcije regularnih par-
ticija datog grafa uglavnom neuspexni. Idejno, algoritam za konstruk-
ciju regularnih particija bi izgledao ovako

• Poqnimo od trivijalne particije (jedan skup svih temena).

• Svaki ε-neregularan par (A,B) u naxoj pariticji �emo podeliti
skupove A i B na vixe maǌih delova.

• Kada dobijemo ε-regularnu particiju, stajemo.

Ovaj proces �e se sigurno zavrxiti (ako za skupove uzmemo pojedinaqna
temena), ali glavni problem je obezbediti da broj konaqan broj de-
lova ne zavisi od veliqine grafa. Da bismo ograniqili broj iteracija
ovakvog algoritma, uveš�emo pogodonu monovarijantu - veliqinu koja �e
nam rasti dok particija nije ε-regularna, a da je pirtom ograniqena.

Definicija 8. Za graf G i ǌegove disjunktne podskupove temena A,B ⊂
V (G), sredǌa kvadratna gustina je

q(A,B) =
|A||B|
n2

d2(A,B),

gde je n = |V (G)|. Dodatno, za particiju temena P = {Vi}ki=0 definiximo

q(P) =
k∑

i=0

k∑
j=0

q(Vi, Vj).

Podsetimo se da nam je za skup V0 jedino bitno da on bude mali (uopxte
ne razmatramo regularnost parova (V0, Vi)), pa mo�emo skup V0 posma-
trati kao particiju na singltone:

V0 = {{v} : v ∈ V0}.
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Dakle, kod q(V0, Vi) uzima�emo zapravo
∑

v∈V0
q({v}, Vi), xto �e nam biti

korisno kasnije.

Primetimo da je q(P) ograniqena:

Lema 1. q(P) ∈ [0, 1].

Dokaz. Kako je d(A,B) ⩽ 1, to imamo:

q(P) ⩽
∑

0⩽i,j⩽k

|Vi||Vj|
n2

= 1

jer suma
∑k

i=1

∑k
j=1 |Vi||Vj| upravo broji sve parove temena u grafu.

Nama prvo kǉuqno svojstvo ove funkcije je to da ona ne�e opasti pri
usitǌavaǌu particija, tj. pri podeli skupova na maǌe delove. Oz-
naqimo P ⪯ P ′ ako je svaki qlan P ′ podskup nekog qlana u P.

Lema 2. P ⪯ P ′ =⇒ q(P) ⩽ q(P ′)

Dokaz. Dovoǉno je da doka�emo da pri usitǌavaǌu nekog para (A,B),
sredǌa kvadratna gustina raste. Neka su PA = {Ai}mi=1 i PB = {Bi}li=1

particije skupova A i B.

q(PA,PB) :=
∑

(i,j)∈[m]×[l]

q(Ai, Bj)

=
∑

(i,j)∈[m]×[l]

|Ai| · |Bj|d2(Ai, Bj)

=
1

n2

∑
(i,j)∈[m]×[l]

e2(Ai, Bj)

|Ai| · |Bj|
.

Primenom Koxi-Xvarcove nejednakosti je: ∑
(i,j)∈[m]×[l]

e2(Ai, Bj)

|Ai| · |Bj|

 · (|A| · |B|) =

 ∑
(i,j)∈[m]×[l]

e2(Ai, Bj)

|Ai| · |Bj|

 ·

 ∑
(i,j)∈[m]×[l]

|Ai| · |Bj|


⩾

 ∑
(i,j)∈[m]×[l]

e(Ai, Bj)

2

= e2(A,B).

Kada uvrstimo ovo u prethodnu jednakost dobijamo tra�eni rezultat

q(PA,PB) ⩾
1

n2
· e

2(A,B)

|A| · |B| = q(A,B)
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q(P ′) =
∑

(i,j)∈[k]2
q(PVi

,PVj
) +

k∑
i=1

q(PVi
)

⩾
∑

(i,j)∈[k]2
q(Vi, Vj)

= q(P).

�elimo da doka�emo da sve dok usitǌavamo ε-neregularne parove sred-
ǌa kvadratna gustina �e rasti bar za konstantu. Glavna lema je slede�a:

Lema 3. Neka je (A,B) ε-neregularan i neka su A1 ⊂ A i B1 ⊂ B takvi
da |A1| ⩾ ε|A|, |B1| ⩾ ε|B| i |d(A,B)− d(U, V )| > ε. Uzmimo PA = {A1, A \A1}
(A2 := A \ A1) i PB = {B1, B \B1}. Tada va�i slede�e:

q(PA,PB) ⩾ q(A,B) + ε4
|A||B|
n2

.

Dokaz. Neka je A2 := A\A1 i B2 := B\B1. Uniformno odaberimo neko teme
a ∈ A i teme b ∈ B. Neka je Ai skup iz PA kome pripada teme a i sliqno
definiximo Bj. Uvedimo sluqajnu promenǉvu X = d(Ai, Bj). Varijansu
ove sluqajne promenǉive �emo tra�iti na dva naqina, koriste�i se
identitetom

Var[X] = E[(X − E[X])2] = E[X2]− E[X]2.

Na�imo oqekivane vrednosti X i X2:

E[X] =
∑

(i,j)∈[2]2
P[a ∈ Ai] · P[b ∈ Bj] · d(Ai, Bj)

=
∑

(i,j)∈[2]2

|Ai|
|A| ·

|Bj|
|B| d(Ai, Bj)

=
1

|A| · |B|
∑

(i,j)∈[2]2
e(Ai, Bj)

=
e(A,B)

|A| · |B|
= d(A,B),

E[X2] =
∑

(i,j)∈[2]2

|Ai|
|A| ·

|Bj|
|B| d

2(Ai, Bj)
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=
n2

|A| · |B|
∑

(i,j)∈[2]2
q(Ai, Bj)

=
n2

|A| · |B|q(PA,PB).

Dakle, naxa varijansa jednaka je:

Var[X] =
n2

|A| · |B|q(PA,PB)− d2(A,B)

=
n2

|A| · |B| (q(PA,PB)− q(A,B)) .

Sa druge strane, verovatno�a da X = d(A1, B1), odnosno verovatno�a da
|X − E(X)| = |d(A,B) − d(A1, B1)| ⩾ ε, je |A1|·|B1|

|A|·|B| , pa time mo�emo oceniti
varijansu X koriste�i Markovǉevu nejednakost.

Var[X] = E[(X − E(X))2]

⩾ ε2 · P[|X − E(X)| ⩾ ε]

⩾ ε2
|A1| · |B1|
|A| · |B|

⩾ ε4,

a ako uvrstimo izraz za varijansu, dobijamo

q(PA,PB)− q(A,B) ⩾ ε4
|A||B|
n2

.

Sada kada smo dokazali da usitǌavaǌem parova skupova (Vi, Vj) koji
nisu ε-regularni, sredǌa kvadratna gustina lokalno raste, mo�emo da
doka�emo da �e pri profiǌeǌu svih parova (Vi, Vj) koji nisu ε-regularni
sredǌa kvadratna gustina qitave particije porasti za konstantu.

Ovo �e nam praktiqno zavrxiti dokaz leme, s tim xto �emo ovo profin-
jeǌe kasnije prilagoditi tako da u svakoj iteraciji imamo skupove jed-
nakih veliqina.

Lema 4. Neka je P = {V0, V1, V2, . . . Vk} neka ekviparticija koja nije ε-
regularna, a da je pritom |V0| ⩽ εn. Tada postoji profiǌeǌe P ′ gde
|P ′ \ {V0}| ⩽ k2k i

q(P ′) ⩾ q(P) + (1− ε)ε5



2.2. Priprema za dokaz leme o regularnosti 11

Dokaz. Za svaki par (Vi, Vj) koji nije ε-regularan neka je (Aij, Aji) par
podskupova zbog kojih kriterijum malih razlika gustine nije zadovoǉen.
Neka je Pi zajedniqka particija svih particija skupa Vi, pij = {Aij, Vi\Aij}
za svaki neregularni par (Vi, Vj). Zamenimo svako Vi sa Pi (ako Vi nije
sadr�an ni u jednom neregularnom paru, uzmimo Pi = {Vi}).

V1

V2 V3

Zajedniqka particija za
parove (V1, V2), (V2, V3), (V3, V1)

Na ovaj naqin je svaki skup podeǉen na najvixe 2k delova. Doka�imo
sada da smo ovime pove�ali sredǌu kvadratnu gustinu.

q(P ′) =
∑

(i,j)∈[k]2
q(Pi,Pj)

=
∑

(Vi,Vj)reg.

q(Pi,Pj) +
∑

(Vi,Vj)nereg.

q(Pi,Pj) + 2
∑
i∈[k]

q(V0,Pi) + q(V0)

Lema 2
⩾

∑
(Vi,Vj) reg.

q(Vi, Vj) +
∑

(Vi,Vj) nereg.

q(pij, pji) + 2
∑
i∈[k]

q(V0, {Vi}) + q(V0)

Lema 3
⩾ q(P) +

∑
(Vi,Vj)nereg.

|Vi| · |Vj|
n2

ε4

Kako je bar εk2 parova (Vi, Vj) neregularno i veliqine skupova Vi sve
jednake po n−|V0|

k
, to je

∑
(Vi,Vj)nereg. |Vi| · |Vj| ⩾ ε(n − εn)2 = ε(1 − ε)n2. Kada

uvrstimo ovo u posledǌu nejednakost sledi:

q(P ′) ⩾ q(P) + (1− ε)ε5

xto je i trebalo dokazati.
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Primetimo da naxa nova particija nema jednake veliqine skupova, dakle
sve xto je ostalo uraditi je modifikovati ovo usitǌavaǌe tako xto
�emo temena prebacivati u V0, da bismo dobili ekviparticiju.

2.3 Dokaz leme o regularnosti

Lema 5. Neka je P = {V0, V1, . . . , Vk} neka ekviparticija grafa G (|V (G)| =
n), koja nije ε-regularna. Tada postoji profiǌeǌe P ′ (sa novim skupom
otpadaka V ′

0) koje je ekviparticija sa ne vixe od k4k skupova koja pove�ava
sredǌu kvadratnu gustinu:

q(P ′) ⩾ q(P) + (1− ε)ε5,

a da pritom skup otpadaka poraste veoma malo:

|V ′
0 | ⩽ |V0|+

n

2k
.

Dokaz. Nadogradi�emo particiju iz prethodne leme. Naime, prvo usit-
nimo particiju P kao u prethodnoj lemi. Na taj naqin smo od {V0, V1, V2, . . . , Vk}
dobili particiju P̃ = {V0, U1, U2, . . . UM}, M ⩽ k2k. Svaki od Ui pode-
limo u najvixe mogu�e disjunktnih podskupova veliqine d = |V1|

4k
. Os-

tatak iz svakog Ui podeli�emo na singltone i pridru�iti novom skupu
V ′
0 . Vidimo da je ovo nixta drugo nego usitǌeǌe P̃ (ovde nam je od

znaqaja bilo xto V0 posmatramo kao particiju na singltone). Pritom,
sredǌa kvadratna gustina ove nove particije P ′ je porasla zahvaǉuju�i
prethodnoj lemi:

q(P ′)
Lema 2
⩾ q(P̃)

Lema 4
⩾ q(P) + (1− ε)ε5.

Dodatno, nova particija ima ne vixe od k4k skupova

|P ′ \ {V ′
0}| ⩽

k|V1|
d

= k4k.

Dok je skup V0 porastao za ne vixe od d elemenata po svakom od Ui

|V ′
0 | ⩽ |V0|+ dM ⩽ |V0|+

n

k4k
· k2k = |V0|+

n

2k
.

Podsetimo se tvr�eǌa centralne teoreme, Semeredijeve leme o regu-
larnosti:

Teorema 1. Za svako ε > 0 i m ∈ N postoji prirodan broj M = M(ε,m)
takav da za svaki graf G postoji ε-regularna ekviparticija G sa m ⩽
k ⩽ M delova.
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Dokaz. Ustanovili smo da poqevxi od proizvoǉne ekviparticije, pri-
menom profiǌeǌa iz prethodne leme, u ne vixe od ε−5(1 − ε)−1 koraka
dolazimo do ε-regularne ekviparticije. Ostalo je da se uverimo da
ovime konaqni skup otpadaka nije ve�i od εn. Sa V l

0 oznaqimo skup ot-
padaka u l-toj iteraciji, i pretpostavimo da dolazimo do ε-regularne
particije nakon L iteracija.

|V L
0 | ⩽ |V0|+ L · n

2k0
⩽ |V0|+

nε−5(1− ε)−1

2k0
,

gde je k0 broj skupova u inicijalnoj particiji.
Dovoǉno da odaberemo najmaǌe mogu�e k0 ⩾ m i poqetno V0 takvo da
va�i

nε−5(1− ε)−1

2k0
⩽

nε

2
|V0| ⩽ k0 ⩽

nε

2

2k0−1 ⩾ ε−6(1− ε)−1 n ⩾
2k0
ε

.

Za n ⩽ 2k0
ε

mo�emo uzeti trivijalnu particiju na singltone i V0 = ∅,
koja je svakako ε-regularna.

Za dovoǉno velika n, dovoǉno je da odaberemo proizvoǉan skup V0 veli-
qine n mod k0, da bismo ostatak podelili na k0 jednakih delova. Neka
je f(k) = k4k. Svakom iteracijom leme 5, od k delova dobijamo ne vixe
od f(k) delova. Ponovnom primenom leme 5 dolazimo do ε-regularne
ekviparticije sa ne vixe od:

k = max{f (ε−5(1−ε)−1)(k0),
2k0
ε

} = M(ε,m)

delova. Kako je k0 odabrano da bude max{m,− log2(ε
6(1− ε))}, k je zaista

ograniqeno funkcijom od ε i m, qime smo dokazali lemu o regularnosti.

2.4 Ocene u lemi o regularnosti

Zapitajmo se kakve ocene smo dobili za M . Za maǌa ε (xto uglavnom
�elimo) nax dokaz daje ocene oblika

f ((1−ε)−1ε−5)(k0).

Primetimo da je 44
k
> f(k) > 4k, te imamo ograniqeǌe za f (n)(k)

44
44

...k︸ ︷︷ ︸
2n puta stepenovano

> fn(k) > 44
44

...k︸ ︷︷ ︸
n puta stepenovano

.
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Ovo znaqi da lema o regularnosti proizvodi smislene rezultate samo za
ogromna n (kako n > M). Texko je i zamisliti koliko brzo ove takozvane
toraǌ funkcije rastu. Ako uvedemo oznaku a ↑↑ n da bude toraǌ veliqine
n sa bazom a, vidimo da je ve� 2 ↑↑ 4 = 65536, dok je 2 ↑↑ 5 = 265536 xto je
ve� mnogo ve�e od broja atoma u univerzumu (1082).

Deluje da ovaj dokaz leme o regularnosti ostavǉa dosta prostora za
poboǉxaǌe i da su ocene dosta grube, ali ispostavǉa se da je ova ocena
zapravo odgovaraju�a, bar u kvalitativnom smislu. Naime Gauers je u
[5] dokazao da postoje grafovi za koje je potrebno barem 2 ↑↑ ε−c delova
da bi se postigla ε-regularna particija.

Drugo pitaǌe koje se prirodno name�e je da li se broj parova koji
nisu ε-regularni mo�e poboǉxati. Ispostavǉa se da postoje grafovi
koji name�u znaqajan udeo ε-neregularnih parova. Jedan takav primer
je polu-graf.

Definicija 9. Bipartitivan graf Hn sa temenima A = {a1, a2 . . . , an} i
B = {b1, b2, . . . bn}, gde aibj ∈ E(Hn) akko i ⩽ j zovemo polu-grafom.

a1

a4

b1

b4

Graf H4

Tvr�eǌe. Za svako dovoǉno malo ε > 0, postoji c > 0 takvo da za svako
k postoji n takvo da svaka ε-regularna podela Hn na k delova ima bar
ck ε-neregularnih parova.



3 Lema o uklaǌaǌu trouglova

U narednom poglavǉu �emo se baviti tvr�eǌima koja nam govore da
brojevi struktura u regularnoj particiji ne odstupaju mnogo od oqeki-
vanih vrednosti broja tih struktura u odgovaraju�em sluqajnom grafu.
Konkretno, u ovom poglavǉu �emo se fokusirati na trouglove i for-
mulisati i dokazati lemu o uklaǌaǌu trouglova, i prikazati neke od
ǌenih primena, kao xto je Rotova teorema o kojoj je bilo reqi u uvodu.

3.1 Pripema i dokaz leme

Najpre �emo dokazati jednu pomo�nu lemu koja nam govori da u ε-regular-
nom paru (A,B) skoro sva temena imaju blizu oqekivano mnogo ivica sa
jednim temenom u skupu B.

Lema 6. (Lema o stepenu) Neka je (A,B) neki ε-regularan par sa gusti-
nom dAB. Onda za bar (1− ε)|A| temena a iz A va�i

degB(a) := |e({a}, B)| ⩾ (dAB − ε)|B|
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da za bar ε|A| temena a ∈ A va�i degB(A) ⩽
dAB − ε. Me�utim, gustina izme�u skupa takvih temena A′ i skupa B je
barem

d(A′, B) =

∑
a∈A′ |e(a,B)|
|A′||B| ⩾ dAB − ε

xto je u suprotnosti sa pretpostavkom da je par (A,B) ε-regularan.

Sada �elimo da ocenimo broj trouglova u skupovima X, Y, Z, gde su
(X, Y ), (Y, Z) i (Z,X) svi ε-regularni. U odgovaraju�em sluqajnim grafovi-
ma, sa verovatno�ama dXY := d(X, Y ), dY Z = d(Y, Z) i dZX = d(Z,X), oqeki-
van broj trouglova (x, y, z) ∈ X × Y × Z je

E[∆] =
∑

(x,y,z)∈X×Y×Z

E[1∆xyz ]

15
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=
∑

(x,y,z)∈X×Y×Z

P[∆xyz]

=
∑

(x,y,z)∈X×Y×Z

dXY dY ZdZX

= dXY dY ZdZX |X||Y ||Z|.

Ispostavǉa se da za dovoǉno guste regularne parove, sliqno tvr�eǌe
va�i.

Teorema 2. (Lema o broju trouglova.) Dat je graf G i ǌegovi pod-
skupovi temena X, Y, Z (ne nu�no disjunktni ni razliqiti) takvi da su
(X, Y ), (Y, Z) i (Z, Y ) ε-regularni. Ako su dXY , dY Z , dZX ⩾ 2ε gustine
izme�u odgovaraju�ih parova, onda je broj trouglova (x, y, z) ∈ X×Y ×Z
jednak barem

(1− 2ε)(dXY − ε)(dY Z − ε)(dZX − ε)|X||Y ||Z|.

Dokaz. Koriste�i lemu o stepenu znamo da maǌe od ε|X| temena x ∈ X
ima maǌe od (dXY −ε)|Y | suseda u Y . Onda postoji barem (1−2ε)|X| temena
iz X koja imaju bar (dXY − ε)|Y | suseda u Y i bar (dZX − ε)|Z| suseda u
Z.

Fiksirajmo neko takvo teme x ∈ X. Kako skupovi suseda NY (x) i NZ(x)
imaju barem (dXY − ε)|Y | ⩾ ε|Y | i ε|Z| temena, mo�emo iskoristiti uslov
ε-regularnosti para (Y, Z).

e(NY (x), NZ(x)) = d(NY (x), NZ(x))|NY (x)||NZ(x)|
⩾ (dY Z − ε) · (dXY − ε)|Y | · (dY Z − ε)|Z|
= (dXY − ε)(dY Z − ε)(dY Z − ε)|Y ||Z|.

Dakle, x se sadr�i u barem (dXY − ε)(dY Z − ε)(dY Z − ε)|Y ||Z| trouglova, te
je ukupan broj trouglova jednak bar

(1− 2ε)(dXY − ε)(dY Z − ε)(dY Z − ε)|X||Y ||Z|,

xto je i trebalo dokazati.

Primetimo da nam ova lema zapravo govori da postojaǌe jedne dovoǉno
guste ε-regularne trojke indukuje postojaǌe dosta (tj. oko oqekivano
mnogo) trouglova u ǌoj. Ovo tvr�eǌe �e nam biti kǉuqno za dokazivaǌe
naredne poznate teoreme Ru�e i Semeredija [6].
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Teorema 3. (Lema o uklaǌaǌu trouglova.) Za svako ε > 0 postoji δ > 0
takvo da svakom grafu od n temena sa maǌe od δn3 trouglova mo�emo
obrisati ne vixe od εn2 ivica da bismo dobili graf bez trouglova.

Ovo je prvo tvr�eǌe koje nije direktno vezano za regularne particje,
pa �emo na ǌemu videti kako uzimaǌe regularnih particija mo�e biti
korisno. Ideja za dokaz je da �elimo da odaberemo δ koje �e usloviti da
regularne particije grafa nemaju guste regularne trojke, jer kako smo
videli u prethodnoj lemi, one indukuju postojaǌe vixe trouglova. Onda
�emo obrisati sve ivice izme�u neregularnih parova i ivice izme�u
parova sa malom gustinom i dobiti graf bez trouglova, a da smo pritom
obrisali ne vixe od εn2 ivica.

Dokaz. Pretpostavimo da graf G ima maǌe od δ(ε)n3 trouglova, gde �emo
δ(ε) odabrati kasnije. Uzmimo onda ε

4
-regularnu ekviparticiju ovog

grafa (parametar m nam ne igra ulogu ovde, pa mo�emo odabrati m = 1).
Tako smo dobili particiju temena {V0, V1, . . . Vk}, k < M . Iz grafa onda
brixemo slede�e ivice:

1. Brixemo qitav skup V0 i ivice koje sadr�e teme iz V0. Kako skup
V0 nema vixe od ε

4
n temena u ovom koraku smo obrisali ne vixe od

EV0 ⩽ |V0| · n ⩽
ε

4
n2

ivica.

2. Brixemo ivice izme�u svakog para (Vi, Vj) (ij ̸= 0) koji nije ε
4
-

regularan. Kako ovakvih parova ima ne vixe od ε
4
k2, i |Vi| = n−|V0|

k

i ovom koraku smo obrisali ne vixe od

Enereg. ⩽
∑

(Vi,Vj) nereg.

|Vi||Vj| ⩽
ε

4
k2 · (n− |V0|)2

k2
⩽

ε

4
n2

ivica.

3. Imaju�i na umu lemu o broju trouglova ukloni�emo ivice izme�u
svih parova (Vi, Vj) sa gustinom maǌom od ε

2
. Time smo u ovom koraku

obrisali ne vixe od

Eretki ⩽
∑

d(Vi,Vj)⩽
ε
2

d(Vi, Vj)|Vi||Vj| ⩽
∑

d(Vi,Vj)⩽
ε
2

ε

2
|Vi||Vj| ⩽

ε

2
n2

ivica.
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Ukupno smo obrisali ne vixe od

EV0 + Enereg. + Eretki ⩽ εn2

ivica. Tvrdimo da graf sada nema trouglova. Zaista, ako pretpostavimo
suprotno, da postoji trougao (i, j, k) u ovom redukovanom grafu, on mora
pripadati nekoj trojci (Vi, Vj, Vk) koja ima gustinu ve�u od ε

2
po parovima.

Koriste�i Lemu o broju trouglova, vidimo da u trojci (Vi, Vj, Vk) ima
barem

|{(i, j, k) qine trougao : (i, j, k) ∈ Vi × Vj × Vk}| ⩾
(
1− ε

2

)(ε
4

)3 ( n

M

)3

trouglova, odnosno da postoji barem 1
6
·
(
1− ε

2

) (
ε
4

)3 ( n
M

)3 trouglova u re-
dukovanom grafu (uzimaju�i sluqaj i = j = k). Konaqno, ako odaberemo
δ(ε) kao

δ(ε) =
1

6

(
1− ε

2

)( ε

4M

)3

dobijamo da redukovani, pa samim tim i poqetni graf ima bar δn3 trou-
glova, kontradikcija. Dakle, brisaǌem ne vixe od εn2 ivica smo zaista
obrisali sve trouglove, qime smo dokazali tvr�eǌe teoreme.

Koriste�i asimptotsku notaciju mo�emo preformulisati lemu o uklan-
jaǌu trouglova.

Teorema. (Lema o uklaǌaǌu trouglova, asimptotski) Svakom grafu od n
temena sa o(n3) trouglova mo�emo obrisati o(n2) ivica da bismo dobili
graf bez trouglova.

3.2 (6,3)-problem

(6,3)-problem podse�a na probleme ekstremalne teorije grafova, samo
xto se bavi 3-uniformnim-hipergrafovima, umesto obiqnih grafova.
Umesto parova temena, 3-uniformni-hipergraf uzima trojke temena za
ivice.

Definicija 10. Neka je V neki konaqan skup, i neka je E neki podskup(
V
3

)
. Onda G = (V,E) zovemo 3-uniformnim-hipergrafom.
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Braun, Erdox i Xox su u [7] postavili slede�e pitaǌe: Za fiksno
k ⩾ 6, koliko najvixe ivica mo�e imati 3-uniformni-hipergraf od n
temena, gde bilo kojih k temena me�u sobom ima maǌe od k − 3 ivica?
Postavili su hipotezu da je odgovor oblika o(n2), a jedini sluqaj u kome
je poznat odgovor je k = 6, za koji su Ru�a i Semeredi dokazali da je
odgovor potvrdan.

Ispostavǉa se da se ovo tvr�eǌe mo�e prevesti na jezik obiqnih grafova,
koje mo�emo dokazati primenom leme o uklaǌaǌu trouglova.

Teorema 4. (Ru�a-Semeredi) 3-uniformni-hipergraf H sa n temena,
takav da bilo kojih 6 temena nema me�u sobom 3 ili vixe ivica, ima
najvixe e(H) ivica, gde je

e(H) = o(n2).

Dokaz. Primetimo da trouglovi u obiqnom grafu mogu da odgovaraju
hiperivicama u 3-uniformnom hipergrafu nad istim temenima. Dokaza�emo
da je ovo tvr�eǌe ekvivalentno slede�em:

Teorema 5. Graf sa n temena, pri qemu se svaka ivica sadr�i u taqno
jednom trouglu, ima o(n2) ivica.

Dokaz ekvivalencije.

• Teorema 4 =⇒ Teorema 5. Obriximo sve qetvorke temena koje
imaju me�u sobom 2 hiperivice. Bilo koje od ovih temena se ne
nalazi u ni jednoj drugoj hiperivici, pa u ovom koraku brixemo
ne vixe od n hiperivica. U preostalom hipergrafu svake dve
hiperivice imaju najvixe jedan zajedniqki element: za hiperiv-
ice hv = {vi, vj, vk} i hu = {ui, uj, uk} va�i |hv ∩ hu| ⩽ 1. Onda mo�emo
uzeti klasiqan graf gde odgovaraju hiperivicama u ovom reduko-
vanom hipergrafu.

• Teorema 5 =⇒ Teorema 4. Svakom trouglu pridru�imo odgo-
varaju�u hiperivicu u hipergrafu, uslov teoreme 5 je zadovoǉen.

Sada doka�imo Teoremu 5.

Dokaz teoreme 5 Kako svaka ivica le�i u taqno jednom trouglu, graf
G ima taqno |E|

3
< n2

3
= o(n3) trouglova, pa mo�emo primeniti lemu o

uklaǌaǌu trouglova. Dakle, uklonivxi o(n2) ivica smo uklonili sve
trouglove iz G. Me�utim, kako svaka ivica brixe taqno jedan trougao
to imamo da je u ovom brisaǌu ukloǌeno barem |E|

3
ivica. Dakle |E| =

o(n2).
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3.3 Rotova teorema

Sada �emo dokazati Rotovu teoremu, tako xto �emo najpre konstruisati
graf gde �e rexeǌa jednaqine x+ z = 2y u skupu A odgovarati trouglu.
Neka je dat skup A ⊆ [N ]. Radi�emo nad grupom G = Z2N+1, i skup A �emo
posmatrati kao podskup elemenata grupe. Konstruiximo triparitivni
graf nad skupovima temena X, Y, Z = G, gde �emo povezati temena

• x ∈ X sa y ∈ Y ako i samo ako y − x ∈ A,

• y ∈ Y sa z ∈ Z ako i samo ako z − y ∈ A,

• z ∈ Z sa x ∈ X ako i samo ako z−x
2

∈ A.

Cikliqna grupa je neparna, pa je posledǌi korak dobro definisan.
Trougao (x, y, z) u ovom grafu onda odgovara tom da brojevi

z1 = y − x x1 =z − y y1 =
z − x

2
(3.1)

pripadaju A, i qine aritmetiqku progresiju u Z2N+1. Me�utim, kako
su x1, y1, z1 elementi iz A to �emo imati jednakost i u Z, x1 + z1 = 2y1.
Kako jednaqina x + z = 2y ima uvek trivijalna rexeǌa u A (x = y = z),
vidimo da �e ovaj graf sadr�ati samo te trivijalne trouglove kada za
A uzmemo da je podskup [N ] bez aritetiqkih progresija du�ine tri.

Teorema 6. (Rotova teorema) Neka je r3(N) veliqina najve�eg podskupa
[N ] koji ne sadr�i aritmetiqke progresije du�ine 3. Onda je r3(N) =
o(N).

Dokaz. Neka A ⊆ [N ] ne sadr�i aritmetiqke progresije du�ine 3. Kon-
struiximo tripartitivni graf nad tri kopije Z2N+1 kao xto smo prethodno
opisali. Trouglovi u ovom grafu odgovaraju trivijalnim aritmetiqkim
progresijama u A, pa za svaku ivicu grafa uv postoji taqno jedno teme
w, takvo da je uvw trougao (rexavaju�i sistem 3.1 za x1 = y1 = z1). Kako
se svaka ivica nalazi u taqno jednom trouglu, po teoremi 5 ovaj graf
ima o(N2) ivica. Me�utim, svaki element iz A odgovara taqno 3(2N +1)
ivica u ovom grafu, te je 3(2N +1)|A| = o(N2), odnosno |A| = o(N), xto je
i trebalo dokazati.
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3.4 Ocene u Rotovoj teoremi

Posmatraju�i ocene iz leme o uklaǌaǌu trouglova, prethodni dokaz ne
daje sjajne ocene. Naime, ocene iz prethodnog dokaza su oblika

r3(N) ⩽
N

(log∗N)c

gde je log∗(N) broj puta koliko treba da logaritmujemo N da bismo do-
bili broj maǌi od 1 (nalik inverzu toraǌ operacije ↑↑), a c konstanta.
U Rotovom dokazu ocena je bila oblika N

log(logN)
, xto je znatno boǉa

ocena od ove. Me�utim, xto se tiqe doǌih ograniqena najpoznatije je
dao Berend qetrdesetih godina, i zanimǉivo je da ta ocena nije znatno
poboǉxana od tad.

Teorema 7. (Berend) Postoji konstanta c > 0 takva da za svaki prirodan
broj N postoji podskup A ⊆ [N ] koji ne sadr�i aritmetiqke progresije
du�ine tri, a da pritom va�i

|A| ⩾ Ne−c
√
logN .

Dokaz. Za prirodne brojeve m, d posmatrajmo celobrojnu rexetku [m]d i
ǌene preseke sa sferama polupreqinka

√
L (L ∈ N)

XL = {(x1, . . . , xd) ∈ [m]d : x2
1 + · · ·+ x2

d = L}

Oqigledno mora biti L ⩽ dm2, pa jedan od skupova X1, X2, . . . , Xdm2 mora
imati barem md

dm2 elemenata. Neka je |Xl| ⩾ md

dm2 . Svakoj d-torci u ovom
skupu pridru�i�emo odgovaraju�i prirodni broj tako xto �emo uzeti
broj sa ovim ciframa u sistemu sa bazom 2m+ 1.

ϕ(x1, . . . xd) :=
d∑

i=1

xi(2m+ 1)i−1

= xdxd−1 . . . x1(2m+1)

Preslikavaǌe ϕ je oqigledno iǌektivno. Primetimo da ako tri razli-
qita vektora x,y, z ∈ Xl qine aritmetiqku progresiju onda to qine i
prirodni brojevi ϕ(x), ϕ(y), ϕ(z) i obratno, jer nema prenosa cifre u
sabiraǌu:

ϕ(x) + ϕ(y) = xdxd−1 . . . x1(2m+1) + ydyd−1 . . . y1(2m+1)

= (2zd)(2zd−1) . . . (2z1)(2m+1)
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= 2 · zdzd−1 . . . z1(2m+1)

= 2 · ϕ(z)

Doka�imo da razliqiti vektori na istoj sferi ne mogu zadovoǉavati
jednaqinu x + z = 2y. Primenimo nejednakost trougla (odnosno nejed-
nakost Minkovskog):

∥x∥+ ∥z∥ ⩾ ∥x+ z∥
= 2∥y∥

Kako su vektori na istoj sferi to je ∥x∥ = ∥y∥ = ∥z∥, odnosno mora se
posti�i jednakost u prethodnoj nejednakosti, xto �e re�i da je x = λz,
odnosno x = −z (zbog jednakih normi i razliqitosti). Me�utim tada je
y = 0, xto oqigledno ne pripada naxoj sferi.

Dakle skup ϕ(Xl) nema aritmetiqkih progresija, jer Xl nema aritmetiqkih
progresija. Svi brojevi u skupu ϕ(Xl) su ne ve�i od

M = m · (2m+ 1)d − 1

2m

Ostalo je da odaberemo d i m u funkciji od N koje �e maksimizovati
izraz

|Xl| ⩾
md−2

d
,

a da pritom va�i N ≈ M . Uzimaju�i (d,m) = (
√
logN, 1

2
e
√
logN) dobijamo

upravo ocenu

|A| = |ϕ(Xl)| = |Xl| ⩾
md

dm2
⩾ Ne−c

√
logN .

3.5 Aritmetiqka lema o uklaǌaǌu trouglova

Videli smo jedan primer kako lema o uklaǌaǌu trouglova, tvr�eǌe
koje je vezano za grafove, mo�e biti korisna u dokazu Rotove teoreme,
tvr�eǌa koje je vezano za nizove bez nekih rexeǌa jednaqina. Sada
�emo dokazati aritmetiqku lemu o uklaǌaǌu trouglova, koja �e nam
nalik grafovskoj lemi o uklaǌaǌu trouglova, re�i da ako niz sadr�i
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mali broj rexeǌa x+ y = z, mo�emo ukloniti ta rexeǌa brixu�i mali
broj elemenata.

Odgovor na pitaǌe maksimalne veliqine niza A ⊆ [N ] bez trojke eleme-
nata x+y = z (koju nadaǉe zovemo aritmetiqka trojka) nije iste prirode
kao Rotova teorema - mo�emo uzeti na primer sve neparne brojeve i tako
dobiti podniz prirodnih brojeva gustine 1

2
koji ne sadr�i aritmetiqku

trojku. Ipak, pri bojeǌu prirodnih brojeva �e postojati jednobojna
aritmetiqka trojka, xto nam govori slede�a teorema.

Teorema 8. (Xurova teorema) Dokazati da postoji N = N(k), takvo da
za svako k-bojeǌe brojeva {1, 2, . . . N} postoje istobojni brojevi x, y, z koji
zadovoǉavaju x+ y = z.

Dokaz. Indeksirajmo naxe boje. Posmatrajmo graf KN nad skupom [N ]
gde je grana koja odgovara brojevima uv, u ̸= v obojena bojom |u − v|.
Vidimo da je trougao uvw onda istobojan ako i samo ako su brojevi
|u− v|, |v−w|, |w−u| istobojni. Me�utim, postojaǌe istobojnog trougla
onda odgovara istobojnoj jednaqini (u− v) + (v − w) = (u− w) (ako je bez
umaǌeǌa opxtosti u > v > w). Sa druge strane, po Remzijevoj teoremi
qiji dokaz qitalac mo�e na�i u [2] za dovoǉno veliko N mora postojati
istobojan trougao u KN , qime smo dokazali tvr�eǌe teoreme.

Bax zato xto postoje gusti skupovi bez aritmetiqkih trojki, zanimǉivije
�e nam biti slede�e tvr�eǌe o skupovima koji skoro nemaju aritmetiqke
trojke.

Teorema 9. (Aritmetiqka lema o uklaǌaǌu trouglova) Za svako ε > 0
postoji δ takvo da svaki skup A ⊆ [n] koji ima maǌe od δn2 aritmetiqkih
trojki, postoji skup B sa ne vixe od εn elemenata takav da A \ B nema
aritmetiqkih trojki.

Dokaz. Konstruisa�em graf sliqno kao u dokazu Rotove teoreme. Do-
datno, aritmetiqku trojku (x, y, z), x+ y = z, smatra�emo razliqitom od
trojke (y, x, z) (osim ako x = y). Ovo �e promeniti δ iz tvr�eǌa za na-
jvixe faktor 2, xto nam ne smeta. Konstruiximo tripartitivni graf
nad X, Y, Z = Z2n. Temena povezujemo na slede�i naqin:

• x ∈ X sa y ∈ Y ako i samo ako y − x ∈ A

• y ∈ Y sa z ∈ Z ako i samo ako z − y ∈ A

• z ∈ Z sa x ∈ X ako i samo ako z − x ∈ A.
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Onda svaki trougao odgovara artimetiqkoj trojci u A, dok za svaku ar-
itmetiqku trojku (a, b, c) postoji taqno 2n disjunktnih trouglova koji ǌoj
odgovaraju. Graf (od 6n temena) dakle sadr�i maǌe od 2δn3 trouglova,
pa mo�emo primeniti lemu o uklaǌaǌu trouglova da dobijemo reduko-
vani graf G′ koji nema trouglove, pritom uklaǌaju�i ne vixe od ε′n2

ivica. Neka je skup tih obrisanih ivica E ′. Za svako a ∈ A oznaqimo
skup svih ivica izme�u (X, Y ), (Y, Z) i (Z,X) koje odgovaraju a sa XY (a),
Y Z(a) i ZX(a), redom. Iz skupa A �emo obrisati sve elemente a takve
da bar jedan od skupova XY (a), Y Z(a) i ZX(a) ima bar 2n

3
zajedniqkih

ivica sa E ′.
Ovime smo obirsali najvixe |E ′|/2n

3
⩽ 3

2
ε′n elemenata iz A. Ostalo je da

doka�emo da ne postoji aritmetiqka trojka u preostalom skupu. Pret-
postavimo suprtono, da postoji aritmetiqka trojka (a, b, c) ∈ A/B. Pos-
matrajmo svih 2n trouglova u poqetnom grafu koji odgovaraju ovoj ar-
itmetiqkoj trojci, gde a odgovara ivici izme�u X i Y , b ivici izme�u
Y i Z, a c ivici izme�u Z i X. Kako su oni disjunktni, znamo da
skup E ′ sadr�i bar po ivicu od svakog od tih trouglova. Me�utim, po
Dirihleovom principu, onda neki od XY (a), Y Z(b), ZX(c) ima barem 2n

3

zajedniqkih ivica sa E ′. Ali tada to teme pripada skupu obrisanih
temena B.



4 Zakǉuqak

U ovom radu smo predstavili Semeredijevu lemu o regularnosti. Kroz
uvod smo opisali motivaciju iza leme, a u prvom delu smo uveli pojmove
ε-regularnih parova i particija, i dokazali lemu o regularnosti. U
drugom delu smo razmatrali lemu o uklaǌaǌu trouglova, i dokazali
neke od ǌenih lepih posledica - Rotovu teoremu, (6, 3)-problem i ari-
tmetiqku verziju leme o uklaǌaǌu trouglova. Qitalac mo�e na�i puno
korisnog materijala za daǉi rad u [1].
Ovom prilikom bih htela da se zahvalim svom mentoru Luki Mili�evi�u
na izdvojenom vremenu i korisnim komentarima i sugestijama. Tako�e
bih htela da se zahvalim svim profesorima koji su mi predavali, i
svojim trudom doprineli mom daǉem razvoju i produbili moje intereso-
vaǌe prema matematici.
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