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YBoZ

WNurepecanTHo je TPUMETUTH Jia [IOCTOje MPOIECH YHja je MPOILIoCT u OyayhHOCT
HE3aBUCHA, & IPUTOM CaMO yCJIOBJ/bEHA CaJIAIbUM CTarbeM. balll TakBu mporecu
ce 30By MapKOBJb€BHM TMPOIECH, a jeJHA BPCTa OBAKBUX IIPOIECA C€ HA3UBA]Y
MapkoBJbeBU JIAHIIN.

Y oBoM pajty hemo ce pBo cycpectu ca mpobdsiemom CirydajHor X0J1a, KOju 3a1paBo
IpeJICTaB/ba OJJINYAH YBOJHU IpuMep MapKOB/bEBOI JIAHIIA 3a Pa3yMeBarbe HCTOT.
Barum hemo ce yrmosHaTu ca caMuM IIOJMOM JUCKpeTHHX MapKOB/beBUX JIaHAIA, [
hemo JrerasbHEje 00jaCHUTH IHUXOBA CBOjCTBA, KJIACHMPUKAIU]Y U MATPUIHH OOJIUK.
[Torom hemo npehu Ha HBUXOBY IPUMEHY y CBAKOJIHEBHOM CBETY, CTaB/bajyhu rmoceban
aknenat Ha (Google Page Rank, anropuraM KOju paHIMpa UHTEPHET CTPAHUIIE IO
KOJIMYUHU IIPpETPazKruBatba.

Beoma 3aHMM/BUBO je BHJETH KAKO je 3aIlpaBo JIONLIO JI0 oTKpuha MapKoB/beBUX

nanana. llpe crormnak rogmua pyckn maremarwdap Anjapej Anapejesma Mapkos

OCHOBAO je HOBY I'DaHy TeopHje BepoBaTHOhe mpuMerbyjyhn MaTeMaTuKy Ha MOe3Hjy.

Yybseyjyhu ce y rekct pomana , Esrenuje Omerun Aekcanapa [lymkuna , Mapkos
je carmMma IpoJia3no Kpo3 obpaciie caMOorjIacHUKa W cyrjiacHuka. Hawmme, oH je

n3asojuo npBux 20,000 croBa pomana m M36aIMoO je CBe 3HAKOBE MHTEPIYHKIIIjE 1

pa3make uzmelhy peun, dnme je 10010 HelpeKuaan Jyradak uus o 20,000 kapakrepa.

Satum je taj mau3 nogesno y 200 oOsokoBa o mo 10x10 kapakTepa M 3a CBaKH

0/l peJioBa U KOJIOHA y TUM OJIOKOBUMA je Opojao camoryiacuuke. Ha ocHoBy Tmx

pedpojaBaba je MOrao 1o CBAKOM O/ OJIOKOBA JTa M3PadyHa MaTEMATHIKO OUeKIBATHE
1 BapujaHcy Opoja caMOTJIaCHUKA.

Y apyroj dhasu cBor mcTpaxkubama, MapkoB ce Bparuo Ha nodeTau Hu3 o1 20,000

cJI0Ba He O Jii u3padyHao Opoj ojroBapajyhux maposa caMorjiacHuKa u Opoj mapona

cyrnacunka. (Ca cBUM THUM KaJjKyJallijaMa MOrao je Ja IPOIEHU Yy KOjoj Mepu

[Iymkun ojcTyna o1 NPpUHITUIIA HE3aBUCHOCTH.

23. jamyapa 1913. romune MapkoB je dmHam30Bao cBoja OTKpuha ¥ IMOCIA0 UX

[Hapckoj akagemuju vayka y Cankt [lerepcOypry. Hberosa anasmza muje npomenniia

pasyMeBarbe WIN yBaxKaBame [IylmKmHOBe TiecMme, aju TeXHUKa KOjy je Pa3BHO -

JlaHac To3HaTa Kao MapKOBJ/beB JiaHAll - MPOIIUPWIA je TeOPHUjy BepoBaTHOhe y

HOBOM cMepy. MapKoB/beBa METOI0JIOIT]a je HaaMallnia baname HoBInha 1 KOIKAIA
(rze je caku moraljaj He3aBUCAH OJ] CBUX OCTAJINX) M CTHUIVIA je JI0 JTAHAIA TOBE3AHIX

norabaja (riae 6yyhHOCT 3aBUCH 07 TPEHYTHOT CTarbhba CUCTEMA).



MapxoBJ/beBHU JIAHITN CY JIaHAC CBY 1A Y Haym. MeTroie Koje ce He PasjimKyjy IpeBulie

0/1 OHUX KoOje je MapkoB KopucTtno y c¢Bojoj cryauju [lymknaa momaky y nieHTudUKOBAY
rena y JIHK u y anropurmuma 3a npenosnaBaibe ryiaca u Bed nperpary. Y dusuim,
MapkoB/beBH JIAHITN CUMYJINPA]y KOJIEKTUBHO IOHAINAE CHCTEMAa KOJU Ce CACTOJU

0JI MHOTUX 9YeCTHIla KOje MehycoOHO Jieilyjy, Kao IITO Cy Ha IPUMEp eJEeKTPOHH Yy
YBPCTOM TeJry. ¥y CTATUCTUIIU, JIAHIIN MIPYZKAjy METOJIE 3a IPTAhEe PEIPE3eHTATUBHOT
y30pKa U3 BEJIMKOI' CKyla BepoBaTHoha. I camu jaHmm cy IocTagu aKTyeJHO
HCTPaKMBAIKO IOJIPYUje TOC/IeIbUX JeleHnja, HacTojehn j1a pa3yMeMo 3aIiTo HeKN

0J1 IbUX pajie TaKo e(pUKACHO, a HEKU He.

Kako cy Jranmun MapkoBa mocrajm yoOWdajeHu aJjar, mpuda O HHUXOBOM IOPEKITY
yryIaBHOM je u3biiesiesia u3 cehama. MehyTum, mpudy Bpein uCipuydaT jep IpeJicTaB/ba
BeOMa HEOOWYaH CII0j MATEMATUKe U KIHbUKEBHOCTH.
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CJiydajaH XOJI

Jla 6ucmo ce ymosHaau ca mojMoM MapKoB/peBUX JlaHalla HajOO/be je KPEeHYTH O/I
npobJieMa JIUCKPETHOT CcToXacTHIKor mporeca CiydajHor xoa, Ije je T03BOJHEHO
KpeTame 110 1eJI00pOjHIM KoopAuHaTaMa 06e3 orpaHuverma.

OsBge cy HaMm o mmoceOHOT 3Ha4Yaja ciegeha aBa mpobiiemMar
1) Beposarnoha spahatma y modeTHn 1moJioxaj y KOHAYHOM BPEMEHY
2) MaremMaTHuKO OYeKUBat-e BpeMeHa Bpaliatba y MOYeTHH T10JI0XKA]

2.1 Heorpanumien ciay4dajaH Xo[I,

Hedbununmja 2.1.1. Cuayuajan xox (S,),>0 je ciydajua BeJUYnHA 3ajaTa Ha
crenehn waaun: Sy =0, 5, = X1+ Xo+ ...+ X, , n > 1, nae je ceaku o1 (Xi)p>1
cilydajHa BeJIMYMHA Koja y3uMa BpemHocTu u3 ckyna {-1, 0, 1}.

[Ipernocrasuhenmo ja cy (X )g>1 HE3aBUCHE U WJICHTUUKH JTUCTPHOYHPAHE CIIydajHe
BeJIMYUHE Ca PACIIOEIOM:

P(Xy=+41)=p

P(X,=0)=r
P(Xy=-1)=q,

~—

npu yemy je p+q—+r = 1.

2.2 MareMaTuiko OoYeKnBame U BapujaHCca
Hedbununmja 2.2.1. Cayuajan BepuynujeB xon (5,),>o0 je cioboman xo rie
je P(X, =0)=r=0.

EX))=1p+(-1)-q=p—q=2p—1

Var[X,] = E[X2] — E[X,)*= 1p+1-q— (2p — 1)> = 4p(1 — p) = 4pq

E[S,|So=0=E[X1+..+X,]=n-E[X,]=nlp—q) =n(2p—1)



VarlS, | So=0] = E[S2 | Sp = 0] — (E[S, | Sy = 0])2

Var(S, | So = 0] = E[(3k= Xi)?] — (E[(Zh=1 Xil)?

Var[S, | So = 0] = E[X0_, X Xy X)) — E[Xh Xi] E[Y), X))

Var[S, | So = 0] = E[X3_; Xty XpX)) — Yoy ik, E[XG] E[X]]

Var[S, | So=0] = X0 EIXZ] + Xicpucn EIX0 X)) — S0 (B[ X4])?

— Yi<kti<n B[ Xk E[X]]

Var[S, | So = 0] = 2r_ (E[X]? — (E[X])?) = p_, Var[X,] = 4np(1 — p)

2.3 Pacmonesa BepoBaTHohe

[Ipuvernmo fa u3 moderHor mosoxkaja 0, (Sy,),>0 MOXKE Ja HOCTUIHE HapHO CTabe
y mapat 6poj Kopaka. AHAJOIHO BayKn U 0OPATHO, OTHOCHO (S, ), >0 MOXKe mocTHhm
HeIlapHO CTaibe y caMo HellapaH Opoj Kopaka. 3aucra, ako KpeHemo us S,, = k HaKOH
JIBa, KOpaKa MOXKEeMO Jia CTUTHeMO caMo y crama {k — 2, k. k + 2}. Crora 3uamo ja
Baxku (umajyhu y Bumy ja je So = 0):

P(Sn =2k+1|8=0=0, k€ ZneN
P(Sops1=2k|Sy=0)=0, keZneN
P(S, =k | Sy =0) =0, k| > n

[Tocmarpajmo Kopake y Bpemenckom unrepnasty oj 0 10 2n. Heka je [ 6poj kopaka
Harope, a 2n — [ 6poj Kopaka HaJo.J1e.

Ba ciyuaj Kaza je S, = 2k mmamo Ja je 2k = [ — (2n — 1) = 2 — 2n, Te OHIA UMaMO
[ = n+k xopaka nHarope u 2n — [ = n — k Kopaka HaJioJ1e , ipu 4yemy je —n < k < n.
Beposarnoha oBakse myTarbe je

n+k n—k
ptgT .

Bpoj nyresa koju Bojie o1 moderHor mnosioxkaja 0 g0 crama 2k 3ampaBo MpeJicTaB/ba

6poj HaumHa Ja ce n + k Kopaka Harope (wau n — k Kopaka HaJ0J1e) Paclope/ I Mo

Iy Tamu JIyKUHe 2n, TJIe je JI03BOJbEHO KPEeTathe CaMo 110 TeJI00POjHUM KOOP/INHATAMA,

u Taj 6poj je jenHak
() = ()

Cnemn na je

P(Syn = 2k | So = 0)= (.21, )p" g, —n <k <n,



oJtHOCHO Jia je (kaja k 3ameHuMoO ca k — n)
P(n+ Syn/2 =k | So=0)=P(Se/2 =k —n | So = 0)=(})p"¢>*0 < k < 2n

OmaxJie 3akjbydyjeMo Ja je n+ Sy, /2 GuHOMHA CIydajHa BeJIMUIUHA ca HapaMeTpuMa
(p,2n).

Comano mobujamMo u 3a ciydaj Kaja je Sa, = 2k 4+ 1 (oBze je | 6poj Kopaka Harope,

a 2n+1—1 6poj kopaka nagose). Tama je 2k+1=1—(2n+1—1) =2l —2n—1, 1j.

6poj Kopaka Harope je jeqnak [ = k +n + 1, a 6poj Kopaka HaJloJIe je jeaHak n — k.

Ha ckopo mjeHTHYIaH HAYUH KA0 y IPETXOIHOM CIydajy J00ujaMo 1a Baxe ciejehe
jeTHAKOCTH:

P(SQn—H =2k+1 | So = O):(nﬁli;:lopmrmrlqnik, -n<k<n
P((2n 41+ San41)/2 =k | So = 0)=P((1 + Sany1)/2 =k —n | S = 0)= (1 )phg?+17h,
0<k<2n+1

2.4 1lpBm ponazak y crame S, =0

Heka Ty = inf{n >1:S, = 0} npescrasba Bpeme npBor jojacka y cramwe S, = 0.
Jlako youaBamo ma je

P(T0:2|50:0)—2pq7
P(Ty =4S =0) = 2p°¢

Mebyrum, 3a paaynamwe P(Ty = 2n | Sy = 0) 3a n > 3 mopa Ja ce u3padyHa
BepoBaTHONa onpelernx reneparopanx byHKIM]a, IITO IPEBA3UIA3U HAII TPEHYTHH
dokyc pasa, Te hemo caja caMo HaBeCTH KOHAYHE Pe3ysaTaTe MaTeMaTHIKOI O4CKUBAIbaA,
JIoJIacKa y MOYeTHO cTame S, = 0:

1) 3a mecumerpuvan ciaydaj Kaja je p # ¢ gobujamo ja je:

E[Ty | So =k] =400 ,ak0je ¢ <p
E[Tngozk]zﬁ,aKojeq>p
OJTHOCHO /13, j€:
E[Ty | Ty < 00, Sp = 0] = 2ma22d)
2) 3a cuMeTpuuaH Caydaj Kaja je p = q = % nMaMo J1a je:
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JImckpetHu MapkoBJ/beBU JIaHIIU

Y oBowMm morytaBsby hemo ce hokycupaTn Ha JuckpeTHe MapKoB/beBe JiaHie, nctuayhu
MapkoBJ/beBO CBOjCTBO, KJjlacuduKaiujy cramba MapKoB/bEeBUX JIaHala, YJIOTY TPAH3UTUBHUAX
MaTpHIa, BepoBaTHONe IIpe/tacka BUIIET PeJia, CTAIMOHAPHY PACIIOJIENTy, KA0 U BepoBaTHONY
[IOTOTKA.

3.1 MapKoBJ/b€BO CBOjCTBO

Heka je MapkoBsbeB saHall HU3 crydajHuX BesmanHa X, X1, Xo, ..., KOje IPe/ICTaB/bajy
nekn oyipehen nporec. Tasma Baxke cienehe nedpunummje:

Hedbunannmja 3.1.1: Crarbe MapKoBJ/b€BOI' JIAHIIA Y TPEHYTKY ¢ IpPeEJICTaB/ba
BPEJIHOCT C/IydajHe BeJndnHe Xj.
Ha npumep, ako je X; = 6, Tajia KaxkeMo Jia je mporiec y cramy 6 y TpeHyTKYy t.

Hedbununnuja 3.1.2: IIpoctop crara MapkoB/beBOr JIaHIIA je CKYII CBUX
Moryhux BpeJIHOCTH KOje cilydajHa BeJIUdnHa X; MOXKE Jla y3Me.

Hedbunumuja 3.1.3: TpajekTopuja MapkosisseBor janHna je jeaan ojpehen
CKYII BPEJIHOCTH KOje y3uMajy ciydajue Besmaune Xo, Xi, Xo, ...

Ha mpumep, ako je TpajekTopuja 3ajiaTa Kao HU3 Sg, S1, So, ... , TO 3allpaBO 3HAYH Jia
je X() = SQ,Xl = Sl,XQ = S9,....

Hedbunnnmja 3.1.4. MAPKOBJBEBO CBOJCTBO: Heka je (X,,)ne N AUCKpeTaH
CTOXaCTHYKH IIPOIEC KOjU y3UMa BPEIHOCTU M3 IIPpOCTOpa crama S = Z. 3a mpolec
(Xn)nen ce Kaxke nma je MapkoBibeB, Tj. Ja nMa MapKoB/BEBO CBOjCTBO, aKo 3a

Vn > 1 Baxku Jia pacrojiesia BepoBarHohe ciiydajue Besimaune X, ;| 3aBUCH O] CTatba

X, y TPEHYTKY n, aJii He U OJf cTama Xi 3a k < n — 1.

Jlpyrum peunma, umamo ja 3a Vn > 1 u 3a g, i1, 12, ..., in, ] € S Baxku cjaejehe:
P(Xn—l—l :] | Xn - inaXn—l - in—la '”7X0 - 10) - P(Xn+1 :j ‘ Xn — ln)

ITpumep: Bparumo ce cama va mpobsiem CiaydajHOr X0 KPO3 KOjI CMO ITPOJIA3IIN
y 2. mormaspy. Ciydajan xo

S, =X1+Xo+..+X,, neN

10



rje je (X,,)n>1 HA3 HE3ABUCHUX ITOMEPaja 110 MeJ0OPOjHIM KOOD/IIHATAMA, 3AIIPABO
npejcraBba Mapkosibes sanar, npu demy je S = {...,—3,—-2,—1,0,1,2,3,...}.
a 6ucmo 0BO MPOBEPHIIN MOPAMO Jla YTBPAMMO Jia Jin 3a 1porec (Sp)n,en BaKn
MapKoB/bEBO CBOJCTBO. 3amcTa 3a CBaKoO j, 1,1, ...,4, € Z (v1ae je Sy = 0) umamo
na Bazke caegehe jeIHAKOCTH:

P(Sn+1 :.] | Sn = in)Sn—l =lp_1, “'751 = Zl)

P<Sn+1:jasn:in,sn—1:in—17---551:i1)
P(Sn:Zn,Sn_lz'ln_1,...,51:7:1)

_ P(Sn41-5n=J—in,Sn—Sn—1=In—in—1,...,92—S1=i2—i1,51=101)

_ P(Xn—f—l:j_in:Xn:in_in—17-~7X2:i2_i17X1:i1)
P(Xp=in—in—_1,...,.X2=t2—i1,X1=11)

o P(Xn:in—in_1,...,X2:i2—i1,X1:i1)

= P<Xn+1 :j_in>

= P(Xnt ot X1=in)

. P(Xn_|_1=j—in,Xn+...+X1=in)

. P(Sn—l—lzjasn:in)
= P(Sp=in)

= P(SnJrl :j ’ Sn :in>7

omakse mobujamo ma 3a Ciaydajan xom Baxku MapKOB/BEBO CBOjCTRO.

3.2 Kiraacudukaiuja crama MapKoB/beBOT JIAHIIA

MapKoB/bEBH JIAHITM C€ YECTO IPEJICTaB/bajy YCMEPEHUM TEXKWHCKUM TI'padoBUMa
(Bumern cauky 1 menogn). 3a cBaku uBop y rpady nocroju oarosapajyhe crame Koje
oJiroBapa TOM 4BOpY. YCMepeHe rpale IoBe3yjy JBa 4Bopa ¢ U j YKOJHUKO je Py > 0
U Ha CBAaKOj OJf TUX I'paHa ce Haja3u BeposarHoha P;;. Axko je P;; = 0 onua He
ocToju rpana udMehy Ta JBa 4BOpA.

11
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Hedbununmja 3.2.1: Iyt (o1 n kopaka) je ypehenn uauz aBoposa (ig, i1, ...in), 7 >
1, re 3a Vm 1 < m < n nocroju ycMepeHa IpaHa Ol Ty, 1 JO iny,.

Hedbunumuja 3.2.2: Ilyrama je myT rje ce HujeaH 9BOp HE MOHABIbA.

Hedunumuja 3.2.3: IIukiyc je myT rie ce caMo MPBU U TOCIE U TBOD TOK/IATIA]Y
U TJie He JI0J1a37 JI0 TIOHABJhakha HUjeTHOT JPYTOT YBOPA.

Hedbnannmja 3.2.4: Kaxxemo Jia ce ctaibe j MOxkKe JocTHhM U3 crama i, y O3HAIN
1 — J, aKO TOCTOju IyT y rpady ycMepeH oj1 YBopa ¢ J0 UBOpa J.

Ha mpumep, Ha caumu 1, BUuMo Jia TOCTOjU TIyT OJ1 ¥Bopa 1 j1o 4uBopa 3, Te crora
UMaMo Ja ce 9Bop 3 Moxke jgoctuhm ox uBopa 1. Ca apyre crpase 10 9Bopa 3 ce He
MOKe JOCTHNU 0J1 YBOpa H, jep He IOCTOjU YyCMEPEH IIyT O H J10 3.

Ca ryieininta BepoBaTHONE, JIOCTH3aIbe CTalba i, U3 CTaba iy MOXKEMO 00jaCHUTHU Ha
ciaepehn nauwd. [IpermocraBuMo j1a IOCTOJU YT g, i1, ..., I, O 9BOPA 1o 10 i,. Laja,
nogt, yesoBom jia je Xog = 0, mocroju mosutuBHa BepoBarHoha ja je X; = i1 (jep je
Py, > 0). Camvano Tako BazKu ¥ Jla OCTOjU TIO3UTHBHA BepoBaTHONa na je Xy = is.
Hacras/pajyhu oBaj mocrymnak j1obuja ce jia IOCTOjU MO3UTHBHA BepoBaTHONA J1a je
X, = in, onaxie caeau ga je P(X, =i, | Xo =1iy) > 0.

O6parHo, ako je garo ma je P(X, =1, | Xo = ip) > 0, onga Mopa jia mocToju 1yt
OJI 1g J1O 1p,.

Haname hemo seposarnohy P(X,, = j | Xo = i) obenexkasaru xao P}. Jlaxne, caga
uMamo Ja je san > 1 B > 0 ako u camo ako y rpady HOCTOJH IyT 0/ 1 KOpaka O]
1o 110 1y,.

Jlema 3.2.1: Penanuja goctuzama cTama je TPAH3UTUBHA.

Bancra, ako MOCTOJH IIyT OJI N KOpaKa OJI CTarba ¢ JI0 CTarba J, U aKO IIOCTOjH IIyT OJ1
m KOpaka OJI cTara j J0 cTama k, OHJIa IIOCTOJU IIyT O 1 -+ M KOPaKa OJ CTamba i
710 crama k. OIHOCHO:

P? >0, P >0 = P >0.
Onasae ncro BUaInMoO 11a Baxku ciaenehe:
1—=7, ]J—=k=>1—k

Hedbunannmja 3.2.5: /Isa paziuanra crarma ¢ 1 j] KOMYHUITAPAJY, Y O3HAI 7 <> ],
aKO Ce CTarbe ¢ MOXKe JIOCTHNU OJI CTalba j U aKO Ce CTambe j MOXKe JIOCTUhu oJ1 cTamba

12



Jlema 3.2.2: Pejanuja KoMyHUIIIpama je TPaH3UTUBHA, Tj. aKO BaxKH Ja je i <> ]
um <> J, OHJIa BayKU U J1a je 1 <> m.

Hoka3z: U3 ycioBa a i <> j um <> j umMamMo ja ¢ — j u j — m, ojakie cjieau (Ha
ocuoBy Jleme 3.2.1.) ma i — m.

CauvHo ¥ 3a JIpyry CTpaHy, Ha OCHOBY YCJIOBa MMaMO Ja BaxkKu m — j U j —> 1,
oJlaKkJie m — 1.

Jlakmie, u3 ¢ — m U m — ¢ CJI€JIN ¢ <> M, TITO je u Tpedajo JTOKaA3aTH.

Jlema 3.2.3: Penanumja KoMmyHUIIIpama je pesalija eKBUBaJIeHIHje.

Jlokaz:
1) PedmexcuBHocT: 3a cBaKO CTambe { ©IMaMO Ja i < .

2) Cumetrpuja: Mmamo Ja je 3a cBaka JiBa CTarba i ¥ j pesalja i <> j eKBUBAJEHTHA
ca pesammjoM j < i.

3) Tpamsurusnoct: Ha ocnoy Jleme 3.2.2 umamo ja je pesanuja KOMYHUIITPaEha
TPaH3UTUBHA.

[TormTo je penaruja KOMyHHIIUPama U pedIeKCUBHA U CUMETPUYHA U TPAH3UTUBHA
cJIeJIN /13 je OHA W pesialifja eKBUBaJIEHIIT]e.

Ha ocnoBy Jleme 3.2.3 Mo2KeMO J1a 3aK/bYIMMO JIa CE CKYII CBUX CTakha MOKE TI0JIeTUTH
y JUCjyHKTHE TOJCcKyToBe Ap, A, As, ..., TJe cBakM 0J1 MOJCKYyIOBa A; MpejicTaB/ba
KJIacy KOMYHUIIMpama 3a cebe.

Hedbunannmja 3.2.6: HepacraBsbuB MapKoBsbeB J1aHall je MapKOB/bEB JIaHAIL
qUjU je CKYIl CTakba Cauu-eH O/l JeJITHCTBEHE KJace KOMYHUIIUPAHhA.

Hedbunnmuja 3.2.7: Knaca crama C je HenpazaH CKYII CTalba TAKBUX Jla CBAKO
crambe ¢ € ' KOMyHUIIPA Ca CBAKUM JPyTIuM cTambeM j € C' ¥ jga He KOMYHUIIUPA
HU Ca jeJIHUM JPYTUM CTambeM j 3a Koje Baxu ja j ¢ C.

Y rpady Ha cauim 1, {2, 3} unnu jenny kiacy crama, gok {1}, {4}, {5}, {6} rakobe
gnHe 3aceOHe Kace CTarba.

Hedbunannuja 3.2.8: PeKypeHTHO cTambe je crambe ¢ Koje ce MOXKe JOCTHUhU 13
CBUX CTalba U3 KOjuxX ce Moxke joctuhu u3 i. OJHOCHO, CTaibe ¢ je PEKyPEeHTHO aKO
penanuja ¢ — j UMILTUITAPa PeJarujy j — i.

Hedbunumuja 3.2.9: IIpesa3zno crame je crame Koje HUje PEKYPEHTHO.
Teopema 3.2.1: V jeaHoj Kacu cTama Cy CBa CTalba UJIU PEKYPEHTHA WIH [TPeJIa3Ha.
Hoka3z: TlpermocraBumo ja je crame i npeiasHo (Tj. Ja MOCTOjU HEKO CTarbe j 3a

KOje BayKu Jia je 1 — j ajii He U j — 1) U IPETIOCTABUMO Jia Cy i U M Y UCTO]j KJIacH
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cramwa (1 <> m). Taga Baxku nga m — @ u jga i — j, onakje caegu jga m — j. Ako
7 — m, OHJA IIYT OJl j JIO M MOXKe Ja ce IMPOJYXKA U JI0 ¢, ITO je KOHTPATUKITA]a.
Crenu 1a HeMa IyTa OJ1 J 70 M U Jia M IIPeJICTaB/ba, MPea3HO CTAmbe.

OBuMe cMO TIOKa3aJ/IH J1a aKO je Y HEKOj KJIacH CTarba JeJIaH YBOP y IPEJIa3HOM CTAIbY,
Jla Cy OHJIa CBM YBOPOBHU Te KJlace y IpesjasHoM cramby. CTora cy CBU YBOPOBU HEKE
KJlace WIN Y NPEeJa3HOM WU Y PEKYPEHTHOM CTalby.

Heka je p;(7) ouekuBano BpeMme moBpaTka y crame i, ognocHo p;(i) = E[T; | Xo = il.

Hedbununuja 3.2.10: Ilo3nTUBHO PEKYPEHTHO CTaIbe | je PEKYPEHTHO CTarhe
3a KOje BaxKu Jia je:

pi(i) = E[T; | Xo = i] < oo

Hedbunanmmja 3.2.11: HyaTo peKypeHTHO CTambe i je PEeKYyPEeHTHO CTarbe 3a
KOje BaK! Ja je:

wi(i) = E[T; | Xo = 1] = +o0.
Crama ce Mory Kiacu@HUKOBATH U 1O IIEPUOITIHOCTH.

Hedbununmja 3.2.12: Ilepuos crama i d(i) je Hajehu 3aje JHIYKHI JeJIUIAI CBIX
BpegHoCcTH N 3a Koje je PP > 0. Ako je nepuosn 1 oHja je crarbe allepuOgUYIHO, a
aKoO je 2 Wu BUIIE OHJIa je CTaibe IIEePUOANYIHO.

¢ H—@ D
( \ ( ) (7 t\\‘q/ \.’9

j P =
- ¢} \loh— 3] \f/

Chnuxka 2

Ha npumep, na ciuim 2a) je Py > 03an = 2,4,6, ..., Te je crora nepuoj crama 1
jemnak d(1) = 2. Ha cymmum 26) ce camano gobuje ga je Py > 03an = 4,8,10,12, ...,
na je d(1) = 2.

Teopema 3.2.2: V je/iHOj KJIacU CBa CTamba UMajy UCTU TEPUO/I.

Hokasz: Heka cy ¢ u j paznuanta crama Kiaace C. Tajga nmamo ja i <> j u ja
3a HEKO I M 3a HeKo s Baxu Ja je F;7 > 0 u P;7 > 0. Cana sHaMO Jla IOCTOjH IIyT
JIy2KWHE 1+ § OJ1 ¢ JIO j W Ha3aJ J0 i, Te u3 JedUuHUIEje Iepuoia cTama JJ00ujamMo
Ja r + § Mopa 6utn Je/buBo ca d(i).

Heka je t mexu 11eo 6poj 3a KOju BaxKu Jia je sz > 0. Ilomro mocroju myT JTyKuHe
741+ s o0mi M0 j u HA3AJ JIO 1, CIead Ja je r 4+t + s gespuBo ca d(i), Te je oHJA U
t nemus ca d(i). OBo Baxkm 3a cBako t 3a Koje je Pji > 0, ma nobujamo ja je d(j)
nesbuBo ca d(i).

Cajza kaJia ce 3ameHe yiore i u j jobuja ce ja je d(i) gewuso ca d(7).

Hakie, mvamo na je d(i) = d(j), mrro je u Tpebaio 10Ka3aTH.

Teopema 3.2.3: Ako pekypenTHa ki1aca C' (Kjaca Ijie Cy ¢Ba CTatba PEKYPEHTHA) Y
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MapkoB/b€BOM JIAHILy UMa [EPHUOJ, d, OHJIa ce CKYIl cTamba Kiaace C' MOXKe IO/ TUTH
y d mojckymoBa, Si,Sa, ..., Sg, TAKO J1a CBU IpeJaciy u3 S, uay y Sa, CBHU IIPEJIacIin
u3 S, wiay y Ss, ..., cBu npenacty u3 Sy_1 uay v Sy. U Ha Kpajy, ¢BU Ipesacin u3
Sq uny y Si.

Hoxka3: 3a jgaro crame ¢ u3 Kiaace C', noackymnose Si, So, ..., Sq JePUHUIIEMO HA
ciaenehn Haunm:

Sm:{jZB?d+m>03aHeKOTLZO}, 1<m<d.

Ha ciunu 4 je mpukasana mojiesna 3a ciaydaj Kaja je d = 3:

Cauxka 3

3a cako j € C' hemo npBO JI0OKA3aTU JIa [IOCTOJU CAMO jE€JIMHCTBEHA BPEIHOCT M 3a
Koje J € Sy,. llomro i > j, cieqm na je 3a Heko r u 3a neko s P > 0m Pjf > 0.
Cajta mMaMo J1a MocToju myT of ¢ 70 ¢ (IpeKo j) JyzKuHe r + §, Te je crora r + S
JIeJbUBO ca d.

Ba sato r Heka m 3aj0Bo/baBa jegHakocT r = m + nd (1 < m < d), vae je n neo
6poj. Heka je 71 meo 6poj pammamT off r 3a Koju Baxku fa je P;' > 0. Jlobujamo ma
je r1 + s me/puBO ca d, ¥ caMUM THUM Jia je u 11 — 1 JAespbuBo ca d. akie, umamo j1a
je r1 = m + nyd 3a HEKHU 11e0 OPOj Ny U UCTO M.

[omTo je r; mpoussosban 1eo 6poj 3a koju je Pyt > 0, j npumnaja Sy, 3a TadHO
jemry BpegHOCT O6poja m. OBUME CMO JIOOWJIH J1a Cy MOJCKYIIOBU Sy, JUCJyHKTHH 1
Jla Jiejie CKyIl cramba Kiace C' Ha JIMCjYHKTHE IOJICKYIIOBE.

Axo j € S,, u Pj; > 0 n ako je 3ajaTa ImyTama JyxKuHe r = m + nd ox i 10 j,
Taja MOCTOju TMyTama jykune nd +m + 1 of crama ¢ 70 ctama k. 3a ciaydaj Kajia
jem < d umamo na k € S,,11, a 3a ciaydaj m = d Baxku Ja k € Sp, 4uMe CMO
3aBPIINJIN JIOKA3 OBE TEOPEME.

o casia cMo BUJIeN Ja ce Kjlace CTama MOT'Y KJ1aciu(UKOBATH IO CBOjUM ITEPUOINMA,
U 10 TOME Jla JIN Cy peKypeHTHa Wau mpea3na. HajBaxknuju mojciydaj je Kajga je

KJlaCa CTalba allepuoJnuviHa 1 PEKYPEHTHA.

Hedbununuja 3.2.13: EproandHa KJjaca crtamkma KoHadHor MapKoB/beBOTI JIAHIIA
je KJlaca cTama Koja je U PeKypeHTHa U allepUOINTHA.

15



Hedununuja 3.2.14: Eproauynanm jsanai je MapKoB/beB JIaHAI CAUUHEH OJT CAMO
jeaHe eproJimvaHe Kjace.

3.3 Marpudna penpe3entainja MapkoB/beBHUX JIaHAIA

3.3.1 Marpuna npejacka

o cajia cMo ce yno3nasim ca rpadoBCKOM perpesenTalinjom MapKoB/beBUX JlaHAIIA.
MebhyTuMm, ucrioctas/ba ce Jia je MATPUIHE OOJIMK HAJIIOTOJIHUU 38 IbUXOB ITPUKA3.

Haunwme, nam matpuann npuka3 MapKoB/peBOr j1aHIa 6u Tpedbao jia ce KOHCTPYHUIIe
na ciuenehn nagun:

1) Penosu maTpurie mpejicraBibajy Ccajallibe CTambe, Tj. CIydajHe BeJudnHe X,
2) Kosone marpuiie npejcraBbajy Oyayhie crame, Tj. ciydajue esnanae Xy q
3) Tloswe (i, j) npemacraB/ba BepoBaTHONY TIpeJIacKa U3 CTarba i y CTarbe j, OJHOCHO:

pij = P(Xip1 =7 | Xy =1).
[Ipumerumo @ y MaTpuiiy mnpeaacka Baxku ciejehe:
1) Marpura npesnacka P mopa fa cagp:ku csa Moryha crama MapKoB/beBOT JaHIIA.
2) P je obmuka N x N, jep X; u Xy, y3uMajy HEKY BPEJHOCT U3 HPOCTOPA CTaba
S (Besmunne N).

3) 36up BpegHOCTH Y cBaKOM peiy y P Mopa 6utn jefHak 1, mMTo 3HAYM CIIydajHA
BestmInHa X; 1 MOpa y3eTU HEKY O] OHYyDEeHUX BPEIHOCTH:

Z;V:l bij = Z;V:l P(Xt+1 =J ’ X = Z) = Z;Vﬂ P{Xt:i}(Xt+1 = J) =1
4) 36up BpesHOCTH y CBaKoj KOJIOHN y P He Mopa 6uTu jenHax 1.

Hedununmja 3.3.1: Heka je {Xo, X1, ...} MapkoBibeB J1aHali ca IpOCTOPOM CTarba
S sesnmunne N (oBgie je moryhe na N — oo). BepoBarHoha nipesiacka mnpejicraBiba
cnenehn nzpas:

Dij = P(Xt—H =7 | X; :i), VZ,j € S, t=20,1,2,...
Hedbununuja 3.3.2: Marpuna npesjsacka MapKoBJ/beBOI' JIaHIIA je 3alpaBo
marpura P = (p;;).

3.3.2 BepoBarHoha mnpeJiacka BUIIler peaa

Y 1IpeTxoHOM OJIe/bKY CMO YBHJIE/IN Jla Cy MaTpUIle IIpejiacka M3y3eTHO KOPUCHE
KaJla je y muTamy cKiaaauimremne sepopataoha P(X, 11 =7 | X, =1), i,j € Sy uus
nojtaraka. MehyTum, My u3 MaTpuiia mpeacka MozKeMo jJga Hahemo u BepoBaTHOhE
k—Tor peja Ipesacka.

Teopema 3.3.1: Jegunaunna Hanman-Kosmoropos (Chapman-Kolmogorov)
rJIacH:

P(Xnim =7 | Xo=1) = Lies P(Xn = j | Xo =) P(Xy = 1| Xo =)
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Hoka3z: Pajiu osrakiaBarma JoKa3a yBeniheMo ciejiehy BeoMa KOPUCHY JIEMY:

Jlema 4.3.1: Baxu cieneha jemnakoct:
[P(Xntk =3 | Xn = Dijes = [P jlijes = P

Hokaz: Nnaykiujom no k£ hemo jokazaTu JiaTy jeHaKOCT.
3a wHykTHBHY Oa3y hemo mpBoO J1a n3padyHaMoO BEPOBATHONY Impeacka 2. peja:

PXni2=7 | Xn=1) =X 1cs P(Xny2 =7, Xn1 = 1| X;, = 1)

-5 P(Xni2=7,Xnt1=,Xn=1)
= 2.es P(X,,=i)

-y P(Xnt2=5,Xn+1=L,Xn=1) P(Xn41=0,Xn=1)
— 2.leS P(Xn+1:l,Xn:i) P(Xn:’L)

=2 esP(Xni2 =7 | X1 =1, X, =) P(Xpy1 = 1| X, = 1)
=Y 0esP(Xoqo =7 | X1 = )P X1 =1 X,, =1)
= Yes Pl
= [P?;, i,j€S

[IpermiocTaBuMoO cajia Jia JJeMa BayKi 3a OIIIITU CJIydaj Tj. 3a BepoBaTHONY Ipe/ackKa
k—ror pema. Cama xoheMo [a JOKaxkeMO Jia BaXKd U 3a BepoBaTHONY mpesacka
k + 1—or peja:

P(Xn-l-k—i—l :J | XTL = Z) = ZleS P(Xn—l-k—l-l - ja Xn—l—k =1 | Xn = Z)

B P(Xntktr1=5,Xntp=0,Xn=1)
= 2 les

= ies P(Xnsn=l,Xn=10) P(Xpn=1)

= ZZGSP(Xn—i—k—i—l :] | Xn+k = l,Xn = Z)P(Xn—i-k = | Xn — @)
= Yes P(Xnghs1 =7 | Xy = DP( Xy = 1| X,y = 4)
=Yies PXonqe =1 Xp=140)P;,

Ha OCHOBY MHAYKTHBHE IIPETIIOCTaBKE JO0JIa3MMO 10 TOr'a JIa je:

[PEHY); 5 = YiesPMiuPrj

OJITHOCHO JIa BaXKW JIaTa JeJIHAKOCT Y JIEMHU.

Cajzia MOXKEMO J1a ce BpaTUMO Ha IOYEeTHY jeJHAKOCT KOjy KEJIUMO JIa JIOKAZKEMO.
Bnamo j1a Baku cieneha penamnmja:
Pm+n — Pm Pn

Y

KOja ce MOKe JIpyraduje HHTEPIPETUPATH U y OOJINKY:
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[P 5 = Yies[PmialP iy ,14,5 €5,

IITO je 3allpaBO €KBUBaJICHTaH 00JINK 3a/aTOM Yy IIOCTaBII1 Hpo6neMa, qumMe je TeopeMa
JOKa3aHa.

ITpumep: Ana, Ilepa, Hukosa u Jlasa mobaityjy jouTy jegad ApyromM Ipou3BOJEHO
oupajyhu canrpada kojem he 6aruTu jonty Kaja je jpooujy. Ha moderky urpe, jomnra
je kox Jlaze. Koja je BepoBaTHOha J1a JionTa HAKOH 7 Pa3MEHEHUX JI0/IaBaiba 3aBPIITT
kon Jlaze?

Pememe: J[lomenumo Arwu, Ilepu, Hukomm u Jlasu pemom 6pojese 1,2,3 u 0, a
Heka Xj o3HadaBa Opoj ocobe KoJI Koje ce HaJIa3’ JIONTa y TPEHYTKY k.

Ha ocnmoBy ycmoBa 3amatka mMamo Ja je Xg = 0 m TpaxKu ce Ja U3padyHAMO
sepoBaraohy P(X7; =0 | Xy = 0).

Beposarnoha jia nekn urpat Kajia jjobuje jgonty jgpobanu HeKoM ojipeheHomM canrpady
je jeqHaka p = % [Touerna marpuria P je mara Ha ciegehu HAUMH:

0 pp p]
p 0 pp
pp 0 p
ppp 0

[Torpebuo HaM je ja uspadynamo P7 1a 6ucMo J0IUIM 0 KOHAYHOT Pellieba, a OHO
he ce manasutu y oy (0,0) HOBOmOOUjere matpurie (jep je Xo =0 u X7 = 0):
[ﬁllip"' BT T GIT;J"]
[517;;" MbpT  HdTp" ﬁlfpl“]

MTp' MTp' MGp' MTp'
MTp' MTpt MTp' HMbp'

: : 7 _ 182
Crenu ;1a je KoHadHa BepoBaTHONhA jeaHaka H46p" = 755

3.3.3 CramuonapHa pacrnojeJja

Hedbununmja 3.3.3: CranmonapHa pacnogesia (MM BEKTOP CTAI[IOHAPHOT
crarba) MapKoB/bEBOI JIaHIA OJ M CTalba ca MATPUIOM mpejacka P mpejicraBiba
BekTOp 7 = (71, 7o, ..., T, ) KOjU 3310BOJbaBa cJejielie yciose:

T=mnP; rejey , m=1m>0,1<7<n.
N3 nedununmje nmamo Jia je:
Yimibij=m;

Creniehy Teopemy hemo maBecTu 6e3 jgokasza.

Teopema 3.3.2: Axo HepacraB/bliB 1 KoHauYaH MapKOB/bEB JIaHAIl KMa CTAIlHOHAPHY
pacrojiesty, Tajia je oHa jeJIMTHCTBEHA.
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3.4 BepoBarnoha mororka

Hedbnannmja 3.4.1: BepoBaTtHoha morotka IipejictaB/ba BepoBaTHOhy ja he
MapxoBJ/beB JlaHaIl HeKaJ la JIOCTUNI HEKO YHAIIpeI ojJpeheHo cTame WIn HEKU CKYII
crama.

Beposarnohe mororka ce MOTy IpeCTaB/haTH U PEKO BEKTOPA.

Hedunumuja 3.4.2: Heka je A nozgckyr ckyna crama S. BepoBaTHoha mmororka
oJ1 cTarba @ J10 cKyna A je BepoBaTHOha j1o/1acKka j10 cKyna A, mosazehn o moderHor
crama 1. OBy BepoBaTHOhY obesexkaBamo Kao h;4. lakie, mvmamo ma je:

hia = P(X; € Azanekot > 0| Xy =1).

ITpumep: Heka je A = {1,3} kao mro je npukaszano Ha ciauiy 3.

./' '\_.
- ﬁ_:‘_____.l. 2 fe 7
L ..-: \ . .
A L
L |/3 \

Pt P
| 4 || 5 ]
N W

ps
W

L J

e

Chnuxka 4
Vmanmo sa je BepoBaTHONA HOrOTKa 3a CKyl A:

1) 1 ako ce moasu u3 crama 1 win 3
2) 0 ako ce moJiasu U3 crama 4 nim 5
3) 0.3 axo ce moJia3u u3 cramba 2

OgBe BepoBaTHOhe MOXKEMO Jpyradnje 3amucaTn Ha cjaegehn HadnH:

h_;_[ = J?!:{_.; = 1

Teopema 3.4.1. Popmysia 3a BepoBaTHOhy Imororka: BekTop BepoBarHOhe
norotka hy = (h;a : i € S) je MUHUMAJIHO HEHETATUBHO pelllerbe caeehux jeHadnHa:

ie A,

1
hiqg = pr}'hj-'i id A

[Tox MuHUMAJTHUM HEHETaTUBHUM pelierheM MojipasyMmeBamo ciiejehe:

1. Bpemnoctu {h;4} MOpajy KOJIEKTUBHO J1a 33/I0BO/baBajy rope HaBeJICHe jeTHATNHE
2. cBaka BpeJIHOCT h;4, Mopa OUTH HEeHeraTUBHA

3. Heka je g;4 6110 Koje HeHeraTUBHO Pelllehe CHCTEeMa, je/IHaIrnHa, OHJia je hia < gia
3a Vi.
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Hoka3z: Tpeba 1a noxkaxkemo ciejiche jiBe cTBapu:

1) BepoBarHohe nororka {h;4} KOJEKTHBHO 3a,10B0/baBajy rope HaBeJeHe jeTHATNHE
2) axo je {g;4} 6UI0 KOje HEHEraTHBHO DeIlerbe CHCTeMa jeJHAYNHA PA3INIATO Off
{hia}, onna Baxku ja je hia < gia 3a Vi.

Hoka3z 1): Ouurnenno je hjy = 1 ako i € A (jep onya janar ogMax cruxke g0 A).
[Ipernocrasumo ja i ¢ A. Onja umamo jia je:

hia = P(X; € Azanekot > 1| Xy =1)
:ZjGSP(XtEASaHeKOt21|X1:j)P(X1:j|X0:i)
= jes hja pij

Onakiie cienu g BepoBarHohe morotka { ;4 } KOJIEKTHBHO 33/I0BOJbaBajy rope HaBeleHe
jeHavunHE.

Hoka3z 2): Heka je h;?x = P(nonasak y Ay TpenyTky t wiu npe). MaremMaTuakom
MHIYKIIEjOM heMo mokasaTh Jia je hg-i)‘ < g;a 3a Vt, Te O OHJA CTOra BayKWUJIO J1a je

hia =lmy_ee B\) < gia.

3a Tpenytak t = 0 Baxku ciejehe:

o 1 i
h [-.3_I _ . -
- 0 i

MebhyTum, momrTo je g;4 HEHEraTUBHO pelleibe Koje 3aJ0BOJhaBa IMOYETHU CUCTEM
jeTHaIMHA UMaMo J1a je:

giqa =1 ie A,

gia = 0

[Ipu gyemy je g;a > 0 3a Vi. [lakie, cienu 1a je g4 > hz(%) 3a Vi.

M

[IperniocTaBuMoO J1a TBpheme BazKu 3a TPEHYTaK ¢, OJIHOCHO Ja je h§2 < gja 3a Vj.
BaTum:

hgjl) = P(nomazak y Ay tpenytky t + 1 nmm mpe | Xy = i)
=Y jes P(monazak y Ay tpemytky ¢+ 1 mmm npe | Xy = j)P(X;, = j | Xo = i)
¢
= ZjeS h%m
< Zjes 9;jADPij

= GiA,

T'ZIe CMO 3a ITI0CJIeIIba 2 peﬂa KOpI/ICTI/I.HI/I pelLOM I/IH,HyKTI/IBHy HpeTHOCTaBKy n ‘{I/IH:GHI/ILLy
na {g;4} 3a/10B0/bABA MOYETHU CUCTEM jeJIHAYNHA.

. . t
Cana nonasumo J10 Tora ja je hja =lim; . h) < @;4, 9YUME CMO 3aBPIINJIA JOKA3
Jda I pi Ja ] — 1A giA, p pi
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TeopeMe.

ITpumep: Halin Bekrop BepoBarHOhe mororka 3a crame 4 (ciuka 5).

1/2 1/2

1/2 1/2
Cnuka 5

Pememwe: Jeanaaune Teopeme 3.4.1. mam majy ciaejehe:

1 it =4,
h".'l = Zj)..‘_jhj; i _T'L 4.
jes

Casia mmamo sa je:

hiy = hiy
hoy = %h14 + %h34
hay = %h24 + %h44 = %h24 + %

[Ipumernmo s1a hyy MOXKe y3eTu OMJIO KOjy BPEIHOCT, au 300T yCJIOBa, MUHUMAJIHOT
HEeHeraTUBHOD pelema jjobujamo ja je 3anpaBo hiyy = 0 (hyy = 1 > 0, hoy > 0,
hss > 0). Kaga ybanumo hyy = 0y jeanadune pobujamo:

has = Shas + 5 - 0
has = 3has + 5
= hgy = %(%h34)+% = hgy = % = hoy = %

BekTop BepoBaTHnohe mororka 3a crame 4 je:

h-_rq == (U = .

1).

21 =Y
91 [T

3.4.1 MaremMaTnvKko o4eKNBaHke BpeMeHa MOToTKAa

Hedunnuja 3.4.1.1: Heka je A mogckyn ckyna crama S. BpeMe mororka ckyra
A npejcraiba ciaydajua Beaumanna 14 geduHucana Kao:

Ty =min{t >0: X, € A}

T4 je BpeMe OTpeOHO 3a MpBH J101a3aK y A 1 Moxke y3umatu Bpeaaoctu 0, 1,2, ..., 00.
Axo nanan HuKa He foJasu 10 A onma je Ty = oo.

Hedunmnuja 3.4.1.2: Cpenme BpeMe nororka ckyna A, modeBmn u3 crama i,
je:
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m;a = E(TA | XO = Z)

Axo moctoju nkakBa BepoBaTHONA a JjaHal HUKa a Hehe ctuhu 10 ckyma A, Tama
je BE(Ta | Xo =1) = oc.

Teopema 3.4.1.1. PopmyJia 3a n3padyHaBame Cpehber BpeMeHa MOoroTKa:
BekTop MaTeMaTuaKor OueKnBaba BpeMeHa oroTka my = (m;a : i € S) je MUHIMAJIHO
HEHEraTUBHO pellerhe caeaenux jeqHadamHa;

T M
e

0
Mmia =19 1+ Z Dijmia i
JjEA

Hoxka3z: Tpeba nokasaru ciefelie jBe crapn:

1) cpe/iba BpeMeHa OoroTKa {m; 4 } KOJICKTHBHO 3a,/10BOJbaBajy 'ope HaBe/ICHe jeIHAMNHE
2) ako je {u;4} OmIO KOje HEHEraTHBHO PEIIEH-e CHCTEMA jeIHATHHA PA3/IHINTO OJf
{m;a}, ouna Baxku 1a je mia < u;a 3a Vi.

Y oBom Jiery hemo mokasaru camo jeo mog, 1).
Hoka3z 1): Ounrsenno je m;4 = 0 ako ¢ € A (jep onga janai ogMax cruzxe jio A).
[Ipernocrasumo ma i ¢ A. Onjga umamo ja je:

m;a — E(TA ’ XO = Z)

=1+ Yes E(Ta | Xo = 7)P(Xy =7 | Xo =1)
(mpBo Tpeba yunmHuTu 1 Kopak Ka j a oHzga ogarie Tpeba vahu F(Ty))

=143 jes mjapi;
=1+ jeapijmja
(jep je mja =03a j € A).

OmaxJie ciieu j1a cpejiba BpeMeHa morotka {m; 4} KOJIeKTUBHO 3a/10BOJbaBajy rope
HaBeJleHe jeTHadnHE.

ITpumep: CrkakaBall ckade OKO TPOYIJIA TAKO IITO IPH CBAKOM CKOKY OH IIpeJia3u
Ha HEKN OJI IpeocTasia JiBa TeMeHa. Koje je odeKmBaHO BpeMme ja CKaKaBall CTUTHE
ox uBopa 1 g0 uBopa 27
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Pememe: Marpuiia npesacka je jarta Ha ciaegehn Hadum:

11
033
P=|3101%
11
330
Cazia numamo Ja je:
0 i =2,
M2 =N 14+ pymys )
J#2
Tpeba mahu BpegHOCT M9 :
Moo = 0

My = 14 §may + 5msgy = 1+ 5may
maz =14 3mo + miz = 14 gmip = 1+ (1 + Lmg)
= mgy = 2.

Cnemm ma je myp =1+ %mgg = 2.

23



4

Ilpumena MapkoB/beBUX JiaHAIIA

[Ipumena MapkoB/beBUX JiaHAIA je, KAO IITO je PEYEeHO Yy CaMOM YBOJIY, 3auCTa
enopmua. Onum cy oy u3y3eTHe KOPHCTH 3a MOJIEJIOBaIbe CTOXACTUYKUX IIPOIeca
y JINCKPETHOM BpPEMEHY W IIPOCTOPY.

[Toapy4yja npumene Jjiexke y (UMM, MPOIPAMUPAILY, BEIITAYKO] WHTEJTUTEHIIN]H,
MaIlTTHCKOM yUerby, ONOMH(MOPMATHIIN, €KOJIOTHjU, METECOPOJIOTHjU, EKOHOMU]jH, (DUHAHCH]jaMa,
UTJI. 3alpaBo CKOPO Jla HU HeMa HayKe WU HaydHe o0JjacTw, a Jjia MapKoB/beBr

JIAHIIM HEe MOTY HEKaKo Jjia ce mMmiuieMeHTupajy. Crora hemo oBjie W3/IBOjUTH CaMO

HeKe OJ] MHOTOOPOJHUX ITPUMeEHA!

1) MapkoB/beBH JIAHIN Y TeopHuju WHMOPMAITH]je
2) IMpumena ckpuseHor MapKoBbeBOI MOJIEIA
3) IlpenBubame crama HA TPXKUIITY

4) Google Page Rank asropuram

4.1 MapkoBJbeBH JIAHIIN y Teopuju MHMopMaImje

Kaga je Ko lenon (Claude E. Shannon) o6jaBuo kury ,Maremarndaka reopuja
komynukarmja“ ("A Mathematical Theory of Communication) 1948. rojuue, mberos
/b je OMO Jla ce yBeJie OIINTH OKBUD 3a KOMYHHUKAIM]Y 3aCHOBAH HA MPUHITUIINMA,
HOBUX JIUTUTAJIHUAX MEJIN]a.

[MTenonoBa Teopuja wHMOpPMaIuja Jjlaje MaTeMaTUIKu (HOpMYyJIUCcaHe OJI'OBOpPE Ha
cieneha murama:

1) Kako 6u aHAJIOPHU CHTHAJIN MOLJIHU Ja Ce TPaHC(OPMHUIILY Y JIUTUTATHE?

2) Kako 61 ce JUIUTAIHNA CUTHAM Taja MOIJIM KOJUPATH Ha TaKaB HAYWH j1a OyKa 1
CMeTIbe He OM HAITKO/IU/Ie OPUTMHAJIHO] TOPYIH KOjy MPEJICTaB/bajy TaKBU CUTHAJIN !
3) Kako 6u onrumasino Kopuiihierme JaTor IMPOIyCHOT Olicera KOMY HUKAIMOHOT KaHAJIA
MOTJIO OUTHU OCUTYPaHO?!

Yysena dopmyia ewmponuje Kojy mosesyjeMo jgaHac ca [lleHoHoBom Teopujom
nudopmalyja jrara je Ha cjaejaehm HaduH:

H = —(pilog, p1 + pology p2 + ... + prlog, pr),

rie H npejcrassba Koananny nndopMaliyja, a p; BepoBaTHohy mnojas/buBamba ojpehennx
CTamba.
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Osa dopmyiia Jaje BpeJHOCTH y PACIIOHY OJ1 HyJie (Kaja ce CUT'YPHO JOTO/H jelaH O]
norabaja ca BepoBaTHONOM 1, a CBH JIpyIH ce He JOrojie) O MaKCUMAJIHE BPEIHOCTI
log, N (kaza cy cBu gorahaju nomjeHako BepoBaTHH (Tj. jaB/bajy ce ca BepoBaTHONOM

¥)-

OuuryieHo je J1a aKo ce HEeIlITo IIPETXO/IHO 3Ha O OPYIIH j1a OU PUjeMHUK Y KOMYHUKAITMOHOM
cucTeMy Tpedao HEKAKO Jla HICKOPHUCTH Te dntbeHuie. [llenon je cyrepucao ja je 6uio

KOjU M3BOP KOjU MPEHOCH TOJIaTKe 3arpaBo MapKOB/bEB IIPOIIEC.

OgBa mperriocTaBKa je J0BeJIa JI0 WJieje Jia ce YHAIIpeI o/peie BepoBaTHohe mpesracka
KOMYHHUKAIIMOHUX cUMOOJIa, Tj. BepoBaTHOhe Ja Heku ojpeheH cumOoI ciieiu Apyru

cuMb0oJ1 Wian rpyiy cumbosia. AKo ce, Ha IpUMeEp, U3BOP UHGOPMAIKja CACTOJH O

peun ,Mama’ U UCKJbyduyje ckpahenurie, oHjia je BepoBaTHOhA IIpesacka Ja ce CJI0BO

, A TI0jaBu! T0CIe cIoBa ,M* jeaHaka 1.

[MTenon je MapkoB/be€B MOjE/ yHOTPEOHO CJAMYHO Kao MapKoB y CBOjOj aHAIU3U
[IymkunoBor jesna.

4.2 Ilpumena ckpuBeHor MapKoBJ/BEBOTI MOJIEJIA

Ckpusenn Mapkosibes Mojies1 (CMM) je craTneTuaku MOJIesT KOju ¢e MOzKe KOPUCTUTH
3a OIMCHBaIb€ IIPOMEHa YOU/bUBHUX Jlorahaja KOju 3aBHUCe 0J1 YHYTPAIImbux hakTopa,
a Koju HuCy aupekTHo npumerHu. llocmarpanu morabaj masubBamo ,cumboIoM”, a
,CTameM’ HeBUI/bUBHU (aKTOp KOju cToju y ocHOBH mocMmarpama. CMM ce cacroju
0J1 JiBa CTOXaCTUYKa IIpolleca, HauMe, OJI HeBUI/bUBOI' IIPOIleca CKPUBEHUX CTakbha U
BUJIJBUBOT TIpoTieca yousbuBnx cuMbosta. CkpruBeHa crama dnHe MapKoB/beB JaHall,
a paciiojie/ia BepoBaTHohe mocMaTpaHor cuM00/1a 3aBUCH OJ] OCHOBHOT' CTaiba. 300r
tora ce CMM HazuBa u JBOCTPYKO yrpal)eH cTOXacTUYIKH IIPOIIEC.

Monenupame 3amakarmba y OBa JiBa CJIoja, jeTHOM BUI/BUBOM, a JIPYTOM HEBUI/BIUBOM,
je BeoMa KOPUCHO, jep ce MHOI'M ITpOOJIeMHU U3 CTBAPHOI ¢BeTa DaBe Kacu(UKAIIjoM
rpyomnx 3alakamba y OpojHe KaTeropuje WJIM Kjace Koje cy HaMm 3Hadajuuje. Ha
IpUMeEP, pa3MOTPUMO IIpobJIEM IIpero3HaBamba ropopa, 3a Koju ce CMM nHTeH3uBHO
KOpUCTH Beh HEKOJIMKO JIeTleHrja. ¥ MPEero3HaBaby TOBOPa HAC 3aHUMA [IPE/IBUh)abhe
U3rOBOPEHE PEYH U3 CHUMJ/HEHOT TOBOPHOT CUTHAJIA. ¥ Ty CBPXY IPEIo3HaBad roBOpa
nokymasa Ja nponabe penocien doHeMa (cTama) KOju Cy JIOBEIH IO CTBAPHOT
M3rOBOPEHOr 3ByKa (3anaxkarba). C 003MPOM Ha TO Jia y CTBAPHOM HM3TOBOPY MOTY
[OCTOjaTH BEJINKE Pa3jiiKe, opuruHaaan ¢gonemu (M Ha Kpajy M3rOBOPEHA Ped) He
MOT'y Ce JIMPEKTHO ITOCMATPATH U MOPAjy Ce IPEJIBUIETH.

OBaj mpucTyn je Takohe KOPUCTaH y MOJETUPay OMOJIOMIKIX CEeKBEHIH, KAO IITO
cy nporenau u JIHK cekpenne. Tunudno ce Omosionika ceKBeHIa CacTOju O] MarbuX
MOJICTPYKTYPa ca Pa3JIMIUTUM (DYHKIIMjaMa, a PasTuduT (PyHKIINOHAJHI PErMOHN
YeCTO MOKa3yjy pas3/nduTa CTATHCTUYKA CBojcTBa. Ha mpumep, m00po je mo3HaTo
Jla ce TMPOTEerHU yIJIABHOM cacToje OJl BUIlle joMeHa. Kaja jmodbujeMo HOBU IIPOTEUH
3aHUMJBUBO je MPEeJBUIETH I'DaJIMBHE JOMeHe (KOju OfroBapajy jeJHOM WM BHUIIE
cratba y CMM-y) u muxoBe JioKanuje y aMUHOKHUCETMHCKO] CEKBEHITH (3alaKarba).
Jlabe, MozkeMo Jia IpoHaheMo U IOPOIHILy IPOTErHA KOjOj IIPUIIaia OBa HOBA CEKBEHIA
IIPOTENHA.
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VY crBapu, nokasajo ce ga cy CMM BpJio edukacHr y MpeacTaB/bamby OHOJOMKAX
CEeKBEHIIM, jep Cy YCIIeITHO KOPHUIINeHW 3a MOJe/Nnpalke NOBOPHUX CHTHaJA. Kao
pesynarar tora, CMM-oBu mocrajy cBe MOMyJIapHUju y padyHAPCKO] MOJIEKYIapHO]
Ouosornju, ¥ MHOTH HAajCaBPEMEHHjU aJrOPUTMH aHaJM3€e CeKBEHIM cy m3rpabeHun
Ha LUMA.

4.3 Ilpensubame cTama Ha TPKUINTY

MapKoB/beBH JIAHIN U BUXOBE ojiroBapajylie penpesenranuje (rpacdoBCKe WM MATPUIHE )
ce MOr'y KOPHCTUTH 3a MO/JIeJIOBaibe BepoBaTHOhA HeKux ojapeheHnx buHaHCUjCKUX
cuTyalldja Ha TPKUIITY U HA Ta] HAYWH yIIOTPeOUTH 3a mpeBuharbe Oyayhnux crama.
OBa crama ce Mory Hahum y jegHoM o ciemehmx TprKurra:

1) Pacryhe Tpurire: mepuoj| KaJa 1eHe TeHepaJTHO PacTy

2) Onazajyhie Tpxkuinre: nepuoj Kaja IeHe NeHePaTHO OlaJIajy

3) Craraupajyhie TpKuiiTe: mepuoj, Kaja leHe HUTH PACcTy HUTHU OHAJIajy

Casta hemo nmpoydunuTu mpuMep KOju ce Hajasn Ha CJIHIH 6:

0.075

0.9 C Bull ."'. Bt ar D“ 2
|11.11]xat __.-' \ market | '

0.15

0.025
0.25

{ Stagnant
\ market |
% 4
’ e

Bull market - Pacryhe tpxkurire
Bear market - Onasajyhe Tpxkutire
Stagnant market - Craruupajyhe rtpxurire
Cruka 6

Ha momrrernM Tp:KuIITHMa IIPETIOCTaB/ba ce Ja Cy HHdOpMalije paBHOIPABHO
nuctpudympane m3Mmely KiujeHata M Jla ce IleHe Memajy HacymudHo. To 3Haun
Jla CBAaKM KJIMjEHT MMa jeJIHaK MPUCTYI nHMopMaImjaMa 1 Jia HEjeJIaH OJf IhUX HeMa
IIPEJIHOCT 300T YHYTpAIIbUX HHMOPMAIIT]ja.

Cazia y3MuMo y 003up XUIIOTETUYKO TPKUIITE ca MapKOB/HEeBUM CBOjCTBOM 3a KOje
cy HaMm nogany garu Ha cauny 6. ITpumernmo na nocroju 90% mance na pacryhe
TpKHMINTE HacTaBu jga Oyae pacryhe, 7.5% mance ma nocrane omamajyhe m 2.5%
mamce ja mocrane craruupajyhe ntia. Cse oBe nHdoOpMaIje MOKEMO J1a IIPEJICTABIMO
Ha craejehn HaduH:
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To Bull Bear Stagnant
From
Bull 0.9 0.075 0.025 09 0075 0025
= 10.15 0.8 005 |=M
Bear 0.15 0.8 0.05 025 025 05
Stagnant 0.25 0.25 0.5

Heka je C' BekTop obsimka 1 X 3 koju y cebu cajipku nHdOpMaIujy y KojeM CMO
TpenyTHO cTamy. Kojona 1 npejictaBba crame pacTyher TpKUIITa, KOJIOHA 2 CTamke
oma ajyher, a KoJIoHa 3 cTame cTarHupajyher TpKuITa. 3a MOYeTHO CTAHhe MOXKEMO
0e3 ymarmbema OIIMITOCTH Ja MPeTIOCTaBUMO Jia Ce HAJa3uMO y CTamy omajajyher
Tp2KUIITA, Tj. Ja Marpuna C' uma ciegehu obuk:

C=[0 1 0].

Kana mmamo 3a71aT0 TIOYETHO CTarbe, OHJIa MOYXKEMO Jla U3padyHaMO BEpPOBaTHONY
Jia ce nahemo y cramy pacryher, onasajyher win craraupajyher TpKuiiTa HaKOH 1
kopaka. Cse 1mTo Tpeba Ja ypaJiuMo je jia y ¢—TOM KOpPaKy IMOMHOKUMO BeKTOp C'
ca MaTpHUIOM KOjy ja00ujeMo Kajia crerneHnyjemo M Ha ¢—Tu CTEIeH.

[Tocne 1. xopaka nmahemo cienehy curyanujy:

09 0075 0.025]
c+M'=[0 1 0]|loa5 08 005| =[015 08 0.05]
025 025 05

rocJie 5. Kopaka UMaMo ciefiehy:

09 0.075 0.025)°

- = ! J J = 0. 45 0.

c+M® =[0 1 0]/0.15 0.8 005 [0.48 045 0.07]
025 025 05

a mocJjie H2. Kopaka j10bmjaMo m1a je:

09 0075 0.025]*
C+«+M*?*=[0 1 0]|l015 0.8 0.05 =[0.63 0.31 0.05]
025 025 05

JoK 11ocyte 99. Kopaka mMamo Jia je:

09 0075 0.0251"
015 08 005| =[0.63 031 0.05]
025 025 05

C+«M¥7=[0 1 0]

13 oBOra MOXKEMO JIa 3aKJ/bYyUUMO Jla IeMo ce HAKOH n—Tor Kopaka ([pu 4emy n —
00) HaJa3uTH y cramy pactyher Tpxkuinta ca 63% mance, y cramy omagajyher ca
31% mrance u y cramy craraupajyher Tpxxumra ca 5% mance.
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4.4 Google Page Rank anropuram

Google Page Rank je anropuram xoju I'yrur nperpazxusau (Google Search) kopuctu
3a paHrupame Bed CTpaHuIa 10 KOJMINHA IhuxoBe rnperpare. Page Rank asropuram
CBAKO] CTPAHUITH JIOJE/IN OIEHY BayKHOCTH, IIITO 3aIllPAaBO MPEJICTaB/ha PEKYP3UBHO
neduHuCaHy BEJIMYWHY, jep ce CTpaHuIla cMarpa Takohe OGUTHOM akKo J0 He MOXKe
Jla ce jiohe u mpeKo Heke Jpyre OUTHE CTPAHHUIIE.

Jenman maunn rienama na Google Page Rank jecre na ra 3ammcimMo kao HEKOT
paHIOM IIpeTparkKupada, Koju ce Kpehe 1o crpanuiiama Koje cy Mel)ycobHo mopesane
JIMHKOBUMa. Taja je oleHa Heke ojipeleHe cTpaHUIle 3alpaBo BepoBaTHONA /1a ce Taj
panjioM mpeTpakupad Hahe Oain Ha TOj cTpaHunu. llomTo mocroje JTUHKOBU KOjU
BOJIe OJ1 OMTHUX BeO CTpaHUIla Ka JPYyTrUM, TO OHJA 3HAYH Ja je BepoBaTHOha ja ce
HahemMo y TUM cyceJHUM cTpaHUIaMa Beha oJ1 OCTaJIMX W CAMHUM THM U Te CyCeJIHe
cTpaHuIe nMmajy Behy oreHy BaxKHOCTH.

[lonamame panjgoM IpeTpaKuBada IIpeJicTaB/ba IpuMep MapkoBsbeBoOr mporieca,
OJIHOCHO PaHJOM IIporieca unja Oyayha crama cucrema 3aBHCe caMO O] TPEHYTHOT,
a He OJI IPETXOJ/IHOT CTaiba CUCTEMA.

Cagzia moxkemo J1a ce pokycupamo ua unrepiperanujy Google Page Rank asiropurma
npeko MapKoB/beBUX JIaHATIA.
[IpernocraBumo j1a mmamo ykynHo N Bed crpanuia. Heka je orena BaKHOCTH
crpanune ¢ BepoparHoha PR(i). Oruene BaxKHOCTH CTpaHMIA Cy JeTePMUHUCAHE
caefehnM JIMHeapHUM jeTHATNHAMA!
. . d .

PR(Z):(l_d)—i_Z]z(—UPR(j)T)a 7’:1727"'7N )
riae C(j) npejcraBba yKynan 6poj JUHKOBa Ha CTPAHUIM j, a O3HAKA i <> J 3HAUYM
Jla Cy CTPAHUIIE ¢ U J IIOBe3aHe JTMHKOM.

Moyiesr mpezke BeO crpanutia hemo mpejacrasutu Mapkosibesum JianieM. Ha mpexy
MO2KEMO J1a TUIe/IaMO Kao Ha OIPOMHY MAIlIIHY CTamba, TJ/le CBaKa CTPAHUIIA ITPE/ICTaBIba
jenno mocebHo crame. Ha kpajy hemo johm /10 3ak/bydka Jia cy OIleHE BarKHOCTHU
CTpaHUIa ITPOIIOPIIMOHAHE CTAIlMOHAPHUM BepoBaTHOhaMma crama y MapKoB/beBOM
JIAHILY, Tj. KOJIMKO T'OJ JIyT'0 UIILIN CJIyYajHIM KOpalliuMa 110 Bed cTpaHuIiaMa, HCIIocTaBrhe
ce 1a he BepoBaTHONA JT01ACKA HA HEKY CTPAHUILY KOHBEPIUPATH, U Ta BepoBaTHONA

HE 3aBUCH OJI TOra OJI KOje cMO cTpaHuie Ha modeTky kpenyynu. [IlTo je Beha
BepoBaTHoha ToO he u orena Baxkaoctn Outm Beha. Ckanupajyhu dpakrop mamehy
olleHe BaXKHOCTHU 1 BepoBaTHONE je %, rje je 0 < d < 1 ynanpe s nzabpaHa KOHCTAHTA.

Jakse, MapkoB/beB JiaHall heMo KOHCTpyucaTH Ha cjejehn HavIuH:
1) Csaka cTpaHHUIa IPEJICTAB/bA JeJHO CcTambe, i = 1, ..., N.

2) [onaje ce MarnHApHO CTambe, 33 PECTAPTOBAE CTPAHUIIE, U O3HAYUNEMO Ta Kao
crame 0

3) Heka je p;, BepoBarHoha mpesacka m3 crama j y crame i. Vmamo ga Baxm
> i Pj.=1 33 CBaKO j.
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3a) Csako crame i (0 < i < N) ca BepoBarnohom 1 — d npesiazu y crame 0, Tj. 3a
CBaKo i je p; o = 1 —d. JIpyrum pednma, 6e3 003upa Ha TO Ha KOjOj CMO TPEHYTHO
CTPAHUIM YBEK 1MocToju (huKCcHa BepoBaTHOha jga heMo pecTapTOBAaTU CTPAHUILY.

36) Beposarnoha npesacka u3 crama 0y crame i, i # 0, je po; = %.
3B) Beposarnoha npenacka u3 crama j (j # 0) y crame i (i # 0) je:
d . .
Pji = @'I(] i),

rie je I nnpukarop gpyHkmnuje Koju je jeanak 1 kaja je apryment tadan u 0 Kaja je
aprymenT HeradaH. OBO 3Haum na je ocrarak BeposarHolie d (mopen BepoBaTHOhe
1 —d onyacka y crame 0) pasaomepro pacnopehen ka C(j) muHkoBa. AKO cTpaHuia
J HHje IoBe3aHa JIMHKOM Ca CTPaHMIOM ¢ onja je p;j; = 0.

Heka je cranmonapsa BepoBaTHONa crama i m;. 3HAMO Jjia Baxu ciejehe (mpermnocrasrbajyhn
J1a je JiaHal| HepacTaB/bUB, €ProJiiaH U Jia ce MOKe IIPEJICTABUTH Kao 1oBe3aH rpad
6e3 mojaB/bUBaba IUKIIYCA):

T, = Z;V:O TiPj .4 1= 0, 1, ceey N

N —

Crrenuja/iHo 3a HAII CJIyYaj IMaMo Jia je:
Mo =300 =Yg mi(l—d)=(1-d) T m=1~d
Ty = ToPo,i + Zé\fa TiPj,i = (1 - d) ) % + Zj;z‘<—>j Wj%-

[ToMHOXKUMO TTPETXO/IHY j€/IHAKOCT Ca %:

Tomi=1=d)+ 3,007 ) ah

%m.Taﬂa Jiobujamo Jia je:

Hedunummmo oneny Baxuoctu PR(i) kao PR(i)

PR(i) = (1 - d) + Zj:i<—>j PR(j)

QU

W’ i:1,2,...,N,

IIITO TaYHO IIPEJCTaB/ba jeJIHAYUHY KOjy je crapuja Bep3uja ['yriia kopucTtuiia 3a
OIIeHY BaXKHOCTU CTPAHUIIA.
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5

3akKJby4aK

Ha mouerky oBor paja cmo Jera/bHO Hpoydman mpobsem CiydajHor Xoja, Koju
IpeJcTaB/ba jejlaH jeHocTaBaH nmpumMep MapkosibeBor JaHna. Lub oBor yBojHOr
Jies1a je Omo J1a moJako yBegeMo 1mojam MapKoB/beBOT JIaHIa y IPUIy He OU JIu CTeKJIn
ocehaj 3a oHUM IITO CJIe/TH.

VY spyrom Jiesty ¢Mo Ipentin Ha came jguckperHe Mapkosibese Jtanie, gedunuiryhu
o/iMax Ha 11o4ueTKy MapKOB/bEBO CBOjCTBO, a IIOTOM U KJIaCU(DUKAII]y CTatba. 3aTHM
CMO BUJIEJIH JIa IOCTOjU MaTpUYHa pernpe3erTainja MapKoB/bEBOT JaHIIA U Y OKBUDY
Ibe CMO M3BEJIN M3Y3eTHO BaxKHY (pOpMYIIy, a To je jeanaunna Hamman-Koamoropos.
Y oBOM moOTJIaB/bY CMO YBeJIM W II0jaM CTallMOHapHe paclojese, Koja urpa OUTHY
YJIOTY y CiIydajeBuMa KaJla ce cramba MapKOoB/LEBOT JIaHIA MIPOMEHE BEJIUKHU Opoj
myTa, KA0 U BepoBaTHONY IOroTkKa, oJiHocHO BepoaTHohy na he MapkosibeB Jsianary
JIocTHhY HeKW yHarpe/ ojipehen ckyn crama.

Y tpehem nenty pajsia cMo ce dpokycupasu Ha camy rnpuMeny MapKoB/beBUX JlaHAIA,
rJIe CMO CITEeIHjaJTHO U3/IBOjUIH ITpuMeHy MapKoB/beBUX JIaHAIIA Y TEOPUju nHMOPMAIIH]je,
npuMeHy cKpuBeHnX MapKoB/BeBHX MoOesa U IpeABUhaibe CTarba Ha TPKUIITY Y
ekonomuju. [loceban axmenar cmo crasuiu Ha Google Page Rank anropuram, koju
MOK/Ia IIPEJICTaB/ba JeTHY O] HajBaKHUjUX IMIPUMEHa, IJ/ie CMO JaJIi WHTEePIpeTaInjy
MoJiesia IIpeko MapKoB/beBUX JTaHAIA.

Xrejia 6UX J1a UCKOPUCTUM OBY IPUJIUKY JIa Ce 3aXBAJIMM CBOM MEHTODPY Ipodecopy
Muonpary PajojeBuhy, Koju Me je MOTUBHUCAO WM IIOJCTAKAO CBOJUM IIPEJIABAHLUMA
U JINCKYyCHjaMa Ha YaCOBHMa BepOBATHONE M CTATHCTHUKE Jla TOKYIIaM Jia MPOYIUM
OBy TeMy W Jia JlaJbe HACTaBUM Ja ce OaBUM HOM. 3axBajbyjeM Cce Ha U3Y3€THO]
nocsehenocTr u momohu Mpu capJiajilaBarmby rpauBa.

30



Jluteparypa

[1] Nicolas Privault Understanding Markov Chains - Examples and Applications,
Springer Undergraduate Mathematics Series, Singapore, 2013

[2] https://www.stat.auckland.ac.nz/ fewster/325/notes/ch8.pdf
[3] https://ocw.mit.edu
[4] http://www.statslab.cam.ac.uk/ james/Markov/
[5] https://www.americanscientist.org/article/first-links-in-the-markov-chain
[6] http://www.math.chalmers.se.pdf
[7] https://disi.unitn.pdf
[8] https://www.ncbi.nlm.nih.gov
[9] https://web.mst.edu.pdf
[10] https://web.stanford.edu.pdf

31



