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1
IIpearosop

Teopuja dpojeBa Mu je yBek Ouiia jesHa 0O OMUJBEHUX OOJIACTH MAaTeMaTUKe, a
y Eb€HOM CPEJIUIITY Cy C€ OJ/IyBeK HAJIA3WJIA YIIPABO IIPOCTH OPOjeBU. 3aTO CaM FhU-
Ma U XTeO Jia IOCBETHM CBOj MaTypPCKH paJj. 2Kegeo caM 1 Jia TeMa KOjy ojiadepem
00yXBATHU IIITO BUIIIE T'PaHA MATEMATHUKE, a KaJla cCaM 1yo Jia Ce IIOCTOjarhe OeCKOHA~
YHO MHOTO IPOCTUX OPOjeBa MOKe ITOKa3aTh He caMO IIPEKO Teopuje OpojeBa, Beh
U NIPEKO Teopuje I'Pyla, pe/ioBa, KOMOMHATOPUKE WJIM YaK TOMOJOruje, m300p je
omo ounrsean. ToOKOM Iucama OBOI paJia HAYYNO CAM MHOT'O O 0OJIACTUMA, KOje Cy
MU OmJIe TI03HATE, YIO3HAO Ce Ca HEKMMa Koje HUCY (TOIoJIoruja) u ca3Hao 6e3dpoj
3aHUMJBUBOCTH OJ] KOJUX HEKe HUCY Yak HH JUPEKTHO [TOBE3aHe ca PaJoM (Ja Jiu
CTe 3HAJNU Jla Ce ONTHUMAJTHOM UI'DOM XaHOjCKa KyJia ca N JUCKOBA MOYKE PEITUTH
y 2" — 1 nore3a?), a uamebhy ocrasior cam Hayuno u ja kopuctum LaTeX.

Hawmepa mu je dusa j1a pasi Oy/ie JaK 3a YUTarbe U TPUCTYIIaYaH U OHUM JbYIIMAa
KojuMa cy KopwuiiiheHe odjacTu Mambe nosnare. VI3 Tor passora cam, y yBOIUMA
y IOrJIaB/ba, HABOJMO OCHOBHE JIe(DUHUITM]E U TeopeMe Koje Cy MOoTpedHe 3a came
JIOKa3e.

3a Kpaj, XKeJIuM Ja Ce 3aXBaJIIM CBOM MEHTODPY Ha CTPIUbeYy U MoMOhu u
HajiaM ce Jia hie y OBOM paJjly y2KUBaTH KO I'OJI ra Oy/e IuTao.
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YBOI

Yumenuria J1a MpocTUX OpojeBa MMa OECKOHAYHO MHOTO IIO3HATA je MaTeMa-
tudapuma npeko 2300 roauHa. YIPKOC TOMe, KaKO Cy Ce pa3BHjajie HOBe I'paHe
MaTeMaTuKe, TaKO Cy HacTajaJli HOBHU JIOKa3uW OBOT TBphema. Y oBOM pajy he
ONTHU IpUKa3aHU HEKH O] IbUX, aJIM UMajTe Ha YMY Ja UX UMa MHOT'O BHIIIE.

Hanazkeme HOBUX IPOCTUX OpojeBa je yBeK Omja 3aHUMallija MaTeMaTHIapa.
Kazna je pyuno mpoBepaBambe J1€/beHEM MOCTAJIO MPEBUIE BPEMEHCKHU 3aXTEBHO,
TpaxkeHu cy edUKACHUJU aJTOPUTMU, OJ KOjuUX BehmHa MpPOUCTHUYE JTUPEKTHO U3
pa3IMYuTUX J0Ka3a oBe duibeHurle. Jlyro Huje mocTrojao mpakTUYaH pasJior ga ce
HaJla3e HOBHU mpocTu OpojeBu, aju je 1970-ux mponahena mpumeHa y KpHUIITOTPa-
duju.

VupaBo dumbeHUIa Ja MIPOCTUX OpojeBa mMMa OECKOHAYHO MHOTO OTBapa MHOTA,
[IUTamka, a Ha BEJHUK Je0 HhUX HUCMO Halumm ojaroBop. Hajmosnaruja mehy muma
cy lonndaxoBa xumoTe3a, Koja MPETIOCTAB/ba JIa CE€ CBAKHU IapaH IMPUPOJIAH OPOj
Belin 011 2 MOXKe TpejicTaBUTH Kao 30up JBa mpocra 0poja (IPOBEPEHO BaXKH JI0
4 -10'8) u xumoresa o MPoOCTUM OJIMBAHIUMA, KOja TBPJM JIa TIOCTOjH OECKOHATHO
MHOI'O TIPOCTHX OpojeBa p 3a Koje je p + 2 Takohe mpocr 6poj (Hajsehn nponabhen
je 2996863034895 - 21299000 _ 1) Tparame 3a JoKazuMa OBUX XHUIIOTE32 j€& JOBEJIO
JI0O MHOTHX OTKpuha y pa3juduThM I'paHaMa Teopuje Opojena.

Hedbununnuja 2.1. Pynknuja npedpojaBama nNpocTux dpojesal je Gpynkim-
ja Koja peasian Opoj x cauka y Opoj mpocTux dOpojeBa p 3a Koje p < T, a O3HAYaABA
ce ca m(x).

Jlyro ce HEje MHOrO 3HAJIO O TOHAIIABLY OBe (byHKIMje, aan je Kpajem 19. Beka
JIoOKa3aHa cjiejieha TeopeMa.

L Prime counting function Ha eHIIECKOM j€3HKY, y CPIICKO] JATEPATYPH HEMA OIIIITe IPUXBAleHO
nMe.



Teopema 2.1. (Teopema o upoctuium dpojesuma)

m(z)

lim —= = 1.

T—+00 D )

Teopema o mpocTum SpojeBrMa HaM 3ampaBo roBopu ja je dyukimja f(z) = ﬁ
JI00pa arnpokcumalimja (pyHKIje Opojarba IMPOCTUX OpojeBa 3a BEJIUKE BPEIHO-
ctu x. Jlokasz oBe Teopeme je BPJIO CJIOXKEH U HeheMo ce mhuMe OaBUTHU, Al CaM
je HaBeo Jia OUX J1a0 YOIIIITEHY CJIUKY O MOHAIlalkby Opoja IMPOCTUX OpojeBa y dec-
KOHAYHOCTHU. 3a Kpaj, JoKa3aheMo jeJIHy Ounriie/IHy TBP/mbY Koja he Ham Outu o

KODUCTH 3 BEJIMK OPOj JI0Ka3a Y OBOM PaJLy.
Jlema 2.1. Caku npupojan 0poj Behu o1 1 uma mpocTor Jie/nora.

Jloxas. OBy TBpamy hemo HoKa3aTu MpeKo jake WHIyKITHje.

Basza. n = 2 numa npocror menuorna, opoj 2.

Hngyxwmueru xopax. AKo cBU OPOjeBU Marb O M UMAajy MIPOCTOr JEJINOIA, OHJIA
7 N AMa IPOCTOT JIeJTHOIIA.

1° Axo je n mpoct 6poj, Tajga n | n ma n UMa MPOCTOT JEJIUOIIA.

2° AKo je n cjoxkeH Opoj, Taga ce n MOXKe pacTaBUTH Kao n = ab, tae 1 <
a,b <n, a,b € N. Ha ocHOBY HH/IyKTUBHE XUIIOTE3€, 3HAMO Ja @ UMa HEKOT
POCTOr JIeJIMOTIA, Ha IpUMep p, Ta oHja Baxku p | n. lakie, d6poj n nma
IIPOCTOT JIEJTUOTIA. 0

Hanomena. Ckym npoctux dpojeBa he nasmpe y pajy dutu odesnexkasan ca P.
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JToka3u npeko Teopuje opojeBa

CBaku J10Ka3 KOjU je M3HET y OBOM pajly KOPHUCTH Teopujy OpojeBa, aysu he
KACHUjU JIOKA3W 3aJIA3UTH U Yy Jpyre o0JIAaCTH MaTeMaTHKe. 3a Pa3JjuKy O] IbUX,
IIpBa JIBa JI0Ka3a he ce ocjaamaTh caMo Ha Teopujy Opojesa.

3.1 EykaumoB Jgoka3
Teopema 3.1. IlocToju HecKOHATHO MHOTO IIPOCTUX OPOjeBa.

/loxas. IlpernocTaBuMoO Jla CKyI IPOCTUX OpojeBa P mMa KOHAYHO MHOTO eJieMe-
nara, P = {p1,pa, ..., pn}. [lokazahemo ja mocroju mpoct dpoj KOju He Tpunasa
oBoM ckyty. [locmarpajmo Opoj

X =1+]]p:
=1

30or seme 2.1, 6poj X mopa umatu npoct gesnuiarn p. Mehyrum, 6poj X mnaje
ocTaTak jeJaH IPU JIebelby ca CBaKMM ejiemeHTOM ckyra P. Jlakse, p je mpoct
Opoj koju He mpunajga ckyiy P, ma cMo JIoNumM 10 KOHTPIUKIIAjE Ca MTOYEeTHOM
npetmoctaBkoM. [Ipema ToMe, CKyn mpocTux OpojeBa He MOKe OMTH KOoHadaH. [

Eykmun!' je y geseroj xmusu Eaemenailia’> U3HeO 0Baj JI0Ka3, INTO T'a YUHH

HajCTapUjUM 3allMCAHUM JIOKa30M OBe unibenurie. Ha ocHOBY oBor jokasa, Aysdept

'Eykmaz je 6uo craporpukn mMaremaTudap Koju je xkuseo oko 300. rogune m. H. e. Hajsume ce
DaBHO reOMeTpUjOM U JIOTMKOM, aJIM je JOIMPUHEO M MHOIUM JIDYTHMM I'paHaMa MaTeMaTHUKe IOIyT
Teopuje OpojeBa. Cmarpa ce omeM reoMerpuje.

’Enementu cy BEykmunos majnosnaruju Maremarudkn paj. Cacroje ce ox 13 kmura. Y muma
ce HaJIa3e TMOCTYAaTu EyKanaoBe reoMeTpuje, a y3 HUX Ce TMOMUIbE JOIT W eJIEMEHTApHA TEOPHja
OpojeBa U UpanuoHaIHu OPOjeBH.
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Myun® je KOHCTpyHCao ajrOpHTaM 3a HaJarkeme IPOCTUX Opojesa. Kpemysmm
oxn ckyma S = {2}, cieaehu 6poj koju je momaBao je OO HAjMAU MIPOCT JIEJIATIAL

opoja
X=1+]]r

Kao u y nperxoamnom mokasy, 3aaMo J1a oBaj 0poj unehe dutn wran ckyma S. Hakon
JiojTlaBamba Opoja y CKyIl HacTaB/baMo mporiec. [IpBux mer Kopaka M3rieia 0OBaKo:

1) S ={2}, 2+ 1 =3, 3 je npoct, momajemo 3.

2) §S=1{2,3}, 2-3+1=7,7 je npocr, nogajemo 7.

(1)

(2)

(3) S=12,3,7}, 2-3-7+1 =43, 43 je upocr, momajemo 43.

(4) S={2,3,7,43}, 2-3-7-43+ 1= 1807 = 13 - 139, monajemo 13.
(5)

5) S =1{2,3,7,43,13},2-3-7-43- 13 + 1 = 23479 = 53 - 443, nomajeno 53.

Hus esremenara Koje 1odujaMo OBUM aJropuT™MoM (TUM pesioMm) ce 3oBe Eykima-
Mynaun cekBeHria. MynuH ce mutao Jia Jin he ce CBAKu MPOCT OpOj MOjaBUTH Y
OBOM HHU3Y, ajIu O0Baj 1poodJieM jour Huje perrer. [Ipsux 10 wianosa Husza cy: 2, 3,
7,43, 13, 53, 5, 6221671, 38709183810571, 139.

ITocnemumna. 3a = > 2, 7(x) > log,(log,(x)).

Zloxas. Heka cy py, po, ..., p, IPBUX N IIPOCTUX OpojeBa, a X, muxoB npon3os. Ha
ocHOBY EyK/mmoBor jgokas3a 3HaMO J1a IOCTOjU IIPOCT OPOj p Koju Huje Mely npBux
n mpocTux Opojesa, a jecte daktop Opoja X,. Omasae ciequ ma je ppi1 < Xp-
Kopucrehu oBy nHejemnakocT m jaky MHIYKIH)y, Tokazahemo ja BaxKu p, < 22"
3a cBaKo n > 1.

Basa.n=1, py =2<2=22".

Hngyxwmuenu xopax. AKo 3a cBako k Mambe O 1 BaXKH pj, < 227! oHza Baxku u
P < 227" Hanwe,

P < Xn i =piPa-Poa+1<2-22..277 11
_ 21+2+...+2"*2 +1= 22%171 +1< 22"*1.

Caza, TOITO 3HAMO Ja Baxku p, < 22, sHamo m ga g0 22" mma dapeMm n
IIPOCTUX OpPOjeBa, OTHOCHO JIa je 77(22"71) > n 3a cBako n > 1. 3a IpPOU3BOJHHO
T > 2, MOXKEMO 0JladpaTi HeKH HpUpojian opoj n Tako ja 2" 1 < log,(z) < 2" 3a
oBakBo 1 je x > 2%, ma omga Baxu w(z) > w(22) = n > log,(log,(x)) (upsa
HejeIHAKOCT Baxku jep je 7(x) oumrsenno Heonauajyha dyukimja). ]

3 Albert Mullin (25. asrycr 1933 — 16. mMaj 2017) je 610 aMepuuKn MaTeMaTHIap U WHKEEEP.
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3.2 ToanndaxoB goka3s

Hedununuja 3.1. Bpojesun obmmka 22" + 1 ce zoBy ®Pepmaosu’ SpojeBu u
obenexkaBajy ce ca F,.

Jlema 3.1. 3a PepmaoBe OpojeBe BaxKW peJalinja HZ;& F,=F, -2

Zloxas. OBy TBpAmy hemo JgoKa3aTu MPeKo WHIYKIIHje.

Basa. Fy =3, F1 =5, I = Fy + 2.

Hngyxmiuenu xopax. Axo BaxKu penaruja HZ;(I) F, = F,, — 2, oH/1a BaXXu u
[lieo Fr = Fri1 — 2.

n n—1
[[Fc=F. [[Fi=F. - (F.—2)=F;-2F, +1-1
k=0 k=0
—(F, -1 -1=02"")2-1=2""-1=F,,, — 2. O

Teopema 3.2. (I'oagbazrosa® weopema) Craka nsa @epmaoBa OGpoja Cy y3ajaMHO
mpocra.

/loxas. IIpernocraBumo Ja Heku Opoj m jenn Heka jpa Pepmaosa opoja F; u F
(0 < i < 7). Ha ocroBy sieme 3.1, 3uamo ma je [[1_f Fi+2 = F;. Tlomro m e Fj,
a u mpom3BOJ ca JieBe crpane (jep je F; jemaH ol WEroBUX YHHWUIIAIR), M MOPA
JIQJIUTH ¥ BUXOBY Pas3iuKy, ogHocHo m | 2. Ha ocHoBy oBora 3akipydyjemo nia je
m = 1 wm m = 2, ayu, nomto cy cBu PepmaoBu OpojeBU HelmapHU, MOpa OUTH
m=1. 0

o cneneher mokasa momao je l'ommdax 1930. roaume.

Teopema 3.3. IlocToju HecKOHATHO MHOT'O IIPOCTUX OPOjeBa.

/loxas. Ha ocuoBy l'osimbaxoBe Teopeme 3HaMO Jia cy cBaka jiBa @epmaoBa Opoja
y3ajamuo mpocta. PepmaoBux OpojeBa MMa DECKOHAYHO MHOIO, a Ha OCHOBY JieMe
2.1 cBakm o BLUX UMa Oap jeaHor mpoctor gesuora. [lomTo cy y3ajamMHo mpocTH,
Hujeana aBa Pepmaosa Opoja HEMajy MCTOT JEJHUOIA, a IIPOCTUX OpojeBa MOpa
OuTHM OECKOHAYHO MHOTO. [

4 Pierre de Fermat (1607 - 12. janyap 1665) je 6uo dbpamiyckn matematuaap. Hajnosnaruju je o
CBOjUM JIOIPUHOCAMA I'PAHAMa MaTeMaTHKe MOy T Ju(epeHInjaJHOr padyHa, NHOUHATE3UMAJTHOT
padyHa u Teopuje OpojeBa, ajaum ce OABHO jOII U AHAJUTUIKOM T'€OMETPUjOM, BEPOBATHONOM
OTITHKOM.

5 Christian Goldbach (18. mapt 1690 - 20. HoBembap 1764) je 6wo MpycKm MaTeMaTHIap KOJH Ce
IIpe cBera 0ABUO TEOPUjOM OpojeBa.
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Depma je cmaTpao ga cy csu PepmaoBu OPoOjeBU MPOCTU. 3AKUCTA, TAKO JEIyje
3a npeux et Pepmaosux dpojesa (3, 5, 17, 257, 65537), mehyrum F5 muje mpocr,
Beh ce moxke 3ammcaru kao 641 - 6700417. Oso je mokazao Ojep 1732. rogunae u
TMe je 0dopro PepMaoBy MPETIOCTABKY. Y IPKOC HAIPETKY KOMIIjyTepa, MOCTOje
OpojHa oTBopeHa nuTama o Behum Pepmaosum OpojeBuma. Heka o1 mux cy:

(1) Tocroju siu mpoct Pepmaos 6poj 3a n > 47 AKo Ja, TOCTOjU JIi UX ODECKOHA-
o Muoro? (3a 4 < n < 33 cBU Cy CJIOXKEHH.)

(2) ITocroju s SeckoradHO MHOTO ciokeHnx PepmaoBux dpojeBa’

(3) IMocroju u Pepmaos Opoj J1e/BUB KBaIPATOM MPUPOIHOT Opoja Behier o 17
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Jloka3 nmpeko Teopuje rpymia

3a cienehn nokas hemo KopucTuT TEOPHjy rpyna, ma hemo ce MpBO MOJCETUTU
OCHOBHUX jepunmIIja U Teopema Koje he Ham dutu moTpedHe.

4.1 OcHoBe Teopuje rpymna

Iloncernuk. Bunapna onepanuja na ckymny G je npeciaukaBame G X G — G.

Hedbununuja 4.1. Heka je G ckymn u * OuHapHa olepaliija Ha TOM CKYIIy.

(1) Ako (Vz,y,2 € G)((z*xy) * 2 = x % (y x 2)), onepanmja * je aconUjaTUBHA
Ha ckytmy G.

(2) Axo (Je € G)(Vx € G)(z *x e = e x x = x), onepanuja * UMa HEYTPaJT y
ckyny G.

(3) Ako (Vxr € G)(3x™' € G)(x x ™' = 271 xx = e), rue je e meyTpas, cBaku
esleMenT cKyna G UMa MHBEP3 3a OIepalldjy *.

(4) Ako (Vx,y € G)(z *xy = y x ), onepanuja * je KOMyTaTuBHA Ha cKyny G.

Hedbununuja 4.2. Heka je G ckyn u * dunapHa orepanuja Ha (G Koja je acolu-
jaTuBHaA, MMa HEyTpaJ y cKyny (G U HeKa CBaku ejieMeHT cKyra (G mMa WHBEpP3 3a
omparujy *. Crpykrypa (G, *) ce 30Be rpymna.

Hedbununuja 4.3. AbesoBa rpyrma je rpyia y K0joj BaXKu U KOMYyTaTHBHOCT.
Teopema 4.1. HeyTtpas je jeITMHCTBEH y CBAKO] IPYIN.
Teopema 4.2. Caku eleMeHT T'PyIle UMa TaIHO je/laH WHBEP3.

Teopema 4.3. Axo cy a u b enementn rpyne, Taja je (ab)™* = b la™t.

8
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Hedununmja 4.4. Bpoj esemenara konauHe rpyte, y o3uaru |G|, 30Be ce pen
rpyne G.

Hedbunaunuja 4.5. Hajmamn npupogan 6poj k yKOJHMKO TakaB MOCTOjU, 33 KOjU
Baxkn ¥ = e, rae je x enement rpyne G, a e HeyTpasa Te Tpylle, 30Be ce pes,
enemenTa ¢ y rpynu G u o3HadaBa ce ca ord(z).

Napomena. Svaki element u kona¢noj grupi ima red.

Teopema 4.4. Hexka je k nmpuponan 6poj 3a Koju BazKu o = e, rue je T eJleMeHT

rpyne G, a e HeyTpaJ Te rpyle, a 7 pea ejdementa x y rpynu G. Taza je dpoj k
JeJbUB OpojeM r.

/loxas. Axo je x HeyTpaJ, meros pe je 1 ma TBpheme TeopeMe OUHIIIeTHO BayKM.
Axo Hpuje, npernocraBumo ga k Huje gempusBo ca r. OHma k MoXKeMO 3ammcaTi Kao
k=ar+t0<t<r (300r z # e umamo r > 1). Umamo na je e = z* = z¥+ =
(z")x! = e*z' = x'. MehyTum, 0BO je y KOHTPaIUKIU]H Ca MPETIOCTABKOM J1a, je T

pes eleMeHTa X, I1a r MOpa, JeJUTH k. ]
ITocnemuria. Ako je k mpoct dpoj, a x Huje HeyTpaJ, oHga Baxku ord(x) = k.

Hedununmja 4.6. Heka je (G, x) rpyna u H C G. Axko je (H,*) Takohe rpyma,
OHJIa Ce OBa CTPYKTypa Ha3mBa moAarpyrom rpyme (G, x).

Teopema 4.5. Cpaka moarpymna Mopa Jia caJpKu HeyTpaJs I'pyIle.

Teopema 4.6. Heka je a enement rpyne G u ord(a) = n. Tada je {1,a,a?, ...,a" "'}
podrgrupa grupe G. Inace, grupe ovog oblika se zovu cikli¢ne grupe.

Hedununmja 4.7. decun kocer rpyne G je Ga = {za|r € G}. JIeBu kocer
ce JiecbuHUIIE AHAJIOTHO.

Teopema 4.7. Pejn koceta rpyiie je jeJiHaK pejy rpyie.

Hedbununuja 4.8. Heka je ~ pemnanmja ekBupajennuje. CBU eIeMEHTH CKYyIIa
KOju Ccy 1O 0] MehycoOHO eKBUBAJIEHTHU 4YWHE jeHy KJIACy €KBUBAaJIECHIIHjE.
KomenTap: CBaku ejieMeHT rpylie IpUIaga TadHO jeTHOj KJIACU €KBUBAJICHITN]e
jep, ako Ou OMO eKBHUBAJIECHTAH CBUM eJIeMEHTHUME JIBe pa3jnduTe Kjace, Taja Ou,
300r CUMETPUYHOCTU U TPAH3UTUBHOCTU, CBU €JIEMEHTHU je/IHe Ipylie OW/IN eKBU-
BaJICHTHU CBUM €JIEMEHTHUMA JIpyTe, I1a OU OBe JBe I'pylle MOopaJie OUTH JIe0 HCTe
KJIace.

Teopema 4.8. (Jlaipanocosa weopema) Ako je G konauna rpyna, a H mwena
noarpyna, raga |H| menmn |G|.

Jloxas. Heka je ~ dunapna penaruja gedunucana xkao a ~ b <= ba~! € H.
[Tokakumo PBO J1a je ~ pesaluja eKBUBAJICHITH]E.

(1) (Pegpaexcusnoci) a ~a < aa ' € H < e€ H < T
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(2) (Cumetmipunnocti) a ~b < ba~' € H < (ba™')"' € H
< ab '€ H < b~a.

(3) (Tpansumiusnoci) a ~b < ba~' € H; b~c < cb™! € H;
(cbV)ba™')eEH < ca' € H < a~c

JlakJjie, TIOIITO je ~ pejalifja eKBUBaJEHINje, MOKEMO ITOCMATPaTH KJlace €KBH-
BasieHimje. Kitaca ekBuBasieHIje Koja cajp:ku eaeMeHT a je yupaso kocet Caja,
nomro ce rpyna G Moxke pasdurtu y Heku Opoj Kjaca eKBuBaJieHnuje ca 1o |H |
ejieMeHarTa, a usMmehy mux Hema mpeceka, jacHo je ma |H| mopa na menu |G|. [

ITocnenuna. Ha ocHoBy cBakor ejieMeHTa rpyiie MOXKeMO (bOPMUPATU ITUKJITIHY
OJPIPYILY, l1a CAMUM THUM Pe€JI CBAKOI' eJIeMeHTa MOpa JIEJINTU PEJl I'PYIIE.

ITpumep. [Tocmarpajmo ckyn S = {1,2,...,p — 1}, tae je p npocr &6poj u onepa-
Iujy MHOXKerba 0 Moayiy p. Ilokaxkumo ma je (S, -,) rpyma.

(1) (Bawmsoperocii) Y ckymy S umamo cse morylie ocrarke 1mo Mofyiy p ocum 0,
a TIOIITO MHOXKEHEM JIBa Opoja Koja HHCY JIe/bUBa Ca P He MOKEMO JIOOUTHU
Opoj JespuB ca p (300r TOra MITO je P MPOCT), 3aTBOPEHOCT BAYKH.

(2) (Acoyujatiusnoct) Odaurientno BaxKu 300r 0COOMHA MHOXKEHHa [0 MOJLYILY.

(3) (Heywpan) Heyrpas 3a MHOXKeme 110 MOJyLy je Opoj 1, a oH ce Hajasu y
ckyty S.

(4) (HUnsepsu) locnenumna EykangoBor agropurmMa HaM FOBOPH Jia, jeTHAYNHA,
ax+by = 1 y upuposauM OpojeBrMa UMa pellieha ako U caMo ako je (a,b) =
1. Jegnaunny MoxkeMO 3ammcaTé y JApyradrjeM OOJIMKY Kao ar =;, 1. Axo
y3memo a € S u b= p, (a,b) = 1 he 3ancra Baxkuru. Cajia 3HaMO Ja IOCTOjH
x 3a Koje je ar =, 1, a momrro ofasze p { T, MOCTOjU €JIEMEHT CKyIa KOju je
KOHTPYEHTAaH T 110 MOJIYJIy p U yIpaBo OH he OuTu WHBEP3 3a a.

4.2 Jlokas3 npeko MepceHnoBor 6poja
Hedbunnnmja 4.9. Bpojesu odiuka 2" — 1 ce 308y Mepcenosu' SpojeBu u
odestexkaBajy ce ca M,.

3a pasymKy 0J1 MPEeTXOIHUX J0Ka3a, HUje MO3HATO KO je MPBU JOIIA0 JI0 OBOT.

Teopema 4.9. IToctoju HecKOHATHO MHOT'O IIPOCTUX OPOjeBa.

Y Marin Mersenne (8. cenrembap 1588 - 1. centemdap 1648) je duo Ppamiys Koju ce HaBHO
OpojHuM HayKaMma, yK/bydyjyhn maremaruky, dbusuky u duiozodujy. Y MareMaruiy je 0uo Haj-
nozuHaTuju mo MepceHoBuM OpojeBUMA.
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/oxas. 1lpernocraBumo na je ckyn P komadan u ja je majBehu mpocT Opoj p.
ITocmaTpahemo Mepcenos 6poj M, 1 oka3aTn Jia je CBaKU HEeroB IIPOCT (HhaKTop
Behu on p. 3Hamo na M, mma Heku mpoctu dakTop ¢ mo jgemu 2.1. 3a ¢ oHIa
Baxkn 2P =, 1. IlomTo je p mpoct 0poj, Ha OCHOBY mocjeaulie Teopeme 4.4 3HaAMO
Ia je pex exementa 2 y rpynu ({1,2,...,¢—1},-,) yupaso p. OBa rpyna nma g — 1
eixemenara. Caja, o nocseauiu Jlarpan:kose Teopeme, 3HaMo Ja p | ¢ — 1, a je
camuM TUM p < q. odmjmm cMO KOHTPaJUKIIHjy €a MOYETHOM IIPETIIOCTABKOM, IIa
IIPOCTUX OpOjeBa MOpa OUTH OECKOHAYHO MHOTO. [

Mepcen ce majBuiie daBuo mnpoctuM MepcenosuMm OpojeBuma. OHu cy 3Ha4aj-
HU U3 BUIE Pa3jora. 3a MoYeTaK, KOPUCHU Cy 3a MPOHAJAXKeHe HOBUX ITPOCTUX
Opojesa. JacHo ce Buau jJa je unHjgekc cBakor Mepcenosor mpocrtor dpoja mpoct. Y
CyIpOTHOM, aKO OU WHJIEKC Omo odJimka ab, rje cy a u b Behu ox 1, moryim ducmo
pactasutn Mepceros 6poj Kao My, = 2% — 1 = (2% — 1)(1 + 2% + ... + 20~1a),
Jlyro Huje mocTojao g0d0ap ajaropuraM 3a IpoBepaBaibe caoxKeHocTu MepceHoBUX
Opojesa, a OHU pacTy jako Op30, I1a Cy CTaHap/iHe MeToje duse BpJio crope. Tect
csioskeHocTH 3a MepceHose Opojese je passujer 1876. o crpane Enyapma Jlykaca?
a kacuauje (1930-te) mopaben on crpane lepuka Xenpuja Jlemepa®. JTokas Tadno-
CTH OBOT aJITOPUTMAa je CJIOKeH 1 HeheMo ce muMe DABUTH, ajlil je CaM aJrOpUTaM
jemmocrasan. [lucan y C#, oH u3rie/ia 0Bako, ca yCJIOBOM JIa je p HemapaH IPOCT
opoj:

boel prime(int p)

{
long s = 4;
long M = (long)Math.Pow(2, p)-1;
for (int 1 =@; 1 < p - 2; i++)

{

5

Cons

((s *s) - 2) ¥ M;
cle.Writeline(s);

if (s == @) return true;
return false;

Hajsehu nmponabhen mpoct Opoj je Halher ynpaBo KopuiihemeM OBOI aJITOPUTMA.
Y muramy je Mg sg9933. Jom jenna saHnMbUBOCT y Be3n MepceHOBHX IIPOCTHX
Opojesa je BUXOBa MOBe3aHOCT ca EyKimmoBuM caBpiiieHnM opojeBuMa (6pojeBuma
KOJU Cy jeJIHaKU CyMHU CBOJUX JleJuiiana, He padyHajyhin camor cede). ¥ yerBpTOM

2 Frangois Edouard Anatole Lucas (4. anpmn 1842 — 3. oxrodap 1891) je Suo dbpaniycku mare-
marmuap. Hajsurme ce baBrno PudbomnaumjeBum OpojeBuMa.

3Derrick Henry Lehmer (23. dbedpyap 1905 — 22. maj 1991) je 6mo amMepmaku MaTeMaTHdap
HAjIIO3HATHJU TI0 CBOM JIOTIPUHOCY PAIyHAPCKOj TEOPHUju OPOjeBa.
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BeKy npe HoBe epe, Eykim je mokazao ja je 6poj 2P~ (2P — 1) caspuien axo je M,
poct Opoj, a KacHuje je yTBphHeHo Jia CBU MMapHU CaBPIIEHU OPOjeBU MOPAjy OUTHU
oBor ooJimka. Huje mosnar Huje aH HemapaH caBpIeH OPOj.

Kao u 3a @epmaoBe OpojeBe, HHUje TO3HATO Jia JIM ITOCTOJU OECKOHAYHO MHOTO
cinoxkeHux MepcenoBux OpojeBa, HUTH Ja JIM IIOCTOjU OECKOHAYHO MHOTO IIPOCTHX.
Nunexcn nmpsux 11 mpoctux MepcenoBux dpojesa cy 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67,
127, 257.



5)

Jloka3 npeko peaoBa

3a oBaj J0Ka3, Koju je npsu usneo Ojaep! 1737. rogune, dulie HaM moTpedHe
OCHOBHE OCOOMHE HEKUX PEeJ0BA, KOHKPETHO T'€OMETPUjCKOT M XaPMOHMjCKOT.

Hedununuja 5.1. >°° a- ¥, ar # 0 30Be ce reOMETPHjCKHU PeJI, Ca TTOYETHIM
WIAHOM @ U KOJTUIHUKOM T

Teopema 5.1. ['eomeTpujcKu peJi KOHBEPTUPA aKO U CAMO aKO je alCoJIyTHA BPE/I-
HOCT KOJIMYHUKA Marba o 1.

Jlokas. eduuummmo S, kao cymy OpBHUX n 4iaHOBa pena. 3a |r| # 1,

1—7r"

— (5.1)

S,=a+ar+...+ar" t=qa-

Axo nocroju smmmec S, Kajia n Texxu GeCKOHATHO, Ta a pell KouBeprupa. 3a |r| < 1,

1 — g
lim S, = lma-— = - (5.2)

n—00 n—00 —r 1—7r

(1) 3a r =1, ve Mmoxkemo cymmparu S, kao y jexnaunuu (5.1), Beh je S, = na,
IITO OYUIJIE/IHO JUBEPIUPA.

(2) Bar=—1, So, =0, a Sg11 = a, A peJl He KOHBEPIUPA.

(3) 3a |r| > 1, me mocroju sumec y jeanaunuu (5.2) 36or Tora mro || — 00
KaJa n — 0.

O]

' Leonhard Euler (15. ampun 1707 — 18. cenremdap 1783) je 6wo mBajuapcku MaTeMaTHdap,
dbusuaap, acTpoHOM, reorpad, JOTHIaAp U MHKEHED. Y MATEMATHUIIN j€ OCHOBAO OOJIACTH TOIIOJIOTH]e
u Teopuje rpadoBa, a UMAO je W BEIUKE JOTMPUHOCE AHAJITHIKO] TEOPHUjU OpOjeBa, KOMILIEKCHO]
aHaJim3u 1 HHUHATe3nMaJTHOM padyny. CMarpa ce jegHuM ox Hajehnx MaTemaTndapa MKaja.

13
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Hedunnnuja 5.2. 37, % 30Be ce XapMOHUjCKM pej.”
Teopema 5.2. XapMOHUjCKU peJI TUBEPrupa.

Zloxas. Tlokazahemo 1a XapMOHHjCKH Pe/Ji AUBEPrUpa TAKO MITO NeMO MOKa3aTH JIa
JPYTU peld, KOjUi je MarmU OJ XapMOHM)CKOT, TeXXKu OecKoHadHocTh. JleduwHummmo
pen uuju je n—THU 4IaH jeTHaK 1/2’“, rie je 2F majmMamm cTemeH aBojKe 3a Koju
Baxu n < 2F.

Siogplelyly il il
—k 2 3 4 5 6 7 8
>1+1+(1+3)+(1+1+1+3)+...
2 4 4 '8 8 8 8
SR
2 2
OpaBie BUAUMO J1a XapMOHU]CKU PEJI MOpa Jia JTUBEeprupa. OJ

o cama ¢cMoO y HOKa3WMa KOPHUCTHJIM TO IITO CBaKW IIPUPOIAH Opoj Behm o
jemmamIe nma mpoctor gennoria. Cama Ham To Hehe duTh JMOBOJBHO, Hero he Ham
OuTH MOTpedHA YMILEHHIA Jla ce CBaKW Opoj Behm of jesaH MoXKe jeTMHCTBEHO
pacTaBuTH Ha IIpocTe PaKTope.

Teopema 5.3. (Ochosra weopema aputumetiuke) Caku npuposan 6poj sehu o
je/laH UMa jeIMHCTBEHY (PaKTOPU3AIN]y MPEKO MPOCTUX UMHUOIIA.

/loxas. IIpBo Tpeda ja MoKaxKeMo Jia ce CBaKH IIPUPO/IaH Opoj Behn o1 jeJaH MOXKe
[IPEJICTABUTH KAO ITPOU3BO/L IPOCTUX OPOjeBa, a MoToM heMo J0Ka3aTu jeJuHCTBe-
noct. Ilocrojame heMo mmokazaTn jakoMm WHJLYKITHjOM.

Basa. n = 2 je nmpoct, jequnu (pakTop My je ynpaso 2.

Hngyrxtiuseru xopakx. AKo ce cBaKM OPOj MambU O N MOYXKE IPEJICTABATH Kao MPO-
M3BOJI TPOCTUX OpOjeBa, OHJA Ce MOXKe IPEJICTABUTU U M.

AKxo je n npoct, meros jeguau paKkTOp je yiupaBo n. AKo Huje, OHJa IIOCTOje Opoje-
puaubrakBu jan =abul < a < b < n. Kako ce 10 "HIYKTUBHO] XUIIOTE3U U &
u b MOTY MpejCTaBUTH Ka0 MPOU3BO/IN MIPOCTUX OPOjeBa, 1 Ce MOYKe IPEeJICTABUTHU
Ka0 IPOM3BO/I BbUXOBUX (haKTOPU3AII]a.

Cama ocraje ma mokaxkKemo Ja je dakrTopusaliuja jeauHcTBeHa. [IpermocraBu-
MO Jla je n HajMamu Opoj 4duja (pakTopu3aluja HUje jeIMHCTBEHA, OJHOCHO J1a
n = pi-Pp = qi -G Opmasje 3axmydyjemo ja pi | qi---q Ta, NOMTO Cy y
MMUTaby MPOCTU OpOjeBU, MOpa ouTu p; = ¢; 3a Heko 1 < ¢ < k. Heka je To, Oe3
yMambemha OMIITOCTH, ¢. HakKoH IMTO CKpaTMMO p; OJIHOCHO ¢ U3 M3pa3a, OCTaje

2PenoBu jlebuHmCAHE Kao Sorey k%, a # 1 30By ce YOIIIIITEHU XapMOHHjCKU DPEJIOBH. 3a CBe
BPEJTHOCTHU @ > 1 KOHBEPTHUPA]Y, 0K 3a a < 1 JuBeprupajy.



5.1. Ojnepos moka3 15

HaM jeJTHAKOCT Po - - Py = (o - - - Qk 11a U OPO] p%’ KOJU je MambU OJl 1, HeEMa jeJINH-
cTBeHYy (baKTOPHU3AIU]jy IITO je Y KOHTPAJIUKIIN]U Ca IT0UEeTHOM IIpeTiocTaBkoM. To
3HAYU Jla HE TIOCTOju Opoj uuja pakTopu3alija HUje jeIMHCTBEHA. [

5.1 OjaepoB mokas

Teopema 5.4. IlocToju HecKOHATHO MHOT'O IIPOCTUX OPOjeBa.
Zloxas. TlocmaTpajmo Opoj oduKa 1_%, p € P. Ilpumernmo fa je ynpaBo TO cyma
p

reOMETPHJCKOT PeJia ca MOYEeTHUM YJIaHOM 1 U KOJIMYHUKOM ]lj, OJTHOCHO 18

SR S
Tl

1
p

[MIra ce mecu KaJja IMOMHOXKHMO BHUIIE OBAKBHUX PeIoBa’ Y3MHUMO I€OMETPHjCKe
1

peaose Ca KOJIMYIHUIIIMA %, 3 n %, rie je II049eTHU YJIaH CBa TPHU je,ILI/IHI/IL];a.

1 1 1 1 1 1 1 1 1
- - —(1l+-4+-+.. ) 4+=4+=4+.. )+ =4 —+...
- (+2+4+ )(+3+9+ )(+5+25+ )

1
5
_1 11 1 1 1 1 1 1 1 1
B R R R R I TR T AL
Y 0BOj jeTHaKOCTH KOPUCTUMO JIUCTPUOYTUBHOCT ITPU MHOXKEHbY peJioBa. 1o cmeMo
JIa ypaJuMo 300T TOra IIITO MOCMATPaMO MPOU3BOJI TPU KOHBEPIEHTHA PeJia YUjU
cy cpu wiaanosu nozutusHu.® OBa cyMa JIMYM Ha XapMOHUjCKH PeJl, ajll ce Y O]
[I0jaBJbYyjy CaMO PEIUIIPOYHE BPEJHOCTH OpojeBa y unjoj (haKTOPU3AIUU YIeCTBY-
jy jemuno 2, 3 u 5. [Ipumerumo ma ducmo j10/1aBarbeM HOBUX WJIAHOBA OOJIMKA 1_%
y JIECHOj CyMU JIOOMJIM PEIUIIPOYHE BPEIHOCTU OpojeBa y |Hjoj Cl)aKTOpI/ISaHI/IjIZ:I
yUI€eCTBYje HOBO p, & CBU OCTaJu (DAKTOPHU Cy CTEIEHU IIPETXOIHO YPAIyHATUX IIPO-
ctux Opojesa. Caja 3HaMO J1a

—-%,
peP 1- % n=1 7’L7

a OCHOBHa TeopeMa apUTMeTHKe HaM 00e30el)yje 1a ce cBakn % [I0jaBJbyje TaIHO
jemaom. IlomTo Ha OCHOBY Teopeme 5.2 3HAMO Jla XapMOHHUjCKU HU3 JIUBEPIrupa,
IIPOU3BOJL, Ca JieBe CTpaHe He MOKe CaJIp:KaTh KOHAYHO MHOI'O ejleMeHaTa, OJaKJ/Ie

3aKJbydyjeMO Jia IPOCTUX OpPOjeBa MOPa MMATH OECKOHATHO MHOTO. 0

epTeHCOBa TeopeMa TBPJIH [, aKO Cy » " (Gp Uy~ b, KOHBEPreHTHH DEJIOBH, HIXOBE
cyme OpojeBun A u B u dap jenaH o OBUX PeJOBa allCOJyTHO KOHBeprupa, Taja muxos Kommujes
IIPOU3BOJI KOHBEPTUpa yIpaso y AB.
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Jloka3 nmpekKo TOIIOJIOTHhje

3a oBaj 10Ka3, koju je Pypcrendepr! objasmo 1955. ronune, duhe naM MOTPebHO
HEKOJIMKO OCHOBHHUX TI0jJMOBA M3 TOIOJOTHje. 3aTo heMo mpBO mpohm Kpo3 mux,
3aTUM KpPO3 caM JI0Ka3, a Ha Kpajy MoKa3aTH KaKO je 0Baj JIOKa3 3alTpaBO HJIEJHO
BpJIO ciandan EykimmoBoM.

6.1 OcHoBe TOIMIOJIOTHjE

Hedbunaunmuja 6.1. Heka je X ckym a 7 meku ckyn nojckymnosa X. Ckyn 7 je
TOIIOJIOTHja aKo Bazke cjejiehn yciosu:

(1) 9, X er.
(2) Buso koja yHuja enemenara u3 7 je Takohe UjgaH CKyIa T.
(3) TIpecek KOHAYHO MHOIO €JIEMEHATa U3 T je Takohe WiaH CKyma T.

Crpykrypa (X, T) 30Be ce TOIOJOMIKU HPOCTOP.

Hedununmja 6.2. Heka je (X, 7) Tomosomku mpocTop. 3a CKyIl KaxKeMo J1a je
OTBOPEH aKO MPHUNAJA T, OJJHOCHO 3aTBOPEH aKO IHeroB KOMILJIEMEHT ITPUTIAJIA T.

KomenTap. Ckyn Moxke OUTH Yy UCTO BpEME U OTBOPEH U 3aTBOPEH KAO IITO Cy
npasan ckyn u cam ckyn X . Takobhe, ckyn He MOpa OUTH HE OTBOPEH HU 3aTBOPEH.

Jlema 6.1. YHEja KOHAYHO MHOT'O 3aTBOPEHUX CKYIIOBA je 3aTBOPEH CKYII.

VHillel Furstenberg, poben 29. cenrembpa 1935. rogune y Hemauxoj, je aMepuuko-M3paesiCKu
MaTeMaTuvIap HAJIIO3HATHJU TI0 CBOjUM JIOPUHOCHMA TEOPHUjH OpOjeBa M TEOPHjU I'PyIA.

16
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/oxas. Obenexkumo rmocmaTpane 3aTBopene ckymose ca Uy, . .., U,, a ibuxoBe OTBO-
pene komtiemente ca Uy, ..., U,.

n n

(U Ui) = ﬂUl

=1

[TomTo je mpecek KOHAYHO MHOT'O OTBOPEHUX CKYIIOBA OTBOPEH, TO 3HAYH /1A je KOM-
IJIEMEHT YHHUj€e IIOCMaTPaHUX CKYIIOBa OTBOPEH, OJHOCHO JIa je YHUja IOCMaTPaHUX
CKYIIOBa 3aTBOPEHA. [

30or morpeda sokaza, dDaBuheMO ce KOHKDPETHO TOMOJIOTHjaMa Ha CKYIy Iie-
Jimx OpojeBa. zabpahemo npBo jipyradujy geduHUIMjy OTBOPEHOT CKyTia, a OHJa
[IOKAa3aTU JIa OBAKO Je(UHUCAHN OTBOPEHU CKYIIOBU (DOPMUPAjy TOIOJIOTHU]Y.

Hedbunaunmja 6.3. 3a ckyn U C Z KaxKeMo /13 je OTBOPEH aKoO je OH WU Ipa3aH
WM aKo 3a cBako a € U mocToju apuTMETHIKH HU3 O0JIMKaA a + mZ 3a HeKo m > 1
TakBa Ja je a +mZ C U.

Jloxas. Tloka:kumo j1a OBE OTBOPEHU CKYIIOBH 3a/10BOJbABA]Y YCJIOBE TOIOJIOTH]E.
(1) IIpaszan ckynu je mo gaedununuju orsoper, a Z = 0+ 1-7Z je Takohe oTBOpEH.

(2) ¥Yammmo mpomsBosbaH cKyn oBux mnojckymnosa {U;}. Fbuxosa yuuja taxobe
MOpa OUTH OTBOPEHA jep, MOIITO CBAKO ¢ KOje NMPHUIaJa YHUJU MOpa IpHUIla-
JaTA ¥ HEKOM KOHKPETHOM TOJICKYITY, pernuMmo U;, umamo j1a je a + mz C U;
3a HEKO M > 1, ma caMUM THM Taj HU3 MOPa OUTHU U TOJCKYT yHU]E.

(3) V3mMuMO KOHAYHO MHOIO OBHX MOJICKyNoBa, Ha mpumep Uy, ..., U,. Axo je
IbUXOB IIPECEK IIpa3aH CKYII, OH je 10 JeUHUINjU OTBOpeH. AKo Huje, y3Mu-
Mo Heko a € [, U;. 3a takBo a, 3a cBaku U; MOpa HOCTOjaTH apUTMETHIKI
HU3 TakaB Ja je a + m;Z C U;;m; > 1. To 3naum nga he apurmerndku HU3
a+ mq---myZ OUTHU TOACKYIl CBAKOI OJ OBUX IIOJICKYIOBa, I1a he Outu u
ITOJICKYTI FhbUXOBOT TIpeceKa. Jlake, rmokasaJim ¢MO Jia 3a CBAKU €JIEMEHT I10-
CMaTPAHOT IIpeceKa MOCTOjU apUTMETHYIKN HU3 KOJU je TIOJICKYII ITpeceKa Koja
CaJIPp2KU Ta] €JIEMEHT, YMMe je JIOKa3 3aBPIIEH.

0
KomenTap. OBako jedunncana TOMOJIOIHja UMa JIBA OUTHA CBOjCTBA.

(1) Tomrro cBaku HempaszaH OTBOPEHU MOJCKYII CKyTa Z 1o AeUHUINU CaIPIKHI
HEKHU apUTMETHUYIKHM HU3, HUjeJaH OJl IbUX HUje KOHAYAH.

(2) Ceaku apuT™MeTHYKH Hu3 (ITOCMATpaH Kao CKYII) je YjeIHO W OTBODEH U 3a-
TBOPEH.



18 6. /loka3 mpeko TomoJioruje

/oxas. 3a cBaku enemeHnT a + mb u3 a + mZ nmamo 1a je a + mb+ mZ =
a + m#Z, auMe CMO TIOKa3aJii OTBOPEHOCT. KOMILIEMEHT CKyTia BPEIHOCTH
apUTMETHUYOr Hu3a @ + mb je yHUja apUTMETHIKUX HU30Ba OOJIMKA 1 + mZ
3a 0 < r <m-—1,r %, a. Ilokazaau cMo /12 je cBaKM apUTMETUIKH HU3
OTBOpEH, Ka0 1 JIa je YHHja OTBOPEHUX CKYIIOBa OTBOpPEHA, ITa OHJIA, ITOIITO je
KOMILJIEMEHT CBAKOI' apUTMETHYIKOr HU3a OTBOPEH, CBAKH APUTMETUYIKU HU3
MOpa OUTH 3aTBOPEH. O

6.2 dypcreHdeproB mokas
Teopema 6.1. IlocToju HecKOHATHO MHOTO IIPOCTUX OPOjeEBA.

Jloxas. Tlocmarpajmo (Kao CKyIoBe) apuTMeTHYIKe HIU30Be 00JmKa pZ, p € P. YHu-
ja cBux oBuUX cKymoBa je ympao Z\ {£1}, jep Ha ocHOBY steme 2.1 ¢BU ocTaH 11€IH
OpojeBu mMajy Hekor mpocrtor gesuora. [lomro ckyn {+1} Huje mpasan, a Hema
HU OECKOHAYHO MHOT'O €JIeMeHaTa, OH HHje OTBOPEH. Y HUje MOCMAaTPAHUX CKYIIOBa
je KOMILIEMEHT OBOT' CKYIIa, ITa OHa OHJIa HUje 3aTBopeHa. CBaKM O] IOCMATPAHUX
CKYTIOBA je 3aTBOPEH, 11a OU IbUXOBa yHU]ja, AKO OM UX OMJIO KOHAYHO MHOT'O, TAKODe
Omsia 3aTBOpeHa Ha OcHOBY Jieme 6.1. OBo HUje cirydaj, 11a MOCMATPAHUX CKYIOBA,
a caMHM THM U IIPOCTUX OpojeBa, MOpa OUTH OECKOHAYHO MHOTO. [

OBaj 10Ka3 KOPUCTHU CaMO OCHOBHE TOTIOJIOINIKe 11ojMoBe. CBaKy OJI TBP/ILY KOje
cy HaM morpedHEe 3a J0Ka3 MOXKEMO M3BECTH U Oe3 yBoDema OM/I0 KAKBUX HOBUX
rnmojmoBa. Ilokazahemo 1a je cBaku Hu3 pZ 3aTBOpPEH U J1a je YHUja KOHATHO MHOI'O
OBaKBUX HU30Ba Takohe 3aTBOpeHa 0€3 MOMUIbalba TOIOJIOTH]A.

[Tokaxkumo na je cBaku HU3 pZ (IOCMATpaH Kao cKyl) 3aTBopeH. Fberos kom-
wement je Z\ (pZ) = {a € Z | p1{ a}, oMHOCHO CKyTI CBUX TeJiuX OPOjeBa KOju HUCY
JIeJbUBH Ca p. 3a MPOU3BOJbAH €JIEMEHT OBOI' CKYIIa @, APUTMETUIKU HU3 a + pZ je
y TEJUHU CaJIP?KAaH y OBOM CKYIIy jep, MOIITO a HUje Je/bUBO ca p, Hehe OUTH HU
om0 Koju Opoj odJsmka a + pk. Ilomro cMo oBuMe IMOKa3aJIH Jia je KOMILIEMEHT OJT
pZ, OTBOpPEH, OH CaM MOPa OUTH 3aTBOPEH.

[Tokaxkumo 7@ je yHHja CKyIOBa BPEJTHOCTH KOHAYHO MHOTO OBAKBUX HH30Ba
zaTBopena. Obesie2KMMO OBe HU30BE Ca P1Z, . .., p,Z. KoMmiieMeHT mbUXoBe yHUjE
je N, Z\ (piZ) = {a € Z | p; t a,i = 1,...,n} OQHOCHO CKyIl CBHUX OpoOjeBa
KOjUMa HUjeJIaH OJ] MOCMATPaHUX IMPOCTUX OpojeBa Huje dakTop. [lokaxkmmo a
je oBaj CKyIl OTBOpEH. 3a MPOU3BOJHAH €JIEMEHT OBOI' CKYIIa G, ADUTMETUIKNA HU3
a—+ p1---pp/ je y TMeJUHU CcaJIpXKaH y OBOM CKYIIy jep, IIOIITO @ HUje JAeJbUBO
HU Ca jeJIHMM OJi OBHX IPOCTUX OpojeBa, Hehe OuTu HU OMI0 KOju OpOj OOJIMKA
a + p1---ppZ. OBUME CMO TIOKA3aJIU Ja je KOMILIEMEHT IOCMaTpaHe yHHUje OTBO-
peH, 1a je oHa caMa 10 AePUHUIN]H 3aTBOPEHA.

Kpenumo cajn oner koparuma @Pypcrendeprosor jgokasza. Ilo jgemu 2.1 3HaMO
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Ja CBU ocTaJiu OpojeBu ocuM +1 mMajy mpocTe JIenolie, OJJHOCHO J1a BazKHu

2\ (vZ) = {£1}

pEP

Ckyn {+1} ouursieqHo He caiap:KU HUjeJAH APUTMETUYKU HU3, 1A CAMHUM THM
HUje/laH apUTMETUYKH HHU3 He IIOCTOJU HU Yy CKYILy ca JieBe CTPaHe jeIHaduHe.
MebhyTumMm, mokaszaJim cMO Jia, 3a KOHa4YaH OPOj IIPOCTUX OpOjeBa, OH CAJIPKU apUT-
MeTHYKe HU30Be, Ia OH He MOyKe OUTH IPeceK KOHAYHO MHOTO ckymoBa. Jlakie,
IIOIIITO CBAKM IIPOCT OpOj ojpehyje jeslan o/ OBUX CKYIIOBa, IPOCTUX OpOjeBa MOpa
ouTu O€CKOHATHO MHOTO.

Ako oBaj oka3 Majo IpPedOPMYIUIIEMO, BUAUMO JIa je IeroBa CyIITHHA I,
3a KOHaYaH OpOj MPOCTUX OPOjeBa, MOCMATPAHU IIPECEK CAJIPIKUA apUTMETUYIKNA HU3
1+ py -+ puZ. OBo HaM TOBOPH Ja HUjeaaH Opoj odbymmka 1 + py -+ - p,b, b € Z Huje
JIeJbUB OMJIO KOJjUM O] P;, & yIpaBo Ha ToMme je, 3a b = 1, 3acHoBan Eykiunjios
JIOKa3.
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Jloka3 mpekKo KOMOMHaATOPHUKE

].PIOCJ'IG,Z];I-I)I/I7 a II0 MOM MUIJbEILY HajJ’[eHIHI/I, JOKa3 KOjI/I caM o;LaSpao 3alInCao

je Epmonr! y dbycnorn pajia kKoju ce 6aBHO JOKA30M JUBEpPreHImje pea ZpE]P Il?.

Jlema 7.1. CBaku mpupogaH Opoj ce MOXKe jeIMHCTBEHO 3AINCATU Ka0 ITPOU3BOI,
KBaJpaTa MPUPOJTHOT Opoja m Opoja KOju HUje JIe/bUB HUjEeJTHUM KBaJIPATOM ITPU-
poasor dpoja Beher of jemam.

/oxas. OcuoBHa TeopemMa apUTMETHUKE HAM TOBOPHU JIa C€ CBaKU IPUPOJAH OPOj N
MO2Ke Ha jeIMHCTBEH HAYIHH PACTaBUTH Ha Ipocre dnauore. Heka je n = pi* - - - pi*.
[TomTo CBaKHM HPOCT YMHMIAL Y (baKTopH3anmjn opoja b? Mopa OHTH IapHOT cTe-
IIeHa, a HHUjeJIaH MPOCT YUHUJIAI ¥ (paKToOpu3aluju Opoja a He CMe UMATHU CTeleH
Belin o7 1, u mputoM Baxku n = b%a, jacHo je Ja IIOCTOjU jeJaH HAa4YUH Ja PacIo-
penumo oBe 1ipocte dhakTope. Heka je p; HEKU 01 OBUX MPOCTUX UMHHUOIA UUJU je
CTENeH ;.

1° Ako je a; mapHo, Taja p; ydecTByje y daxropuzanuju b? cremeHoM o, a y
dakTopuzanuju a He y4ecTByje.

2° AKo je a; HemapHo, Taja p; ydecTByje y daxTopusanmju b? cremenoM o; — 1,
a y pakToOpu3alnji a yIecTBYje CTEIIEHOM jeJIaH.

]

7.1 EppgoiieB mokas

Teopema 7.1. IlocToju HecKOHATHO MHOTO IIPOCTUX OPOjeBA.

LPaul Erdés (26. mapT 1931 - 20. cenremdap 1996) 6o je Mahapckn MaTeMaTHIap KOju ce DaBHO
rpaHaMa JIUCKPETHE MAaTeMaTHKe, TeOpHje OpojeBa, TeOpHje rpyla, aHajan3e, TeOpHhje MPOIEHA U
BepoBaTHohe. HajBuime je mcTpaknBao OTBOpEHA IMUTarba, a MOCTABUO jeé W BEJIUK OPOj XUITOTE3a.
CmaTpa ce jelHUM O/ Haj3HaYajHUjuX Maremarudapa 20. Beka.

20
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Jloxas. IlpernocraBumMo na je ckym mpoctux OpojeBa kKonadaH, P = {pi,...,px}.
Nzadepumo neko N € N. Ilo jtemu 7.1, cBaku rpupojgan 6poj j1o [N ce MoxKe jenH-
CTBEHO IPEJICTABUTH Kao b’a, Te je b mpupoman 6poj, a a HUje /1e/bUB KBAIPATOM
npupossor &poja selier ox jenan. Bpoj m36opa 3a b Moxke Surn najsuie vV N, jep
6u unaue omio b’a > N. IlomTo ce y dakTopusamjun dpoja a cBaKH IPOCT OPOj
MOKe TI0jaBUTH HAjBUIIE jeJTHOM, a I10 IPETIIOCTABIU ITOCTOjU k TpOCTUX Opojesa,
opoj msbopa 3a a je 2* (cBakm mpocT Opoj MOXKe WM 1@ He ydecTByje y hbakTo-
pHU3AIUjU WK Ja y9ecTByje mpBuM crerneHoM). To 3Haunm na OpojeBa Mamux Off
N mozke durn Hajpume 2F - V/N. Onasne cienn na je N < 2F. V/N onsocHO na
sazkn VN < 2F 3a cBako N. Meljyrum, oBo ounrienno me saxku 3a N > 22
IIITO 3HAYH JIa HAM je TIOYeTHA MPETIOCTaBKa MOI'PEIHA, a IPOCTHX OPojeBa Mopa
OnUTH OECKOHAYHO MHOTO. [

Ha ocHoBy oBOr jiokaza moxkemo Halin joImn jesHo JOme orpaHuvere 3a m(z).
log, (V)

IMocnemuna. 3a npupogan 6poj N > 2, n(N) > =53,
Jloxas. Heka je N upuposgan 6poj u neka je w(IN) = k. Kao u y camom jiokasy,
kopucTehn semy 7.1 monasumo 1o nejegmakoctn v N < 2,

| N
VN < 2" — log,(VN) < n(z) = ong() < m(x). O
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