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1

YBOI

[Taprunuja npupoaHor 6poja n je upejacTaB/bame Ny 00JUKY 30Upa MPUPOTHUX
Opojesa, mpu demy je pepocien cabupaka veburan. Ca p(n) ozmagaBamo 6poj map-
rungja ox n. Ilo gedununuju Bazku p(0) = 1, a Ha npumep ako je n =5, p(5) =7
U TO CY:

0=4+1=34+2=3+1+1=2+424+1=2+1+1+1=1+1+1+1+1

Hakon nokymiaja na ce orkpuje aupektHa Besa usmehy p(n) u n (1j. mokymaja
Ja ce p(n) u3pasu mpeko ereMeHTapHuX (QYHKIHja O 1) MOKEMO 3aKJbYYHTH, UJIH
bapem HacayTuTH, ga To Huje mMoryhe. OHo mTo je jacHo jecte ma p(n) pacre, n To
eKCIIOHEHIIMJAJIHO, IITO je OYeKMBAHO Yy KOMOMHATOPUIH (10431 /10 T3B. KOMOMHA-
TOpHE ekcinosuje). Bpeanocrn Hekux p(n) mMoxkemo Bugeru y tabeam 1.

n (01123 4]|5]...[10]... 20
pn) [T 1]2][3 5|7 ]...[42|... | 204226

Tabera 1 — 6poj napmuyuje 3a Hexe marbe bpojece

Yypenn maremarundapu Xapau u Pamanynan cy ce, u3mely octajmx cTBapu,
GABUJIN ¥ UCTPAYKUBAEM MApTUIHja (BIXOBA HAXKAJIOCT KPATKa, aau boraTa 3ajei-
HUYKa UCTOpHja TpejcTaBbena je y duamy ,The Man Who Knew Infinity” (2015)).
Orkpusin cy acuMITorcKy hbopMyJiy IOHalama p(n) Koja TBPAU Ja KaJga 1 — 00

e 2n/3

p(n) ~ Y- (1.1)

[TapTunujy A Hekor npupognor 6poja n o3HaIaBamMo Kao A = (A1, Ay, Az, ..., Ag),
npu 4emy je Zle A; = n. Takobe, naprunuje M0OKeMO MPEICTAB/HATA MPEKO JaH-
rOBOT JujarpamMa, KOju MOZKeMO BUIeTH Ha aujarpamy 1.



2 1. V¥VBogxg

Jlujazpam 1

[TapTunuja npukasana ma aumjarpamy 1 je (4,4,3,1,1). Mehytum, To ce nobuje
nocMaTpameM KBaJipaTa 110 KOJIOHaMa, a jacHO je ja MOXKeMO OpojaTw m KBajpare
10 BpCTaMa W y TOM Caydajy mocMarpamo maprundjy (5,3, 3,2). Opakse nmaprunuje
Ha3WBaAMO KOH]YTOBAHUM TTapTUIIHjaMa.

Teopema 1.1. Bpoj naprunuja n Ha Hajsuiie k cabupaka jeHak je Opojy napruimja
n Ha cabupke He Behe o k.

Jlokas. Tlocmarpajmo maptunmjy A = (A1, Ao, Az, ..., A\g). YKOJUKO MPUKAKEMO OBY
HapTUIM]y Ha JAHIOBOM JlMjarpaMy Ha TaKaB HAYMH [ -Ta KOJIOHA CAJPIKU N
KBaJipaTa, OHJA, 300T TOra INTO MOCTOjU HajBUINE k KOJOHA, CBaKa BPCTa UMa HAj-
BHIIe k KBajipaTa, Tj. Hajsehu moryhm 4nan kKonjyrosane napruinuje A je k. Ha osaj
HAYUH CMO YCIOCTaBIIN Oujeknunjy (HbyHKIHja KOjy KOPHCTUMO je yIpaBo (pyHKIH]ja
KOHjyroBama, jacHO je Jla je OHA CYpjeKTHBHA M WHjeKTHBHA) u3Mely maprunumje n
Ha mHajsume k cabupaka u nmaprummje n Ha cabupke me Behe ox k, Tj. Mopa ux outn
jesTHaKO. ]
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YcnocraBjbamh€e DUjeKinja Ha
JaHnroBomMm aujarpamy

Yecra MeTona y pajy ¢ MapTHIMjaMa jecTe yclocTaB/barhe Oujekimje. Y OBOM
morJIaB/by heMo ce 1mo3abaBuTH Pa3JMINTUM HAYMHIMA ITPaB/beha Oujexiuje namely
JaHTOBHX Amjarpama, IITO je Hiaeja Koja he 6uTu KopuimheHa U y APYTUM J€JTOBUMA

paja.

ITpumep 1. Bpoj caMOKOHjyroBaHuUX TapTUIMja jeTHAK je Opojy mapTuimja Ha
HellapHe W Pa3/JIHYuTe WIAHOBE.

[Taprumnuja je caMOKOHjyTOBaHa YKOJUKO je HeH KOHJyraT Ha JaHTOBOM Hja-
rpamy jeJiHaK b0oj caMoj (OTHOCHO aKO je el JAaHTOB JujarpaM CHMEeTPHYAH Y OJTHOCY
Ha ,riary aujaronany” ). [Ipumenuhemo byHKIMjy KOja NpaBu HOBHU JujarpaM Ha
caejehn HayuH. Y IPBOj BPCTU HOBOT JiMjarpaMa he ce HaJIa3uTH OHOJIUKO KBaIpaTa
KOJINKO MX Ma y VHUJU IIpBe KOJOHe W NPBe BPCTe MOYeTHOT JnjarpamMa. ¥ JIpyroj
BpcTH he ce HAJA3WTU OHOJMKO KBaJpaTa KOJIUKO UX WMa y VHUJU JApyTe KOJOHE W
Jipyre Bpcre, a ja nucy seh npebpojanu uti. PyHKIMja ce MOZKE JIO HPeJICTaBUTH
Ha aujarpamy (TpecsmKaBa aumjarpam 2 y aujarpam 3).

ALujaepamu 2 u 3, pecnexmueHo
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Heka je nata maprunuja A = (A1, Ao, Az, ..., Ag), IpH 9eMy je A; > Ao > ... > Ak
Heka je +-Tu kxBagpar Ha TJIaBHO]j JujaroHan JeUHUCAH KAO IIPeceK i-Te KOJOHE U
i-Te BpcTe. Heka TakBux kBajpara nma m. Heka maira yHKIHja TpecaukaBa map-
TUIUjY A y HEKY MapTUIHjy k. 3HAMO ja he k oHja uMaTu m 4ianoBa. KoHKpeTHO,
ouhe Ky = 2(N\ — 1) +1 = 2\, — 20 + 1. [lakue, ¢Bu K; cy HemapHu. Kako Ham je
naprunuja A ypehena onasajyhe, onja je u k, na cy cbe k; pasguaure. Jlakie, of
oJIa3He CAMOKOHjYTOBaHe IMAPTHUIKje JT00HjaMO je JMHCTBEHY HAPTUIIH]Y ¢ HEIIAPHUM
U PA3IUIUTHM JI€TOBUMA.

JlokaxkKnMo joII jia je MHBEP3HU Iporiec Takohe jejuncrBed. Heka je gara napru-
IHja C HEMAPHUM W PA3THIUTHM WIAHOBUMA K = (K1, Ko, K3, . . . , K ) TI€ je K ypeher
omamajyhe u x; = 2\; — 2¢ + 1. Ihu hemo BpcTy mo BpeTy m mpaBuheMo HOBY
naprunyjy Ha ciejgehu naunn. Hajope hemo of BpcTe K HallpaBUTH HOBY BPCTY
Koja ce cacToju of A\; — j + 1 xBagpara. Csaky ciegehy Bpery hemo mpaBuTu Ha
UCTU HAYMH, C THM IITO he OUTH IHOMEpeHa 3a jejlaH KBaJparT yJEecHO y OJIHOCY Ha
IPETXOHY BpCTy, Tj. of napruruje (7,3,1) Ha qujarpamy 4 mobuhemo gujarpam 5:

Zujaepamu 4 u 5, pecnexmueno

Ha woBomoGujenom aujarpamy (aumjarpaMy 6) MOXKEMO TMPECTUKATH CHMETPUIHO
KBa/[paTe BaH IJIABHE JIMjaroHaJie, y OJHOCY Ha IVIABHY JIMjaroHaJy, U JOOUTH jeIMH-
CTBEHY CAMOKOH]YTOBaHY MapTUIHNjy (aujarpam 7).

Zujaepamu 6 u 7, pecnexmueno

Jlakje, yCIOCTaBHJIN CMO OMjeKIUjy m3Mel)y caMOKOHjYTOBAHHX THIIOBA MapTH-
nuja W MapTHUIHja HA HEMapHe W pPa3/IMduTe WIaHOBE, MITO JIOKAa3yje Ja WX UMa
JjeTHAKO.

2.1 BpecynoBa bujekiimja

YKOJIWKO je HeKa MapTUlldja mojie/beHa Ha pa3/JmIuTe 4JIaHOBe, TO 3HAYH JIa ce
CBaKa JBa 4jaHa napruiuje pa3aukyjy 6apem 3a 1. AKo ce ¢BU 4JIaHOBU MAPTUIIH]E
pa3jiMKyjy 0apem 3a 2, HaA30BUMO OHJIA TAKBE WIAHOBE CYNEPPA3AULUMIL.



2.1. Bpecynosa 6ujekiiuja 5

[Tocmarpajmo maprunmje 6poja 10 Ha cymeppasamanTe wiaHoBe. 1o cy
100=94+1=8+2=7T4+3=6+4=6+3+1.
[Tocmatpajmo caga naptumyje 6poja 10 Ha pasauuunte wiaHose. To cy

10=94+1=842=74+3=64+4=74+24+1=6+3+1=5+4+1=
0+3+2=44+34+2+1

CBakako je jacuo jia je 6poj napTuiiyja Ha Cyneppa3induTe wIiaHOBe HEKOT Opoja
Marbu 01 Opoja NapTHIHMja Ha pa3IddUTe YIaHOBE TOT Opoja, jep je cBaka IMapTHIU]ja,
ca CyIeppasMIuTUM JeJOBUMA Takohe W MapTHUIHja ¢ PA3TUIUTAM JeTOBUMA, AJIH
He u obparHo. MebhyTum, yKOJUKO OrpaHMYUMO Pa3jiMduTe HapTUiije yBohemem
HEKOI' JIOJATHOT YCJI0Ba, Moryhe je ycmocraBuTu Oujekiujy m3mely rakBux Tumosa
MapTHUIHN]a.

Teopema 2.1. Bpoj nmapruiuja Ha cyneppa3idduTe 4IaHOBE jeJHAaK je Opojy map-
TUIUja HA PA3/IMYMTE 4IAHOBE KOJ| KOJUX Je CBAKU IIapHU 4JjiaH Behu OJ1 JIBOCTPYKOL
Opoja HemapHUX YJIaHOBA

Zloxas. IlocmaTpajMo HajIpe HEKY MApTHUIH]Y ca CYNeppPas3TuduTuM jegopuma. Ilo-
MEpPUMO CBaKy BPCTY 3a JBa KBajJpaTa YVIeCHO Y OIHOCY Ha TPETXOIHY BPCTY Ha
Janrosom Jmjarpamy. Ha npumep, ako cmo nonuiu oj napruiuje 36 = 1441146+
4 4 1, ouza he ona u3riaegaTn oBako Ha JaHroBoM jujarpamy (mujarpam 8).

Zujaepam 8

[ToByruMmo caja ecHO Of TPBOT JOWEr KBaIpaTa 3aMUII/bEHY BePTUKAIHY JIU-
HHU]Y, KOja JIeJIM CBAKHM YjIaH MapTHIEje Ha JieBH U jecHu. O3HAYUMO IEJTOKYIIHY
maptunujy ca A = (A, Ao, Az, ..., Ap), IpraeMy je A\; > Ao > ... > A\ \; > A\ +2
sai € {1,2,3,...,k—1} (jep je maprunuja Ha cyneppasauunTe WIAHOBE U omnaaajyhn
je Hu3 \;, onzma je oBo 1o6po medunucano). Taxa je 6poj KBajparTa JEBO O HAIe
muHuje y i-tom peay 2(k — i) + 1. JlecHo on Hamie JuHEje ce y (-TOM Dejy Haja3u
ki = A\ —2(k — 1) — 1. Coprupajmo cazna cBe k; onagajyhe, Hajope HenmapHe, a OHJA
napHe jiesiope (YKOJIMKO ¢y cBU k; = 0, OHJa HeMa KBaJpara JIECHO OJ] JHHUje U
CBH YJIAHOBH IIOYETHE MAPTHIIMje CY HEeIIapHH, OBAKBa MapTHIHja claga y obe Kiace
[IOYETHUX IAPTUIMja U HeMa 1oTpebe yernocrasbaru oujeknujy udmehy mux). OBum
MOCTYIIKOM JI06MjaMo HU3 K, U Joaa3umMo jio ciaegehe maprunuje (nujarpam 9):
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Aujazpam 9

Hokazumo na je HOBOoMOOMjeHa maprunmja N, = 2(k — i) + 1 + K] ynpaso Tun
HapTHUIHje KOJH CMO TPayKWJIH, Tj. HapPTHIH]a ¢ PA3INIATHM JAeJ0OBAMA TJe je CBaKu
HapHu 7eo 6apeM JBOCTPYKO Behu o1 Opoja HemapHUX JIe/I0Ba.

Cau Jsieu Jesi0Bu (0HOCHO fiesioBu 2(k — i)+ 1) moderHe napTuiuje cy HemapHH,
a HAKOH IIITO M3BPIITUMO COPTHPAHE CBUX K;, CBEYKYIHO he npBu pej Outn Hajsehu
mapuu Opoj Y HOBOHACTAJO] MAPTUIUjU (JIEBH U JIECHH JIEJOBU Cy HEIApHU, MO
IPETIIOCTABKOM JIa MOCTOJU K; KOje je HemapHO, Yy CYIPOTHOM je JIOKa3 aHAJIOTAH).
[TomTo ¢y HAM COPTUPAHU HU30BU U JIEBO (Ca OBe cTpaHe je cTporo onagajyhu vus)
M JIeCHO (OJHOCHO HAJIpe COPTUPAHU HEIIApHW, [1a HAPHH) OJ] HAIle 3aMUIL/beHe
JINHUje, OHJIa Ce M Hallla HOBOOOWjeHa MapTUIlNja CACTOJH O/ PA3JUUUTHX JIEI0Ba,
Jep HaM pesioM CTPOTO OMa/ajy MPBO TMapHe MapTUIlje, TMa OHJA CTPOTO OMAJAjy
HermapHe mapTuiuje (CBeyKYIHO MOCMATPAHO).

JlokaxkuMo cajia Ja cy CBU MapHH JiejioBu bapeM mBa myTa Behu ox 6poja Hemap-
Hux jiesioBa. IIpermnocraBumo ja je npBuX j JieJiOoBa lapTUIUje )\; =0 (mod 2) u

iy =1 (mod2) (j € {0,1,2,3,...,k}). To smaum ma y maprummjn \' mmamo
ykynHo k — j Hemapumx unanosa. 36or k) > 0 3mamo ga je A, > 2(k — i) + 1.
[IpumeTnmo ma je

min{ A\, Ay, A} > X > 2k — ) + 1, (2.1)

IITO 3HAYM J]a Cy CBM 4JIaHOBH 3a Koje Baxu \; = 0 (mod 2) ympaso selin ox
JIBOCTPYKOT Op0oja HeMapHUX YIAHOBA.

ITpeocrasio je jomr jia jjoKaxkKeMo Jia HA JeJJMHCTBEH HAYMH MOYKEMO ITPECIUKATH
JI00MjeHy napTuiyjy y nppoduTHy. PeruMo jga mMaMo NapTHIUjy Ha pa3jinduTe
JIeJIOBE KOJI KOjUX je cBaKu napuu Jjieco Behu 6apem jiBamyT o1 6poja HeapHUX J1e10Ba
o3Haveny ca A. Pa3aBojMo A Ha HMOJICKYIIOBEe 0 M T TaKBe Ja je CBaKa HapTUIHMja U3
0 mapHa, a cBaka mapruiuja u3 7 HemapHa u o LI 7 = A. Ilopehajmo cama memose
Ha JAHIOBOM JijarpaMmy Tako Jia HaMm MPBO Uy JEJ0BU U3 0 COPTUPAHU olajiajyhe,
na OTOM JIeJIOBH U3 T copTupanu omna/ajyhe. TpancaumpajMo omer cBe HapTUILHje
3a JIBa KBaIpaTa yAeCcHO, Kao Ha modeTky. Caga cMo j1o0uin mapTuiujy uaeHTuaHy
NApTUNMU Ha JUjarpaMmy 8. YKOJHMKO OleT 3aMHUCIUMO JIMHU]Y UJIEHTHUIHY OHOJ C
oYeTKa J0Ka3a, OHJA je jacHo jia he copTupaibe J1e/I0Ba IeCHO OJ1 JIMHHUjE U IIOHOBHO
crajame JIaTu MoYeTHy naprunujy. Jour rpeba joKa3aru jia TaKBY JUHUAJY MOZKEMO
noByhu.



2.2. Topme orpannveme 3a p(n) 7

[Mocaenmux |T| pegosa cy HemapHu (O MOCTEIHAM PEJIOM MOIPA3YMEBAMO OHA]
HCIIOJ KOI' HeMa BHlle jenoBa napruiuje). CBaku IpeTXOMHE pel y T je 6apeM 3a
2 Maru OJ] IPETXOAHOT (J1a 61 ce ojiprKasa MapHOCT). AHAJOTHO, CBAKHU TIPETXOIHE
pest u3 o je bapem 3a 2 Mamu 01 nperxojaHor. Heka cy HaM HyMepHCAHH WHJIEKCH
YJIaHOBa 0 W T TAKO Jia je HOBOHACTaJa MapTHAIja Ha JujarpaMy MpeJicTa-B/heHa ca

(01,02, -, Olo|s Tlo|4+1 - - - Tlo|+]7|) (HOCMaTpaHo 0103ro Hajoe). TBpheme ¢ moyerka
nmacyca JoKasyje Ja je T; = Tiy1 + 2, a KaKO J€ Tg|4|r| = 1, TO NOBIAYA T|g|4; =
2(|7| —i)+1,3a 4 € 1,2,...,|7|. 36or aedununuje tuna naprunmje je min{o} =

O > 2|7| + 1, 1j.

0o 2 27|+ 1 =2(|o] +|7] —|o]) + 1. (2.2)

AHasorHo Kao Mastonpe, oo osyavu o; > 2(|o|+|7|—i)+1,3ai € {1,2,..., |0}
CBeyKyIlHO 0BO 3HA4M Jia y -TOM pejy uaprunuje umamo dapem 2(|o| + |7] —i) + 1
KBaJ[paTa, ITO HaM oMoryhasa jia MOBy4YeMO TPaykKeHy JIMHHU]Y, a TO je u Tpebdasio
JIOKA3aTH.

JlaxJje, ycrnocTaBuId cMO OMjeKIH]y u3Mel)y ropeloMenyTUuxX TUIIOBA ITapTHUIHja,
IIITO YIIPaBO JIOKa3yje TeopeMmy. O

2.2 Topme orpanuderse 3a p(n)

Kao mrro je marmameno y yBoay, p(n) pacrte ekcnonennujaano. Mehyrum, nnax
je moryhe orpanmanTy p(n) 0703ro moMoly HEKOr APYror HU3a KOju je MOTOJHUjH
3a KOHTPOJY.

Jacuo je na je p(n) > p(n—1) (3a n > 2), jep Ha cBaky mapTunujy n — 1 MOXKeMO
JIOJIATH JOIIT jeJilaH KBa/[paT Ha JHY JAHIOBOT jujarpaMa u CAMUM THM J00MjaMO HEKY
naprunujy n. [Ipumerumo na je

p(n — 1) = p(n | nocroju Gapewm jenan wnan 1). (2.3)

JlupekTHa MOCIeIUIa OBOTa je

p(n) = p(n — 1) + p(n | ve nocroju wian 1). (2.4)

Mozkemo 3akpyauru ja je p(n — 2) = p(n | moctoju Gapem jenan 4ian 2), jep
je JmomaBarmbe jenHOr wiaHa 2 (Kao W yKJIamame WiaHa 2) ¢ JaHrOBOD jujarpamMa
oujekmnuja. [Tocmarpajmo dbyHKIM]y Koja 1oBe3yje napTuiije Kol KOjuX He IOCTOju
yian 1 u maprunumje Koj KOjuX mocToju Hapem jejan wiaH 2. Y3MHUMO HajMarmbu
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wWIaH W3 MApTHIFje KO/ Koje He MocToju wiaH 1 (Taj wiaH je GapeM JyzKuHe JBa).
NcenkajMo Taj 4iIaH Ha jeJaH WIaH Ay:KHHE 2 W IpeocTase TIaHOBe JyKuHe 1.
OBakBa mapTunuja je yupaBo JAPYTU THI NapTUIHja, Tj. Y OBOj MAPTHIWJU TOCTOjU
bapem jenan wian 2. OBO mpec/inKaBame HEje OMjeKTUBHO, AJIH jeCTe WHjeKTUBHO,
IITO HAM TOBOPH JIa je

p(n | me mocroju wian 1) < p(n | nocroju Gapem jeman wian 2) = p(n — 2). (2.5)

KomGunoBamem (2.4) u (2.5) nobujamo aa je

p(n) <pn—1)+pn—2). (2.6)

Heka je ca F), osmauen n-tu @ubonaunjes 6poj (Fy = 1, Fy = 1, F,o =
Foi1 + F,). Hokaxumo waayknujom ga je p(n) < F,iyq. 3an =0un =1 je
tepheme Tpusnjasno (1 < 1). IpernocrasumMo ga Tepherme Baxku 3a n — 1 un — 2.
Kombunosamem (2.6) ca HHAYKTUBHOM XHIIOTE30M J00HjaMO

p(n) <p(n—1)+p(n—2)
< F,+F, 4

= I'n+1, (27)

MTO CMO U XTeJIn Ja JOKAXKEMO.

Jormmn ¢Mo 10 3ak/bydka fa p(n) pacre HajBuUIlle OHOJIHKO OP30 KOJUKO PacTy
n @Oubonauunjesu OpojeBr, Mako 0bOa HU3A PACTy EKCIOHEHIUjaaHo. Y Tabenun 2 je
nato nopebheme p(n) ca F, 1 3a HEKe BPEJIHOCTH M.

n |0]1]23/4]|5]6 |...]10]|... 50
pn) [ 1123|5711 ... 42]... 204226
Fora | 111121351813 |...[55]... 12586269025

Tabeaa 2 — Iopeherve p(n) u Fiqq

Buanmo ga @ubonaunjesu 6pojeBr, HAKO jeCy TOPIbe OTpaHuYerhe 3a p(n), MHOTO
ozcTymajy o p(n) 3a BEJIUKO 1, ATH 34 MaJe N Jajy MPOIEHy KOja je YeCTO JOBObHA
3a o/iroBapajyhy mpumeny.

2.3 Ilonamame p(n) y 6eCKOHAYHOCTHU

Bumre myTa ¢cmo martacuin ga p(n) eKCIOHEHIIHjaTHO pacTe, HO TO HEje Y HOT-
iyHocru tadno. Hus p(n) pacre 3amnpaBo Gpzke o LOJMHOMHE, ajid CHOPHje O/
ekcroHennujaane pyuknuje. Jlokazahemo na je



2.3. TITomarmmame p(n) y 6€CKOHAYHOCTHI 9

lim p(n)» = 1. (2.8)

n—o0

ITpe nero mro johemo g0 Tora, JOKaKUMo cienehy gemy.

JIema 1. Axo o(k) mpencrasba 36Wp CBUX JesIWIaIa IPUPOAHOT Opoja k, oHma
BaYKI

np(n) = Zp(n — §)o(h).

Zoxas aeme 1. llocmarpajmo cBe naprunmje 6poja n. llo medmnunuju, mux uma
p(n), a 30up cBake je n, ma je 30Mp CBUX WIAHOBA OBUX MapTuimja np(n), Tj. yupaBo
u3pas ¢ jepe crpane. [locmarpajmo caga mekn cabupak k. OH ce mojaBibyje bapem
jemsom y p(n — k) maprunmja, 6apem gpamnyr y p(n — 2k) naprumuja nra. lakie,
YKyIlaH Opoj ImojaB/buBaiba k y CBUM HapTUIHMjaMa je

p(n—k)+pn—2k)+p(n —3k) + ...

Caa umamo

np(n) :Zk(p(n—k)+p(n—2k)+p(n—3k)+...)

= Z kp(n — ik)

ik<n
=Y pn =)D k=) pn—3o), (2.9)
Jj=1 klj Jj=1
IITO je U TpedaJIo JJOKA3aTH. O]

JokaxknuMo cajia J1a 3a cBako € > () TOCTOju JOBOJHHO BeJIMKa KOHCTAHTA ¢, TAKBA
Ja je

1<p(n)<c(l+4+e)". (2.10)
: : jG+1) o
| lj[OCMana‘]MO HajIpe HU3 @ = 1 1e) Pen S = 3777 a; je xonseprenTan,
Jep Je
‘ 9
lim |2+ = g ' Ehu DY (2.11)
j—=oo | aj j=oo | j(1+¢€)
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Hakite, onma Moxkemo ja omabepemo N (y dbyuknuju o €) takso ga je N > S.
OnabepuMo KOHCTAHTY
_ p(n)
¢c= max ———.
1<n<N (1 +¢)m

Jokazkumo cajia uHAyKIujoM 1a Baxku (2.10). 360r omabupa KOHCTAHTE ¢, jJaCHO
je na hie mejequakoct Baxkutn 3a cee n < N. TlpernocraBumo cana aa (2.10) Baxku
10 Hekor n (tae je n > N), a we ykspyuayjyhu n. 36or geme 1 umamo

p) = 3" b0 = ol) < =31+ o())
c i~ o(j c a1 +2+... 47
= —(1+¢) Z%Sﬁ(h%) Z_; T j
:%(1—1—5)” ” §5—3§5ﬂ+5)”]\7§c(1+8)”. (2.12)

Haxme, Baxu (2.10). Y3umameMm n-TOT KOpeHa U MYIITAIHEM JIAMeca JT00ujaMo

3=

1< p(n)» < (14¢)¥/c, (2.13)

a KaKo je € MpOn3BOJHbaH MO3UTHBAH OPOj, OHIA CY JUMeCH y OECKOHAUYHOCTH JIeBe
u jecue crpaue jeanaku 1. [lo jemm aa nonunajna jgodujaMo W €r3uCTEHINjy U
BPEHOCT TPAYKEHOT JUMeca, Tj.

lim p(n)« = 1. (2.14)

n—0o0

Jla cMo pauynaau ananaorHu Jumec 3a PuboHaumjeB HU3, OHIA OMCMO ITOOHTN

pe3yJITaT . Onasne je jacHo na GuboHaYNjeB HU3 pacTe eKCIOHEHIH]ATHO,

J0K p(n) pacre CriopHje o7 eKCIOHEHIIHja He, ajgn OprKe 0J] MOTMHOMCKe (DyHKIHje
(3a mosmHOMCKY (DYHKIHjy O OBaj JTMMEC W3HOCHO HYJa, a 33 eKCIOHEHIUjaTHy O
ouia neka xoucranta Belia ox 1). OBo nomarno nmorsphyje dopmyry (1.1) (mmec
N~TOT KOPEHA ACUMIITOTCKEe APOKCUMAINje 3aUCTa U3HOCH 1).



3

I'enepaTropna dyHknumja

3.1 Ilojam u neduHUITAja
Hedbunumuja 1. Oyukuja

F(z) =ay+aix +ax® +... = Zawﬂ
=0

rJe 3aliCaHu CTEIeHH pej KOHBeprupa y HeKoj obJiacTu, Ha3uBa ce (PYHKIMjOM
reHeparpuce, Tj. reHeparoproM byHKIHjoM HU3A (a,) = (ag, ai, az, ... ).

OyHKIMja reHepaTpuce UMa MUPOKY MPHUMEHY Y KOMOMHATOPHUIIA U NIPYrKa HOB
npucTyI mpobjemuma. FbUXoBO K/bydHO CBOJCTBO je TO IITO jeIHO3HAYHO OJpehyjy
HHU3.

1

_m'

JIema 2. ®Oynkrumja reneparpuce un3a (1,1,1,...) uznocn

Jlokas. 36or kouseprennuje Mopa 6utu |z| < 1. Teneparopua dbyukmuja F(r) =

1+z+2%+2%+. .. upejcrasba reOMeTPUjCKM HU3, Tj. yupaso je F(z) = 1T O
—x

YBohemeMm cMmeHe t = —x MOXKEMO Ja 3aK/by4UMO Ja reHeparopHa (pyHKIHja

amza (1,—1,1,—1,...) usHocu

VkoJinko He Oyjie Ipyradnje HATJIAIeHO, V la/beM JIeJIy pajia he ce moapasymeBa-
TH JIa je & U3 KOHBEPTeHTHOr joMena u To hie Hajuyenthe 6uru (—1,1).

IMpumep 2. Oapenutn ommru unan F, PubGonaumjeBor Huza y HYHKIUJU O N
(Fo =0, F1 =1).

Onmmryr 41ad MOXKEMO JIAKO JOOMTH CTAHJAAPIHUM IOCTYIKOM DeliaBamba Jiv-
HeapHe XoMoreHe JudepeHIfHe jeIHaYHe, I 1PO0JIeM MOYKEMO PEIIUTH U TOMONhy

11
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rereparophe ¢dyuknuje. Heka je g(z) remeparopua dyuknuja @ubonadunjeBor Hu3a.
Tana je

g(l'):F0+F1$+F2.I'2—|—F3{E3+...,
rg(z) = oFy + Fia® + Foa® + ...,
?g(x) = 2’ Fy + Fia® + For* + ...

OpnysumarmbeM apyre u Tpehe jeqHaumue o npse 1001MjaMo

(1—z—2%)g(xr)=Fy+ (F, — Fo)r + (Fy — Fy — Fy)a* + (Fys — Fy — Fy)a® + ..
(3.1)

Csu KoedHIUjeHTH, U3y3eB OHOI' V3 JIMHEAPHH 4iaH, u3noce 0 300r jedunuiimje

uusza. Omasne je g(r) = . Hysie xBagpaTHOT TPUHOMA Y UMEHHOILY CY

2 4az—1
1++5 1-+5
G =—Fg ey = . Uspas g(z) MozkeMO OHJIa NPEJCTABATH U Kao ¢(T) =
1 1 1 .
- . Yromuko je max{|oyz|, |aez|} < 1, onma MoxkeMo
a1 —ag \1—ajx 11— asx
1 1
u

IPEJICTABUTU IIPEKO FeOMETPHjCKOr HU3a, Tj. Kao (PYHKIHU]Y
1—oqx 1 — asx

reneparpuce uu3a (1,ap, a2, .. ), omnocno nuza (1, as, a2, ...). Onasje no6ujamo

1 [ = . . 1 = o
g(z) = 7 <; ajx’ — ;Qéaﬂ) = 7 ;(0/1 — )z’ (3.2)

(=) - (7))

3.2 Teneparopna dyHKIIja HU3A p(n)

1
akJe, f,, = —
A NG

[Mocmarpajmo dyuknujy G(x) obanka

G)=(1+z+2"+. . )1+ +2"+. )1 +2"+2°+ ) =[] D "
k=1 1=0

(3.3)

Heka je koedunujenr y3 ™ y 0BOM UPOU3BOAY Uy, Tj. Taja je G(z) dynkuuja
remeparpuce Husa (ag, a1, dz, . .. ). [IPOU3BOBHY NAPTUIM]Y HEKOT IPUPOIHOT OPOja
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7 MOXKEMO Ha jeJIMHCTBEH HAYMH IPEJCTaBUTU Kao ki + 2ky 4+ 3k3 +4ks+... = n, rae
k, mpencTaBpa O6poj jeIMHUNA Y TAPTUIWjHU, ky Opoj ABojku y maptunuju utia. Cana
BHIUMO 1A je a, yIpaBo Opoj HAUMHA HA KOje MOXKEMO MPEJACTABUTH 1 Y OBAKBOM
0buky, 1j. p(n) = a,. 36or komBeprennmje je |r| < 1, Taza cBaky sarpaiy y
npBo6UTHO] mocTapnu byHKImje G () MOKEMO 3amucaTH Kao CyMy IeOMeTPHjCKOT
uusza. Omapne m006ujaMo Ja je reHeparopra (yHKIMja HE3a p(n) ynpaso

o0

G(z) = Zp(n)x” = H . —1xk (3.4)

Teopema 3.1. (Ojaep) Bpoj naprunuja n #Ha pasaundure cabupke jeqHak je 6pojy
HapTUIja n HA HemapHe cabupkKe.

Jlokas yenocmasmwarwem bujexuyuje. Heka cy Pr(n) m Py(n) pemom cKynmoBu mapTu-
uja N Ha pa3jJnyduTe, OJHOCHO HenapHe djianoBe. Heka je

A= (AL A AL A Ay A A A )

MapTUIHja N 33 KOJy €y Ay > Ay > -++ > )\, pa3janduTi HemapHu OpOjeBM M HEKa
IIOCTOJU TaYHO N; YaaHoBa mapruimje Koju cy jeanaku \;(1 < i < t). Iloxyrajmo
caja ga mampaBuMo dyukuujy ¢ : Py(n) — Pgr(n) Koja mperBapa mapTunujy A,
YHjH Cy CBY WJIAHOBH HENAPHH, Y HAPTUIH]Y A, YUjU CY CBU WIAHOBU PA3JTUIUTH.
300r HaUMHA HA KOjH CMO Je(PUHUCATN TAPTUALE)Y A, 3HAMO Ja BarK1 2;1 n;\; = n.
[TpeacraBumo ny y 6GuHapHOM 3alucy, Tj. HEKa je

s

np=y 2™, (3.5)

k=1

DIe BAXKU My > Mo > - -+ > Mg > 0. YKOJINKO CBAKO 1y, IpeaCcTaBUMO HA OBaj HA4YUH,
nobujeMo n IPUKAa3aH Ha JAPYTAdWju HAUWH, aJd ONeT Kao 30Up HeKHX MPUPOTHUX
OpojeBa 0/ KOJUX CBaKH IIPeJICTaB/ba YIaH HeKe HOBE IMapTHUIHje

)\/ = (le)\l,2m2>\1, ey 2ms)\1,2t1)\2, 2t2)\2, ey 2tq)\2, e )

JlokaxXUMO J1la Cy CBH YJAHOBHM OBe TMapTHIMje pa3audnuTu. [IpermoctaBuMo
CYIIPOTHO, Tj. HEKa IOCTOje HEKa JIBa 4jlaHa OBe HapTulldje Koju cy jeanaku. Tana
ou Baxkuiao 2M\; = 2'A;. Tlomrro je cBako A; HelAPHO, OHJA MODa BaxKUTH M = ¢
u i = j, 3aTO IITO ,apHu’ W ,HENapHU JIeJIOBH Mopajy Outu mehycobHo jeji-
nakn. Kako Baxkum ¢ = j, To 3Hauu ga ce 2™ u 2! mamase y OMHAPHOM 3allUCy
ucTor Opoja Kao pazauduTu wiaHoBu. OBo je HeMoryhe 360T TOra mMTO CMO Ha-
IJIACWJIN J1a Cy y OMHAPHOM 3allUCy CBU €KCIIOHEHTH JIBOjKe pa3nduru. KoHTpaiuk-
nuja. Jlak/e cBU 4IaHOBH OBe HApPTHUIMje Cy pas3jauduTd u A je maprunmja Kojy cMo
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tpaxuwia, 1j. ©(A) = N. Ilpeocrasno je jom ma jokazeMo Ja je @ Oujexiuja.
Heka je ¥ : Pgr(n) — Py(n) dyHukmmja Koja Bpimu mporec 0OPHYT ¢, Tj. O Tap-
TUIHje YWjU CY CBU WJIAHOBU PA3JTUYUTH MPABU MAPTHUIU]Y YUJjU Cy CBU UJIAHOBHU
wenapuu. Heka je \g = (A, A2, ..., \) nmaprunuja 4uju cy CBU UJIAHOBU DPa3Jjiu-
qutr. CBaKo \; MOXKEMO 3alUCaTH Kao MPOW3BOJ] HEKOT CTeleHa JIBOJKE W HEKOT
HemapHor 6poja, Tj. A; = 2" \.. YKOJUKO OBO IPUMEHHMO HA CBAKO J\;, 100HjeMO
maprunujy (2™, 2M2N,, .., 2™\, VKOJIMKO IPYIHIIEMO CBe A, KOjH Cy jeJHAKH
Ha HAYWH CYNPOTAH HAYMHY Ha KOJH CMO MAajovac JONULIH JIO mapTunuje A, MOTIun
6ucMo Jia ce BPATUMO Y jeJIMHCTBEHY MAPTHUIU]Y YHUjU CY CBU WIAHOBH HEHADHMU.
[Tpumerumo 7a, YKOJIWKO HA HEKY MAPTHUIN]Y UUjH CY CBU WLIAHOBU PA3IUIUTH TPHU-
MeHUMO (DYHKIHjY 1) U IOTOM Ha HOBOJIOOHjEHY MapTHUIU]y ITPUMEHUMO (DYHKIIH]Y
©, 100MjeMO UCTY MapTHIU]Y OJ KOje CMO KPEeHYJIH, Tj. BaxKu ¢ o = id, na cy ¢ u
1 mehycobno muBep3He Omjeknuje. Kako je ¢ Oujeknuja, oHIa MOpa BaXKUTHU J1a je
|Pn(n)| = | Pr(n)|, mro je u rpebaso mokasaru. O

Ilokas nomohy zenepamopne dynryuje. Ha moueTKy oBOr IIOrIaB/ba CMO BHIEIH Ka-
KO HAPTUIIM]y MOXKEMO 3alucaTu y 00uky ky+2ko+3ks+4ks+. .. YKOJIUKO KeJUMO
Jla HAM CBH YJIAHOBH MapTHIlMje Oy/y jeJIHaKH, OHJIA je jacHO J1a MapTUIja UMa, CBe
pazamgure wianose ako je k; € {0,1}. Cana je reneparopra dbyHkimja Hu3a pr(n)
o
G(r)=(1+z)(1+2")(1+2°)... = [J(1+2"). (3.6)
k=1
Heka je F(z) remeparopha dyukimja Hu3a py(n). Y Halem npecraBbarby
nmapTUiiije To je eKBUBaJeHTHO ca ky; = 0 (3a ¢ € N), Taza je

Fla)=(+aot+a®+. )1 +a® +a®+. )= [ a0 (3.7)
k=1 1=0

36or kousepreuuuje je x| < 1, na umamo

1
F(z)=]] T (3.8)
k=1
[Ipumernmo Ja cBaky 3arpajy mnpou3soga G(x) MOXKeMO MpeIcTaBUTH Kao 1 +
1 — g2k
k _ .
T
v (11— a%* 1—22 1—-2* 1-2° ! 1
G(z) = — )= : : =] —— = F(2).
(z) Ig(l—xk) l—z 1—2%2 1—2a3 kl:[ll—x%—l (=)

(3.9)

Kako je F(x) = G(x), 360r UHJEKTUBHOCTU TO HOBJIAYM U Ja CY HUXOBU HU30BU
jemmaku, omHOCHO pr(n) = py(N) 3a cBe n, MWTO je n TPebaIO TOKAZATH. ]
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IIpumep 3. leneparopua dyukiuja Gi(r) Hu3a 6poja mapTHIKja HA YJIAHOBE He
sehe on t (ogHOCHO Gpoja mapTuIMja Ha HajBUIIe [ YWIAHOBA) jecTe

1
S T e S (3.10)

AHaJIOrHUM NOCTYIIKOM Kao Kaja CMO JOKAa3WBAJIH KAaKo H3IJIeJa MeHepaTOpHA
dbyukumja Eu3a p(n) A07a3UMO U 0 OBOT 3aKJbYUKA.
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4

OjiepoBa Teopema o
IeHTaroHaJJHuM OpojeBuMa

4.1 IlenTaronasHm OpojeBU

3a 0poj KazkeMo Ja je neHmazoHasaH ako ce Taj Opoj Tadaka MOXKe PaCIOpPeIuTH
V¥ paBHU Ha TaKaB HaYWH Ja MOXKEeMO HallpaBUTH HH3 IMETOYIJIOBA KOjI/I IIOYHUILE U3
ILUXOBE 3aje/JHUUKe TayKe M Ha YHjOj ce CBAKO] MBHIM HAJIA3HU jeJIHAK OPOj Tadaka.
Ha npumep, 12 je nmenraronasan 6poj 3aTo IITO MOXKEMO paclopeauTu 12 Tavaka y
PaBHU Kao IIITO je MPUKA3aHO Ha CAANM 1.

S,

Cauxa 1 — Ipumepu newmazonasnux 6pojesa

Osnaunmo ca p, n-tu neataronajguau 6poj. [Ipumehyjemo na Moxkemo u3pazutu
HAPEe/THN YJIaH y 3aBUCHOCTH OJT TPETXOTHOT IIPEKO PDEKYPEHTHE Be3e
DPnt1 = Ppn +3n+ L. (4.1)

MozxkeMo j1a HAITPaBUMO TEJIECKOICKY CYMY KakKO OucMO Op30 periumin OBy peKy-
PEHTHY jeTHAYUHY, Tj.

Pn—P1 = (pn - pn—l) + (pn—l - pn—Z) +...+ (pQ — pl) =

17
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o . 3n?—n
[To medpununuju je p; = 1, omakae AUPEKTHO TOOUjaMO P, = — [IpBux
HEKOJIMKO TIeHTAaroHaJTHUX OpojeBa cy:
1,5,12,22,35,51,70, . ..
: . ., 3ni-n
Hedburnmumo u pediekcnje meHTaroHaIHIX OpojeBa Kao p), = —5 OJTHOCHO

YKOJIIKO HPOMUpUMO Jia je n € Z, a ue camo n € N. IlpBux nap pediekcuja
neHTaroHajJaHux O6pojena cy:

2,7,15,26,40, 57,77, . ..

[lernraronaJyau 6pojeBH 3aje/IHO ca CBOJUM pedieKCHjaMa YHHE NeHepaIn30BaHe

. . 3n?Ln
neHTaronajne 6pojese, KOju cy OIIITer OOJIMKA, —g 3an € Ng. Y namem jiery

pajia ce mopa3yMeBa Jia ce u3pa3 MeHTaroHaTHE OPOjeBU OJIHOCH Ha T'eHepaTn30BaHe
neHTaronaJjne 6pojese.

Teopema 4.1. Heka je pgr(n, P) 6poj maprunuja n Ha mapaH 6poj pasimauTux
€iaHoBa, a pr(n, N) Ha Hemapau Opoj pasauauTux dianosa. OHJA 3a CBAKH IIPHPO-
JaH 6poj n BaxKH

1, ako jen = 3j22ij 7 j TIapHO
pr(n, P) —pr(n, N) = ¢ —1, ako jen = 3]2% 1 j HelapHo
0, wHaue

Jlokas. Heka je A = (A1, \a, ..., As) HEKa mapTuimja n, vae je Ay > g > A3 > ... >
Xs. Tlocmarpajmo Hajpe Janros jujarpaM OBaKBe HMApTHUIIH]e, KOjU je MPUKA3AH HA
nujarpamy 10.

A1
A2
A3

Zujaepam 10
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Kpajma JecHa aujaroHasia y JaHroBoM JujarpaMy Ha3WBa ce kocuha (Ha OBOM
JjarpaMmy TO Cy TAMHOCHBH KBAJPATH), a MOCJe/ba BpCTa HasuBa ce 6a3a (CBe-
TIOCUBY KBaJpaTH) U HeKa je b = A, 6poj enemenara y 6as3u, a k 6poj eaeMeHara y
KocuHu napruiuje. [logeanmo caga ckyn Pr(n) Ha Tpu AMCJYHKTHe Kjace HapTH-
unja, 1j. Pr(n) = Pri(n)U Pra(n) U Prs(n). OBn nogackynosu cy aeduHncann Ha
cienehn HavynH.

Pri={ A|b>k+2Vb=k+ 1 u6a3a u kocuua ce He Hpecenajy }
Pro={A|k>0bVEk=0>nu0ba3a u xkocuna ce He upeceuajy }
Pra = Pr(n) \ (Pr1(n) U Pra(n))

Hedunummmo dyuximjy ¢, nomohy xoje hemo ycnocrasutu Be3y uzmehy oBux
JINCJVHKTHHUX MOJICKyIIoBa. Heka ¢ mpecsnKaBa MapTUNA)y A HA PA3JIHIATe IJTaHOBE
y mapTummjy A’ Tako IITO IPEMEINTa ¢Be KBaJpaTe ca KOCHHe MapTHIHje \ HCIIO
cBoje Oaze u TMe cTBapa HoBy maprunujy A. OBa (DyHKIHja ce MOXKe JIemo mpe/I-
craBuTH JaHroBum gmjarpamom (@ cauka aujarpam 11y aujarpam 12).

A | N

ALujaepamu 11 u 12, pecnexmugro

MehyTtum, ouursieano je Aa oBy (DYHKIHU)Y HE MOKEMO NPUMEHUTH Ha CBaKy
naprunujy A. [da 6u cBu wianosu naprunyje A takohe OUIN pasJInYUTH, IOTPEOHO
jenab>k+2wmwmaajeb=~k+1ugace 6a3a u KOCUHA He Ipecenajy, Tj. ¢
MOYKEMO NPHMEHHTH Ha ¢Be maprunuje u3 kiaace Prq(n). Jlako nmpumehyjemo na
IPHMEHOM ( Ha HEeKYy MapTuimjy A u3 kmace Prq(n) mobujamo maprunujy N u3
Kiace Pro(n). [Ipommupumo cajia JoMeH 1 KOJOMEH ¢ Tako ITo fieMo JT03BOIATH /13
He npecinkasa caMo u3 Pr(n) y Pra(n), Beh na npeciukasa uz Pr1(n) U Pra(n)
y Pri1(n)UPgr2(n). Yromuko A € Pra(n), Taga MoxkeMo ,oncehn” 6a3y u 3arennru
je Ha KocmHY u THMe HpaBHMO maprunujy u3 kaace Pgri(n). Jlako ce Buam ma je
©? = id, ma je ¢ Oujexnmja. CBaku myT Kaja TPUMEHHMO ¢ Ha HeKy MapTHIH]Y,
Opoj WwiaHoBa Te MApPTHUIH]e ce WK CMarbh MM 1oBeha 3a 1, Tj. HpoOMeHH HapHOCT.
Kaxko je ¢ 6mjexmuja, onga ce y Pri(n) U Pra(n) Hamasu uctu 6poj mapTHIM)a
Ha HapHe u Hemapue (pasiamunre) cabupke. Ilomro cy y Prs(n) cse mpeocrase
napruimje, Jako yBuhaMmo ga 3a oBy Kjacy Baxku ga je b = k 4+ 1 u ja ce 6a3a u
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KOCHHA, IIpeceriajy, win je b = k u ja ce 6a3a u KocuHa mpecenajy. llpsu Tum je
npeJicTaB/beH Ha Jaujarpamy 13.

Llujaepam 13

Y oBOM ciiydajy BUIMMO J1a je YKYIIaH Opoj napruiuja k u ja ce Jujarpam cacroju
0/ jeJHOT KBa/jiparTa CTPAHUIE Kk W jeJIHOr jeTHAKOKDPAKOIPaBOYIJIOT TPOYyIJa YHja
je Karera k m 4mja ce cBakKa KOJIOHA CMambyje 3a jedaH KBajaparT Tyeaajyhm ciaesa
HaJeCcHO, Ta je

+1) 3k*+k
2 2

k

k(k

n=k+k+k-D+k-2+. . . +1=kK+) i=k+ (
=1

Jpyru Tun mapTunmja y oBoOj KJIACH ce MOXKe NMpeJACTaBUTH Ha Jaujarpamy 14.

Llujaepam 14

OBJe BHINMO J1a je JujarpaM Cauuib-eH OJ1 jeTHOT KBaJpaTa cTpaHume k u jeJHor
jeTHAKOKPAKOIIPaBoyrIor Tpoyria crpanune k — 1. Caga n m3HOCH

k—1
n=k4+k-1)+k=-2)+.. +1=k+) i=k+—" =
=1

C . k(3k£1) .
asla MOYKeMO 3aK/bydUTH [a, aKo je n # ———, Taja Cy cBe IapTHIHje U3

Pr1(n) U Pra(n) u taga Baxku pr(n, P) — pr(n, N) = 0. ¥ ocraaum ciydajeBuMa,
k(%ﬂ) u k je mapHo, OHJIAa UMaMO jeJIHy BHIIE TAPTUIM]y HA IapaH Opoj
pa3jmuuTux cabupaka, a ako je k HemapHO, OHJA UMAMO jeJHY MAarbe MapTHIH]y,
ITo je u TpebaJjo JoKa3aTH. O

aKo je n =
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4.2 OjaepoB IIOJIMTHOM

[IpunukoMm pemiaBama OpojHUX IpobJeMa KOMOMHATOpPUKE W Teopuje OpojeBa,
OjJtepy ¢y ce MojaBWJIN MOJUHOME CIETHjAJTHOT OOJHUKA. JenaH o/l TAKBUX TOJHHOMA

e

k=1

riae je n € N. Ilormenajmo Kako m3riiejia 0Baj MOJUHOM YV Pa3BUjeHOM OOJUKY 3a
HEKe Marbe 7.

T :1—x—I2+:E5—|—336+£L‘7—$8—1‘9—:E10+:E13—{—:L”14—x15
Vo) =1—x—a? + 25+ 2" + 2™ — 212 — 213 — 225 + . 42

MozxkeMo JiocTa cTBapu HAC/JAYTHTH U3 OBUX HEKOJIMKO lpuMepa. Kao npso,
BEIAMO 72, KaKO 1 pacTe, KoepUIIjenTH y3 £¥ ce Ha HeKH HAYWH ,,cTabminsyjy”, Tj.
MOCTajy KOHCTAHTHH 3a HeKO Besinko n. OBo je mucnupucasao Ojiepa jga pedunurre

bynxunjy
Y(x) =[] -,
k=1

Koja ce jorr Hazusa OjnepoBa dyuknuja. OuuriaenHo axu ¢(x) = F(lx), rie je F'(x)

dbyuknuja remeparpuce nusa p(n) (kaga je |z| < 1).
PasBujamem OBOT MOJIMHOMA 32 BEJIUKO 1 3aKJby4yjeMo Jia hie u3pas outu o0IuKa

Y)=1—2z -2 +2° +2" — 22 -2 22 427 — 2% — 20 25

360T PeTXOIHOT Je/1a TekcTa, Hacayhyjemo ga he y eKcmoHeHTHMa OCTaTH CaMO
HeHTaroHaJaHu OPOjeBH, IITO HAM je MOTHBAaIMja 3a cjejaehy TeopeMmy.

Teopema 4.2. (Ojaeposa meopema o newmazonasnum 6pojesuma) Axo je F(x)
dbyuknuja remeparpuce Hu3a p(n), OHIA BaXKH
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Jlokas. TlocMaTpajmMo Kako u3rie/a reseparopta dbyHKIuja Hu3a pr(n), vie je pr(n)
Opoj mapTHIEja n Ha pasJuduTe dianope. I3 Teopeme 2.1 mam je mosmaTo ja
dbyHKIMja reHepaTpuce 0BOT HE3a H3HOCH

[Ja+a%. (4.3)

VKOMKO /101aMO HEKH KOeDUIIMjEeHT y3 X, HeKa je TO Koeduiujent y, onjaa Jio-
bujamo caenehu uzpas

H(l + yat) = Z ZpR(n, m)z"y™, (4.4)

k=1 m=0 n=0

rae je pr(n,m) 6poj maprunuja n ca TAYHO M PATUIATHX cabHpaka. Y KOJIHKO
cTaBUMO Ja je y = 1, mobujamo

(1+2F) = Z (ZpR(n,m)) " = ZpR(n)x”, (4.5)

o0

k=1 n=0
a YKOJIMKO CTABAMO y = —1, OHJa AUMaMo
H(l — M) = Z (Z(—l)mpR(n, m)) ", (4.6)
k=1 n=0 “m=0

Heka je pgr(n, P) 6poj naprunuja n Ha napan Opoj pasjdyuTux YjIaHOBaA, 2
pr(n, N) Ha Henapan 6poj pasjiMYUTHX UIAHOBA. Y IPETXOJHOM H3Pa3y BUIUMO
112, KAKO C& Merha IIaPHOCT 1M1, TAKO Ce MEma U 3HAK ucupen pr(n,m), j. ako je m
MapHO, OHJA Y CYMHU YHyTap 3arpaje uMaMo +pg(n,m), a ako je m HemapHo, OHJIa
uMaMo —pr(n, m). VI3 oBora MOZKeMO 3aK/byIUTH /13 BAKH

o0 o0

F(z) H(l —at) = Z(pR(n, P) —pgr(n, N))x". (4.7)

k=1 n=0

k(3k 1)
2 ?

. OBo HaM yIpaBo roBOpu

U3 reopeme 3.1 3uamo ga je pr(n, P) — pr(n, N) = 0 ykonuko je n #
k(3k + 1)

2
n1a hemo y pe3yaTaTy IMATH WIAHOBE YHjU CY €KCIIOHEHTH UCKJBYYNBO TIEHTArOHATTHI

6pojeBu (cBu ocTasin KoedUIUJEHTH Cy HYJIA), Tj.

1 ; 32+
F@>:§:p4yy2, (4.8)

ITo je u TpebaJjo JoKa3aTH. O

ka0 1 pa(n, P) —pr(n, N) = (—1)* xaza je n =
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4.3 JaxkobujeBu MIAEHTUTETU

Teopema 4.3. Ako je F(z) reneparopua dyuknuja ausa p(n), oHga Baxkn

n2

T

R VY (e e D el

Joxas. 1locmaTpajMo HajBehuw KBagpaT Ha JaHrOBOM jHjarpaMy dUwhje jeJHO TeMe
oiroBapa ropmwem Jesom homky amjarpava. Huop. 3a maprunujy (7,5,3,2) o je
KBa/IpaT OCEHYEeH Ha aujarpamy 15.

Aujaepam 15

[TocmaTpajmo HeKy napTunujy 6poja n 1 03HAYUMO AYKUHY CTPAHUIE KBaIpaTa
ca t. JacHo je ja Jeo amjarpamMa KOJu ce HaJla3W WCIOJ KBaJpaTa W JIECHO O]
KBaJlpaTa jecy HeKe NapTHilgje ca HajBuIie ¢ 4iaHoBa (OJHOCHO IIAPTHUIIMje HA YJIAHO-
Be He Behe o t). Ob6estexkuMo ca 1, OTHOCHO S, 6POj KBa[paTa UCIOJ, OJHOCHO JeCHO
O]l OCEHYEHOT KBaJpara, peaoM (Ha HaireMm jamjarpamy jen = 17, t =3, r =2 u
s =3). Jacno je gajer+s=mn—t%

[TocmaTpajmo caga cBe maptunuje oapehene mekum n u t. bBpoj maprunwmja r
(omHocHO §) ca HajBumIe ¢ WraHoBa jeAHak je Koedummjenty y3 " (omHocHo )
dbyuxmuje Gy(z) u3 npumepa 3. Jlakie, 6poj THIOBA MAPTHIINja KOje TPAZKHMO JaT
je kao koedunujent y3 2" y uspasy Gy(7)?, onnocuo kao koeduuujent y3 " y
u3pasy

2
ZL‘t

T Gt(ZE) = (1 — x)Q(l N ZE2)2(1 _ 373)2 L. (1 — LL't)2~

(4.9)

VKoJIMKO cyMUpamMo OBaj m3pa3 1o t, OHJa he HAM y HOBOJOOHjEHOM H3pa3y
koedurujerT y3 =¥ yupaso 6utu p(k), jep cyMupameM ,IoKpuBaMo” cBe Moryle
naprunmje k, Tj.

n2

Flz)=1 *nzl =221 =221 -7 (1=

(4.10)

mITo je u TpebaJso JoKa3aTu. O
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Hapenne nBe Teopeme je mokazao Ojiep. Ilomohy tux maenturera je Jaxobwm
ycreo ja jiohe 10 ¢Bojux pesysrarta.

Teopema 4.4.
o oo anxﬂ?
(1+ az®"th) = .
g ;(1—$2)(1—x4)...(1—x2n)

Hoxas. Oznaunmo ca K(a,z) = [[—o(1 + az® ™) = 1+ ¢1(z)a + ca(z)a® + ...
[puverumo na je K(a,x) = (1 4 ar)K(az?, z), j.

L+ ci(z)a+ ca(x)a® + ... = (1 + ax)(1 + ci(z)ax® + ca(z)a’z +...).  (4.11)
Ca JieBe crpane koedunujent y3 a® usnocu c(z), a ca gecne usznocu c(r)x?* +
cr_1(2)2?*71 naje cp(2) = cp(x) 2 +cp_1(2)2?* L, mpu wemy je o = 1, a ¢y (x) = x
JToKaKUMO MHJIYKIUJOM JIa je

k2
T
= - . 4.12
() = A=) =) (1.12)
Kana je k = 1, Taga nam xkoedunmjent y3 a jemnak x + x5 +x° + ... = x(1 +

x
Prat+.) = >
L—a® :
IITO HAM JI0Ka3yje ciay4aj 3a k = 1. [IpermocraBumo 1a je TBpheme taduno 3a n — 1.
W3 nHAyKTUBHE XUIIOTE3€e U A00HjeHe PeKYPEeHTHE Be3e MMaMO

(kaza je |z| < 1, oo je moapasyMeBaHO ¥ OBOM KOHTEKCTY ),

x(n71)2+2n71

1—a2)(1—aY)... (1— a2

n2

Cn(x)(l - x%) = Cn—l(x)

T

B T T T (4.13)

JlememeM obejy cTpana ca 1 — x2" mobujaMo Tpa)KeHI/I u3pa3 3a n. Jakie,
JIOKa3a/Ii CMO OIINTH 00JHK ¢y (), Koju oxrosapa diany a®, rj.

(4.14)

ITo je u TpebaJjo JoKa3aTH. O
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YoamnuBameM BpeIHOCTH @ = 1 U a = x, pejioM, y Teopemy 4.4 nmodbujamo ciejehe
UJIEeHTATETE:

o0 2
. z"
1 1+2°)(1+2%)...= 4.15
(+a)0+A+2) = o mn gy ¢
n—0
o0 7’L2+7’l
L+ a?)(1+at)(1+a%)... =) ’ (4.16)
( (1—a?)(1—a*)...(1—a?) '
n—0
Teopema 4.5.
lo—o[ 1 B i (—1)"a™x"
St ltaxtlt (1 —a?)(1—a).. (1 —a?)
Zokxas. CrupoBenuMo aHAJIOTHE JIOKA3 KA0 y IPETX0IHOj TeopeMu. Heka je
oo 1 o
L(a,x) = };[0 Tzl = g(l—ax2”+1+a2x2(2”+2)—. ) = 14e(n)atey(z)a®+...
Ilpumerumo ga je L(ax® x) = L(a,z)(1 + ax). Koedunujenr ys a* na mnesoj

2k

cTpamn m3nocu c(x)z**, a wa mecHoj usuocu cx(r) + xcg—1(x), omaxie je c¢x(x) =

_:pck_—l(x). Kako je ¢y = 1, omaBae oaMmax j100mjamo
(1 — x2k)
_ 417
Yl e gy ey ¢ T (4.17)
IITO HAM YVIIPaBo J0Kazyje TBpheme. O

Teopema 4.6. (Jakobujes udernmumem o mpocmpykom npouzeody)

[[a -2+ ") +a> 2" = Zaz"2z".
n=1 neZ

oxas. 3amumumo K (z,x) (13 Teopeme 4.4) na coenehn maaun:

K(z,2) = F(2?) Z (x"Qz”f[ (1- x2”+2+2k)>. (4.18)

ne”L

Cywma mposiasu 1o n € Z, o c¢u koedunujeatu y3 ", 3a n < 0, usnoce 0, jep he
jenan o dakropa npoussoga ournu 0. [Mogenumo uspas ca F(r?) u nupumenumo ua



26 4. OjnepoBa TeopeMa O MEHTArOHAJHUM OpojeBuMa

nponsBoa [ o (1 — 22" T272F) reopemy 4.4 ca ppepnomhy mapamerpa a = —a?"tl.
obujamo

K( _ Z i man anm 2 +m42mn

F( 0 ( 1—1:2 1—x4)...(1—x2m)

OM8

m, l.(n—‘rm) +m
1—3:2 1—1’4) (1—x2m))

Z(

(T=i2ey .WT:.EZ iy )

nezZ

1
[ (1.19)

m

=THTE

<.
I
=)

[Tocaeama jemHakocT je mobujeHa mpeko Teopeme 4.5 crapmbameM a = 2~ L. Muo-
werem 06ejy crpana ca [[°2(1+ 2% *27") noGujamo

[e.o]

[Ta -2 +a> )@+ 1) =) e, (4.20)
n=1 nez
MTO je u Tpebajo JIoKa3aTH. O

JakoOujeB MJIEHTUTET HAM IOBOPU MHOI'O CTBAapu. Y HEKOM CMUCJHY C€ MOZKE
CMaTpaTH yOHLHTeHHJOM Bepaujom Ojepose Teopeme. 3amcra, Kajga yMeCTO T U 2
yoammmo T3 n —xz nobujamo yrnpaso OjaepoBy TEOPEeMy O TIeHTArOHAJIHITM opoje-
BuMa. MoxkeMo U Jja yMecTo * u z yoanumo 22 n zz2. Taja ©MaMo

T+ [ -2+ am2)(@+amz ) =S+ 2 ™5 (421

Jlecny crpany MOZKeMO IPeJICTaBUTH Kao

) 00
o m(m+1) _ _ _ m(m+1)
5 (2™ 4zt E P O | O e e R T D A

[Touesumo cana obe crpane y (4.21) ca 1+ 271 u nycrumo pa z — —1.

o0 [e.9]

[Tt -2 =3 (—pm@m+ 125 (4.22)

n=1 m=0

Y uekoj smreparypu ce (4.22) rakohe HazuBa JakoOUjeBUM HJIEHTUTETOM TDO-
CTPYKOT TIPOU3BOJIA.
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4.4 PekypenTHa Be3a umu3sa p(n)

Kao mro ¢cmo Ha 1oderky paja Harjacusu, nuje moryhe uspasuru p(n) jeaHo-
CTaBHO y JUPEKTHO] pyHKIUju ox n. Ho kao gupektHy nocjaemuiy teopeme 4.2
MOZKEMO JTOKa3aTH cjaeaelie.

ITocaenuma 1. Hus p(n) 3a10Bo/baBa pEKypeHTHY Be3y
} (3 +1) i3 - 1)
Nyt iG] BVIC I AR 1.23
p(n) ]§>1( ) (p (n 5 +p(n 5 (4.23)

N3 Ojiepose Teopeme numamo ia je

F(z) - (Z(—wx"’"i“) 1, (4.24)

1EL

rae je F(x) remeparopua dyukiuja auza p(n). 36or medwunurmje, v byHrumjn
remeparpuce Hu3a p(n), koedunujent y3 x" uznocu p(n). NzjennavaBamem Koedu-
nujeHara y3 ojrosapajyhe cremene jgobujamo jga je

p(n)=pn—1)+pn—2)—pn—5)—pn—"7)+... (4.25)

mTo je u TpebaJso JoKa3aTu.
Tpeba narmacuTu ja je u3pa3 Ha JIeCHOj CTpaHMW KOHa4aH, jep he 3a JOBOJHHO
j(3j£1)

2
naprunuja Herarusaor 6poja je 0).

BEJIMKO j, . OUTH Marbe O/1 (Tm wiaaHOBM cy Hysa jep je GpOj MPUPOIHUX
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5

Apurmerudka cBojcTBa p(n)

Pamanytian je jgomao 0 3aHUMJBUBHX pe3y/aTara Kaja ce 6aBHO MapTHIFjaMa.
YeranoBuo je n1a je 3a cBako k > 0:

p(5k +4) =0 (mod 5)
p(Tk+5)=0 (mod 7)
p(11k+6) =0 (mod 11)

Takobhe, Pamanynian je HacyTHO Jia He ITOCTOJU HUjeJaH HPOCT OpPOj p u3y3es b,
7 u 11, 3a koju mocroju unentuter obimka p(pk +1) =0 (mod p). OBo TBpheme je
nokazano 2003, y paay [1].

JToKaxKuMO cajia MpBU uaeHTHTeT. IIpmMernmo Hajupe ga je (1 —x)° =1—x
(mod 5) (kKajga MUITEMO KOHTPYEHIIHje Y OKBUPY MOJMHOMA, MOJAPA3YMEBAMO Ja Ce
yropebyjy koedunujentu y3 ogaroapajyhe crenene, mo monyay 5). Kaga passujemo
6mHOM, Koedunujent y3 x* he 6uru (—1)’“(2) Kopucrehu ce unmeHuriom ja je
OuHOMHM Koeduiumjent (i), rae je p mpocr, a k € {1,2,...,p — 1}, nemus ca p,
oJIMax J00HjaMo Jia je TBpheme Tauno. Opapie ciiemau

5

1 _ 1 o
Py = P (ed 9 (5.1)

rie je F(x) reneparopra dbyHkImja Husa p(n). Yupaso 360r Tora uMamo

> p(n)a" = F(z) = = = (mod 5).  (5.2)

29
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Onpanuje HaM je MO3HATO 1A je

)~ > (=1)ia (5.3)

u3 Teopeme 4.2, a Takobhe je

F(i;)?) = S (1) @m + 1) (5.4)

m=0

u3 (4.22). Ilpumernmo jga excrmomentu x u3 (5.3) u (5.4) He mMOKpHBajy CBe
BPEIHOCTH 110 MOy 5, Behi je

.2 .
S A =0,1,2 (mod 5),
1
@ =0,1,3 (mod 5).
1
Ho —m(m2+ ) = 3 (mod 5) akko je m = 2 (mod 5), a Taga je 2m + 1 = 0

(mod 5), ma TakBU WiaHOBH He yTudy Ha pesyarar. Kaja uzbanumo Ty moryhuoct,
BHJINMO Jla HUWKaJ He MOyKeMo jobutn wiadn y npousony (5.3) u (5.4) uuju he
eKCIIOHEHT JTaBaTH ocTaTak 4 mpu gememy ca b. Kako je

oo 1 oo (oo} .
F(x5):H1_$5n:(1+x5+x10+...)(1+x10+x20+...)...:Hszk,
n=0 k=1 1=0

onga F(z°) camp:ku caMo OHe WIaHOBE YHMjU Cy €KCIHOHEHTH JE/bHBH ca 5. Y KOM-
OMHAIM]U Ca 3aKJbYYKOM U3 HPETXOJHOI macyca, Buaumo jga 'y (5.2) ca gecHe crpane
Huje Moryhe J00UTH YJIaHOBE YMji eKCIIOHEHT Jlaje ocrarak 4 upu jesbemy d. Jlakiie,
koedunnjentn y3 x4 ca gecne crpane cy myna, Tj.

io:p(% +4)z° =0 (mod 5), (5.6)

k=0

IITO je U TpedaJIo JOKA3aTH.

[lorryrO aHAJIOTHO CMO MOIVIN Ja JOKayKeMO KOHTPYEHIIH)Y W 110 MOJYJIY 7 U O
Mogyy 11, ¢ Tum mrro je majio Behu nocao 1o mojyiy 11, aim je nocrynak roroBo
UCTH.
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3akJpy4dak

[Taprunuje cy, ynpkoc CB0joj Ham3IJes] jeJHOCTABHO] JAepUHUINjU, U3PAZUTO
TeIlKa 00/1aCT 33 HCTPAXKUBAILE U JAHAC Ce CMAaTPajy jeIHOM OJ1 cJ1abuje HCTPAXKeHUX
rpana mMaremartuke. [IpumMmeny mpoHastaze y UCIUTHBAKY CUMETPUYHUX MOJTTHOMA,
dusunm, na 4ak Uy reHeTHI.

Bujenn cmo na je moryhe jgoka3atu Heke Beoma Jjene ajgredbapcke HIeHTHTETE
KaJla X JIOBEJIEMO y Be3y C MapTUlldjaMa, a U came ujeje J0Ka3a Cy MOXKJIa JIeIIe
ol Kpajwer pesynrtara. OmKa HapTHIja jecTe YIIPaBO Ta JEMOoTa y JTOKa3uMa H
npaB/beiby OMjeknnja u3Mely pasjauuuTux TUIOBA MMAPTHUIMja, KOje HMOBE3Yjy Hau-
31J1€/1 MOTILYHO Pa3J/IMYuTe U HACYMUYHE PECTPUKIIMje HAJ[ TUIIOM HAPTHUIM]A.

k%

Ha kpajy Oux xejieo ja 3axBajimM c¢BoMm menTopy Dophy Kpruauhy, kako Ha
nomMohu Kojy MU je mpyzKHO MPUJIUKOM U3Pajie OBOI' Pajla, TAKO W Ha MPeJaBarbuMa
aHaJm3e ca ajaredpoM y IpeTXOjHe JiBe T'OJAHHe, TOKOM KOJHX M€ je HHCIHMPHCAO Ja
ce Buire 6ABUM MaTEeMATHKOM.

31
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