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Ancrpakr

Dajumanosa mabna 3a oame je MAMeMAMuyku Mooel
K8AHMHe MeXaHuke KOju joul Huje KOMNIemaH, aiu y meopuju ou
Moeao Oa objacHu ceaxy Quauuky nojagy ocum jesepa amoma u
epasumayuje. L{uw pada je oa ce objachu Kako GyHKyuoHuuie
OCHOBHU MOOeN U 0a ce NOoKadxcy pe3yamamu Koje ou oaje. Inasnu
pesyaimam j€ yewmpanHu npoonem: payyHare eepogamuohe oa ce
eleKmpoH Hahe y 0amoj mauku, aKko je eMumosan u3 KoOOpOUHAmHo2
novemka. Ceu npooremu Koju cy obpaheHu y paody umajy ceojy
Qusuuky ummepnpemayujy, a 3adamu cy Kao Mamemamuyke
meopeme. OCHOBHU MOOeNl ce Y C8AKOM No2iasm)y Haodozpahyje u
VCI0JHCHABA MaKo 0a cee npeyusHuje onucyje peanne ¢usuuke
cumyayuje. Ilocneowu xopayu xoju cy nompedunu oa o8aj mooen y
nomnyHocmu objachu 0800UMEH3UOHANHY K8aHMHY
eeKMPOOUHAMUKY CY JOUL YBEeK 0OMEOpeHU npodIeMu.

1. UcTopuja mogeJia

Puuapn ®ajaman je jeman o TBOpaila caBpeMeHe KBaHTHE €JIeKTpoanHaMuKe. baBno
ce pemiaBameM MpoOjeMa KBAaHTHE TEOPHje 10Jba, KBAHTHE CJICKTPOJWHAMUKE U TEOpHje
rpaBUTAIlM]e, a 0J] TOCEOHOT 3Hauaja 3a 0Baj pajl j€ HEroB JONMPUHOC (PU3UIIH CIIEMEHTAPHUX
yectuna. PajaMaH je y 0BOj 00JIacTH MO3HAT TBOpAIl CXEMa 3a MPKa3uBamke MaTEMaTUYKHUX
n3pasza Koju OIHUCYjy TOHaIamke cy0aToMCKuX dectuiia — @ajaMaHOBUX aujarpama. Hherosa
TE€HUJATHOCT j€ Y TOME IITO j€ YCIEeOo J1a MHTEPaKIMje Cy0aTOMCKHX YECTHIIA, KOje Cy TeIKe
32 MHTYHTHUBHO pa3yMeBame, BU3yalln3yje Ha jelIHOCTaBaH HAYMH.

Ocam roguHa mpe oTkpuha oBux cxema, dajHMaH je paauo Ha jJETHOM Mamke
MO3HATOM MOJEIY M YCIIEO j€ /1a HEeIITO jaKo KOMIUIEKCHO Kao IITO je KPeTame eJIeKTpOoHa
BU3yalln3yje Kao KpeTame >KeTOHa Ha Tabimu 3a name. Ha Tako jeTHOCTaBHOj OCHOBH, OH
dbopMynuie HU3 MaTeMaTHYKHX TeopeMa KOje HMajy CBOJy peallHy HHTEpHIpeTanujy y
KBAHTHO] MEXaHHMIM. 3Hayaj OBAKBOI MAaTEMAaTHYKOI MOJEIMpama je y TOME LITO Kajxa ce
TEXaK TMPOOJIEM M HEroBa IMOCTaBKa Ae(PUHUIIY MAaTEMaTW4KH, jaCHO CE€ BHUIM HPUCTYI
penaBamy npobiema, Hako caM MaTeMaTHUYKH IPo0OIeM MOKe OUTH jaKo TeXkKak.

Nako je momen ocmunubeH 1940-ux, ®ajuman HuUje 00jaBHO pe3yiTare cBe 0
cpeaune 1960-ux y pagy umju je koayrop O6uo AnbGept Xubc koju je OMO aMepHuKU
MaTeMaTuyap U gusnuap nosHaT Mo ojalimbaBakby KOMIUIEKCHE HayKe MPEeKo jeJHOCTaBHUX
nojMoBa. Mehyrum, ®ajman HHje Keneo Ja Taga 00jaBu Mojiel, Beh caMo Bherose pesyarare,
3aTo IITO HMje MPOHAIIA0 I'eHepajau3alyjy 3a YeTBOPOAMMEH3MOHAIHM MpocTop-Bpeme. To
oTkpuhe 6K KOMIUIETHPAIO MOJAET U MOrjo OM Ja 00jacCHH CBE OCHM HYKJI€apHUX I0jaBa U
rpaBUTalMje, ajH j€ TO jOUI YBEK OTBOPEH MpoodiieM.
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2. OCHOBHH Moj1eJ1

Ha 6eckoHayHOj JBOAMMEH3HOHAIHO] Ta0JIM 3a Jame, )KeTOH ce Kpehe aujaroHaiHo.
Hexka je y oca ycmepeHa Harope, X oca HaJeCHO M KOOPJMHATHH IMOYETAK j€ Yy MMOYETHOM
MOJIOKAjy JkeToHa. Jlakiie, )KeToH Nouumbe KpeTame ca moska (0, 0) u HampaBW MOTE3 rope-
necHo, Ha moJee (1, 1). Y cBakoM cieneheM moTe3y mpeiia3u Ha CyCceHO MOJbe Koje e Halla3H
rope-JeBo WM rope-IecHo o mera. CBaKoj MyTamy )KETOHA S ce N0/esbyje BeKTop d(S) Ha
cnenehn HaumH: Ha mouerky BekTtop mMa moxyn | u mpaBan u cmep Y oce. [lokie roxa ce
XKeToH Kpehe y MCTOM MpaBIly, BEKTOp c€ HEe Mema, a Kaja MPOMEHH IpaBall, BEKTOp Ce
potupa 3a 90° y cMepy Ka3aibke Ha caTy. Ha kpajy kpeTama, BekTop ce mosjenu ca 20~1/2,
r7e je Y yKymnaH 6poj noresa.

Hepununuja. Hexa je d(X, y):=). d(s), rae ce cymupa mo ceuM nyramama oz (0, 0) go (X,
y). Axo HEMa TakBHX ITyTama, d(X, Y):=0.

Ha npumepy Ha cmumm 2.1., d(1,3) = (0, -1/2) +
(1/2, 0) = (1/2, -1/2).

it 5p)

Hedpununuja. BepoBatHoha na ce enextpoH Halhe a(s)
=]
Ha moJpy (X, Y), ako je emuroBaH ¢ mosea (0, 0) je '

P(x, y):=ld(x, y)I2.

ci. 2.1,

(*) XKeron npezcTaBiba SACKTPOH EMUTOBAH M3 KOOPAMHATHOT MOYeTKa. BpenHoctu y
MOTy ce mocmarpatd kao ¢ukcue, a mosba (<Y, Y), (-y+2, y), ... , (V, y) Kao cBu moryhu
MCXOJIM HEKOT eKcriepuMeHTa. Ha mpumep, MOKEMO Ja 3aMHUCIMMO Ja Ha Y XOPU3OHTAaITy
MOCTaBJbaMO (POTOIIOUY KOja JETEKTYyje €NIEKTPOH M IOCMaTpamMo MECTO Ha IUio4d Tie he
enetpoH gohu. Pesynratu oBor ekcepmuMenTa Mory Outu BpeaHoctH (-Y, V), (-y+2, y), ...,
(Y, y), a MOKe ce JISCHTH Jia je eIEKTPOH arcopOoBaH Mpe HEero MITO CTUTHE Ha 1uouy. Kama
KacHHje JJOKaKEMO HEKa CBOjCTBA OBOT MOJIEJIa, MOYKE CE€ YOUUTH MPaBH CMUCA0 X Uy OCe.

2.1 Oﬂamaﬂ,a 3a Maljie BpeIIHOCTI/I y HOCMana CC IlITa CC JflIaBa 3a MaJIC BPCIAHOCTHU y,
uemy je jemnako P(X, y) u d(X, y) 3a cBako X.

3a Maie y je jenHocraBHO u3pauyHatd P(X, y) u d(X, y) 3aro mTo je 6poj myrama
MaJld U BPEAHOCTH CE MOTY padyHaTH py4HO. IIpe pauyHama BPEIHOCTH, MOTY CE€ JOHETH
HEKH 3aKJbydIld. MosKe ce MPUMETHTH JIa Ce JKETOH Kpehe y onpeljeHrM rpaHuiama us Kojux
He Moxke m3ahu W 1a je BepoBaTHOha MErOBOT Halaxema BaH mHX jenHaka 0. Hbheroso
KpeTambe je OTpaHrudYeHo mpaBaMa y=X U y=2-X. 3a Xx<-y+1 u x>y, P(X, y)=0.

ITocmarpamo mmoJsba y J03BOJbEHMM IpaHHIlaMa. Ako ce Tabima 00oju kao Tabna 3a
name, rae je nosbe (0, 0) pHO, BUAMMO J1a )KETOH MOXe Jia ce kpehe caMo 1o pHUM NoJbuMa
jep ce xpehe mujaronanHo, a kpeHyo je ca pHor. Jlakne, 6poj myTama a0 6enux mosba je 0.
To cy mospa 3a Ko0ja Baxku Ja Cy X W y pazauuurte mapHoctd. x +y = 1 (mod 2) = P(X,
y)=0. U3 nauuna Ha xoju je nedunucan BekTop d(X, Y), HUje OUUIIIEAHO Ja BaKH OOPHYT
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cMep, aJld MOCToju reHepaina Gopmysia 3a BepoatHohy P(X, Y) kojy hemMo u3Bectu KacHwuje,
U3 Koje ce Buu ja Baku X +y = 1 (mod 2) & P(x, y)=0,3a-y< x <'y.

Jla Ou »KeTOH Jomao Ha mosbe (X, Y) To Mopa jaa ypaau ca mosba (X-1, y-1) wim ca
nmoJsba (X+1, y-1). Onpa je Opoj myTama S 10 noJba (X, Y) jenHak 30upy Opoja myrama 10 (X-1,
y-1) u (x+1, y-1). I[Ipumerumo 1a ce oBako popmupa IlackaaoB Tpoyrao, ma je Opoj myrama
10 (X, y) obnuka (’;) rae je n=y-1,a k €{0, ..., n}.

V tabemu 2.1. npukasane cy BpeaqHocts Bekropa d(X, Y). V tabemu 2.2. npukasase cy
BpeaHoctu P(X, Y).

4| G0 0,-55 5 (0.57%)
3 (., 0) G- 0,3)
2 (.0) (0.3)
1 0, 1)
-2 -1 0 1 2 3 4
Tabema 2.1.
4 1/8 1/8 5/8 1/8
3 1/4 1/2 1/4
2 1/2 1/2
1 1
-2 -1 0 1 2 3 4
Tabena 2.2.

[Tpumehyjemo na je 3a y mare y tabenu, Y.,z P(x, y) = 1, mro hemo kacHuje nmokazatu aa
Ba)XKH 33 CBaKoO Y.

2.2. ExkcnepuMeHT ca JABOCTPYKHM TMPOPe30M. YCTaHOBJBCHO je Ja Kao pe3yiTar
eKcriepuMenTa (*) Moxe Ja ce JIecH Jia eNeKTpoH Oyne ,,ancopOoBaH™ M Ja HE CTUTHE Ha
wiouy. Jepunumumo BepoBatHohy na ce enekTpoH Halje Ha moJby (X, Y), ako ra armcopOyje
noJee (X', y’) Ha aHAJIOTaH HAYMH Ha Koju ce nedunumie P(X, Yy), ¢ TUM mTO ce cymupa mno
CBHM IIyTambamMa S Koje He mpoJjasze Kpo3 (X, y’). O3Hauumo oBy BepoBaTtHOhy Kao P(X, y |
3a00mnasu x’, y’). Y cMuCIy BepoBaTHOhe MOKEeMO je TMocMaTpaTd Kao YCIOBHY
BEpOBaTHONY.

Onma 6u tpebano ma Baxu cienehe: P(X, y) = P(x, y | 3a00unazu 0, 2) + P(X, V |
3a00miasu 2, 2) 3aT0 MITO CBaka myTama caapxu unu nosse (0, 2) umu noswe (2, 2). Takohe,
Tpebaso 6u ma Baxku P(X, y) = P(X, Y | 3a00una3u x’, y’ ). Aji, Ha KOHTpaIpUMeEpy Ce MOXKe
BUJICTH JIa HU jeJIHa OJ1 TUX peranuja He Baxu. P(2, 4) = 5/8 # 1/8 + 1/4 = P(X, Yy | 3a00unasu
0, 2)+ P(X, y | 3a06mnasu 2, 2). P(0, 4) = 1/8 < 1/4 =P(0, 4 | 3a06munasu 2, 2).

[TaBsie [lakasnoBuh Ctpana 5
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HapaBHno, oBaj pe3ynTaTt HHje y KOHTPAAUKIHNjU HU ca KAKBUM 3aKOHHMMa BepoBaTHOhe
3ato mrto P Hucmo neduuncany kao Heky BeposatHohy, Beh kao |d(x,y)|?, a nmpugonanu cmo
My 3HaueHe BepoBaTHOhe. Jla i je oHga 0Baj MOJEN MOTPEIIaH, 3aTO IITO HKEeroBa Gpu3ndka
WHTEpIIpEeTaNrja KOHTPAAUKTOpPHA? 3ampaBo, OBa IMapajJoKcalHa Ii0jaBa Ce JemiaBa y
MPUPOJM W OTBOPHJIA j€ BpaTa KBAaHTHE MEXaHUKE. [0 jOIl BHIIE JOIPHHOCH BAIUIHOCTH
MOJIeNa, 3aTO IITO F-ETOBH PE3YITaTH MMajy HEOuHrJeqHe KOopenalyje ca pe3ylitaTaTuMma
KBaHTHE MexaHmke. Ham koHkperan mpoOiem ca BepoBarHohama moxaceha ympaBo Ha
MO3HATH EKCIIEPUMEHT Ca TBOCTPYKHM IPOPE3OM.

OBaj excnepuMeHT je mpBu IyT u3Beo Tomac Janr 1801. ca ceernomthy, a 1927.
TOJIMHE je TIOKAa3aHOo J]a Ce W EJeKTPOHM TNOHAaIajy Ha ucTH HauuH. [locTaBka ekcriepuMeHTa
j€ TpuKa3aHa Ha CIUIM 2.2. ¥ CacTOju c€ OJ U3BOPA KOjH HCHaJbyje €IIEKTPOHE KOJU MOTOM
70J1a3e 70 3aKJIoHa ca ABOCTpYKHM mpope3oM. Kana cHon Hambe Ha 0TBOpE, CBaKHM OTBOD Ce
TOHaIa Kao u3Bop cepHor Tanaca, o XajreHCoBOM npuHIuny. ExexTporu Ha kpajy naaajy
Ha ekpaH. Ha ekpaHy ce cTBapa MHTep(EpeHIIMOHA CIIMKa W Pe3yJTaT IOoKa3yje TalacHy
npupoay enexkrpona. HtepedeHnona cimka ce cacToju u3 MHTepGepeHINOHNX MaKCHMYyMa
m3mehy xojux cy muHumymu uHTeHsutera 0. Tako ce u um3mely caka nBa moJsba ca
BepoBaTtHohoM Behowm o1 0 Hamasu moJee 3a koje je P(X, y)=0, 3a X y rpanumama -y< x <.

3AKJOH CA
IIPOPE3HMA EKPAH

H3BOP EJIEKTPOHA EMEKTPOHE

O O RA

HHTEP®EPEHITHOHA CJTHKA

ClL. 2.2.

MelhyTumMm, ako ce Ha OTBOpE MOCTaBe AETEKTOPH, MpuMehyje ce Ja CBaKu eJIeKTPOH
NPOJIa3u WM KPO3 jeJJaH WM KpO3 JIPYrd mpoJia3, a He Kpo3 00a HCTOBPEMEHO WIIM HA HEKH
apyru HauuH. OBo je aHanoruja ca P(x, y | 3ao6unasu 0, 2) unu P(x, y | 3a06unasu 2, 2), rae
Ha noJsra (0, 2) u (2, 2) MoxkeMo TieaaTy Kao Ha J1Ba oTBopa. KacHuje hemo Bumetu ga y oca
3arpaBo uMa (U3NYKH CMUCA0 BpeMeHa. 3aTO Hac 3aHMMa IITa ce JellaBa 3a BEIMKO y (KakKo
U3IJIea CIMKa Ha eKpaHy HAKOH MHOTO BpEMEHa). 3a BEJIMKO Y Ce MCIIOCTAaBU Jia Y GYHKLHU]JU
P(x, y | 3a06unasu 0, 2) + P(x, y | 3a00mnasu 2, 2) mocroje 2 MakCUMyMma KoOju
noMuuupajy.To ce mokiamna ca pe3yiTraTuMa €KCIIEpUMEHTa IJie e y OBOM clydajy A00ujy
JIBE Tpake ca 3aHeMapJbHBHUM yTUIajeM UHTep(depeHIuje.

[TaBsie [lakasnoBuh CtpaHa 6
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2.3. lupakoBa jegnaumna. Bekrop d(X, y) Moxe ma ce samumre kao d(a; (x,y), a,(X,y)).
[uss je ma mahemo d(X, Y) IpeKo moJsba ca KOjuX je eNeKTPOoH momao Ha (X, Y), OMHOCHO aa
nahemo Besy usmehy a; (x,y),a,(x,y)u a;(x+ 1,y —1),a,(x+ 1,y — 1).

Hssenumo dopmyay 3a a,(X,y), hopMyina 3a a, (x,y) ce u3Boau ananorso. Heka je s
omno koja myrama ox (0, 0) mo (x, y). Heka je T(s) Opoj okpera (mpomeHa mpasara) y s.
[Ipumernmo na axo je T(s) Hemapno, d(s) poTupa Hemapad 6poj IyTa ¥ KOOpAMHATA a,(s)=0.
Haxe, a,(s) # 0 ©T(s) je mapHo m aHaIOTHO, a;(S) # 0 & T(s) je memapuo. OHma je
ay(S) = Xsir(s)=0(moa 2)32(s). Ilyrame rme je T(s) je HemapHO HMKAKo He JOHNPHHOCE
BpeanocTH a,(s). 1o (X, y) je enexTpon momao wiu ca (x-1, y-1) wm ca (x+1, y-1). Kako je
MIPBU TIOTE€3 YCMEPEH Tope-IAeCHO, a MMa MmapaH Opoj moTe3a, Cleu Ja je MOCIeIBbU MOTe3
yCMepeH rope-aecHo. 3Hauu 1a a,(s) 3asucu camo ox a;(x — 1,y — 1D u a,(x—1,y—1).
Heka je s’ myrama s 0e3 mocienmer mnore3a. AKO Cy CMEPOBH TMOCIEIBUX MOTe3a y S U S’
uctu, BekTop d(s) wmd(s’) wWMMajy HWCTH CMep, C€aMO pasIMuuTe MOAyNe, Ma je

d(s)=d(s)2=(a,(s"), a,(s))/ V2. Axo To Humje cuydajd(s)=(a,(s"),—a,(s))/ V2.
Konauno, a,(s) = (X a,(s") — X a;(s)) = %(az(X —Ly-1D—-akx-1y-1).

2(%,y) =%(az(x— Ly—1) —a,(x=1,y - 1))

a1 (x,y) = %(azm Ly—1+aG+1y—1)

[IpobGreM koju je 3a1aT Ha TIOYETKY HHUje OPUTMHAIHA MaTeMaTH4Ka Teopema Kojy je
dajHMaH MMOCTaBHO Kao Be3y ca J[MpakoBOM jeTHaYWHOM, ajM je JaT 300T jeJHOCTaBHOCTH.
3ato weroB pe3yaTar camo nojceha Ha pe3yaTar JupakoBe jeHaUMHE, Y CMHUCIY Jla TaJacHy
GhyHKIIHK]Y 3anmucyjeMo Tpeko aBe pyHkuuje P; U P, ca peaTHUM BPEIHOCTHMA KOj& 3aBHUCE
0J1 X Kao jelHe MPOoCTOpHe nuMeH3uje u t kao BpemeHcke nuMensuje. Beh cMo koHcTaToBamm
na y ®ajHMaHOBOM MOJIEIy y MMa CMHCAa0 BPEMEHCKE KOOpJAMHaTe, a To heMo yckopo u
nokazatu. Melytum, y paay o myrHUM uHTerpanuma koju cy dajuman u Xubc oOjaBunu
1960-ux roauHa, Haja3u ce pe3yaTaT OBOT MOJeNa KOjU c€ y MOTIYHOCTH IMOKJama ca
JnpakoBum.

2.4. Oapxkame BepoBaTHohe. Ha mpumepuma 3a mano y ce pauyHoM no0uja Ja Baxu
Yxez P(x, y) = 1. Ilomohy ,,JIlupakoBe jenrHaunHe" ce MOKE MOKA3aTh Ja TO BaXKH 3a CBAKO
y, MHIyKIHjom o y € N.

baza unnykumje: 3a y=1 je ounrienno Yez P(x, 1) =1 3aro mro je P(1, 1)=0 u
P(x, 1)=0 3a cBe ocrane Xx.

WunykruBau kopak: [IpernocTaBumo ia Baku Y,z P(x, y —1) = 1.

xnponasu kpo3 ieo Z = Y, e, P(x, y—1) =Y,z P(x+1, y—1) =¥ e, P(x =1, y —
D) =1AYseza(x+1,y—1Da,(x+1,y—1) =Yreza,(x—1,y—1Da,(x—1,y—1)

[TaBsie [lakasnoBuh CtpaHna 7
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D Py =) @@ +3Ey) = ) dwy) + ) dy) =

XEZ XEZ XEZ XEZ

1 1
=§Zaf(x+1,y—1)+52a§(x+1,y—1)+2a1(x+1,y—1)a2(x+1,y—1)

X€EZ X€EZ X€EZ

1 1
+3) @E-1y-D+3) dE-1y-1D-) akE-1y-Dak—1y-1

X€EZ X€EZ X€EZ

Zrer(@x+ Ly -D+ai(x+ 1,y — 1)) + Yyez(@fx —Ly-D+af(x -1,y - 1)
B 2

[To WHIYKTUBHO] XMITOTE3H, CBAKA OJ1 OBUX CyMa je jemHaka 1= Y., P(x, y) = 1.

Cama, 0BO MOXXEMO Ja TyMayuMo Kao: 3a (UKCHO y, BepoBaTHOha Hajakema
eNIeKTPOHA Ha X OCH je 1, OTHOCHO, eNeKTPOH Ce CHUTYpPHO Hayaszu Herje Ha X ocu. OBo je y
CTBapy E€KBHBAJIECHTHO TOME JIa C€ Y jeJHOM TPEHYTKY €JEeKTPOH CHUTYPHO Halla3u HETHAe Y
mpocropy. Y Hallem cilydajy je MpoCTOp JeAHOAMMEH3UMOHANaH, OHJAa y KOOpAWHATa hMa
(Gbu3NYKK cMHCA0 BpeMeHa.

2.5. Cumerpuja. Kako cy nosesane Bpeasocty a;(X,y) 3a x = 0 u 3a x<0 (3a pukcHo y)? A
KaKko BpeIHOCTH a4 (X, y) + a,(X,y)?

CBaka IyTama s ce MOKe MPECTUKATH Y OJHOCY Ha Y OCy. AKO IyTama s Boau JIo (X,
y), OHJa EeHa cimKa Boau 10 (-X, y). 3ato je a;(x,y) = a;(—x,y). Kopucrehu ,,Jlupakosy
JjemHaYnHY" MOXKE CE U3BECTH:

axy)+a,xy) =vV2a,x—1y+1) =vV2a,(1 —x,y+ 1) =a,2 —xy) +a,(2 — x, y).

a;(xy) =a;(—xy)

axy)+axy) =a2-xy)+a,2-xy)

2.6. Omra ¢popmy.ia BepoBaTHohe.

1) 3a y>|x[:
IX
1y 2 y+x—2\[y—x—2
) = ZTZ 1) 2 2
a;(x,y) O( ) T T
r=
IXJ (**)
1y 2 y+x—2\ [y—x—2
y) = sz -1 2 2
az(x,y) T_l( ) r—1
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1y
2

2) Bay=x>0: a;(x,y) =0, a,(x,y) =2
3) 3a y=x<0 || O<y<|x|: a;(x,y) = 0, a,(x,y) = 0.
Cny4gajeBu (2) u (3) cy TpuBHjaITHH, JOKaKUMO (Gopmyiry 3a ciry4aj (1).

Tpaxumo a,(x,y). Heka je s myrama ox (0,0) 10 (X, y) ca HenapHuMm OpojeM OKpeTa.
[Mokazanu cMoO Ja MyTame ca MapHuM OpojeM OKpeTa He JOTPHUHOCE BPEAHOCTH dq(X,Y).
Heka cy L u D OpojeBu motesa rope-JieBo u rope-jaecHo, peaoM. Baxu D- L=x u D+ L=y.
Opnatite je D=(x+y)/2 u L=(y-x)/2. Ykynau 0poj okpera je 2r+1, r € N. (r je ctporo Behe o1
0, uxade je To cimyuaj 2). Heka cy x4, X5, ... , X411 OPOjeBH y3aCTOIHHUX TOpe-ACCHO MOTE3a

npe npsor, Tpeher, ... , mociaeamer okpera, peaoMm. CIu4HO, Vq,Vs, ... ,Vr41 CY OpOjeBH
Y3aCTOITHUX TOPE-JIEBO MOTE3a HAKOH MPBOT, Tpeher, ... , mocieamer nore3a. OHaa je:

D=x;+ x;+ ot Xy uL =y, 4y, + 4+ Yrgr

Jemmaunna YK, x; =n uma (Zj) pemea y N. Kako cy x; my; nmpupoanu
OpojeBH, TOPHE jeTHAYNHE UMA]Y, PEIIOM, (Dgl) u (Lzl) pemema. Kana ce ybaie BpenHoctu

D=(x+y)/2 u L=(y-x)/2 u cymupa mo r, Bojehu pauyHa o 3HaKy, no0Hja ce TpaxkeHa
dopmyna. 3a a,(x,y) ce ©3BOAU aHATIOTHO.

Ha caumu 2.3. mpencaBiben je rpadux P(x, y) 3a y=10000, ca wm3ocTaB/bEHUM
BEIMKUM BpenHoctuMa P(X, y) 30or mperiemnoctu. Ilporpam koju padyHa W JUCKPETHO
ckurpa ¢pyuaknujy P(x, y) 3a pukcHo y je pahen y nporpamy Wolfram Mathematica. Koz je
nat y nornasiby KomoBu, kao u xox pahen y C++ koju pauyna P(X, y) momohy meroze
Backtracking.

0.00015 |-

0.00010 |-

0.00005
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3. CnuH

Y OCHOBHOM MOJeNly €NeKTPOH HeMa HHKakBa (PU3MYKa CBOJCTBA KOja HHAYe
ucnoJbaBa y npupoau. OCHOBHU MoJien ce Hajxorpal)yje Tako mITO ce Y MaTeMaTHYKH MOJIEI
N0J1ajy HEKH YCIIOBHU, KOjU WMajy CBOjy (H3WYKY WHTEpIIpPETanujy. Y OBOM CIIy4ajy je TO
CIHH €JIEKTPOHA.

[IprwmkoM pemnaBama MPETXOJAHHUX MpoOiieMa, OWIO je KOPHCHO Jia Pa3JBOjUMO
MyTalke¢ Ha OHE ca MapHUM M HEMapHUM OpojeM OKpeTa. 3a OHE ca IMapHUM OpojeM OKpeTa
BAXM Ja je TOCIeImU TOoTe3 Tope-aecHo (jep je mpBH OHO TOpe-IecHO), a 3a OHE ca
HETMapHUM, TOpe-JIeB0. Tako MOXKEMO Pa3/IBOJUTH €JIEKTPOHE Yy JIBE Kilace: Ha JICBE W HECHE.
OBo ce nokamna ca Ba)XHUM CBOJCTBOM €JIEKTPOHA KOje c€ 30B€ CIUH. BakHO je HarjmacuTu
Ja y IpocTopuMa ca 3 WM BHINE JUMEH3Mja, KOjuMa ce OBaj pajJ He OaBH, JIEBO U JIECHO
HEeMajy 3Ha4yema cMmepa. 300r JIaKIle BU3yalu3allfje, OBa CTamka CE YeCTO 3aMHUIIbaJy Kao
CMep poTallrje eJIeKTPOHA OKO HEKe Oce KO0ja je MCTa 3a CBE eNIEKTPOHE, ajlh Ce CIIMH HE MOXKe
00jacCHUTH MPEKO N0JMOBA KJIACUYHE MEXaHUKE.

Hepununuja. Heka je d(X, Y,+):=).¢ d(s), rae ce cymupa no ceuM myramama of (0, 0) 1o (X,
Y) Koje MouMmYy M 3aBpHIaBajy ce IMOTE30M Trope-aecHo. AHanorno ce aepunume da(X, Y, -),
r7Ie c€ CyMHUpa 0 CBUM IyTamaMma KoOje TOYHbY MOTEe30M TOope-IAEeCHO, a 3aBpIIaBajy ce
MOTE30M rope-JieBo.

Jepunuumja. BepoBatHoha 1a ce mecHu enekTpoH Halje Ha mosby (X, Y), aKO je eMHTOBaH C
nosea (0, 0) je P(X, y,+):=|d(x,y, +)|%. BepoBatnHoha na ce neBu enekrpon Halje Ha mosby (X,
y), ako je emuroBad ¢ noska (0, 0) je P(X, y,-):=ld(x,y, —)|?.

3.1. Be3a HOBHX BeJIMYHHA ca OHMMA U3 OCHOBHOI Mojesa. 3a nyrame s o1 (0,0) 1o (x,y)

1-y 1-y
ca mapuuM Opojem motesa je a(s)=2"z (0,%1), a ca menapuum je a(s)=2"z (£1,0). 3aro je:

C_l>(X, y!+):(0! aZ (X, Y))

a(x, y,-)=(a; (x,y), 0)
Oparne je P(x, y)=|d(x,y,+) + d(x,y,—)|?=a3(x,y) + a3(x,y) = P(X, y,+) + P(X, y,-).

P(Xa Y) = P(X’ yl+) + P(X! y;')

3.2. Heka cBojcTBa JieBux ejekTpoHa. Koja je BepoBaTHoha Hanaxkema JIEBOT €JIEKTpOHA
Ha JIMHUJU y, aKo Ty BepoBaTHOhy medunuimemo kao P(y, —) = Yiyez P(x,y,—), 3a pukcHo
y? 3a koje y je Ta BepoBaTHoha Hajseha u komuka je? [la 61 ce 0oBO ojpeausio NOTpeOHH Cy
HaM CBM IIPETXOJHHU pe3yaTaTu u cieaeha gema:

Jlema 3.1. 3a 0<y'<y Baxu cienehu uieHTUTET:

a;(x,y) = Ypez(a, (X, y)a;(x —x"+ L,y—y' '+ D+ a; (X, y)a,(x—x"+ 1L,y —y" + 1))

[TaBsie [lakasnoBuh Ctpana 10
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Jlokas.

Heka je y' hukcHO 1 Mame 01 y 1 Heka je s myTama o (0,0) 1o (X, y) u nosee (X', y')
noJbe Te s mpecera npasy y=y'. HazoBumo nyramy s; aeo myrame s of (0, 0) mo (x', y'), a s,
JIO TyTamke Yhje je TIOYETHO T0JbE MPECEK MyTame S U IpaBe y=y'-1 u Kpajime mobe (X, y).
Tpancnupajmo s, Tako fa nounmse o (0,0).

Onpa je a,(s) = a,(sy)a,(s,), ako je mores go (X', y') rope-neBo u a,(s) = a,(s1)a,(sy),
axo je mores 1o (X', y') rope-necno. Jlakie,

GEN=) a@=) D a®@=)( ) abdeb)+ ) abab)

s x' s nposasu kpo3 (X,y") X' 1oTes rope— JieBO 1oTe3 rope—/ecHo
IITO j€ JeTHAKO JIECHO) CTPaHU JeTHAKOCTH KOJy je Apedayio JoKa3aTH.
Baxku v cmiyaH UACHTHTET 3a a, (X, y):

a,(x,y) = Ywez(a, (X, y)a,(x—x" +1L,y—y ' +1) —a;(x",yDa;(x—x" + 1,y —y' + 1))
KOJU c€ JI0Ka3yje aHaJOTHO.

Taxohe, nupexTHO U3 nena 2.6. cneau:

Iocaeauna 2.6.

a;(0,4n +2) = -G () | q,(0,4n +2) = 0

2(4n+1)/2

al(O, 4‘n) = 0, a, (01 4‘7’1) = Z(El-:li)l)/z (Znn_l)

Cajza, uMaMo CBe IITO je moTpebHO aa KpeHeMo ca u3Bohemem dopmyie 3a P(y, —). Heka je

S0 = ,a2(x,Y), $;() = T, a5(x,Y) uS, () = T ai(x,y)az(x,y).

(24)= S;(y)+ S,(y) =1, 3acBakoy = 1.

(23)AN(25)ANJlema3l= %Zx(al(x, (a,(x,y) —a(x,y))+ a,(x,y)(ay(x,y) +
a1 (6 Y))= =510 + 5,0 + 251())= 1 (0,29).

(24)=50+1D - S+ 1) =28,0). Aakre, S;(y+1) - S;(y+1) =
=S, (y) — S,(y) +v2a,(0,2y). Kako je S;(y) + S,(y) = 1 = pekypeHTHa Be3a
Si17+ 1) = 510 + 5 (0.29).

1 - 1
Mocneauna 2.6. = S;(y) = 2 EZ;J 1—(_4)k (zkk)-

1 - 1
(3.1.) = P(y,-) = S,(y). Konauso, no6uja ce popmysna: | P, —) = > }cyﬁj ' Y (Zkk)

[TaBsie [lakasnoBuh Crpana 11
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L
@k
MakcuMyM goctke 3a P(3,—) = P(2,—) = 1/2. To ce MoXe BUETH U Ha rpaduKy
oBe QyHKIMje KOjU ce Hasla3u Ha cauny 3.1. [Iporpam koju padyHa u ckunmpa (GpyHKUujy
P(y, -)3ay ox 1 mo 100 je pahen y nmporpamy Wolfram Mathematica. Koz je nat y noriasiby
Koaosu.

(zkk) omaja u 3ato P(y,—) < P(3,—), 3acBakoy > 3. OBa ¢yHKIMja BepoBaTHOhe

0.50

0.45

0.40

0.35

0.30

0.25

0.20

ci. 3.1.

Ha rpaduxy ce Bumu na P(y, —) ocumiyje OKO HEKe BPEIHOCTH M KakKo y pacre, CBE joj ce
Buine npubnmkasa. Komko je P(y, —) xan y—-+oo? U3 npoimuperma 6uaoMHe popmyie Ha R

r(r-1)..(r—-k+1)

Q+x) = 280(;) x, rre je (Z) T kD1

1 11 1 . . 1
TR x €l 3ax =~ onemmaje lim P(y, -) = 7

. Onmaje, zar=-1/2, Z,?zo(zkk) xk =

[TaBsie [lakasnoBuh CrpaHna 12
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4. Maca

[Topen crimHa, APYro OCHOBHO CBOJCTBO €NIEKTPOHA je Maca. Maca ce Moke UMIUIEMEHTUPATH
y 0Baj MOJIeN Ha clieAhu HauWH:

Hepunnumja. Heka cy € u m peannu O6pojeBu Behu og 0 u Heka ce 30By KOpakK PEIICTKE W

Maca yectuie, pecrekTuBHO. CBAaKOj MyTamu XKETOHA S Ce J0jebyje BekTop d(S, me) Ha
cnenehn HaumH: Ha moyetky BexkTop numa moayn 1 u cmep Y oce. Jlokie rof ce sxeToH kpehe
Yy UICTOM CMEpY, BEKTOp C€ HE MEHa, a Kajia MPOMEHHU CMep, BEKTOp ce poTupa 3a 90° y cmepy
Ka3aJbke Ha caTy M TIOMHOXH ce ca me. Ha kpajy kperama, BexkTop ce moxaenu ca (1 +

m2e2)=Y/2 rne je y ykyman 6poj moTesa.

CBe ocTasie HOBE BEJIMYMHE Ce Je()UHUIIY aHAJOTHO HUXOBUM €KBUBAJICHTHUMA U3 OCHOBHOT
Mojienia ca YKJby4eHUM criuHoM. Takohe, Buau ce na 3a me = 1, MaceHu MoJieN 10CTaje UCTU
Ka0 OCHOBHH.

4.1. Be3macene u Temke yectune. Yemy je jemnaxo P(x,y,0,+) u P(x,y, %, +), 32 cBaKko x
ny?

Heka je t(S) 6poj okpera y myramu s ox (0,0) mo (x,y). Ilo medunmumjn 3a d(s, me),
a(s, me) # 0 © t(s)= 0. Ognocuo, P(x,y,0,+) =1, 3ax =yu P(x,y,0,+) = 0, unaue.

P(x,y,00,+) = ngr_r)looP(x, y, me, +)

(m g) t(s)

L S L _ o 1
Mo neuummuju, lim_|d(s,me)| = lm —m2eess = lim s o

Taj numec je jeanak 1 3a t(S)=y — 1 u jennak 0, nnaue. t(S)=y — 1 3Ha4u aa ce CIECKTPOH y
cBakoM note3y okpene. Ouna je P(x,y,o0,+) = 13ax = 1 uHenapHo y,a (x,y,,+) =
0, uHaue.

4.2. Anasorue gopmy.ie.

Oge opmyse ce 1oKa3yjy CIMYHO KaO U Y OCHOBHOM MOJIENTy, ¢ TUME LITO C€ MOpPa BOJUTU
padyHa 0 HauYMHY Ha KOju je nedunucan da(s, me).

ExBuBaJieHT /lupaKoBe jeJHAUMHE Y MO/IeJly C MacoM je cienehu:

a,(x,y, me, (meay,(x+ 1,y —1,me, +) + a;(x+ 1,y — 1, me,—))

1
_) - J1+(me)?

a,(x,y,me,+) = \/ﬁ(az(x +1,y—1,me +) —mea;(x+ 1,y — 1, mg,—))

a,(x,y,me,—) =0

a,(x,y,me,+) =0

[TaBsie [lakasnoBuh CrpaHna 13
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Y oBoMm ciy4ajy ommrta popMysia BepoBaTHohe 3a y>|x| uma ciegehu 06.1uk:

y
l_ylf y+x—2\/y—x—2
a(xy,me) = (1L+(mey?y 2 ) (17| 2 2 | (meyzr+
| T r
y
2 y+x—2\[y—x—2
-y
a,(x,y,me) = (1 + (me)?) 2 Z(—l)’” 2 2 oy
r=1

[

3a y=x>0: a; (x,y,me) =0, a,(x,y,me) = (1 + (ms)z)T.

3a y=x<0 || O<y<|x|: a; (x,y,me) = 0, a,(x,y,me) = 0.

Takohe Baxku oJjp>karbe BepoBaTHOhe, 0/JTHOCHO: Yz P(x, yyme) =1.
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5. llenTpasnn nmpoodJiem

Ca HajorpasmaMa OCHOBHOT MO/ieJia, eJIEKTPOH CaJia MOoCMaTpaMo Kao MaceHy
YyecTHIlly ca cnuHOM +1/2. Y ekcnepuMeHTHMa Ce Mepu BepoBaTHoha Ja ce y Ta4yHO
oapeheHOM TPEHYTKY Y=Y, €JKTPOH Hajla3u y HEKOM HWHTepBaJy MpPOCTopa [Xq, Xo +
Ax], a He y TayHO oJipeheHOj BpeHOCTU X. Y OBOM NpOOGJEMY Xj, AX U Y, HUCY LieJU
6pojeBy, Beh cTBapHe AyXrHe. be3 yMamema OMIITOCTH, HEKA je T0Jbe Ca KOT je KPEHYO

. .1 1
€JIEKTPOH I[PpHO. AKO CBa M0J/ba UMAjy AUMEH3Hje —X —, OHJIa Ce /]ATH HHTepBaJl MOXe

nx ny
alpOKCUMHUPATU I'PYIIOM LIPHUX I10/bA (2 171 ,2 171 ), rjle 3a XUy BaXH Xg < X < X +
Ax 1 y=y,. [la 6ucM0 Ay>kMHe MOTJIM Ja oCMaTpaMo Kao ,HelpeKuJHe", 3aHMMa Hac
nx ny .
BepoBaTHOha /ia ce eJleKTpoH Hahe HA MOJ/bY (2 l;] ,2 l?J ) y TPAaHUYHOM CJIY4ajy Kasa
n — 00, y KOMe Cy JAvMeH3Hje nosba (kBagpaTuha) 6eckoHayHO MaJjie. Heka eseKTpoH
m
MMa Macy — (¢ = 0). LlenTpasnu npobJieMm:

3a cBako X, y Hahu llm na(2| | 2| — —) u lim na(2| | 2| %,+).

n-am

nx n Xn+ —X
YBeiMMO O3HaKe X, = 2[7]13’71 =2 %J,A = "Zy",B =y"2 ™, 3a pellaBambe OBOT

npo6siema he 6UTHU NOTPEOHHU NPETXOAHU PE3YJITATH, Kao U JieMe Koje ciefie.
Jlema 5.1. lim(1 + (%)z)wn—l)/z =1,
n—->o0o

Jlokas.

1<+ (%)Z)Un‘l)/2 <(1+ (%)2)"y=’i/(1 + (%)Z)nzya"\/eymz - 1.

[Io TeopeMu o0 JBa MOJIMILAjLIA, KAKO je HU3 ¥ CpeJJMHU OTPaHUYEH ca JIBAa HU3a 4YHja je
rpaHUyYHa BpeJHOCT 1, cjeAud JAa NOCTOjU JMMec TOor Husa U Aa je lim(1+
n—-oo

(%)2)(%1—1)/2 = 1.

(x+y) (y x)‘l" 2r+1

Jlema 5.2. lim -0 )E DT = (-1

(rH2
Jlokas.

: A-1Y(B-1) M (A-1)(4-2)..(A-1)(B-1)(B=2) ..(B—T) m?"**
JacHo je na Baxu n(—1)"( r )( r )(;)Zr+1 ()2 - oa

nx| |ny
ceako ke {l,..,7} lim 22X = lim £ = lim I J 2 = lim (x+y) +0(1) =

n-oo N n-ooco N n—oo n—oo

. . B-k —-X .
Anasnorso jeu lim — :yT. Onpa je:

n—-oo
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— - — — — _ 2r+1
lim (A-1)(4-2)..(A-1)(B-1)(B-2)..(B-T) m

n— oo (1"!)2 nar

: A-1\(B-1)\ /M _
nllglo"(_l)r( - )( - )(;)21%1 —
(x';_y)T(g)rmZY-}-l

(rH?

=(-1)" , IITO je ¥ TpebaJsio J0Ka3aTH.

Jlema 5.3. Pea n Z?":O(—l)r(A;l) (3;1)(%)2”1 aICcoJIyTHO KOHBEprupa 3a cBako n € N.

Jlokas.

(=1)" (T) (%) m*

3aTo IITO je Ak <
(r1)2 J n

2r+1
A-1\(B-1 m
o (@) <
Lty Bk o B o ¥7X o5 cpako ke {1,...,r}
n 2 n n 2

3acBakon je

x+y)r(y—x)rm2r+1

Ona wawo za je 1 £ (1" (1) (1) 2r 7 | < 3, (-1 L3

(rH?2

A\ (y=x\" 2 XN\ (y=2\" o 2_.2
— ?o=0m(2)((1,!§2)m <Z,c:o=0m(z)(r!2)m =me%m2

paCTYh U MalkbHU je 0l HEKe KOHCTaHTHE BPpEeAHOCTH, I10 TeOpeMH O MOHOTOHOM U

= const. Kako je HU3

OI'PaHHUY€HOM HHU3Y, OH KOHBeprupa.

2r+1
Kako pen nzg;o(—l)r('q;l) (B;l) (%) aAllCOJIYTHO KOHBEPIrrvpa 3a CBaKO n €

N, ciiequ 1a oH KOHBeprupa3acBakon € N (mausan = 1).0Hza je:

lim c (—1)" (A - 1) (B — 1> (m)2r+1 _

n—oo T Tr n

= r{% i (A ; 1) (B ; 1) (%)Zrﬂ

r=0; 7 je mapHoO

r=0

, = A—1\ (B — 1\ /my2r+1
o> ()0, )G
n—-oo T T n
r=0; 7 je HemapHO
Jlema 5.4. Heka je ({ay(n)},{a,(n)}, ...) HU3 HeHeraTUBHUX HU30Ba TaKaB Jia
lim a, (n) < b, v a(n) = by 3acBako k un. lim Y owa,(n) = Xoro by=b.
n—->oo n—-oo

Jlokas.

>> oax(n) < b.Hekaje € > 0. 0gabepuMo J0BOJbHO BeJIMKO N TakBo fa Y.h_, by >b —
. &
€. 3acBako 0< k < N ogabepumo M, Tako jga vVt > M, Baxu zaa je a,(t) > b, — Py
Onya 3a cBako n Koje je Behe ox max(My, ..., My) umamo aaje Yoeoa,(n) > b — .
Konauno, lim }ov, a,(n) = Yor, by=b.
n—-»oo

Z[OKE[S rJiaBHOT npo6nema MNpHUpoOaAHO CjJieJU U3 OBUX JieMa.
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Y kpajweM pesyataty he ce nojaB/bUBaTU CyMe 06JIMKa:

e 22k > 2)2k+1
j@ = Y 0w ) = e
k=0 k=0

(kD)2 (kD (k + 1)!

OBo cy mo3HaTe cyme Koje ce 30By becesioBe ¢pyHKuuje npBe BpcTe peaa 0 u 1.

BecenoBe QyHKLMje MpBe BpCTe U peJa a Cy pellewa becesnoBe audepeHujaiHe
jeaHaYMHe xzd y+x +(x a?)y = 0. YHuBep3aJHa O3HakKa 3a mHUX je J,(x)
Y Haj3HAYajHUjU Cy cnyqa]eBH KaJla je peJ, a 11e0 OpOj UM MOJI0OBUHA Liesior 6poja. OBe
byHK1Mje ce M0jaBJ/byjy y pelllelbMMa pa3HUX jeJJHAYUHA Y QU3ULIU.

Cazia, MOXXeMO KpeHYTHU ca [J0Ka30M IieHTpasiHoOT npobJsema: Jlema 5.2. A Jlema
54>

o0 - o x+yr Y=xX\"_ ori1
ma Y. s B

r=0; r je mapHo r=0; r je mapHo

Ananorsa ¢popmysia BaXKM U 3a HelapHe 7.

(42) A Jleva 51. lim na( [ J lnyl m _) =< o (x;ry)r(%c)Tmzr+1>_

n—oo (rH?2

x+\T (y—x\"

0 (2)(2)m2r+1_ \/ﬁ C
r=0; 7 je HenapHo 2 = mjo(m y X ) JINYHO ce HU3BOAU

u apyra ¢opmy.sia. KoHauaH pesysirar:

i 222212 ) = i 57 )

(2522 2. 4) = <522, (i)
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6. 3ak/byuak

Y 0BOM MaTypcKOM pajy je Jar jedaH MaTeMaThuku Mojen Pudapma dajumana xoju
oOyxBata HH3 TBphema W TeopeMa, a pe3ylTaTH Te MaTeMaTHKe ce IOKJIanajy ca
pesynraTuma Koju cy Beh otkpuBenu y ¢usunu. Kopuctehu Taj Mojern, Mory ce U3BeCTH U
HOBH pE3yJITaTH U 00jaCHUTH pa3HE T0jaBe.

Tpeba nHanomeHyTH aa 300T JeAHOCTABHOCTH, MOJIEN KOjU j€ OBJE NMpHUKa3aH HUjE Y
MOTIIYHOCTU HCTU Kao DajHMaHOB OPUTHMHAIHU MOJIEN, 1a HEKU HErOBH PEe3yNITaTH CaMo
nojacehajy Ha pe3ynrare KOoju Cy Ipe Tora oTkpuBeHH. Kao mpumep je AaT eKCriepuMeHT ca
nBa npopesa u Jupakosa jennaunna. @ajuMan, y paay Koju je 00jaBuo, moMohy oBOT MoJiena
M3BEO TMOTIYHO HMCTH OOJIMK jeHAa4YMHE Koju je W Jlupak wu3Beo map JeleHHuja paHuje,
kopuctehu ckpo3 apyraumju npuctyn. OBakBe Be3e JONPHUHOCE BATHTHOCTH MOJIENA, alld
J0IaTHO TIOTBPhyjy pe3ynrare 1o0ujeHe paHHje.

Y oBOM pajny ce 071 OCHOBHOT Mojelna, Hajorpahyjyhu ra kopak mo Kopak, 0o 10
MoOJIeNia KOJU MPEeCTaB/ba KPETame CIKTPOHA y3umajyhu y 003up meroBa CBOJCTBA-Macy H
CIUH. AJH, MOJIET MOYE Jia C€ JOII HAaIOoTpaau, Ha MpUMep, y3umajyhu y pazMarpame Kako
pany M3BOp EJIEKTPOHA, CPEANHY KOjoM ce Kpehy eNneKTpoHH WM KaKko Ha eJICKTPOHE yTHYe
CTOJhAIIFbEe MarHETHO TOJbE. AJIM MOJIEN JI0 KOTa CMO JIONUIM Y Paay je JOBOJbaH Ja MPYKU
perieme 3a OuTaH mpodseM, a TO je HajdaXewme BepoBaTHOhe Aa ce y onpeheHoM TpeHyTKy
eNeKTpOH Hahe y HeKoM HWHTepBaldy (jeIHOIMMEH3HMOHAIHOT) IMpocTopa. A y3 J0JaTHE
HAJIOTPA/IlE MOXKE M PEIIUTH HEKe KOHKPETHE MpoOJiieMe, Kao IITO je padyyHame MpPOICHTa
CBETJIOCTH JIaTe TaJlaCHE TY)KHHE 0JI0MjeHe O CTaKIIeHY TUIOYHILY JaTe NeOJbUHE, Ka0 U Ipyre
1ojase, JIOKJIE TOJl HEMajy Be3e ca HyKJIeapHOM (PU3UKOM HITH TPaBUTAIIHJOM.
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7. KonoBu

7.1. C++ koa. OBaj mporpam momohy merone Backtracking pauyna Bpemnoctu P(x, y) 3a
¢bukcHO y koje ce yHocu. Huje MHOrO edukacaH, ad MU je IOMOrao y npeaBul)amy HEKUX
pe3yiaraTa Koju cy JOKa3aHH y IOTJIaBIby 2.

#include<bits/stdc++.h>
using namespace std;
bool UGranicama(int xt, int yt)

{
return (1-yt<xt && xt<=yt)||(xt==0 && yt==0);
}
void ispisniza(int a[100], int n)
{
for(int i=0; i<n; i++) cout<<a[i]<<endl;
}

void f(int xt, int yt, int k, int smer, double& a, double& b, double& s)
{
if(xt==0 && yt==0)
{
if(k%4==0) {a+=0; b+=1;}
if(k%4==1) {a+=1; b+=0;}
if(k%4==2) {a+=0; b+=-1;}
if(k%4==3) {a+=-1; b+=0;}

if(UGranicama(xt-1, yt-1))

{
if(smer==0) f(xt-1, yt-1, k, 1, a, b, s);
else
{
if(smer==1) f(xt-1, yt-1, k, 1, a, b, s);
else
{
if(smer==2) f(xt-1, yt-1, k+1, 1, a, b, s);
¥
}
if(UGranicama(xt+1, yt-1))
{
if(smer==0) f(xt+1, yt-1, k, 2, a, b, s);
else
{
if(smer==1) f(xt+1, yt-1, k+1, 2, a, b, s);
else
{
if(smer==2) f(xt+1, yt-1, k, 2, a, b, s);
}
}
}
}
void pisizay(int y)
{

for(int x=2-y; x<=y; x+=2)

{
double s=0, a=0, b=0;
-F(X) y) e) e) a) b) s);
s=(a*a+b*b)/pow(2, y-1);
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cout<<s<<endl;
}
}
int main()
{
int y;
cin>>y;
pisizay(y);
}

7.2. WolframMathematica koxoBu. IIpBu nporpam pauyHa Bpeanoctu dyHkuuja P(x, y)
kopuctehu rotoBy GopMyily U3BEIEHY y MOTJIaBJby 2 U CKHIIMpa Ty QyHKIHU]Y 32 (PUKCHO Y,
JUCKpPETHO (y3UMa caMoO I11eJ00pojHe BpemHOoCTH X). Jpyru mporpam padyHa M CKUIIHpA
¢dbynakuujy P(y, -) 3ayon 1 go 100.

Mpeu Kox:
fix,y]:=
Which[Mod[x +y, 2] ==
110 <y &&y < Abs[x]) || ((y == -X) && (x < 0)),
0, (y==X) && (x> 0), 2(1 - y),
y > Abs[x], (27(1 - y))*(Sum[((-1)*r)*Binomial[(x + y - 2)/2, r]*
Binomial[(y - x - 2)/2, r], {r, O, Floor[y/2]}])"2 + (2"(1 -
) *(Sum[((-1)*r)*Binomial[(x +y - 2)/2, r]*
Binomial[(y - x - 2)/2, r - 1], {r, 1, Floor[y/2]}])"2 ];
sdata = Table[f[x, 1000], {x, -750, 750}]

ListPlot[sdata]

Apyru xkon:
fly_1:= (1/2)*
Sum[((-4)"(-k))*Binomial[2 k, K], {k, O, Floor[y/2] - 1}];

Plot[f[y], {y, 0, 100}]
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