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1 ¥YBox

Y Apyroj mosoBUHM IIPOILIOT Beka, Tadnuje 1974. roaune, mahapcku apxurtekta FEpme Py-
OuK!' 0CMECIINO je ApBEHYy CTPYKTYPY V OOJIMKY KOIKE Ca MIEjOM /4 HAIIPABU MEXAHI3aM Y KOMe
OU HEroBU JIeJI0BU MOTJIA HE3ABUCHO JIa CE€ TIOMEPAjy aju J1a Kao IeJNHA OCTaHy CacTaB/beHU. Y
MIOYeTKY HU CaM HHUje YBUIEO Ja je HAITPABUO CJIATAJIUILY, JIOK je HHje PACTypHUO U MOKYIIao Ja
je BpaTu y moueTHO cTame. Kama je pa3ymeo 1iTa je HAIIpaBuo, u3yM je MaTeHTUPAO U KOMEPITH-
jaam3oBao, U TAaKO HacTaje npBa ,Marudna xomka” Koja OJJIa3Ud y MPOJajy U IOJIAKO OCBajarbe
nesior ceera. O Taza na j10 gaHac PydmkoBa Korka mocrajia je TOTOBO HEM30CTABHA UTDAIKA
CBaKOI' JIeTeTa O YeMy W CBeJIoYe TOJAIM JIa je jeJlHa OJ HAjUpPOJAaBaHUjUX UI'DadaKa Ha CBETY.
IlomTo je om camor mojaB/bUBaba M3a3BaJjia BEJIUKY HaXKIby HACTaJIa Cy OPOjHa TAKMUYEHA T
jé musb mTo OpsKe CJIOXKUTH OBY KOIKY IIITO jé YHHU jOIT 3aHWMJBUBUjOM BEJIUKOM OpPOjy JbyIu
300T YMHEHUIIE J1a je HEKO y CTamy Ja je CJIOXKHU 3a CBera HEKOJMKO ceKyHau. Mehyrum, nako
UTPAYKa, [JIABHA OCOOMHA KOIIKE je Ta Ia je HHje JJAKO BPATUTH y IMOYeTHH! mojtoxKaj. Hakom cBera
Imap moTe3a I0CTaje M3Yy3eTHO TEIKO CJIOKUTH je W YIPaBO 3aTO je, OCUM JIelHd, OBa HI'PAYIKa
[I0CTaJIa 3aHUMJ/BUBA U MaTEeMATUIaPUMA.

[TocraBusio ce muTame KaKO CJIOXKUATH OBY KOIKY U KOJU je TO MUHMMAJIaH OPOj 1OTe3a 3a
Koju je Moryhe cioxXutu cBaky meHy Moryhy mosurujy. Ilomro npodiem Jienyje Kao mpeBuiie
CJIOXKEH J1a OM OWJI0 KOju YOBEK MOTAO0 Jia I'a PeId, TakaB Opoj more3a Ha3BaH je Boowcju 6poj, a
HOTEHIM]aJIHI aJITOPUTAM KOji OU HAIIAO TAKBO HajboIbe pererse Booicju astoputiam?. Yupaso
y TO BpeMe JI0JIa3W U JI0 HAIJIOT Pa3Boja padyHapa, I1a 3aicTa, TPaykemhe Hajoo/ber pellenha Hije
pajmo doBek, Beh padynap. HapaBHo, padyHap paju OHO IITO My Ce 3aJ1a U jeJHa O/ UJeja OBOT
paJja je Jia rmokake Kako Cy TO TH JbYJIA YCIEIU Jia HATepajy padyHape Jia npoHaly OHO IITO uX
Jj€ CBe 3aHUMAJIO.

Ilorpara je moduesna. IIpobsiem Korke je mITo MMa MpEBUIE MO3UIMja A OU UX OWJIO KOjU
padyHap 0o0pajno y peajHOM BpeMeHY, U 3aTO je OMJIO HEOIXOIHO Jia Ce IpeTpara CKparw
Ha HEKH IIoroJaH Ha4nH. 3Ha‘lajH€ IIoMakKe Ka IIOCTHU3alby TOI' IIW/ba HallpaBUJIX CY MOpBeH
Tucnrsejr?, Xepdepr Kocuemba® u Puuaps Kopd® umju cy aaropurmu IpOMEHMIH HAYHH
caryiefjaBama KOIKe U HaduHe HA KOju he ce pelleme TPaXKUTH.

IIpBa mporena Boxkjer Opoja jaB/ba ce BpJio Op30 Kajia ce HAJIA3W Jla OH MOpa Ja Oyae dap
18, a Beh 1995. romune ce mokasyje da je moma rpanuia 20 IMITO ce TOpHme IpaHulle TUYe, OHa,
je mocra myxxke ucnutusana. [IpBa mena nporena jasiba ce 1979. rogune u duna je 277 noresa.
Kacuuje ce 3mauajHo cMmambyje, a HpecylHy yJOry uMaJja cy Beh moMeryTa TpHU ajropuTMma,
TsucarsejroB 1981., Kocuemoun 1992. u Kopdos 1997. romure. Kpajem 20. Beka mokazano je
J1a je ropma rpanuiia He Beha ox 30.

'"Erns Rubik (1944 - )

*repMun BOKju aaropuTaM ce OHOCH M Ha Jpyre MareMaTudke ciarajiuue (mip. Xamojcka Kyiia), ajd je IpBo-
durno HacTtao ycien Pydukose xorke

$Morwen Thistlethwaite, SprTancku MaTeMaTmIap

Herbert Kociemba (1954 - ), neMauKy HACTABHHK MATEMATHKC

SRichard Korf, amepiaxu mporpamep u mpodecop



2 1. ¥YBox

Y 21. Beky akIeHaT je OMO Ha IITO 00JbOj ONTUMHU3AIMjU MPOrpaMa U CKpahuBaiby IIITO
Belier 6poja cayuajesa u y jymy 2010. roaune rpyma byan y dujem cy cacrasy Tomac Poxuku® n
Xepbept Kocremda moduja ma je Boxkju dpoj @wauro 20. Pauyname je Tpajasio HEKOJIUKO HEIELhA
u duJio je uzBpiieHo Ha ['yryioBoM cepBepy (€KBHBaJIEHTHO BpeMe Koje 6u Ouiio moTpedbHo HEKOM

JTAHAIIHEM HIPOIECOPY je OKO 35 rOjMHa 3a Takas pauyH) .

Bpoj moresa je mponaben, asmm caMm ajropuTraM 3a IIPOHAIAYKEIHE OITUMAJIHOI PEIIeha je
HaIPaBEIOBA0 KAKO je HAIIPEeJIOBaJia CHAra padyHapa U TPEHYTHO HAjOOJbU IIPOrPAMU 3a OINTHU-
MaJIHO cyiarambe PyOmkoBe Kolke Mory 3a ogpelheHe mo3uilrje KOIKEe Ja 3aXeBajy 10 HEKOJUKO
caTu pajga. 3aTo ce oBaj paj doaBu KocmeMOMHMM aJiIrOPUTMOM KOJU jé MHOTO 3aCTYIJ/bEHUJU W
KOju ce da3upa Ha ujejama Behl moMeHyTa TPHU aJropuTMa ca kKpaja 20. BeKa W KOju He HaJia3u
OIITUMAJIHO PeIebe, aju 3aT0 Yy jaKO KPATKOM BpeMeHy u3daillyje periema Koja Cy J0CTa DJIMCKA
OLTHUMAJHOM, y Ipoceky oko 20 moresa (Bujeru ojesbak Pesyiraru y rpeliem morsasiby).

Pan je samuniben kao mpojekar u BUIIE je OKPEHYT MPAKTUIHOj NMILJIEMEHTAIIjU, aJTH je 33
TO HEOIIXOJIHO AePUHUCATHA OCHOBHE IIOjMOBE U JATH HEKU TEOPUjCKU yBOJ IITO je u ypaheHno y
JpyroMm moryiassby. Tpehe moraBibe caip:Ku 00jalllbemhe KAKo aJropuTaM (hyHKIIMOHUIIE U T1a-
paJieJIHO ¢y JJaTU U HaUYMHU KOHKPEeTHe NMIJIEMeHTAalllje TAaKBOI' IIporpaMa KOjH je y MOTILYHOCTH
HAIUCAH.

STomas Rokicki, amepirakn mporpanmep
"HeJIOKYIIAH KOJ KAao M JETasbi BE3AHIL 34 TO KAKO Cy ycresn ga nohy mo pesyiarara mory ce nahu ome [1]



2 Ocodbune PybukoBe KoOIIKe

Y 0BOM TIOIJIaBJbY IIPEJICTABIbEHE CY Jie(DUHUINje OCHOBHUX [I0jMOBA U JIAT je TEOPUjCKU YBOJ
HEOIIXO/IaH 33 pasyMeBarbe QYHKIIMOHUCAbA aJIIOPUTMA.

2.1 Enementu PybukoBe Korike

Pybuxosa korka je cTpykTypa y OOJHKY KOIIKE KOjOj je CBaka OJ CTpaHa Io/e/heHa Ha 9
MarbUX KBaJpaTa, IITO CTBapa CIMKY Kao Ja ce cacToju ox 3° = 27 mamux konku (cimka 2.1).
Csaka 0J1 cTpaHa KOIKe je 000jeHa jeJHOM O0jOM U IUJb jeé PACTypPeHy KOIKY BPATUTH Y ITOYETHU
TIOJIOXKAy .

Y caMoM TIEHTPY KOIIKE Ce He HaJla3W HUje/IHa KOIIKHUIA IITO OCTaB/ba
27 — 1 = 26 mamux Kouku Koje yuHe nesnnny. /lasme hemo cBaky o Tux
MambUX KOIKH 3BaTH Koukuya (€Hr. cubie).

Mebhy muma mocroje oHe Koje cy odojeHe camo jemHoMm Oojom. One ce
Haja3e y I[EHTPY CBaKe CTpaHe KOIKE U Ha IbUX JTO03BOJHEHH IIOTE3U HE
YTUYY Tj. OCTaBJbajy UX HA UCTOM MECTY (JI03BOJbEHM IIOTE3U Cy OIHUCAHU
y HapeIHOM oJiesbKy). Tux Komnkuma uma 6 u 30BeMO UX UeHWPU (CIUKA
2.2(a)) u nelie duTn TOMMKO M3IArAaHU KaCHUje jep HHUCY TOJIMKO OJ] 3HAYaja Cruxka 2.1

3aTO IITO Cy KOJ cTamjapaHe PyGuKose KoIKe IpakTUdHO (puKCHE'.

(a) nenrpn (5) uBume () homkosn
Cnuka 2.2

Ipyra, 3HadajHuja, rpyia KOIIKHUIIA je OHa KOja MMa II0 JBE CBOje cTpaHe odojeHe. TakBux
KOIKUIA uMa 12 u gajbe ux 30BeMo usuye (eHr. edges) (ciuka 2.2(5)).

[Tocnenmwa, Tpeha, Takohe 3HaUajHA, TPYyIIa je OHA ca IO TPU 0DOjeHe CTpaHe KOjuX uMa 8 u
BUX 30BeMO fiowkosu (eHr. corners) (cauka 2.2(1x)).

2.2 Iloresn

PybdukoBa korka mma 6 cTpaHa u CBaKa OJ IbUX MOXKE Jia C€ POTHUPA 3a IIPOU3BOJHAH yTao.
Poranuja nexe crpane 3a 360° Bpaha Ty cTpaHy y HOYeTHHU [TOJIOXKAj U POTAIIHjE 32 yrao KOju HUje

'nocroje Bapujammje PySukoBe Komke Tie ce Ha CTpaHAMA, YMECTO jeIHOGOJHHX, HATa3e IMAPEHe CIUKE I OHIA
LEHTPH J00ujajy Ha 3Hadajy jep je 3a ciarambe OUTHA HUXOBA OPHjeHTaIdja

3



4 2. Ocobune Pybukore korke

ngespuB ca 90° he HapymmuTn GopMy Kolke. 3aT0 MMa CMECJIA IOCMaTPATH CAMO OHA OKpeTama
3a YIVIOBE KOjU Cy MarbU OJI IIYHOT yIJIa U KOjU Cy JIeJbUBH MIPABUM YIJIOM, Tj. CAMO OKPETamba 3a
90°, 180° u 270°. HakJe, jeana cTpaHa nMa 3 Pa3addATa MOTE3a IITO 3HAYM JIa YKYITHO ITOCTOjU
18 pazmuumTux mOTe3a KOjU ce MOTY IPUMEHUTHU Ha KOIIKY.

Kako cy mmoresu yc/ioB/beHE CTpaHaMa, IOTPeOHO je IIPBO YBeCcTH o3Hake crpaHa. CTaHaapIaH
HAYMH je Jla ce CTPaHa Koja je OKpeHyTa IpemMa HaMa o3HadaBa ca F (enr. front), crpana Hacipam
we ca B (enr. back), crpana Koja je okpeHyTo jgecHo ox Hac ca R (enr. right), neso ca L (enr.
left), ona Koja je okpenyTa Ka rope ca U (eHI. up) u oHa Koja je OKpeHyTa Ka joJe ca D (enr.
down) (cauka 2.3).

Cajma ca S, S2 u S’ pejioMm 03HAYaBaMO OTE€3€ KOjU OJroBapajy po-
tanuju crpane S 3a 90°,180° u 270° y cmepy xasamke Ha caty, JTAKIIE,
MaTeMaTUIKU HelaiueHom cMmepy. Ha npumep more3 F’ 3naqn 11a je crpa-
na F porupana 3a 270°, omgnocuo, 90° y cMepy CyIpOHTOM OJ Ka3aJbKe
Ha cary, a note3 F'2 3naun ga je crpana F pormnpana 3a 180°.

Pemmeme 3a ciiarame Heke KOIKe he OUTU HU3 110TE3a U OBJIE je BaXKHO
HAIlOMEHYTH Kako ce ozpelyje myxuna periema. Hanme, mpupoano ce
namehe npucry rye 6u norese obuka S u S’ reganu kao xyxuhe 1 (jep
ce He MOI'Y DACTaBUTH Ha jeJHOCTABHH]E), a IOTe3e 0dJnKa S2 Tiieiain
Kao J1a Cy Jy2KUHE 2, jep MPeJCcTaB/bajy KOMIIO3UIIN]Y IBa TOTE3a 00IUKA Cnuxka 2.3
S. MebhytuwMm, ceaxu ox moryhux 18 moresa mocmaTpa ce Kao JayKuHe 1,

JlaKJje, ako Ou JBa pernrerba cagpKaia nmorese R u R2 ona Oum ce riemana Kao ucre JgyKumHe.

Yemy oBakas npuctyn’! U ako menpupojan HaMma, OBaKaB HAYUH OJIAKIIIABA KOHCTPYKIIH]Y
AJITOPUTMA 33 TPAXKEEHe PEIIEha U 3aTO je W MPAKTUIHO y3eT Kao CTAHIap/AaH. 1akaB HAaIUH
Meperba, TI0Te3a Ha3uBa ce MeWpuka Goaosne okpewa (eur. half turn metric - HTM), a naunx
Mepera caMo ca poranujama o 90° ce Ha3uBa Melpuka weliepluute okpetia (eHr. quarter turn
metric - QTM). Boxju 6poj usnocu 20, aau y METHUIIU TI0JIOBUHE OKpeTa. JOII jeJlaH moKa3areb
KOJIMKO je OHa IIOTOJIHMja je U Taj Ja je 3a IpoHajaxKeme Doxjer Opoja y MeTpuiiu 4eTBpTHHE
OKpeTa OWJIO IOTPEDHO jOIIl JIo/IaTHE YETUPU TrojuHe U Jia je oH nponaben y asrycry 2014. u

uznocu 26 mnoreszaZ.

2.3 IlepmyTanuje u opujeHTaINje KOIIKUIA

IlepMmyTaruje u opujeHTaIje KOIKHUIA CY OCOOUHE KOje oapehyjy pasanyuuTe mo3uiidje KOkKe,
7 3aTO je HEOIXO/HO JIa CE MPEIU3HO yBE/Iy.

[Tocmarpajmo caja camo usuile U (bUKCHPAjMO caMo jeaHy o mux (cauka 2.4). Buso koju
HU3 TI0Te3a Ty MOCMATPAHY UBHILY CaMoO IIpedallyje Ha MeCTO HeKe Jpyre UBHIE, JIaKJe, ITPIMe-
HOM II0Te3a UBUIIE He MOTY Jia Ipehy y HeKy Apyry I'PYIy KOIKHIA, HIIP. y NOIIKOBE, a aHAJOTHO
Bayki U OOPYHO, NOIIOBU He MOTY Ja npely y WBHUIE Ma KaKBe MOTe3€ MPUMEIHUBAJIH.

Canuxka 2.4

*Tomac Poknku u Mopau JIejBUJICOH Cy TO MOKA3AJIM, BUIIE JeTajba Moxe ce Halin oBje 1]



2.3. Ilepmyranuje n opujeHTalje KOIKHIIA 5)

Crora uBnrte nmajy 12 ci000IHIX MeCTa Ha KOjIMa MOTY Ja ce HaDy U jesHa mo3uImja Korke
CaJIPXKM CaMoO jeJIHy MEPMYyTAIlUjy THX WBHUIA. 1ako ce u jgedunuine nepmyramnuja xkorkuma. C
003upOM J1a ce UBHUIlEe U NOIIKOBU IIOCMATPajy OJBOjEHO, TO Ce PA3JIUKYjy IIepMyTallije UBUIA U
repMyTarmje NOIIoOKBA.

WBure ce obenexanajy y odsiuky XY, rie cy X u Y cTpaHe KOje Ta UBUIIA JEJIH Ca CII0KEHOM
KorkoM. Tako je HIp. o3HadYeHa WBUIA Ha MpBOj cauru cinke 2.4 muna UR, amu je ona mcro
UR u Ha ocrtaje JBe c/ImKe, CaMo je HheHa JOoKalldja IpOoMemeHa, OJHOCHO ITepMyTOBaHa je ca
HEKUM JIDYTUM HUBUIAMA.

RomkoBy ce, aHaJIOTHO WBUIAMA, O3HAYABa]y V 00uKy XYZ rne cy X, Y u Z Tpu cTpane
Koje hormax je/m ca IeJioM KOIIKOM y CjIoxkeHoM odosimKy. Ha mpumep horrak koju ce najasu y
npeceky U, R u F crpane obesrexxapa ce ca URF.

Mebhytum, caMm 1moJi02kaj KOIKUIIA HEje JOBOJHAH /18 OU C€ Y IMOTIIYHOCTH
OJIPEJTUIIO CTabe KolKe. Hanme, ako ce Ha KOIIKY ca cJuKe 2.4 mocyie mocie -
mwer nosiokaja (Hakon noresa U u F) npumenu nores R nobuja ce korka ca
cimke 2.5. [locmarpana uBuIla ce Hajla3W Ha UCTOM TIOJIOXKA]y KAa0 Ha IIPBOM
Jey cauke 2.4, anu cy Te JiBe MO3UIrje KOIKe 0unurjieHo pasiaunuaure. Te 1Be
MO3UIIAje PA3JIUKY]y Ce IO 0pUJEeHTLAUUJU T€ UBUIIE.

Awnasiorna curyaruja je moryha u ca homkosuma (cimka 2.6), homrak je
Ha WCTOM MECTY aJid JpyTaduje OpujeHTUCAH. Ciuka 2.5

Cmuka 2.6

Csaka uBuna nma jse Morylie opujenranuje (jep uma jise
crpane), a cBaku horrak Tpu Morylie opujenranuje (uma Tpu
crpaHe). 3aT0 ce CBaKO]j OJf THX OpHUjeHTanuja jo/ejyje opoj
0 mwmu 1, y caydajy wsuma, ogaocuo 0, 1 wim 2 y ciydajy
homkosa. To ce mocTtuke Ha ciaemehn HavuH.

Ilenoj xomku ce momesbyjy KapaKTepUCTHIHE CTPAHUIIE
Konkura (oceHuenu Jiesiosu Ha caunu 2.7). Ha taj nauun ce u
CBaKOj KOIKUI ojipelyje KapaKTepuCTUIHa CTPaHa Kao OHa
CTpaHa KOIKHUIIE KOja MPUIAIa KAPAKTEPUCTHIOM (OceHdTe-
HOM) siesty Korke. Ha mpuwmep, 3a usumy UR (muraBo-kyrta
6oja) he kapakrepmcrnuHa crpaHa OMTH IIaBa. 3a hHomax Cumka, 2.7
URF (mmaBo-xkyro-nipsenn) hie Takohe kapakTepudna crpa-

Ha OUTH ILJIABA.

CaJta ce opujeHTaIja KOIKUIA JepUHAIIE Ha caeaehin HadwH:

— Opujenranuja usuie je 0 aKo KapakKTepUCTUIHA CTPAHA T€ UBUIIE IPUIATA KapaKTEPH-
CTHYOM JIeJTy KOIIKe. ¥ CYIIDOTHOM OpHjeHTalluja Te UBHUIE je 1.

— Opujenranuja homka je 0 ako KapakKpeTHCTUYHA CTpaHa TOr NOIIKa P KapaKTe-
PHUCTHYHO] CTpaHU KOIKe. Y CYIPOTHOM, opujeHTanuja tor homka je 1 (oxHOCHO 2), aKo
je meroBa KapakTepUCTHYHA CTPAHA OKPEHyTa y cMepy (OIHOCHO CYIpPOTHO OJl CMepa)
Ka3a/bKe Ha CcaTy y OAHOCY Ha CTpaHy NOIIKa KOju NPHUIaId KAaPaKPEPUCTUIHO] CTPAHHU
KOIIKeE.



6 2. Ocobune Pybukore korke

PaszjacHuMo 0BO Ha MpUMepy KOIIKE IJIe je TIPUMEFhEH Ca-
Mo F mores (cimka 2.8). Vsnna FL (Seso-nipsena) mpomenn-
JIa je CBOj HOJIOXKA] U CaJia Ce HeHa OCceHueHa (IpBeHa) cTpa-

Ha HE IIOKJIalla HU Ca je,ZLHOM OCEHY€HOM CTPpaHOM Ha CJINIHU

2.7 na je mwena opujenrarmja 1. Ca apyre crpane, opujeH-
taruja uBnie UR (mmaBo-:KyTa) HUje ce IPOMEHMIA M KaKO
IbeHA OCeHYeHa (ILJIaBa) CTPaHA IMPUIAJA KAPAKTEePUCTHYO]
CTpaHM KOITKE TO je meHa opujeHTarmja 0.

Tomak UFL (Seso-mmaBo-npBenn) nma CBOjy KapakTe-
puctuuny (oceHueHy) crpany 1iaBy. Jla du merosa opujeH- Crmka 2.8
Tanuja omna 0, OuI0 Om MOTPEdHO Ja Ta ILIaBa CTPaHa OyJe
OKpeHyTa Ka rope (J1a ou npuiaiajia KapakTepuCTo]j CTpa-
HU KOIIKE Tj. OCEHYEHOM Jiesly Ha cyurum 2.7). Mnak, Ha ToM MecTy ce Hajasu Oesia CcTpaHa, a
ILUTaBa CTPaHa je OKPEHyTa y CMepy Ka3aJbKe Ha CaTy Yy OJHOCY Ha by Ia je OPUjeHTalllja TOT
homka jemmaxa 1.

[Tpumep homika ca opujearanujom 2 du 6uo URF (:kyro-npseno-miasn). Fberosa kapakre-
pUCTHYHA CTPaHA je IIaBa, a OHA je OKPEHYTa CYIPOTHO OJ Ka3a/bKe HA CATY Y OJHOCY Ha KYTY
crpany (Koja IpHIaja KapaKTePUCTHIHOM JIeJly Iiesie KOIKe).

3a homak ca opujerrarjom 0 npumep moxe ga oygae UBR (mnaBo-napannacro-xkyTu) jep
IbEr0OBa, IJIaBA, KAPAKTEPUCTUYHA CTPAHA IPHUIAJIa OCEHIEHOM JIEJTy IieJie KOIKE.

Ha ciumu 2.6 nmao npumepe horka ca opujentarmjom pegom 0, 1 u 2.

Ha oBako medunncan HaYnH opHjeHTaINMje CBUX KOIKWIA y cjiaoxkenoj xomnku cy 0. Cama
U3JIa2KEMO TPU OUTHE TeopeMe.

Teopema 2.1. 30up opujeHTAIja CBUX UBUIA je YBEK IApPaH.

Zloxas. Iloresu na crpanama U, D, R u L yonmmre He yTudy Ha OpUjeHTAIIN]y WBUIA, 18 CAMIM
TuM HE Ha ykynaH 30up. To mcrto Baxkm um 3a moreze F2 u B2. Ocraje na ce mucnurajy jorn u
nore3u F, F’ u B, B’. MehyTnm, onu cBakoj o1 4 uBHIla IIpoOMeHe OPUjEHTAIINA]Y HA CYIPOTHY, &
Kako je Opoj TUX IpOMEHa IMapaH, TO ce YKYIIHa HapHOCT 30Mpa CBUX OPHUjEHTAIN]ja HE MEHha.
Kako je 30up opujenrtanuja ko ciaoxkene korke 0, To ce mapHOCT 30Mpa CBUX OPHUjEHTAIH)a
KOJI, CBake mo3uiiuje korke nehe memaru, mma he dutn mepus ca 2. ]

Teopema 2.2. 30up opujenTaryja cBuX NONIKOBA je YBEK JIeJbUB ca 3.

Aoxas. Hujenan ox noresza U u D crpane ne yrude Ha opujenranujy homkosa na muma. Kpahom
aHAJIM30M MOXKe ce 3aK/byunTn na uHu rnoresu R2, F2, 1.2 u B2 takobhe ne yrudy Ha opujeHTaniujy
homkoBa, ma Tako Hu Ha yKymaH 30up. Octajy moresu crpana R, F, L u B 3a 90° y Hexom cmepy.
Csaxku of1 mux yrude Ha 4 hiomka, oy kojux he 3a aBa (MehycobHo pujaroHa Ho MocTaB/HEHA) O
wux noeharn opujenrtanujy 3a 1 mo Moaysy 3, a 3a Japyra jsa he je cmamuTy 3a 1 110 MOy 3.
Jakie, ykynan 30up 110 MOJYJIy 3 ce He Mema, a KaKO CJI0XKEHA KOIKa MMa 30Up OpHUjeHTAIrje
homkoa 0, To je 30up opujenTarnuje horrosa cBake MO3UIKje KOIKE JIE/bUB Ca 3.

O]

Teopema 2.3. IlepMmyTaruje cBUX KOIKHIIA CY TapHE.

Zloxas. Ilocmarpajmo Kako jeman more3d 3a 90° Mema mepMyTaIujy KOIIKe.

Kopucruhemo nemy na je mapHoCT mepMmyTaliije KOjOM Ce OJf jeJIHe IepMyTalije eJeMeHaTa
JIOJIA3U JI0 JIPyTe YBEK UCTA.

3aro je moBospbHO HahW caMoO je/laH HAYMH pasMeHe KOIKHUIA U OAPEIUTH E-erOBY IAapHOCT
Jia Ou ce oJipe/iniia MapHOCT IIEPMYyTaIlije HAKOH je/IHOI' TAKBOI' IIOTE34.
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Takas more3 yruve Ha 4 wBune u Ha 4 homxka. Ilomro he ce momammaru HE3aBUCHO jeaHU
o1l Ipyrux Tako hemo nx u mocmarparu. Heka cy A, B,C u D Heku hollKoBM U HEKa Cy OHU Y
penocieny Kao Ha CJIUTIN.

AB +90° DA
D C CB

TakaB pesyarar ce MOXKe HOCTHNHU TAKO IMITO Mewmamo pegoM A u B, 3atum B u D u Ha
kpajy B u C. Jlakie, TakaB moTe3 paBu TPHU pa3MeHe, a KaKO aHAJOTHY CUTYAIIN]y UMAaMO 3a
UBUIIE, TO jeJJaH TaKaB IIOTe3 IpaBu 6 pa3MeHa, Tj. IepMyTallija je mapHa.

Kommosuruje mapuux mepMyTalyja cy UCTO IapHe IepMyTalidje, ma he Ouio Koja mo3uryja
KOIIKE Y CTBapU MPEJICTAB/bATU TAPHY HEPMYTAIH]y CJI0XKEHE IITO je u Tpedasio jokazatu. [

Ilocnenumia Teopeme 2.1 je nma je opujenrtaruja 12. uuiie onpehena opujeHTAIjOM OCTAINX
11 jep ako cy opujerTaruje 11 uBura mosuare, oxaa he opujerTamnuja 12. OuTH JOMyHA TAKO 14
je ykyman 30up mapaH, ITo je jeaHo3Ha4uHO oxpeheno.

[Tocnenuna reopema 2.2 je na je opujenrtanuja 8. horika onpehena opujeHTannjoM oCTaINX
7, jep Taj mocjenmy hollak HOMyHmaBa 30UP OCTAJHMX II0 MOIYJIY 3 Tako ja oH Oyuae 0, mTo je
Takohe jeaHozHavIHO oxpeheHo.

[Tocaeauiia Teopeme 2.3 je NCKIBY INBaIbE CIIyIajeBa MOy T OHOT Ca CJIUKE
2.9 jep y memy umamo camo jenHy pasmeny (um3amehy umsuna UR u UF),
OJIHOCHO JIa HUCY MOryhe CcBe IepMyTallije KOIKUIA.

Csaka mosuinja KOIKe jeIWHCTBEHO je onpehena ca 4 kKoopauHaTe
U TO Cy HmepMyTaliija WBUIA, OPHUjEeHTAIlNja WBUIA, HEepPMyTaIija
homikoBa u opujeHTanmuja homrkosa.

Kako umBuna mma 12, To je Opoj mepmyranuja MBHIa jeaHak 12! = Cnuka 2.9
479,001,600. 3a cBaky oI BHUX IIOCTOje JIBe OpHUjEHTAIHje, AJId KAKO je
opujeHTaIja Mocjaeame onpehena ca ocrajgmma, TO je OpOj PasIMINTHX
opujenranuja usuna 2 = 2, 048.

HomkoBa nma 8, ma je d0poj muxosux mepmyrtarmja 8! = 40,320. CBaku o HUX WMa 1O 3
Ha4MHa, J1a Ce OPHUjEeHTHINe, aJll je OIeT, IMOCaeab oapehen ocraanmMa, Ia je Opoj OphjeHTaIMja
homkoBa jegHax 37 =2,187.

Jaxie, cBaka IO3UITHja KOIKE MOXKE Jia Ce MPeJICTaBul Kao ypeheHa ueTBopka 1enx dpojesa
(z,y,2,t), rue je 0 < = < 479001600, 0 < y < 2048, 0 < 2z < 40320 u 0 < ¢ < 2187, aKo ce cBaka
repMyTalja, OJHOCHO OPHjeHTaIlrja HyMepHIe Ha OAroBapajyhn HaduH.

30or morpede 3a UyBameM BEJIMKOT OpOja MO3UIN]a, OBAKAB HAUNH IIPEJICTAB/bAbA, TO3UIH]a
KOIIKE je MOTOJaH 3a yrnoTpedy y Iporpamy jep ce KOIKa IPeICTaB/ha CaMO Ka0 YeTHPH IeJIa
&poja’.

Jor jesiHO OUTHO TIUTAHE je KOJUKO MMa TMO3UINja KOIKe. YKYIIaH OPOj Pa3/JuduTUX IepMy-
tanja je 12! - 8l. Mehytum, o cBux mux mMoryhie cy camo mapHe mepMyTaIije mpeMa TeOpeMu
2.3, a Kako je Opoj mapHUX U HEIAPHUX [EPMYyTalfja UCTU, TO je Opoj Moryhux mepmyTaryja
. 12!.8!
jemHak “55=.

3a cBaxy of Tux TepmyTanuja moctoju 2 - 37 pasmmramTux opujentammja (jep cy opujen-
taryje oapehene ca 11 uBuna u 7 fiomkosa), na je ykynan Opoj pasjuduTuX MO3UIUjA jeJHAK
5-121-81.211.37 = 43,252,003, 274, 489, 856, 000. Pext sesmuute je 10'% u oBo je rmasuu pasior

3mosuruje y mporpaMy ce MIaK MaJjo ApyTaduje IpeacTaBibajy (ome/bax IIpecraBibame KOIKe), ajld je OCHOBHA
ujeja ucTa
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3aImTo je om0 nmorpeduo Buire ox 30 roguHa 1a OU ce 3aKJ/bYyUIM/IO KOJUKO je TO I0Te3a IMOTped-
HO Jia OU ce reHepucaJie CBe Te IO3UIlnje, a oIl jeJaH MPodJeM KAaKO HAIIPABUTU AJITOPUTAM 33
OIITUMAJIHO PEeIIaBaibe.

2.4 Teopwuja rpyna

Pybuxosa korka mpencTaBiba jeJIHy TPYIY U IHEHO MTOCMATPAaIbe Kao TAKBY JIOBEJIO je 110
Haj3HAYAJHUjUX HAIPETKA Ka IMPOHAJIACKY ONTHMAJIHOT pellermha.

Oznaunmo cjoxkeny korky ca C, a ca * omepalinjy KOMIIO3uIije Buie nore3a. Ha npumep,
ouna ou ce mpumena U, ma R more3a na meky korky 3amnucuBaja Kao UxR. Ha uctu nauwnn ou
ce nmpuMeHa Hu3a nore3a UxFxR, a 3aTuM npuMeHa HEKOT JIpyTror HA3a 10Te3a Kao mTo je BxD,
sanucusaia kao (UsFxR)*(B*D).

Ha oBaj maumn cBaka mO3UIlja KOIIKE MOXKE JIa C€ HAIHUIIE KAO HEKH
HU3 TI0Te3a IPUMEeH Ha cioxkeHy Korky C. Ha npumep, Konkw Ha cimmm
2.10 omroeapa osuaka CxFxR jep je macrasa npumenom moresa F, ma R Ha
CJIOZKEHY KOIIKY.

Heka je ckyn cBux mo3uruja KOIKe KOje ce MPeICTaB/bajy Ha OBaj HAUUH
G. Taj ckyn je macrao npumenoM noresa u3 ckyna {R,F,L,B,U,D} u 1o
ce osnavasa kao G = (R, F,L,B, U, D).

Takas ckyn G 3ajenHo ca onepanujoM * aunu rpyiy (G, ). [Tokaxkumo Cruka 2.10

TO:

1. zarBopenocrt - Ako ¢y My u Ms enementu ckyna G, onmga he u My * My Takobe npe-
cTaB/baTH HU3 HEKHX T0oTe3a npumemeH Ha C, na je onga u My x My € G

2. acorjaTuBHOCT - OBO cBOjcTBO OBIe Helie OUTH HeTa/bHO HOKA3aHO, AJIM CE MOXKE IIPO-
BEPUTH Ha jeIHOCTAaBHUjUM IIPUMEPHMa Jia IIPUMeHa IIPBO Iore3a M I1a OHIa II0TE3a
Moy x M3 ncto yTude Ha KOIKY Kao MpuUMeHa mpBo mnore3a M x My, ma moresa Ms. laxie,
Baxku My x (Mg x Ms) = (My * Ma) * Ms.

3. HeyTpau - Heyrpan y ckyny G je cioxena korka C, Tj. KOIKa Ha KOjy HUje PUMEHEH
HUjeJlaH IOTe3.

4. maBep3 - Ozmaunmo ca M ! unseps moreza M. On mocroju 3a cBaku mores, HIp. 33 F
to je F’, nok je F2 cam cebu maBep3. Onma he 3a cakm Hu3 moresa My x Mo % -+ - x My
nocrojarn museps M ! x Mnill *ox M ! 1a he 3a cBaku exement ¢ ckyna G Ia IOCTOj1
mnBep3 ¢ ' € G 3a xoju Baxkn gx g L = C

Hakie, (G, *) je rpyna. KomyraTruBaocT oBJie He BaxKu, I1a oBa rpyma Huje Abesosa.

Hedunnnnmja 2.1. Axo nogckyn H ckymna G dbopmupa rpyny (H,*) OHJIa TaKBY I'DYILy HA3W-
BaMoO noarpynom rpyie (G, ).

IIpumMep 3a DOArpyYILy MOXKE OUTH I'PYIa HaJ CKYIIOM IIONUIUja FeHEPUCAHUM HaJl IIOTe3HMa,
R2, F2, 1.2, B2, U2, D2. Ckyu G’ = (R2,F2,1.2,B2,U2,D2) je ounrnenuo nojckyn ckyna G, a
aHAJIOTHO Ce IIpoBepaBa Ja je U caM TpyTia.

Hedununuja 2.2. Axo je H noarpyna rpyne (G, oHja 3a HEKU eJleMeHT g ckyna G nedpuHu-

nremo siecan Kocet* kao ckyn Hg = {axg|a € H}.

411ocToju u JeBn KoceT Koju ce JeduHMIIE AHATIOIHO
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Ha npumepy Beh nomenyre nonrpyne G' = (R2,F2,1.2, B2, U2, D2) rpyne G u Heke nosuimje
Kotke g € G ecHu KoceT Ou OMO CKYII CBUX TO3UIIMja KOje Cce JI00Ujajy TPUMEHOM HHM3a MOTe3a
g Ha cBe moryhe nosunmje u3 G, 1j. ckyn nosunmja {C' « R2% g,C «F2xg,...}.

Kako je mecun xKocer 1o geduHANMN Be3aH 3a jeIaH eJeMeHT, TO HUje jeITHO3HATHO oapeher
ckynom G, Beli mocToju CKyII CBUX JIECHUX KOceTa HEKOTr cKyta GG u o3nauasa ce ca H\G. 3nauaj
KoceTa he OBjle, & W YOIIITEHO, OUTHU TITO CKYI CBUX JECHUX KOCETa JEJTU TMOCMATPAHY TPYITY
Ha KJIace, OJIHOCHO MOJICKYIIOBE ca oJpeheHnM ocodrunama.

Iloctoju jom enemenara Teopuje rpyma Koju cy Be3aHU 3a PyOMKOB KOIKY IMOIyT CUMETPH-
YHEX T'pyla Koje cy jeo BehuHe cTapgapIHux ciaarada’, ajm Cy OBJE H3/I0KEHH CAMO eJIeMEeH-
TapHU TIOJMOBY HEOIIXO/HU 33 JAJbU PaJl.

5 .
°HOMIEZIATU O/Ie/baK 3aKJ/byUaK 3a BHUIIIE JIETA/ba O MIPUMEHU CUMETPUja KOIKe
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3 Anaropuram

Y OBOM IIOTJIABJbY OIHUCAH je KOHIENT U MMILJIEMETAIja CAMOT IIPOrPaMa.

3.1 OcHoBHa uaeja

Kao mrro je Beh pedeno riiaBHU mOMak y pelllaBaiby HaIlpaBUjia Cy TPHU ajropurma, 1uci-
tBejToB, Kocnembun u Kopdos.

lenepasina uzeja je ma ce pemraBame Pybukose Kolke moziesin Ha Buiiie dhas3a 1 Ja ce CBaKa
OJ1 IbUX TIOjeIMHAYHO PeIlaBa, 0K ce He jiohe /10 cioxkene Korke. IIpse umejy cy, monyTt Behune
aJI'OPUTaMa KOJUM C€ KOPUCTE Jby/iH, Te (a3e JeJIUIN 110 HEKUM KapaKTEePUCTUIHAM aTEePHIMA
U OCOOMHAMA TI0 MUTALY MO3UINja KOoKuia. Ha mpumMep, jesian o1 HAjIIO3HATHjUX aJIrOPUTAMA
3a JBYJCKO pellaBarbe IPBO CJIaxKe KPCT Ha je/IHOj CTPaHW, 3aTUM, Ty CTPaHY, Ila OHJIa HAPETHI
»CJ10j” U Ha Kpajy MOCJe/IbU CI0j, OJHOCHO cTpaHy (ciauka 3.1).

GeCCU

Cauka 3.1: IlojenHocTaB/beHn TPUKA3 T3B. MOYETHUIOT METOJIA

Caharame jesiHe (paze MHOTO je JIaKIIe Off cJlarama IeJie KOIKe, OJHOCHO, Y CJIy4ajy padyHapa,
“Ma Malbe IO3WIKja Kpo3 Koje Tpeda mpohm. 3a padyHap KO/ TAKBOI HAYUHA II0JIeJIE UMa
HekouKo 1podsiema. [IpBu je mro je 6poj daza renepasiHo BeJMKU I1a YaK U aKO OU CBAKY O]
IbUX PEIMIN OIITUMAJIHO, KOHAYHO PEIehe OM MOIJIO Jia UCIHAJIHE JIOCTA, JIy2Ke HEr0 OYE€KUBAHO.
OcumMm Tora, TakBa IMOJEa je JAKIIa CaMO Jby/INMa 3a cJiarame, Heke ol Tux ¢asza cy 1o 0pojy
cJlydajeBa roTOBO UCTO 3aXTEBHE KaO U caMa KOIIKA.

3.1.1 TwucarBejToB ajropuram

[Toromuy momeny mamazu Tucareejr 1981. roguue Kaja KOIKY IIOCMATpa Kao DYy TeHe-
pucany moresuma L, R, F, B, U u D u cBaky mapenuy da3y kao moaprymy mperxomane. Te
rpyne o3nadaBao je peqaom Go, G1,Ga, G3 u G4 rie rpyna Gg npeacTaB/ba cBe Moryhe mosuriuje
Pybdukose korike, a rpymna G4 nMa caMo jeaH eJIeMeHT - CJI0yKeHy KOnky Tj. C.

Uneja je, ka0 1 KO OCTAJINX aJITOPUTaMa 3a ojesay Hna dase, Ja ce MoYeTHa, IPOU3BOJHHA,
KOIIKa JIoBejie TpBo y noarpyny G, Kaja ce TO ypaJu OHJIa Ce TPayKu HAYWH Ja Ce JOBele Y
G, 3atum y G3 u, Kaga ce nosene y (G4, Konka he OUTH CIIOXKEHA.

I'pyne je uzadpao wa cienehu nadun:

e Go=(L,R,F,B,U,D)

11
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Gy = (L, R, F, B, U2, D2)

o G = (L,R,F2,B2, U2, D2)
Gs = (L2,R2, F2, B2, U2, D2)
Gy ={C}

I'pyne cy dbupane 1o nmore3uma KojuMma cy Te nosunuje reHepucane. Ha npumep, y rpymu G
cy cBe mo3wuiimje Koje ce mory gooutu moresuma L, R, F, B, U2, D2, na he pemraBaibe Korke Koja
[puIajia Toj noArynu outu moryhe ymorpedom camo tux moresa. Jlakie, Kaja ce KOIKa J0Bee
y G1 3a nasme permapame Hehe dutn nmorpeduu nmoresu U, U’, D, D’ mro 3Ha9ajHO cMambyje Opoj
cilydajeBa Kpo3 Koje Tpeda mpohu.

Teopercku, nperpara ce onasuja Ha ciaenehu naunna. Heka je TpenyTHa mosuiuja KOIKe p y
rpymu G;. IIperpaxyje ce mpso ckyn cBux jgecuux Kocera Giy1\Gj. Taj ckyn menm ckyn G; Ha
ITOJICKYIIOBE Ca KAapaKTEPUCTUIHUM OCOOMHAMA, OJ KOojux je jemaH jemnak Gii1. llpoHanmasu ce
KOjOj Of THX TPYyIIa TMPHUIAIa TOIa3Ha, MO3UINja P Tj. TPOHAIA3N Ce JeCHU KoceT odimka (G419
KoMe oHa mpuiaa. Onna nosunuja p * ¢ - npunajga Gi1 U y3uMaMa ce 3a [HOYETHY BPEIHOCT
cnenehe mrepamnmje ca i + 1. [loctymak ce momaBsba JOK ce He godumje egeMeHT ckyma Gy Tj.
CJIOZKEHA KOIIKA.

Ha oBaj mauun je 0poj ciaydajeBa Koje mperpaxKyjemo y ¢as3u i jeqHaK Opojy ejieMeHaTa
ckyna jecuux kocera Gi1\G;. Tu dpojesu naru cy y caenehioj radesm.

Cxkym kocera | Bpoj enemenara
G1\Gp 2,048
G2\G1 1,082,565
G3\Gs 29,400
G4\Gs 663,552

Hajselin o mux je pena Besmunue 108 mTo cBakaxo muje mpodien 3a JaHAIIbE padyHADe
W TO je YIIPaBO Pas3Jior 3aIllTo je 0Baj aJrophTaM HAIIPABHUO IPBU BEJINKU KOPAK Ka TPAXKEHY
ontumMaJiHOr periera. Ocum Tora, Hajsehu Opoj moTe3a Koju 3axTeBa HEKA MTO3UIHja KOIKE J1a, Ce
nosenie y G je 7, na ce u3z Gy joene y Go je 10, u3z Go y G3 je 13 u w3 G35 J10 CJI0YKeHEe KOIIKe je
15. Tako 7a oBaj aaropmrTaM y HajroOpeM CIydajy HaJJa3W pelema AyKuHe 45 MTo HUje HUMAJIo
JIONI Pe3yJITaT U CBAKaO JIOCTa OOJbH O CBUX IIPETXOJHUX, aju 3Hajyhm caja ontumasan dpoj,
BHJIMO JIa UMa IIPOCTOPA 33 MODOJBIIIAIHE.

3.1.2 Kocuemdun ajgropuram

TucareejroB anropuram ynanpehyje Xepdoept Kocuemda 1992. rogune Tako Imro 3ajpKasa
OCHOBHY HJIejy aJiu CMaibyje Opoj rpyna Ha cieaenn HauuH:

e Gy = (R,F,L,B,U,D)
o G1 = (R2,F2,12,B2,U,D)
o Gy ={C}

I'rtaBHa pasiuKa je mITO 0Baj aJrOpUTaM IIPEBA3UJIAII ITPOOJIEM CBOT IIPETXOIHUKA jep MAbU
Opoj rpyma jaje perema Onka onTuMmaaHoM. JIpyra pasauka je mro je 30or mosehanor dpoja
ejleMaTa CKyla KoceTa HaYWH IIPeTParKMBarba MOPAO0 Ja Ce IPOMEHU y OJHOCY Ha THC/ITBEjTOB
AJITOPUTAM TJIE Cy Ce HEOIXO/HE BPEIHOCTU UyBaJie y Tadesu.

Osaj anropuram je ynampehuBan Kpo3 rojune m y3uMao pasHe Apyre njeje (HajBHIIE II0
nuTamy Mperpare), Tako Jia je OH JaHac jeJlaH Off HAjKOPUINNEHUjUX aJlOPUTAMA 33 CJIAraHe
PybukoBe Kolike jep Jlaje pelema BPJIO OJIMCKA ONTHMAIHOM (aKO He M OITUMAJIHA) 33 jaKo
KpPaTKO BpeMe.
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IIperpara ce y Teopuju ofBHja Ha MCTU HAYUH KAO KOJ THUCITBEjTOBOT AJrOpUTMA, AU je
Ha4YMH I[peTpare JApyraduju u cacToju ce on jBa jena. /loBoheme konke y G 3BaliemMo mpBa
daza, a moBoheme korke u3 G y (Go OJIHOCHO CJIOXKEHO CTarbe, 3BaheMo Jpyra ¢asza. 3aTo ce
0Baj aJropuTaM 4ecTo M Ha3uBa aropurtaM jse dase (enr. two phase algorithm)

Tpaxkeme oroBapajyher gecHOr KoceTa IOYeTHOT ejieMenTa ofipehene daze He MOKe JAKO 12
ce IIPeTPaXKy IIPEKO I0Te3a KOjU TE€HEPUIITy TO CTAIbe U 3aTO Ce YOUaBa]y MPABUJIHOCTU KOje BaKe
koJ rpytie 1. Heka je ckyn moresa koju rerepuity G osnaden ca M = {R2,F2,L2, B2, U, D},
OHJIA BaXkKu:

Teopema 3.1. Ako je opujeHTalja CBUX MBHUIA HeKe no3unuje Pydukoee korke jemnaka 0,
OHJIa TIOTe3U cKyma M He Memwajy HBUXOBY OPUjEHTAIIH]Y.

Teopema 3.2. Axko je opujenTtarmja cBux holkoBa Heke mo3urje Pydukose korike jemnaka 0,
oHJla nore3u ckyna M He Memwajy HUXOBY OPUjeHTAIIU]y.

Ckyn KOIKHUIa Koje ce Hajase y cpelbeM cI0jy (cauka 3.2) caobomHo
IpeBoIMO Kao ucedak (enr. slice). Ilocroje Tpu pasamanrta mcedka KOIKe
UD, FB u RL u cBaku of mux mpeicTaB/ba OHAj CKYIl KOIKHUIIA KOje He
NIpUIIAJIAjy HUjeaHoj ox oiarosapajyhux crpana. Ha npumep, na ciaunum 3.2
npukaszaH je UD wmceuak jep ra umbe cBe Korkuiie koje mHe nmpumnanajy U u
D crpann.

Teopema 3.3. Iloresu ckyna M nHe Memajy ckyn korkuna UD ncedka.

Cauxka 3.2

Csaka 071 OBUX TeOpeMa, ce MOXKE jeJHOCTABHO MMOKA3ATH aHAJMN30M TI0TE3a U 3aTO je HUXOB
JIOKa3 OBJle U30CTaB/beH. IbUXoB 3Ha4a] je y HapeIHOj MOCIeIUIIN.

ITocnenuna. Ceaka kornka u3 rpyne (G; UMa OpHjeHTAIMjy CBUX uBHIa u homikoBa 0 u cBe
usuie UD wnceuka cy y memy.

OHa cjle/in U3 YUEHEHUIE J1a CJIOXKEHA KOIKa MMa OpUjeHTalldje CBUX WBHUIA W homkosa 0,
Kao 1 na cy mBune UD wmceuka y UD wmceuky, a kako more3m ckyna M He yTudy Ha Te TPH
ocobuHe, oHJia fie UX cBU ejieMeHTH CKyma (G| 3a/pKaTH.

Baxku u obpuyTo, ma cBaka mosuipja KOIKe Koja UMa Te TpU ocodune rpurnaja ckymy G,
aJIi ce Taj JI0Ka3 OBJle M30CTABIbA.

Haxkie, korka je y (G akKo u caMoO ako je opujeHTalnja cBux menux usuma 0, opujenraiuja
cBuX WeHux homkoBa 0 u ako cy cBe mBuiie UD ucedka y memy.

OBO je OCHOBa aJIrOPUTMa, OJHOCHO IPEBOhere MOYeTHe KOIKE y CTAe Ca OPHUjeHTHCAHUM
uBHUIaMa U NOMKOBUMA U ojipeheHnM WBHUIlaMa HA CBOM MECTY, & OHJIa ITPUMEHOM I0Te3a KOju
He HapyInaBajy Te Beh ycmocraBibeHe 0COOMHE, BPIEIHE IIPeTpare 10 CJA0YKEHE KOIKE.

3.2 IlIpeacraB/bame KOIIKe

Caaka mosunuja je oxpebema ca wetupu Koopamuate, Tj. ypehernom dersopkom (z,y, z,t),
e ¢y x,Y,2z u t pesoM IepMyTalldja WBUIA, OPUjeHTAIldja WBUIA, MEePMYyTalldja NOIIOKBa U
opujenTarnyja homkosa. 300r cuenuduaHocTr cKyma (G1 KOIKa ce IpeAcTaBiba ca 6 KoopanHaTa,
1 TO Cy:

1. opwujenranmja uBHUIA

2. opujenTanuja horrkoBa

3. noswunuja nsuiia UD nceuka
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4. nepmyranuja nsuiia UD uceuka
5. nepmyTanuja usnna BaH UD nceuka

6. mepmyTaruja homkosa

IIpBe Tpu KoopauHare cy cuenuduydHe 3a OPBY a3y U caMo Ce y H0j U IIOCMATpajy jep cy
TOKOM Jsipyre daze oue (), Kaja ce IOCMATPajy CaMo IMOCIeIbe Tpu KoopanHare. Kako je uieja
JIa ce KOIIKa, IpeCcCTaBy Kao ypeheHa ImecTopka Ienx OpojeBa IOTPEedHO je Ia ce CBaKa OJl OBUX
KOOpIMHATA MAINpa Ha OAroBapajyhu MHTEpPBAJI IeJIuX OpojeBa.

Opujenranuje UBHIA IPEICTABIbA]Y BAPHjallije ca HOHAB/bAMEM, 1 nMa ux, 211 = 2048,

Opujenranuja homkoBa ncTo IpeicTaBasbajy Bapujalyje ca MoHaB/bameM u uma 37 = 2187

Ilosunuja ueuma UD wmceuka je HOBa KOOpJAMHATA KOja O3HAYaBa HA KOJUM CE€ CBE MECTH-
Ma Hajase derupu uBuie UD uceuka onm 12 moryhux mosurja 3a uBuie. OHe IpPeICTaBbajy
KOMOUMHAIje Oe3 MOHAB/baha T€ UYCTUPU UBUIE U UMA UX (142) = 495.

IlepmyTanuja usura UD uceuka ce jaBba y apyroj dasu Kazaa cy UD uBuiie y cBOM HCEUKY,
I1a, [IpeJICTaB/ba IePMYyTalnjy 0e3 IoHaB/baba 4 ejleMeHTa, Tj. uMa ux 4! = 24.

[Tepmyranuja nBuna Ban UD wmceuka ce ucto jaBiba y JApyroj dasm Kaja ce WBUIE KOje
ne nmpunagajy UD wmceuky majgaze Ha mpeocTajgumx 8 MeCTa 3a WBHUIIE, I1a TaKohe IIPe/ICTaB/ba
mepMyTaImjy oe3 moHasbama u uMa nx 8! = 40320

[TepmyTanuja homkosa je mepmyraryja 6e3 moHas/bama u wbux je 8! = 40320.

Ckyn cBux siecunx kocera G1\Go memu ckyn G Ha ojpeljere mojcKynose Koju ce pasjiuKyjy
0 TpBe TpH KoopamHate, MoK cKyn Go\Gi meam (G Ha MOJCKYNOBE KOjU €€ PA3JMKY]y IO
IIOCJIE/IIbE TP KOOPJMHATE. 3aTO je OpOj IbUXOBUX eJleMeHaTa cjeaehu:

Ckyn xocera Bpoj enemenara
G1\Go 21137 (1) = 2,217,093, 120
G2\Gq 4! 8!'-8!' = 39,016, 857,600

Mackumasian Opoj moresza morpedaH Ja ce Konka gosene y G je 12, a ma ce u3 G joBese
710 Go je 18. OBo 3HauM Jia y HAJTOPEM CJIydajy ajropuraM jaje pereme ayxkube 30, mro je Beh
yHarpeheme y 0JHOCY HA TPETXOIHUKA, AJIM C€ TAKAB PE3YJATAT MOXKE jOIl YHAIPEIUTH O IeMy
he dutu peun KacHuje.

Craka 0J1 HaBEJICHNX KOODJIMHATA TPEICTAB/bA WU BAPUjAIN]y WU MEPMYTAIINA]Y WIH KOM-
OMHAIIM]Y M 3aTO je HEOIXOJIHO HampaBuTu (YyHKIHMje Koje he Mohu j1a Manmpajy Te Tpu BpCTe
npedpojaBarba Ha oirosapajyhe mmrepBase, Kao0 W HUMa WHBEpP3HE (DYHKIHjE KOje O IaTor
Opoja W3 MHTepBaJia IpoHAJIa3e mbeMy ojarosapajyhe npedpojaBame.

3.2.1 Mamnupame Bapujalija ca MOHAB/bAHEM

Csaku Hu3 og k enemenara koju y3uma Bpeguaoctu 0,1, ..., m MOXKe J1a ce HyMepuIle HeKUM
ckymoMm Opojea ca m* ememenara. Kako cBakm Takap HE3 IpeacTaBsba jejan opoj mamehy 0
umF—1 (yrsbyuyjyhu u wux) y OpOjeBHOM CHCTEMY Ca OCHOBOM M, jeiHa (DYHKIMja TpaxKu
BPEIHOCTH OpOja y CHCTEMY Ca OCHOBOM M, a Jpyra mperBapa Ieju Opoj Ha oaroapajyhem
WHTEPBAJY y OpPOj ca OCHOBOM M.

AKko je mar HE3 ag, a1,...,0,_1 TakaB ga je 0 < a; <m3ai=0,1,...,k— 1, ouga ce Takas
HU3 Malpa TaKO MTO MY Ce JIoJleJbyje BPETHOCT T TaKBa Jia je

z=aom* P+ amP 24+ +ap_om+ap_ (1)
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OBpHyTO, 3a HeKH 1e0 0poj x 3a Koju Bazkn 0 < x < mF mocroje jenmucTBeHn Spojesn a;
Koju 3aj0BosbaBajy jeanakoct (1). To ce mocrmke Ha cienehu HadnH:

Agropuram 1 Manupame Bapujaiuje Anropuram 2 Tpaxkeme Bapujanuje
Vaasz: Hus (ai)fz_ol, 1eo opoj m VYnasz: lemu dpojesu z,m, k
Mzna3: 1leo 6poj Wsnas: Hus (a;)f

1. 240 1: 321+ k—1 no 0 pagmu

2. d<+1 2 a; < x mod m

3: 3ai<+ k—1 mo 0 pamu 3: $<—L§J

;1 Zlc : ;jl— da; 4: Bparu (a;)"}

6: BpaTu &

3.2.2 Mamnupame koMmOuHaIja 6€3 MoHaB/baba

Y oBoM ciiy4ajy JaT je HU3 a OJf N eJIeMeHaTa OJi KOjuxX je k mHUX O3Ha4YeHO Kao true, a
octasiz kao false. [lozunuje Tux k ejgemenara cy pesiom ci,ca, ..., Cy U HYMEPHIILY Ce C JIEBA HA
JecHo noyeBiu o 0.

Mamnupame ce BpIIX Tako Ja CBaka Moryha KomMOwHaIuja goouje omaroBapahm meo Opoj ox
0 mo (Z) — 1. To ce mocTuke TAaKO IMTO ceé KOMOWHAIIWJU CA& TMO3UNUAjAMA C1,C2,. .., Ck TOMCTH

BPEJTHOCT T KOja je jeTHaKa
Ck Ck—1 C1

[Tonoxkaj ucnox y3uma Bpeauoct O (true BpeaHOCTH Cy O3HAYEHE IPHOM OOjOM).

HE - BN -0
k n—k

Jlok curyanmuja ucnos ysuma BpeJHOCT (Z) -1

OO---0fjmm - - - mn
n—k k

Ilocrynak moduwjama KOMOMHAIM]E O JATOT IEJ0T Opoja = 3a Koju Baxkn 0 < x < (2) je
moryh 3aro mro cy 6pojeBu ¢; Koju 3a/10BoJbaBajy (2) jeJIMHCTBEHH, a CacTOjU Cce y TOME Jla Ce
nabhe najseha moryha BpemgHoCT (i) koja uuje Beha ox x. Takso p he durm cp. OHJA ce © cMamu
3a Ty HpoHal)eHy BPEIHOCT M TPaXKU MaCKUMAaJIAH OpOj 0OJINKa (kf 1) KOju Huje Behu 01 HOBe
Bpenuoctu x. Tako ce noduja ci_1. [locTynak ce HacTaB/ba JOK ce HE JOOU]Y CBU €JIEMEHTH HU3A

c. AnropTMu Koju ce Kopucte cy ciemehn:

Asaropuram 3 Manupame KoMOUHAIIT]e Aaropuram 4 Tpaxkeme KoMOUHAI]e
Vnas: Hus (ai)?:—ol VYnaaz: lean opojesu x, k
Wznasz: Lleo 6poj = Wsnas: Hus (a;)]-,

1: k<0 1: 3a cBe a; pagu

2: 3ai <« 0 g0 n— 1 paanm 2 a; < false

3: akKo a; = true ogga 3: 3ai+ k no 1 paan

4: k+—k+1 4 pi—1

5: cp i 50 mok (PT') <z paam

6: <0 6: pep+l

7: 3a i < 1 mo k pagm 7 ap < true

8: a:<—x—|—(ci’) 8 x<—x—(’i’)

9: BpaTH I 9: BpaTu (ai);;_ol
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3.2.3 Mamnmpame nepMmyTanuja de3 rmoHaB/bamka

Har je HU3 @ ca n ejeMeHaTa W CBaKW O BUX y3uMa BpegHocT u3 ckyna {0,1,...,n — 1}
aJll TaKoO Ja He IOCTOoje NIBa jeHaKa eJieMeHTa. CBAKOM TaKBOM HU3Y MOXKE Ce jeTHO3HATHO
IpuApyKuUTHU jegan 1meo opoj mamehy 0 u n! — 1 va cienehu HaumH. AKO ce OpoOj ¢ HaJIa3u HA
no3unuju k, OJHOCHO aKoO je ap = i, JeUHUIIEeMO KOeUIMjEeHT y3 ¢ Kao I11e0 OpOoj ¢; KOju je
jenHak Opojy ejleMeHaTa HU3a 4Ynja je mosuimja Beha ox k, a BpeanocT Mamba of i. OHIa TaKBOj
IIepMyTAIjH T0Je/bYjeMO OpOj & TaKaB J1a je

=0 c+1l-cr+---+(n—-1)cp (3)

Ha npumepy ucnos

¢t |0]1]2(3]|4]|5|6]|7
a; 31510147126

Bpoj 0 ce nanasu na nosunuju 3, a ca merose JiecHe cTpaHe cy cBu OpojeBu Behu oJ1 wera u
nMa ux b, ma je ¢ = 5. Hoduja ce ma je ¢y = 4,c0 = 1,c3 =4,¢4 = 2,¢5 = 2,¢c6 = 0u c; = 0.
Oga nepmyTarnuja he dutu HymMeprucaHa Kao

5-00+4-114+1-214+4-314+2-414+2-5140-6!+0-7! =323

ObpuyTu mporec je omer Moryh jep ma oBaj Haumu Opoj x 3a koju je 0 < x < n! mocroje
jenuHCTBEHU OpOjeBH ¢; 3a Koje BaxKu (3). AiropurMu ce peasmsyjy Ha ciejehu HaIMH:

Agropuram 5 Mamnupame nmepmyTaimja Agropuram 6 Tpazkerme mepMmyTarimje
Vnaz: Hus (a;)7- Vanaz: Lleau Spojesu x,n
- -1
WNznas: Ileo opoj = Wsnas: Hus (a;);5,
1: f0<_0 1: fQ,CLQ(-O
2: 3a 1 <+ 1 mo k pagu 2: 3214 0g0n—1panu
3 fieifiza 3 fi=ifia
4: 3214 0 mo k — 1 pamm 4 a; < 0
5: ¢ 0 5: 321+ n—1 mo 0 paogu
6 k-1 6 i+ g
T: JOK a;j # 1 pagu 7 x <z mod f;
8: ako a; < i OHJA & 3at1+n—1mg00 pagu
9: ci+—c+1 9 t+ 0
10: j—j—1 10: J&n
11: 2 <0 11: JOK t < ¢; paan
12: 3a 1< 0 mo k — 1 paau 12: JFJ_ll
13: T x+cif 13: aKo a; < 7 OHJA
14: t+—t+1
14: BpaTu T .
15: aj <1

16: BpaTH (a;)7—,

3.2.4 Tabesie noresa

IIperxonHo objalmeHo MpeICTaB/balbe KOIKEe MTOTOIHO je 3a YyBaibe, aJli HUje TOJUKO IT0-
JIECHO 3a JIMPEKTHO NpUMebUBakbe more3a. Ta MaHa ce pemasa tabejiama moresa (€Hr. moving
tables). Tadese nocroje 3a cBaKy KOODJMHATY U TAKBOL Cy OOJIMKA Jia i-TH peJi ojpehene Tadese
IIpeJICTaB/ba i-Ty MO3UIKjy Te Koopauuare. Kosone mpejcraBibajy 18 pasimdauTux 1moTe3a, Tako
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Jia ce y 1osby (i, J) Hajia3u BpeaHOCT ojpeheHe KOOpMHATE Kajla ce HOTe3 j IPUMEHH Ha KOIKY
ca TOM KOOPJMHATOM KOja je jeTHaKa 1.

lenepucame Tadesra ce cacroju y caemehem. Heka je S ckym cBux moryhumx BpeaHOCTH HEKe
KOOpJIMHAaTe, HOp. 3a opujenraurjy homosa taj ckym je {0,1,...,2186}. Ouma ce 3a cBaku
€JIEMEHT TOI' CKyIlla PadyHa KO0jO] NEepMyTAllUju, BapHUjaluju WM KOMOWHAIMju ojarosapa (y
3aBHCHOCTH OJ KOOD/IMHATE KOja ce mocMaTpa) u To paje ajropurmu 2, 4 u 6. Ha taj maann ce
JIOCTa, JIAKITE TIPUMEIbYjy MOTe3HU, IIITO Ce U Paju U J00Hja ce HeKa HOBA BPCTa IpedpojaBarba.
Ha kpajy ce modujena Bapwujariuja, KOMOWHAIIM]a WM MIEPMyTaIlFja Mamupa Ha3ad y3 momoh
ajaroputama 1, 3 u 5.

Wnejno npasibeme Tadea 1more3a HEje 3aXTEBHO, TAKO JIa je OBJE IPEICTAB/HEHA CAMO YO-
IIIITeHa Wjeja Koja OU ce MOTJIa OBAKO OIUCATH.

Aaropuram 7 Kpeupame Tadese mmoresa

1: 3a cBe i € S paau
ap, < TRAZI _PREBROJAVANJE(?)
3a CBe M y CKYILy II0Te3a paau
tn < m(ay)
i’ < MAPIRAJ(ty,)
sammmm i’y Tadbesy

Hajseha om Ttabesa y3uma oko 4MB mpocropa, nok cBe ykymHo y3umajy oko 7TMB 1mTo me
[IpEeJICTaB/ba, HUKAKAB MIPOOJIEM 33 CaBpMEHE padyHape.

3.3 IlIperpara

OBako mpecTaB/beHa KOIKa ¢a CBUM CBOjUM mosuiimjamMa oxpelhyje jeman rpad ca IBOpOBH-
Ma odsuka (u,v,w,T,y,z) rjue ¢y u,v,w,x,y u z onrosapajyhe koopaunare norusuje. Cpaka
MO3WIMja TOBE3aHa je ca TadyHo 18 Jpyrux, jep MOCToju 18 pa3numdIuTuX HOoTe3a KOJjH ce MO-
ry npumennTu. CBaka Be3a IIpelCTaB/beHa je y TabejlaMa I10Te3a, TAKO Ja je BpeMe IMPUCTYIIa

¢

ANV NN

Cauxka 3.3

cyceaiHruM IBOPOBUMa KOHCTAHTHO.

Tako mocmarpaHo, mpeTpakKuBaibe IpBe W JApyre ¢aze Omhe 3ampaBo mperpara rpada.
OcHOBHE aJIrOPUTMHU 3a TAKBY Iperpary Cy Iperpara y JAyOWHY M IIpeTpara y IMHPHHY KOjH
ce KOpHCTe U KOju he OMTH OCHOBA Ca MAJIO HAIIPEIHUJU AJITOPUTAM.

3.3.1 Illperpara y nydouny

[Tperpara y nyduny (nmosuara kao DFS, oz enrseckor Depth First Search) je aropruram
MOTIYHE TpeTpare rpada y KoMe ce TOJIa3u Off HeKOT YBOPa U OOWJIA3U Ce CBAKA TPAHA KOJIIKO
KOJI, MOKe W OHJIa ce Bpaha Ha Hemocehene 4Bopose.



18 3. Anaropuram

[Tpunaun usBpiIaBama je Takab Ja €€ IPBO IOCMATPajy CBU CYCEIHW YBOPOBU ITOYETHOT
4Bopa u y3uma upBu kKoju Huje Beh mocehen. Onza ce ajgropuraM pPeKyp3WBHO IO3UBA 33 Taj
noBu uBop. Kaja ce mobhe mo TpenyTka fa Hema Buille HeroceheHmx cycesia TPEeHYyTHOr IBOPA,
300r' PEKypP3UBHOI ITO3UBaIba J101a3u 10 Bpahama Ha octasie. Moxke ce MMIJIEMEHTHPATH Ha
caenehu Haumu:

Anropuram 8 llperpara y aybuny

Vaas: I'pad G, nonasHu 4Bop v
Nznaz: CBu 9BOPOBU JOCTYIIHA OJ1 9BOPa v, O3HAYEHN Kao mocehenn

1: O3HAYM CBE YBOPOBe Kao Herocehene

2: dynkmuja DFS(G,v)

3: O3HAYM U Kao Iocehen
3a cBe w € (G Koju Cy CyceIaHu ca v pagau

ako w Huje nocehen onma
DFS(G,w)

[Ipumep Takse mperpare jgar je Ha cuauiy 3.4(a). YBOPOBH ce OoDWJIa3€ PEIOM KOJUM CYy
HyMEPHCAHHU U TAKO Ce MPBO MPOJIAa3U KPO3 JIyOUHY OJlaK/ie HA3UB U MOTHIE.

Bpewmencka cioxenocr ose uperpare je O(|V] + |E|), a memopujcka cioxenocr je O(|V]),
rze je |V| 6poj cBux uBoposa, a |E| ykyman 0poj Besa.

(a) Iperpara y myouny () Iperpara y mupumy

Cauka 3.4

3.3.2 Ilperpara y mupuHy

[Tperpara y mupuny (nosuara kao BFS, on enrneckor Breadth First Search) je amropuram
MOTIIyHEe ImpeTpare rpada Koju peTparkyje IYBOpOBe M0 IUX0BOj yIa/beHOCTH O todeTHOr. [IpBo
ce mpobhe MOYEeTHU IBOP, 3aTUM OHM KOJU Cy MY JIUPEKTHU CYCEJH, I1a CyCEeJIN THX CYCeIa UT/I.

Ha oBaj Haumn ajiropuraM mperpaskyje o MUpUHE aKo Ou ce TpapUIKU IPEJCTABUIIO U OTY-
na norude nHasus. [Ipumep Takse nperpare mat je Ha courm 3.4(0) re ¢y YBOPOBU HyMepUCAHN
PEIIOM KOjuM ce OOmJI3e.

3a UMIJIEMEHTAI]Y ¢ KOPUCTHU MOMONHU pejr 300r 0coOuHe J1a MPBU KOjU Ce yOaly y era,
npeu u u3nasu u3 wera (FIFO npunnun, First In First Out) m y CBaKOj UTEPAIUU CE HHEMY
J0/1aje HU3 YBOPOBA HA HOBOj JAyOWHH y rpady, a OHH U3 IPETXOIHE U30aILy]jy.

Bpemencka cioxenocr je O(|V| + |E|), rue cy |V u |E| pegom 6poj uBopoBa u Opoj HBHIA
rpada, a memopujcka cioxkenocr je O(|V]).
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Aaropuram 9 Ilperpara y mupuny

Vaasz: I'pad G, nonasuu 4Bop v
N3naa3: CBu 9BOPOBU HOCTYIIHU OJ YBOPA U
1: ybamm 9BOp v y pel q
2: OOK @ HUje TIPa3aH pajau
3: U <— IIPBU €JIEMEHT Y ¢
4 n30aIy IPBU eJIeEMEHT U3 ¢
5: 3a cBe w € (G KOju Cy CyCeIHU Ca U Paaua
6 J0J1aj w Ha Kpaj peaa q

OBako UMILIEMEHTUPAHE OBe J[BE IIpeTpare Jajy UCTe BPEMEHCKE U MEMOPU]CKE CJI0KEHOCTU
ma u3dop mehy muMa 3aBucu of motpede mpodsema. asme he ce KOpuCTUTH OBAKO UMILIEMEH-
THUpaHa IIpeTpara y IIUPUHY 0K he ce mperpara y JIyOuHy KOPHCTUTH MaJjio M3MEIbEHa O YeMy
he dutu peun kKacHuje.

3.3.3 IDA* u Kopdos amropuram

Pugapn Kopd je 1997. roaube mpeictaBuo ajiropuTaM 3a ONTUMAJHO cjarame Pydukose
KOIIKE Tako ITO je ¢Boj Beh passujern anropuram IDA* nmpumenno na PyOukoBy konky. Ta-
KaB IIPOrpaM HHje MOrao ONTHUMAJHO [l PEIU CBAKY HO3UIN]Y y HEKOM DPEJIATUBHO KPATKOM
BpPEMEHY, ajll TEOPHjCKH YBeK Jaje Hajkpalie pememe [2]. IIpumeny nanasu y Kocmemburom
aJITOPUTMY y TOKY IipeTpare ¢as3a, jep je Opoj mo3wimja JOCTa Marmhd W OBaj aJrOPUTAM Jiaje
OJJIMYHE pe3yJITaTe.

IDA* (enr. Iterative Deepening A*) je Bepauja A* anropurma 3a Tpazkerme Hajkpalier myTa o
HOJIA3HOT 10 33JIaTOT IBOpa Hekor rpada. OyHKIUOHHIIE 110 TPUHIMITY IpeTpare y JyOouHy ca
UTEPATUBHUM IIPOJYO/bUBAEM M KOPUCTH XEYPUCTUYKY (PYHKIIM]Y 32 IPOIEHY U OJI0AIMBAIHE
cJIydajeBa.

Ipetupaia y gydbuny wilepausHum Gpogydrusarsem je Iperpara y Kojoj ce 3ajiaje MaKCU-
MaJIHa JyOWHa JI0 KOje Ce Wje W OHJA Ce IMpUMembyje IpeTpara y AyouHy y rpady orpaHmaeHOM
TOM JIyOMHOM. AKO je TpakeHu UBOp HpoHaDeH mperpara ce 3aycrasiba u Bpaha pesyarart, y
CYIIPOTHOM Ce MaKCHMaJiHa JyOowHa rmoBehaBa 3a 1 m mpuMemsyje ce MOHOBO Iperpara y JIyOouHy
Ha Tpad ca HOBUM OrpaHuder-eM. IIpum Tome ce He KOPUCTU MOMONHYM HU3 KOjU OeJIeKU J1a JIH
Cy HEKH YBOpOBH IoceheHm mim He, TAKO Ja Ce MOXKEe JIECUTH Ja Ce Buille ImyTa yhe y ucTu
gBop. OBo je jeqHa Hem3derkHa MaHa jep ce UTEPATUBHO MPOIyO/bUBAIHE YIIPABO W KOPUCTH Y
cuTyalujaMa Kaja je Opoj IBOPOBa IIPEBUINE BEJUKHU /13 OU CE UyBAJJIU Y MEMOPUjU U HA OBAj
HAYMH Ce MEMOPHUjCKA CJIOKEHOCT 3HaudajHo cMamyje Ha O(d), rae je d MakcuMasiHa J1yOuHA 710
Koje ce uze y rpady.

Xeypuctuura Gyrryuje je GyHKIM]a MPOIEHe yIa/beHOCTH HEKOD YBOpa y rpady O/ Mujba-
HOT YBOpa. BaxXHo je ma xeypucruda (pyHKIMja HUKAa HE MPEIEmkyje TAYHO PACTOjambe Ja Ou
aJIropuTaM pajno U o3Hadasa ce ca h(v) 3a HEKH 4BOD V.

Cajta ce npuniun pajga IDA* anropurma cacroju y cienehem. ¥V jennoj nrepamuju ce rpad
mpeTpaxyje 10 ofapehene aydoune m, y CTUIy mperpare y aydouny. 3a CBaKH YBOD U Ce PadyHa
Bpeguoct f(v) = g(v) + h(v) tae je g(v) pactojame UBopa v 0f MOJA3HOT, a h(v) XeypucTuika
dbyukmja Koja mporemyje pacrojare o YBOpa v J0 ImJbHOr uBopa. Ako je f(v) > m oHma
ce TpeTpara 3a Taj IBOpP MPEKHIa jep ce 3a mera He Moxke Hahm pereme ryKuHe He Behe m.
Ykomuko ce jiohe 1m0 mu/bHOT YBOpa Bpaha ce pe3ysiTar U MPeKuJIa Iajbi PaJu, a y CyIpOTHOM
ce MakcmMaJsTHa JayomHa m moehaBa 3a 1 m mporec mMoHABba JIOK ce He Hahe TPaXKeHW TBOP.
Pememwe he ce curypuo mpornahu ako BaxKu Beh OMEHYTH YCJIOB Jia XE€yPUCTUYKA (DYHKITH)jA
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HUKAaJIa He Ipelemwyje npaBo pacrojame Tj. na je h(v) < h*(v) rae je h* mpaso (1j. Hajkpalie
pacrojame) 0 [UJbAHOT YBOPA.

Mewmopujcka cioxkenocr je O(d) rae je d najseha nyduna rpada, 10K BpeMEHCKa CJI0XKEHOCT
3aBucH o xeypuctuike dyukmuje h. Miiemenrauja ce peaiusyje Ha cjaeehu HATHH:

Agropuram 10 IDA*
VYna3z: I'pad G, nmonazuu 94BOp v, MUBAHE IBOP C
WNznaz: Hajkpahu oyt ox v 1o ¢

1: s < false > rmapamMeTap KOju TOBOPH Ja JIU je periere mponaheHo
2: TIpa3aH CTeK P > oBJie he ce UyBATU KOHAUHO PEIIEhe
3: dyskmuja DFS(G, u, ¢, t,m) > ¢ je TpeHyTHa JyOuHA
4 akKo t = m oHAAa

5 aKoO u = c OHJa

6: s < true

7 nHa4ve

8 ako t + h(u) < m oHpa

9 3a cBe w € (G KOju Cy CyCeJIHU Ca U PaJud

10: ako s = false onma

11: J0/1a) Wy CTEK p

12: DFS(G,w,c,t+ 1,m)

13: ako s = false onga

14: nu30aI| W U3 CTEKa P

15: d < h(v)

16: mok s = false pammu
17: DFS(G, v, ¢,0,d)

18: akKko s = true oHgAa
19: BpaTu p

20: nHave

21: d+—d+1

Pazjacuumo oo ma mpumepy korke. Heka je dynkiuja h mporena 3a HajMamn Opoj moTesa
KOJU Cy TIOTPEOHU HEKOM CTamby JIa Ce CJIOYXKe caMO NOIIKOBU Tj. Ja C€ IbUXOBA OPHUjEHTAIN]a W
repMmyTaryja josegie Ha (), a ocraje KOOpJUHATE MOT'Y OUTH OUJIO ITa. TakBa OyHKIHja MOXKE
Jla ce W3padyHa jep je Opoj cjaydajeBa ca CaMO WM3/BOjeHMM NOIIKOBAMA 3HAYAJHO MAaFbU O
caydajeBa KaJla ce IOMaTpa Iea KOIKA.

AKko ce TpeHyTHO nperpazkyje rpad g0 ayoumne 10, oaHOCHO, HeMa pellerma Kpahnx ox 10 u
Jobhe ce 7o crama v Koje je Ha aybunu 6 1j. g(v) = 6 u morpebHO My je 7 mOTE3a 3a ciarambe
homkosa 1j. h(v) = 7, oHJIa je 3a ciarame 11ejie KOIKe U3 TOI' CTarba HeolXoaHo dap 6 + 7 = 13
nore3a. Kako ce ucuuryje no ayouue 10, To ce Ta rpaHa oidallyje U TPaxKu ce J1ajbe.

OBo mnpeacrasmba Kopdos agaropuram m Bu3yesaHO ce MOXKe IPHKA3ATH KAO HA CIUIHA 3.5.
TpoyrioBu npukaldyjy rpad koju ce rpana. Ha Bpxy ce Haja3m MOYETHO CTalbe U W CBAKA
UCIIPEKUIaHa JIUHUja IPEJICTaB/ba cefiehy JIyOUHY Tj. TpaHama CTama U3 MPETXOJIHE JIyOUHE, a
cuBOM DOjOM je O3HAYeH CKYIl YBOPOBa KOjU C€ OOMJIA3M.

Ha csimnum 3.5(a) je npukazana curyarnuja Kaja OM ce UCOMTUBAIM CBU Moryhu ciydajeBu
JI0 HEKe MaKcuMaJiHe jybune, a Ha ciaunu 3.5(0) Kajga ou ce nmpumenuno ajgropuram IDA*. Y
JPYTroM ciiydajy Opoj moceheHmx YBOpPOBa je 3HATHO MaibW jep M0JIa3d 0 OJICelarba HEKUX
rpaHa XeypUCTUIKOM (DYHKITHJOM U PEIIerhe ce IIPOHAIa3u J0CTa OpKe.
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Canuxka 3.5

3.3.4 Tabese oncernama

Ia ou ce omoryhmmo kopumheme IDA* anropurma meomxomHo je ma ce Hale xeypucrmdaka
dyurrmja h. Kako ce pemaBame Jiesin Ha JiBe (hase, TO ce KOPUCTE U JIBE IIpeTpare ca moceOHUM
dyuknujama mporene. Jla du Te mperpare duie mro eduKacHuje TOTPedHO je ma h Oyme 1mTo
Oomka TadHO] Hajkpahoj yIa/beHOCTH M 3aTO padyHame TakBe (byHKIje HEje Moryhe y TOKy
M3BPINIABaIba IporpamMa Beh ce BpeaHocTn n3padyHajy paHuje U cadyBajy y MeMopuju y tadesia-
Ma ojiceriamba (eHr. pruning tables). dakie, Tadese ojcenama cy, HOIMyT Tadesa moresa, (hajaioBu
KOje caJip:ke BpedHOCTU (PYHKIMje h 3a pa3jIuduTe MO3UIAje KOIIKE.

IlpBa ¢daza

VY npsoj daszu mocMaTpajy ce IpBe TPpU KOOPAWHATE, OJHOCHO OPHjeHTAINja UBUIA, OPUjeH-
taruja horkoBa u nosuiuja neua UD ncevuka. YKynaH Opoj MO3UIHja je 3aTO PeJia BeJIMIIHE
2 - 10” 3a mTa je Moryhe cadysaTn cBe BpeJIHOCTH y MeMopHjH, 11a he ce y Tabesiama ojcenama
npBe dasze 3alpaBo HAJA3UTU TadHE BPEIHOCTH, & HE MPUOJIKHE IIPOIEHE y>KWHE PEeIeHha
(h = h*).

Ome ce reHepuIny y CTUIY TpeTpare y NIHPUHY TaKO INTO Ce KPeHe OJ MO3WInje Koja je
Beh y moarpynu (G Tj. mosunmje umje cy cBe Tpu Koopamuare jeanake 0. [lpwarumn je kao y
azropurmy 9 Kome je mouernu yBop v = (0,0,0) ca JomaTkoM a ce 3a Ha CBAKOj] HOBOj JyOuHU
IIOCTaB/ba J1a je BpenHocT h 3a jeman Beha ox mperxosaue nydune. Ha npumep, na ciaumkama 3.3
u 3.5 Ha BpXy rpada OJHOCHO Ha IOYETHOM 4Yopy mocrasiba ce jaa je h(v) = 0. Onza ce 3a cBe
erose cyceJie u nocrasiba ja je h(u) = h(v) + 1 = 1, 3arum ce 3a cBe cycejie YBOPOBa, 3a KOje
je BpemnocT h jennaka 1, a HEje UM JI0/Ie/bEHA HEKA BPEIHOCT, IIOCTaB/hA 1A jeé BPEITHOCT 33 EbUX
2 urI.

UcnocraBpa ce ma je Hajuiine nmotrpedHo 12 moresa ja ce HeKa IMO3UIUja J0Beie y ¢azy
2. Kako je Bpemencka cioxkenoct nperpare y mmpuny O(|V] + |E|), a y oBoMm ciyuajy je
|E| = B'T‘V‘ = 9|V ro he Bpemencka cioxxenocru dutun O(|V|). Bpeme koje je morpeduo ma ce
OBO T€HEpHIIe Ce CIarke Y3 OBy PAadyHUILy U 3a TeHepucaibe Tadesa ojcelamma mpBe dase Omiio
je morpedHo oKo 20 MUHYTA.

Mebhyrum, npobiem je memopujcka cioxkernoct koja je ucro O(|V]), a |V| je pena Besmanne
10? ma je morpedno oko 7GB MeMopHje IPH IHIXOBOM Kpemparby (jep CTEeK p CajpsKH eJleMeHTe
nyxute of 4 dajra). To ce npeBasusiasu npu KacHujeM Kopurihemwy jep ce 3a CBaKy HO3UI]y
gyBa 6poj moTesa no moxyay 3'. Ha oBaj maumn ce 3a cBaky mHCTaHIy Tabeae KOpucTe 2 ouTa
3a dyBambe 1a je morpedHa meMopuja mpu paay oko H500MB.

'0Bo je moryhe 3ato mTo 3HaMo TagaH Gpoj MOTE3a 3a CBE MO3UIH]E U OH/IA jé JOBOJHHO Ja CE IPH MPETPa3N IMPBe
daze nahe Koju of cyceHUX UBOPOBa MMa 3a 1 Maiby BPeIHOCT h 10 MOIyIy 3, JeTasbl y ofe/bKy KoMierupame
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pyra daza

Y npyroj daszm npBe Tpu KoopamHaTe Koike cy 0, ma ce mocMaTpajy camo IOCJIeIrhe TPH,
onnocHo nepmyTanuja usuiia UD nceuka, nepmyranuja nceuka san UD mcedka u nepMmyTaiuja
homkosa. Pasymka je u mTo je Opoj Besa jppyrauuju jep Heku of 18 more3a Memajy KOOpIuHATE
daze 1, ma ux je Opoj moresa Koju ce nocMarTpajy y apyroj ¢dazu 10.

Bpoj nosumwja je pena sesmaunme 1010 mro je npesuie 3a gysame (uak u ako du ce IyBaJIO
1o Mozyiry 3) na opje dbyHKIMja h jaje MpoleHy 3a HajMambK Opoj nmorpedHux moresa h* Tako
Jia 3a cBe uBopose v Baxku h(v) < h*(v).

OBo ce mocTuzke Ha CIMYaH HAYMH Kao y npuMepy 3a Kopdos anropuram. Heka cy hly, his
n h3; penom dynkmnuje koje onpelyjy MuanMasian Opoj moresa 3a J0BOherme KOIKe y IO3UIH]Y
ca npBoM u apyrom koopauaarom (0, apyrom m tpehom koopamuarom 0 m Tpehom m mpBOM
koopauuaToMm 0 (MucaH ce Ha IpBe Tpu Koopaunare apyre ¢ase). Ha npumep, hiy(v) rosopn
KOJIMKO je HajMaibe 1MoTe3a MOTPEeDHO Jla ce MO3WIUja v JOBEeJe JI0 CTama y KOMe Cy IepMy-
tanuja uBnna UD wmceuka u nepmyranuja msuiia Ban UD wuceuka jemumake (. JacHo je ma cy
hiy(v), his(v), b, (v) Doma orpannmdersa 3a Opoj HOTe3a MOTPedAH Ja ce MO3UIUja U JOBEIE Y
cTame ca cBe Tpu KoopauHaTe 0, Tj. CJIOXKEHO CTarbe, TIa Ce MOXKe y3€eTH Ja je

h(v) = max{hiy(v), haz(v), h3i (v)}.

Haxkme, y apyroj ¢da3um nmamo Tpu Tadese, a 3a XeTyPUCTUIKY (hyHKIHUjy y3uMmamo HajBehy ox
wux. Mcnon je mara pacnozera dpoja mosuruja Mehy mbuMa.

Tabesa Bpoj enemenara
1o 4! 8! = 967,680
33 8!-8!'=1,625,702,400
31 8!- 4! = 967,680

T'enepucame oBux Tadesna ce IOCTUXKE HA WCTU HAYMH Kao u y 1pBoj daszu. Kopucrtu ce
ajiroputaM 9 Tj. mperpara y HIMPUHY TAKO IITO CE€ YBOPOBMMA HA CBAKOj HOBOj JIyOMHHU ce
nosehasa Bpexnocr dyrkimje. Bpemencka cioxernoct je O(|V| + |E|) = O(|V] + IOTW') =
O(6]V|) = O(|V|). Bpeme norpedno 3a najsehy oz tux tabena hjs je oko 15 MumyTa I0K je 3a
ocTaJjie MOTPedHO Maibe OJ CeKYH/IE.

Osze takohe mma Beher kopuihema Memopuje jep je Memopujcka ciaoxkenoct ucro O(|V])
na mporpaM ysmuma oko 6GB y Toky remepucama Tadeisie his. Kako ce oBme He uyBajy TauHa
pacrojama, y Tadesi He MOI'Y Jia Cé KOPUCTE BPEIHOCTH 10 MOJYJIY 3, I1a je MEMOPHja IOoTpedHa
3a Tabese ofcenama npyre dase Tpu BUXOBOM Kopuiihemy 1.5GB.

3.4 Komniaerupame

o caga cy Beh onmcanu CBU IVIABHU JI€JIOBU [POTPaMa M OCTaje jOIl Jia Ce€ OHU ODje/InHE y
LICJINHY.

Ha camom moderky, yKOJIMKO He IOCTOje, HEOIIXOJIHO je Jia Ce IeHepHIlry Tadese 1moTe3a u
Tadesie ojfcenama mpse u apyre daze. Kaga ce jeqrnom remepuiry duhe cadyBarmbe y MOCEOHOM
dommepy n3 Kora KacHHje [IOCTOjH ONIIHja Ja Ce YIUTajy. 3ATUM CE€ YHOCH IOYETHO CTArbe KOIKE
HaKOH {era ce mo3uBa (PYHKIIHja KOja TPaXK! pelllerbe MITO ce OJBUja Ha cjeliehn HavIuH.

IIpBo ce mozuBa dyuknuja nperpare mpse daze. Kako mmamo Tauan morpedan 0poj moresa
3a CBaKy HO3UIHjY y IPBOj (a3u To je oBa mpeTpara J1octa 0p3a cama 10 CeOH U OJIBHUja Ce TAKO
IITO Ce IOCMATPajy CBU CyCelu II0YeTHe Io3unuje (4Bopa) M y3uMa OHaj uuju je Opoj moresa
oTpedaH 3a JoBoheme y dhaly 2 Mamu o7 Opoj moTesa MOTpedHOr 3a moderHO crambe. OBO je
Moryhie 3aTo HITO ce NPUMEHOM II0Te3a Ha HEKy IO3WIHjy J00Mjajy caMo OHe IIO3UIUje Uuju
je 0poj moresa moTpedaH 3a JoBoheme y Apyry daly wiu 3a jenan Behu, wim 3a jeJaH Marbu,
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Wik jeqHaK Opojy more3a 3a Ty mo3uinjy. Ilperusmuje pedeHo, 3a CBaKy MO3UINM]Y ¥ U CBAKHU
nore3 M Baxu |h*(v) — h*(M(v))| < 1. OBo je u pazsor 3amro ce y npsoj dha3u BpegnocT h*
4yBajy caMo 110 MOJYILY 3, jep je To JoBOJbHA MHMOpPMAalAja 38 3aKJbyINBame KOjU II0TE3 BOJIH
Ka pemremny. To ce peausyje Ha cirenehu Hadnm.

Agropuram 11 Ilperpara npse dase

VYaasz: [louerna nozunuja v
WN3znasz: Ourumanno perieme Koje posoau vy Gy

: Upa3aH CTeK P > oBJie hie ce dyBaTHu pereme
U4 v
. 1ok u # (0,0,0) pagm
3a CBe M y CKyIly 1I0Te3a pajiu
w <+ m(v)
ako h*(u) — 1 = h*(w) (mod 3) oxza
J0/1aj M y CTeK P
U w
MIPEKUHN

—
o

. BpaTu p

Kana ce korika moBesie y moarpymy (G 3amodnibe HapeJIHA MIpeTpara, OJJHOCHO Apyra dasa.
Kaxo y npyroj ¢da3u memamo tadne BpeIHOCTH 3a MOTPEOHY IyKUHY OpOja mmoTe3a 3a ciarame,
kopuctuMo ajgropuram IDA*, onnocno Kopdos anropuram na noapynu G1. IIpso je morpeduo
Ja ce IPUMEHHU HU3 [OTe3a p Ha KoopiuHaTre Jpyre dase jep HUCY OUje yduTaHe TOKOM IIPBE
daze u nozuIimja ca Te TpU U3padyHaTe KOODJAMHATE Ce y3UMa 33 IIOYETHH YBOD ¥ Y AJITOPUTMY
10. Kaxko ce cBaka 1mo3uiiyja MoxKe 10BecTr u3 rpyue (G1 10 CcJIoXKeHe KOIIKe y HajBulle 18 roresa,
TO je MaKCHUMAaJIHA JlyOnHa JI0 Koje Ou rperpara Morvia Jia ce ojsuja 18. @akTop rpanama CBAKOT
gsopa je 10 (jep ce y apyroj dasu nocmarpa camo 10 moresa), na je dpoj uBopoBa Koju Tpeda
obuhm, ako Ou ce IpUMeHHJIA caMO IpeTpara y JAyomHy, morao jga oyme go 10, Osaj &poj
jé TpeBeJINKU 3a M3padyHaBamke Ha OWJIO KOM padyHapy W OBJIe Ce BUJM 3HAYAj IIpeTpare ca
GYHKIMjOM IPOIEHE jep ce, y3 MOMON Ebera, CBakoj rmo3uiuju u3 (G Haja3u pelleme 3a BpeMe
koje je pena Besumame 0.1 ms. Kao mro je pedeHo BpemeHcKa cJiozkeHoCT ajropurma IDA*
3aBUCH O] X€ypUCTUUIKe (PyHKIMje h U UCIOCTaB/ha Ce Jla OHA Y Apyroj dhas3u maje 1ocTa 1oope
IIPOIIEHE.

YV 0BakBOj MMIIJIEMEHTAIIUU AJTOPUTAM PEIaBa ONTHUMAJHO IPBY, a 3aTUM JApyry dasy u
Bpaha yumjy Ta nBa pemema. MehyTum, Moxke ce HOTOMUTH Jia 3a HEKY IO3UIU]y KOjOj OITHU-
MAJIHO peliembe npse dase uma 9 noresa, a apyre 15 (yKynHo 24 moresa) moCTOju HEOITHMAIHO
pemrerbe mpBe dase o 11 moresa 3a Koje je morpedHo 7 moresa y Apyroj ¢dasu, mTo maje ceey-
KymHO Kpahe perieme o1, 18 more3za. Kako je mporpam y cramy ma cioxu Bute o, 1000 mo3uruja
V CeKYHJIH, IIEeJIOKYITHO]j IIPETPa3n MOXKE ce 1oJaTh yHanpeheme y BUAy T01aBaba IPOU3BOSHHOT
HM3a 10Te3a Ha MOYeTHY MO3UIUjy Y IINJbY J00Mjakha HEOITUMAJHOT pereiha npse daze. [Ipasu
ce ¢yuknuja SLOZI Koja cjayke IPOU3BOJbHY MO3UITA]Y KOIKe ONTUMAJHO 1Mo 00e dasze. OHa ce
[IpuMerbyje Ha IMOYeTKy MO3UNUjy U ojapehyje Jy>KuHa TOr IPBOI pellerba.

Sarum ce KopucTu GyHKIMja KOja IIPABYU Bapujallije ca MOHAB/bALEM CKYTIa IT0Te3a ofapehene
Jy2KumHe Koje he ce IpuMemnUBaTH Ha MOYETHY MO3UIN]Y W CBaKa OJ THX Ce yoallyje y OyHKIWjy
SLOZI. Kpehe ce ox myxune 1, u mosehaBa ce Kpo3 cBaky urepariujy. 300r 0BOra ce y mperpasu
apyre dase moaje jOIn jeaaH mapaMeTap KOjU IIPEICTaB/ba JIyKUHY Pellerha u ako ce mponabhe
pererbe Kpahe o Te Jy’KUHE OHO Ce ITOCTaBaj KAa0 HOBO HAjOOJbE PEIeHhe U HEeroBa JIyKUHA
IIOCTaB/ha KA0 HOBa Iy’KWHA pelrera. l[Iporpam ce oBako M3BpINABa 0K ce He mIpehe HEeKO
3aJaTO BpeMe m3BpInaBama t. 1o ce mocTmKe Kao y ajaropurmy 12.
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Anropuram 12 Yuamnpehena nperpara

VYaasz: [louerna nozunuja v, BpeMe U3BpIIaBaba t
WN3zna3: Hajkpahe nponaleno perrermne Koje JTOBOIH ¥y CJI0KEHO CTalbe 3a BpeMme t

1: dyHKHUja PROIZVOLINI(v,d', d, p, t, 1) > d' je TpeHyTHa Jy>KHHA
2 ako d = d oHAa

3 v r(v) > 7 je HU3 IoTe3a KOju ce JIofaje
4 p’ « sLozi(v')

5 ako d+ gayxxuna p’ < Jy>KHHa p OHJA

6: p < cuoju r ca p

7 nHa4de

8 3a CBE M y CKyIly I0Te3a Paau

9 aKO BpeMe U3BpllIaBama < T OHAA

10: J07aj m y CTeK T

11: PROIZVOLINI(v,d' + 1,d, p, t, 1)

12: n3damy m u3 creka r

13: p < SLOZI(v) > p je mpBO TpoHaheHo pernerme
14: d+1

15: mMOK BpeMe u3BpllaBama < T paau

16: PROIZVOLJNI(v, 0, d, p, t, 1)

17: d+—d+1

18: BpaTu p

Kako ce y Toky m3BpInaBama mIpoJa3u Kpo3 BEJIUKH 0POj CIyvIajeBa, IOCEOHO IpU TeHepucar-
by Tadesa, 3a nucame je uzadbpan Ci++ 30or OpsuHe KOjy HyIM M IEJOKYIIaH KOJ ce MoxKe Hahim
va GitHub-y Ha agpecu https://github.com/stemil@1/two-phase-solver.

3.5 Pesyararmu

PesynraTu cy mepenu Taxo 1mTo ce reHepuiiie Hu3 of nmpousBo/bHuX 100 moTe3a m mpumeHu
Ha CJIOKEHY KOIIKY, U OH/Ia TaKBa MTO3UIINja yoallyje y mporpamM Koju Bpaha perreme. ['enepucano
je 100 rakBux mo3uruja U padyHaro je Hakpahe 1 Hajay»Ke npoHal)eHO perneme Kao U Mpocedan
Opoj more3a moTpedaH 3a pellaBame reHepucannx nosunuja. CBu TecToBU Ccy paheHn Ha mcTUX
100 npumepa.

[Tpumena camo mperpare Koja 0de ¢aze ONTUMAIHO peliaBa 0e3 J0JaTHE ONITUMUBAIIN]E Jaje
ciesiehe pesysirare:

Hajkpahe pememe | 19

Hajnyxe pememe 26

IIpoceuna myxxuna | 22.9

Kako cBaka korka moxke jma 3axTeBa ;10 20 more3a pe3ysiTaTd 0e3 MKAKBE ONTUMU3AIA]E
HHUCy yorrinTe Jjoru. MehyTtuMm, mpumenoMm yHampehene mpeTpare ce j1o0ujajy 3Ha4uajHO 00JbU
pesyararu. OBy Cy pe3yJTaTv y 3aBUCHOCTH OJ BpeMeHa t Koje ce 3a1a Jia paJl.

t 0.5s 1s 2s o8 10s
Hajkpahe pemerme 17 17 17 17 17
Hajayxe perreme 22 21 21 21 21
[Ipoceuna mayxuna | 20.17 | 20.09 | 19.96 | 19.73 | 19.68
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Wcnocrasiba ce ca goaTHe [0Jia CeKYH/IE T00HUjajy Pe3y/ITaTH ca HOBUM HAjIyKUM PEIIeHeM
KpaliM 0 IPBOOMTHOT IIPOCEYHOT, JOK ce Beh 3a BpeMe o1 2S IpOCedHa JIy:KUHA Pellerha
cuymra ucnoj 20 noreza. [Ipumehyjemo jomn u j1a ce nosehamweM BpeMeHa HAKOH 2§ pe3yJsITaTH
He pas3jnKyjy 3Ha4YajHO, IIa Ce aJropuTaM y IIpaKCh Hajdo/be MOKa3yje ca BpeMeHOM t = 2.
Ha moHOB/BEHUM TECTOBHUMA 38 PA3IUIUTUM YHOCOM 33 28 yBEK Cy Ce JI00MjaJI PE3YITATH Ca
mpocekoM MamuM o7 20 moTesa.
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4 3akJpydaK

OsBaj panx ce He DaBM HEKOM HaydHOM OOJamhy MM JUCIMILIAHOM Beh je merosa mieja Jia
ce Kpo3 je/laH MaJjio OOMMHUjH ITPOjeKaT MOBEXKY W MOKAXKY HEKHM HAYUHU KOjUMa Ce IPOOJIEM 3a
KOjU ce He 3Ha OIIINTe periemhe (OJHOCHO, CTpaTernja 3a pellaBambe) U 3a KOju HeMa JOBOJbHO
padyHapCcKe cHare Wiak BPJO e(PUKACHO PEIIn CBODEemeM Ha jeJHOCTABHUjE IOAIPOdIeMe U
IIPUMEHUBAKHEM HEKUX MMOTOIHUX METOJ[a Ha HbUX. JOII jeJjHa MHTEPECAHTHA CTBAp BE3aHA 33
0Baj MIPOJEKAT je MITO ce KPO3 Hhera MOXKe BUJIETH TapaJsaJjelHO Pa3B0j JbYIKOT PA3MUIILbarba Ca
pa3BoOjeM U HAIPETKOM padyHapa jep Ccy CBe OBe Hjieje HAcTaJe Ha padyHapuMa ca HeKoauko MB
pazHe memopuje u pexpeniuje mpoiecopa pena Besuaurne MHz. IIporpamepu cy mopasu mga
OCMUCJIe HAUNHE KAKO JIa y3 TaKBe OIDAHUYEHE ajlaTe Pellle IpodjeMe U OJIT0BOP je, y OBOM, Kao
1y MHOTUM CJIy9ajeBUMa, JaBajia MaTeMaThuKa. ¥ MMOCJeIhe BpeMe PAa3BUINA Cy Ce U MPOrPaMu
KOjy ciaxy PyBdukoBy Korky y3 oMol mojaganor ydema [3|, mehyTum, jour yBek Hucy Ha HCTOM
HUBOY KaO OIMCAHU aJI'OPUTAM Yy OBOM PaJIy.

Ha oBom mpojekTy mma jocTa MecTa 3a HaIpeJaK, U aKO Cy KOHAYHHU PE3YJITATH jaKO JT0OPH.
IIpe cBera o nuramy Memopuje, jep mporpam 3axreBa oko 2GB pajiae Memopuje 3a pasyivKy o
BehuHe amIMKaImja 3a cjaarame KOoje 3aXTeBajy MHOrO Mambe. 1o ce MoKe moCcTrhu KOPHUIThemeM
CUMETPUYHUX I'PyIa KOIKe KOjuMa ce IMOo3uIje feie Ha ojapeleH Opoj eKBUBAJIEHTHUX KJIACA IO
Opojy more3a MOTPEDHOT 3a Cllaraibe duMe Ce OPOj MHCTAHIM Y TadeIaMa OJICelarha 3HAUajHO
cmamyje. Tume ce He TTOCTHKY BeJIMKA MTOOOJBINAA OP3UHE HAJIAXKEEHE PEIIeHha U PE3yJITaTH
Ou Omy BPJIO CJAWYHH, aJU OU yIUTaBaIbEe IIPOrpaMa OWJIO JIOCTa OP2Ke M Maibe 3aXTEBHO IITO
ou omoryhmsio meroBo mnokperarme Ha BelieM Opojy pasjmauTux MamiuHa. Pas3jior 3aiiro je To
M30CTaBJBEHO y PaJy je IITO CHUMETPUYHE I'pyIle J0CTa YCAOXKEbaBajy IporpaM, a He JOBOJE [0
Beher nodosbimama pesyiarata. OcuM Tora, yHOC MO3UIKja KOIKE HUje TOJUKO MPAKTUYAH, 114
Ou ce Ty MoOrao JojlaTH YHOC IyTeM Kamepe (HapaBHO, ouo ou norpedan oarosapajyhu nporpam
3a 00paJly CJIMKe) dnMe OM ce OBaj MPOjeKaT KOMILIETHPAO M OMO COpeMaH 3a MMOKpeTame Ha
Behunu namammux ypebhaja.
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