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Caxkerak

Pan ce 6aBu pazauunTuMm Bapujarujama urpe norabama mermmpa Ha rpady. Kinacnana nrpa momgpa-
gymeBa HekHu rpad Gy 9ujuM IBOPOBUMA CTOj€ JbY/IM HA UHje ce IJiaBe TMOCTaBJbajy MIEIUpPH Y HEKOj Off ¢
moryhux 60ja. CBaka ocoba Moxke Ja BH/M camMo 0oje IIeNnpa JbYIU Y CyCEIHUM YBOPOBUMA U HE MOXKE
Ja BUIU CBOjy 00jy mremmpa. [lorpebHOo je Hahm cTparerujy mo kojoj cBaka ocoba MoxKe morahaTu cBOjy
00jy mIemmupa UCKJBYINBO Ha OCHOBY 0O0ja IIeIrmpa Koje BUJIM, Te KOja HaM rapaHTyje /1a he mpu CBAKOM
uzbopy 60ja Hapem jesHa ocoba TAUHO MOTOAUTH CBOjy 0ojy memmupa. Hajsehe ¢ 3a koje mocroju Takea
crpareruja Hasuba ce HG-6pojem rpada. Ilocmarpahemo u muHeapHy Bapujaljy urpe, y Kojoj ce 3aXTepa
Jla cTpaTeruja cpake ocobe Oyje JmHeapHU 1MoJuHOM (rje 6oje oroBapajy eJeMeHTUMa HEKOI KOHAYHOD
10/ba), ¥ yBerheMo HOBY, XPOMATCKY Bep3ujy, y K0Ojoj ce rapaHTyje Jia CyCeJJHU YBOPOBH UMa]y PasjInauTe
6oje mermpa. ¥ cBe Tpu Urpe heMo IpejcTaBUTU HEKE IMO3HaTe pe3ysrare. Takohe iemo jaTn HOBU ycCJIOB
KaJia u3 rpada MOXKeMO 0b0pHucaTH HEKy I'PYILy YBOpOBa, a Jia He mpoMeHuMo mweros HG-6poj, n mahemo
[puMepe Ha KOjuMa Cy TH yCJOoBHU omTpu. ¥ xpomarckoj urpu hemo nahu HG-6poj komiurernor rpada.

Abstract

This paper deals with several variations of the hat-guessing game on graph. The basic variant of the
game includes a graph G whose vertices are occupied by people wearing hats in one of g possible colours.
Each person can only see the hat colours of the people in his or her neighbourhood, and cannot see his or
her own hat colour. The goal is to find a guessing strategy for each person, dependent exclusively on the
hat colours which he or she can see, and which guarantees that at least one person would guess his or her
hat colour correctly, under any choice of hat colours. The greatest ¢ for which this kind of strategy exists
is called HG-number of the given graph. We will also consider the linear variation of the game, where it is
required that each person’s strategy is formulated in terms of a linear polynomial (where colours represent
elements of a finite field), and will introduce a new, chromatic, variation, in which it is guaranteed that
no two adjacent vertices have the same hat colours. In each of the games, we will present some previously
known results. Furthermore, we will give a novel condition under which a certain group of vertices can be
deleted from a graph, without its HG-number being changed, and will provide examples for which this
condition is sharp. In the chromatic game, we will find HG-number of a complete graph.
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1 VYBona

Paznuuute Bep3uje urpe norahama mremupa Beh HEKO BpeMe 100ujajy 3HAUAJHY MaXKIby MAaTEMATUIKE
jasaocru. ITpoGsiem oBe urpe npsu nyt ce jasba 1961. y [10], ga 6u urpa creksa Ha NOIYJIAPHOCTH TEK
ca Bepsujom sarom y E6eprosoj muceprammju 1998. [7] u tekcrom Pobunconose o6jaBibenom y Hbyjopk
Tajmcy 2001. [12], rue je npesenrosasa Gam E6epros npobiem.

IIpumep 1. Tpoje npujamema, Aauca, Bob u Hapau uepajy caedehy uepy: Ha 2aa8Y c8ak02 00 HUL
ce MOCMaBHA WEWUP CuBe UAU cmele 6oje, u MO MaKo WMo ce 3a C6aKko2 00 WUT, U HE3ABUCHO 00
ocmaaux, baya Kaacuvar Hoswuli (ca jednaxum eeposammnohama 3a nucmo u 2nasy). Ceaxu 00 uepaua
6udu 60je Wewupa ceux OpYaur uzpaya, asu He sudu CE0JY, U HUKAKEG KOMYHUKAUUja Mehy u2pauuma
Huje dodsomena, cem Ha novemxy, xada moey da ce dozo8ope oko cmpamezuje Kojy he xopucmumu kada
um 6yde dam swax. Tada mpeba da, ucmospemeno, cee mpoje usabepy 3a cebe xohe au nozabamu 605y
wewupa Ha €60joj 2aasu (uszosapajyhiu 6ojy nazaac) uau nehe (hymahe). Hepauu nobehyjy u dobujajy
Ha2pady 00 musuon doaapa axo bap jedar 00 HUT UCHPABHO N0200u OOJY C602 Wewupa, U Humu jedar od
UL He nmozpewu, a unave 2ybe. Kaxea cmpameauja daje najeehy eeposammnohy nobede sa Aaucy, bBoba u
Yapauja?

Pewerve. Urpaan mory nmoctuhn 75% yememnocrn cienehom crparermjom: ako HEKU Urpad Ha IylaBaMa
Jpyra JiBa urpada BUIM Ienupe ucre 60je, onga moraha 60jy CympoTHY OJ1 Te, a nHave 6upa ma He moraha.
Ha oBaj mauws, ako cy cBu mecupu ucre 0oje, cBu urpadu he morperruTu mpu noraharmy cBoje 60je, 10K
y cBUM KOMOMHAIMjaMma, KOjuxX uma 6, y KojuMma Cy JBa MIEIIpa UCTE U jeJlaH pasjudure 0oje, Taj KOMe
je memmup pazauunTe 60je moraha UCIPaBHO, JIOK JAPYyTa JIBa Urpada Oupajy ma He morabhajy, unme y Ttux 6
o 8 ciryuajeBa urpadu cebu 0b6e3behyjy mobemy, ojgnocHo mobehyjy ¢ BepoaTHONOM % = 75%. Hokaxkumo
jor ma je oBO HajOOJba TAKTUKA KOjy UTpadu MOTY pa3suTu. [IpuMeTnmMo 7a 3a CBaKU IIyT KA a HEKU UTPAT
Ta4gHO TIOTOIH CBOjy 00jy mremupa, Mehy cBuM MoryhuM mocraB/bambuMa, IMIEITHPa, ITIOCTOJU jeITHO IIPH KOMe
Taj urpad He noraha cBojy 060jy ucIpaBHO, 1 0OpaATHO, OJHOCHO, ITOCTOjU OujekIuja n3Mehy cBakor TadHor
norahama HEKOr Urpada, ¥ CBaAKOI' HETAYHOI rorahama HEeKOr urpada, jep 3a HeKy KOMOUHAIU]Y MIENInpa
IIpU KOjOoj HEKU urpad moraha ucrmpasBHO, MOXKeMO Hahu OHY y KOjoj TO He UMHU THME IITO hemMo mpocTo
3aMeHnTH 00jy IIemupa Ha HEeroBoj riasu. lIpermocraBuMo cajia CympOTHO, J1a MOCTOJU CTPATErhja Ipu
Ko0joj mrpadu morabajy 3a 6ap cejjaM HadWHA IIOCTaB/barba Imermupa. 10 0u 3HAYWI0 U Ja, riejajyhn
CBHUX OCaM IOCTaB/balba IIemupa, 300r bujekimje n3mely TadHnx n HeTauHUX norahama, urpadu morahajy
HEUCIPABHO YKYITHO Oap cejlaM IyTa, a KAKO 3a JeJIHO IIOCTABJbAE IMIEIINPA MOTY HOTOJUTH HEUIICPABHO
HajBuIle TpU 1yTa (OJHOCHO CBAKHM OJf Urpada), TO OU 3HAYWIIO Ja 3a 0ap TPU IIOCTAB/baba IIENupa
HEKHU O] UI'pada MOrPEIrHo noraha, MTo je y CyIPOTHOCTH ¢ TUME Ja je Oap cejaM MOoCTaB/baba MIEHTHPa
MO0 THITIKO. ]

Ogaj mpobJieM je BeoMa 3aHUM/BUB U3 BuIlle pasJjora. [Ipe cBera, Ha IpBHU O ce THHE J1a je Hajoo ba
TaKTHUKa KOjy MOXKEMO JIOOMTH OHa KOja HaM rapanTyje camo 50% 1nobeia, jep HujeaH urpad 1oje ImHavHO,
300r nperxonHo objammene bujekiuje, He MoxKe noroautu y suie ox 50% ciydajesa, JOK ce UCIIOCTaB/ba
Jla CBU 3aje/IHO 3aIpaBo MOTY HOrOAUTH y 75% ciydajeBa. Ipyru, BaxKHUjU Pa3J/IOr HHTEPECAHTHOCTH OBOT
npobJiema je ciaepehn: HUTH je/1an o1 Urpada HemMa Oalll HUKAKBY HH(MOPMAIH]y 0 60j1 COICTBEHOT MIEITHPA,
a nnak je Moryhe ma, rienajyhn 6oje ocranux, y3 peJlaTHBHO BUCOKY BEPOBATHONY (y CBAKOM CJIydajy BUIILY
07 IyKOT morahama 1oJia-1oJia) HeKO OJ1 HUX UCIPABHO MOroau 60jy CBOI IIENUpa U Ja HUKO [IPUTOM He
omarmu. [IlTapuime, neJIMMUYHIM BapupambeM MIPABUJIa UrPe, ajd OCTajyhu mpu TOMe 1a HUjedaH Urpad
HEeMa HUKaKBY HH(OPMAIHjy O COIICTBEHOM IIEIUPY, MOXKe ce JakK 006e30equTH Jia cBe KOH(MUrypalmje
Oy 1y mobeHnuKe (e TO mTa 3HauM Jla urpadun mobelyjy 3aBucH o IpaBUiIa UTpe, ajiu MoJpasyMeBa Ja
HEKH O] UI'pava MCIPABHO HOro/u 60jy cBor mermmpa). OBa n3BaHpeHA TI0jaBa Jia YIAHOBH HEKOT CUCTEMA
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HeMajy nH(MOPMAIHjy O COIICTBEHOM CTaiby, & Ja WIIaK HEeKO O IhUX MOXKe Ty mH(OpMalujy ma gobuje
caMo rmocMaTpajyhu crama OCTAJNX WIaHOBA, UMA IIUPOKY MPUMEHY Y Pa3JUUATUM I'paHaMa HayKe, IITO
je mpejcraB/beHo y J0KTOpCKoj Te3u Kmekosekor [11], u To nmocebHo y ceximju 2.10.

Mu hemo ce 3apKaTi HA PA3IUINTIM UHTEPIIPETAIIjaMa OBOT ITpODJIeMa U (bUXOBOM MaTEMaTHIKOM
acriekty. [Ipurom ce y mapem paay nehemo 6aBUTH BEpOBATHOCHUM Bep3WjaMa Urpe, HUTH NeMO Oy IITaTh
Jia urpaan uzabepy Ja He norahajy: yzehemo Ja je 3a mobeiy TOBOJBHO Ja 6ap HEKU OJ UTpava UCIPABHO
ITOrojIn, & OJ1 3Hadaja he HaM OUTH cTpaTeruje Mpu KOjuMa Cy CBU MOT'yNhU PaCIope/in MIeIupa Mode THUIKA.

IIpe Hero mro HacTaBUMO, MOTPEOHO je J1a 00jaCHUMO HOTAIWjy KOJy NeMO KOPHUCTHUTH Y HACTaBKY

paza.

1.1 AcuMmnrorcka HoOTamuja

Hedbununuja 2. Hexa cy f u g peaane dymxyuje depurucare HaA HEKOM HEOPAHUYEHOM NOJCKYNY
no3umueHuT pearnur bpojesa maxse da je g(x) nosumusna 3a dosowno eeauke x. Tada nuwemo f(x) =
O(g(z)) axo nocmoju nosumusna xoncmarwma M u peasno xy maxea da je f(x) < Mg(x) sa cee x > xg.

IIperxonnoj nedunnnuju je exkBuBajeHTaH ciejehu 3ammc: limsup,, . g%) < 00, MTO 3HAYU 13
jeTHAKOM OP3UHOM TEXKU

[

ce dyHKIUja f ACUMITOTCKHU IIOHAIA HAjBUINE KAO ¢, OJHOCHO Ja HAjBUIIE
beckoHadHOCTH Kao ¢g. Hapenue medunmImje cy CAMIHOT KapaKTepa.

Hedbununuja 3. Hexa cy f u g peaane gynruyuje depunucare na HEKOM HEOZPAHUMEHOM NOICKYNY
no3UMUEHUT peainux bpojesa makse da je g(xr) nosumuena 3a dosonno eesure x. Tada nuwemo f(xr) =
o(g(z)) axo 3a cee nosumuene Korcmarnme € nocmoju peasro xo maxo da je f(r) < eg(x) sa cee x > xg.

Hedbununuja 4. Hexa cy f u g peaane dymxyuje dedurucare HaA HEKOM HEOLPAHUYEHOM NOOCKYNY
nosumusrur peasnur bpojesa. Tada nuwemo f(x) = Q(g(x)) axo nocmoju nosumuena koncmarnma m u
peasno xo maksa da je f(x) > mg(z) 3a cee x> xg.

Osaxko nedunucano, f(z) = o(g(x)) suauu ga f pacre crporo cuopuje ox g, 10K f(x) = Q(g(z)) 3naun
Ja [ pacre Gapem jesHako 6p30 Kao g. Y 3amucy liemo decro Heke (yHKIMje MPEBHIIE KOMIUIHKOBAHOL
3amnca jeJJHOCTABHO 3aMEhbUBATH IUXOBUM aCHUMIITOTCKUM IpaHuiiama. Tako hemo, Ha mpumep, 3a HEKe
dyuknmje Koje y 6ecKOHAIHOCTH TexKe Hysu mucaru o(1).

2 Kuaacnuna urpa Ha rpady

Ckyn usoposa rpada G mame hemo osmauasaru ca (G). CKyn 4BOpoBa CyCeIHHX UYBOpPY v hemo
osnavaBatu ca Nbr(v). Besuunny ckyna | Nbr(v)| 3a naru usop v hemo osnauasaru ca deg(v). ITucahemo

u [q] ={0,1,...,q — 1} 3a npupogan 6poj q.

Hedunurnmja 5. Hexa je dam epagp G u npupodan 6poj q. (G, q)-uepom nasusamo caedehiy uepy na epady
G: weoposu epaga G ce oboje npoussonno y ckyny [q] npecaurasarwem x : V(G) — [q]. Cseaxu 0d useoposa
Mootce 0a 6udu camo 6oje 460posa Koju cy my cycedu (u ne mootce da 6udu concmeeny 60jy). Luw je nahu
JEMEPMUHUCTUYNKY CMPamezujy 34 caxy 00 480po6a Koja ce 3a damu 480p 3GCHUBH Ha 6ojama Koje maj
ygop eudu, U Koja 2aparmyje da wmo eehu 6poj xKouduypayuja 60ja 46oposa 6yde nobednuykuy, 00HoCHO 0a
y wimo eehem 6pojy xongdueypayuja ceojy 60jy mauno nozodu 6ap jedan weop. I'pagp G nasusamo epagpom
BUANHUBOCTNU.



Cmpamezuja weoposa y (G, q)-uepu 2de G cadpotcu n 460po6a v, v, ..., Uy je n-mopka gyrnryuja f =
(f1, fos o fr) 20e fi : [q]9°8") — [¢] ®ao napamempe ysuma camo Goje weoposa koju cy cycednu ca v; y
G.

Kaotcemo da je (G, q)-uepa nobednuuka axo nocmoju cmpamezuja wenux 460posa Koja 3a C8aKY KoHPU-
eypayujy 6oja 2apanmyje da bap jedan weop ucnpasho nozaha ceojy 6ojy. Axo je (G, q)-uepa nobednuvra
xaotcemo u da je G g-pewus.

Bpoj uepe nozaharea wewupa va epady G, uau HG-6poj epaga G (00 ene. hat-guessing), jecme najeehu
npupodan 6poj q maxas da je (G, q)-uepa nobednuvka.

Nako je oBakBa Bapujainuja urpe jejgHa o/l OCHOBHUX, TEK ce MaJjiu OpOoj paJioBa Jio cajia 6aBUO ITUTAHEM
rpazkerba HG-6poja 3a pasHe Tumose rpadoBa, Tako J1a Cy JaHaC KOHKPETHE BPEIHOCTH OBOT' IPadpOBCKOT
ImapaMeTpa Io3HaTe TeK 3a MaJju O0poj damuinja rpadoBa, a orpaHnverhba Ha Taj Opoj mo3HaTa TEK 3a jOIIl
HEKOJINKO BpCTa. I/IHaK, IIpe Hero IITo 6I/I Ceé OBHU, KaO0 1 HEK HOBHA peSy.HTaTI/I, MOIJVIN YOHH_[Te IpeacTaBUTH,
TOTPEOHO je J1a IMOKaKeMO 3aIlTo JepHHUII]ja OBOT IIapaMeTpa, YOIIIITe UMa, CMUC/IA. 3a IMoYeTaK, TO 3HAYUN
Ja 3a pasnmauTe rpadoBe MOXKEMO j1a TpoHaheMo cTpaTerujy 3a HeKM HEeTPpUBUjaJHE Opoj Ooja, IITo HaM
yIIpaBO | Jiaje HapeIHo TBpheme.

Tepbhemwme 6. Komnaeman epag nad n ueoposa, K, je n-pewus.

Jlokas. Jlomenumo cBakoM o n 4BOpoOBa 10 jefan 0poj us Z, (omHocHO 1o jeman o Moryhnx ocraraka
o moayiy n). Ilycrumo ma cBaku o uBoposa moraha cBojy 60jy Tako ma 6u 36up cBux 6oja y rpady 6uo
jenHak y Z, 6aIn ocTaTKy KOjU je TOM YBOPY J0JIe/beH, OJHOCHO, YBOP ¥ Ca OCTaTKOM i € Z, noralja kao
cBOjy 60jy i — ZueV(Kn)\{v} x(u) € Zy, mro je moryhe jep Buau cse npyre 6oje cem concrsene. 1 3aucra,
MOIIITO CBAKW OJI 7 YBOPOBA MUMa JOJIE/HEH PA3IUIUT OCTATAK 10 MOJIYILY 7, TO TAYHO jeJaH OJ] hUX NMa
HCIIPABHY IPETIIOCTABKY O CyMU CBUX 00ja 110 MOJYJLY M, IIa CAMUM THM U TA4HO jeJIaH YBOD Ta4dHO 1oraha
CBOjy 060jy. O

Cana xaa cmo nokazann 1a HG-6poj Moxke y3eTn HeTpUBHUjaTHE BPEIHOCTH, TIOTPEOHO je J1a MOKAsKeMO
7 Jla YBEK MMa OIPaHUYIEHy BPEJJHOCT. 3apa/jl Tora, CIIOMEHUMO JBa jacHa, aju BaykHa cBojctBa HG-6poja:
1) Ako je H C G u HG(H) = ¢, onna je HG(G) > ¢ (3ampaBo, o1 moceGHOr €y MHTEpeca ¢-pertiBr
rpadoBu Unju HUjesaH noarpad Huje g-perius);

2) Axko je G g-pemus, ouna je G u (¢ — 1)-pemus.

Hapeaaum tBphemem hemo jokasaru ga je HG(K,) = n (Beh umamo HG(K,,) > n us tephema 6),
omakste he ma ocHoBy cBojcTBa 2) caenautu ga HG-6poj 6mro kor rpada mopa 6utn orpanmden. Hanwme,
ako je G rpad Ha n uBOpoBa, oH Moxke nmatu HG-6poj HajBuiie n, jep 6u naade numao Behu HG-6poj ox
csor Hajrpada K, mro no 2) nuje morylie.

Tepbewe 7. HG(K,) = n.

Jlokas. Ocraje na mokaxkemo na je HG(K,,) majsume n. To hemo y4mHUTH OpUMEHOM BEpOBATHOCHOT

merona. [Ipermocrasumo cynporno, ga je K, (n + 1)-pemus 3a neko n. OBGOjUMO CBaKU 01 YBOPOBA

yuudOpMHO U He3aBUCHO y cKymy [n + 1]. Taza je BepoBarHolia /18 HEKH YBODP v TAYHO IIOrOAU CBOjY 6Ojy
1 . . . . . .

P(v) = P (jep 3a mare 60je ocragux YBopoBa v noraha UCHPABHO CAMO MIPH jeJIHOj CONCTBEHO] 60ju, 01
n+ 1 moryhe). C npyre crpase, Kako UMa 1 YBOPOBa, 0YEKUBAHA BPEJIHOCT OPOja YBOPOBA KOjU UCIIPABHO
A N o n . .
norahajy je E = EUEV( Kn) P(v) = 747 < 1, ma s06or cBojcTBa MaTEMATUIKOr OYEKHBAba LOCTOJH HEKH
n360p 60ja IBOpPOBa IIpu KOMe je Opoj YBOpoBa KOju TadHO morahajy cBojy 00jy HajBHUIIE jeIHAK OIeKUBAILY,
OJIHOCHO y OBOM CJIy4ajy HajBWINE HYJIa, JaKJje Ipu OMI0 KaKBOj CTpaTeruju mocroju m3bop bGoja 3a Koje
HUKO He norabha TadHo cBojy 60jy, mTO je y cynporHocTu ca npernocraBkoM, gakie HG(K,) < n, na je

HG(K,) = n. 0



Hapemno tBpheme maje jeaune nosunare tadue Bpegnoctu HG-6poja, mopes one 3a KoMIuieTaH rpad.
Hokasu ce mory nahlu y [2] 3a 2.3.a) u y [13] 3a 2.3.6). [Ipurom hie TBpheme noj a) 6urn n JupekTHA
ocJjenuia reopeme 33.

Tepbhewe 8. Baorcu:
a) HG(T) = 2, 2de je T npoussonro cmabao;
3 =30 =4
6) HG(C,) = 4> n =30 uaun
2, unawe
ede je C, yukrayc Had n 480po86a.

2.1 Kiacuyna urpa Ha MYJTHOAPTUTHOM Tpady

[lws oBor sesia pajia jecre mpejcrasibaibe pedyiarara us 2] koju ce 6asu HG-6pojem KoMmiuieTHOD
ounapruTHOr rpada. Taj pesyarar je g7aT Hape HUM TBphHemeM.

Teopema 9. HG(K,,, ,) = Q(nﬁl_o(l)), 2de ce n y undexcy K nojaswyje v nyma, u 2de je mo o3nakxa
30 KOMNACMAH T-NaAPMUMHY 2pagd ca n 480po6a Y C8aKOM Oeny.

3a 70Ka3 oBe TeopeMe MOTPEOHO HAM je HEKOJIMKO JieMa U JeduHunmja Koje hemMo maru y HaCcTaBKYy.

Hedununmja 10. Xemunzoso pacmojarve mauaxa x,y € [q|™ je 6poj xkoopdunama y xojuma ce pasaukyjy,
y osnayu d(z,y). Xemunzosa sonma ca yenmpom y a nosynpeurura r, y o3nayu By(a), jecme ckyn ceux
mavaka y [q)™ xoje cy na Xemunzosom pacmojarey najeuwe T 00 a.

Ba mary crparerujy f u 6ojeme x ckyma usoposa S hemo mucarn ¢y, (S) = 1 ako Gapem jegan aBop
ucnpasHo noraha cBojy 60jy, a ¢, (S) = 0 nnade. YKOINKO je U3 KOHTEKCTA jacHO O KOjoj je cTpaTerujun
u 6ojemy ped, n3ocrapbaheMo UHACKC ¢.

Jlema 11. Hexa je K, ounapmummu epag, u nexa je Vi, cxyn usoposa rezo6o2 decnoz deaa. Hexa je
X bojerse usoposa Ky, n, u nexa je npumom x(Vy,) € [q|" ypehena n-mopka 6oja weoposa decnoz desa.
Tada je Ky, q-pewus axo nocmoju cmpameauja dechoz deaa 36 K0jy 6adicu da je npu cearxom 60jeroy X,
X(Vn) =y, cyn Cy = {x € [¢"x(Va) = 4, x(Vin) =2 = ¢y (V,,) = 0} ueo cadporcar y By,—1(a¥) 3a
neko a¥ € [q]™.

Jlokas. Younmo Heky crparerujy koja samoBosbaba yciaose u x(V,) = y. Heka seBu neo V;, moraba
crenehom crparermjom: 3a ¥ pedunucano ycosuma, b; € V;, noraba af (Vi, = {b1,...,bm}). Axo je
#(V) = 1, rorosu cmo, nnade ¢(V;,) =0, ma x (Vi) =« € Cy C Bpy—1(a¥), ma je d(a¥, x) < m—1, oxsocHo
3a Oap jeIHy KOOpAWHATY je x; = af (jep 6u mHave cBe KoopaumHaTe OUIE PA3IUIUTE, Tj. XEMHHIOBO
pacrojare 6u 6uio m). O

OBOM JIEMOM CMO BH/ICJIN JIa UCIINTUBabE PEITUBOCTHU 6I/IHapTI/ITHOF Fpa(ba MOZKEMO CBECTU Ha UCIINTU-
Barbe MIPUIAIHOCTH oApeheHor cKyna moadojera HEKOj XeMUHTOBO] JIONTH. 10 3Ha4Yn Ja Cy Ta MOoI00jemha
peaTuBHO OJIN3Y 110 XEMUHIOBOM PACTOjarby, Te J1a UX MOXKEMO CBa IIPEKPUTH O/IroBapajyhoM cTpaTernjom.
Cajyta hemo OBy mjejy npormupuTu U Ha rpadoBe ca BHIIE JIe/I0BA.

JIema 12. Buso xoju ckyn najsuwe m eexmopa y [q]™ cadpotcan je y nexoj Xemunzosoj aonmu noaynpe-
ynurxae m — 1.

Joxas. Tloemarpajmo By,—1(z), 3a © = (21, ...,2™), te cy xl,...,2™ naru sextopu y [¢]™. Kaxo je Tana
x; = x}, Baxu d(z,2') < m — 1, 0BU BEKTODH Cy 3alCTa CaAPKaHU Y By,—1(z). O
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Hedbunurmja 13. 'pag je deaumuuro q-pewus npema ckyny 6ojerva C C [q]™ axo nocmoju cmpamezuja
npu xojoj bap jedarn w6op mayurno nozaha 60jy, U NPU Mome cy cea dozcomena bojerva epaga us cxyna C.

Hedunnnmja 14. Hexa cy damu C C [¢]"™ uy € [q]™. Bojewe cydurca y y ckyny C je 6uro koje 6ojerve
us cryna Sufey = {z € [¢]"~V™|(x,y) € C}.

Jlema 15. 3a q¢,m,r > 1, r-napmumnu Ky,  je deaumuuro g-pewus npema 6unro xom C C [q]™™

IC| <m".

7

Aoxas. Jlokaz BpIIUMO UHIYKITUjOM TIO 7.
Baza: r = 1 Taja umamo npasan rpad Ha m usoposa u |C| < m, na o jsemu 12 nocroju XeMUHIOBa JIOIITA
koja cajgpxku C, By,—1(a) 3a veko a € [¢]™. Heka usop i noraha 60jy a;. Kako je C C By,_1(a), 6ap jenan
wIaH cBakor Oojema je mCTH Kao oArosapajyha xoopawHaTa @, ako YBOpoBHU morahajy Oalil KoopauHATE a,
bap jeman he TaYHO HMOTOIUTH.
NuaykTuBau kopak: llpernocraBumo j1a TBpheme Baxku 3a r — 1, mokaxkumo ra 3a r > 2. 3aBojmo
jeman 1eo, Heka je To V, 10K cBe ocrasie ieoBe ceperaBamo y noarpad U koju je 3ampaso (r—1)-maprurHu
Kmm....m- Hocmarpajmo 6ojema y € [¢]™ nena V taksa na | Sufe y| > m™!
6ojerba je HajBuIle M, jep je nHade mpemairiex 6poj 6ojema y |C|.
Bpmumo cienehy crparerujy: usoposu u3 V' ourpajy kao y 6asu (6upajy a;; a ce 6upa Kao meHTap
nokpusajyhe B,,—1 3a ) ca najBuiie m ejemMenara, 3aTo u nocroju By,_1(a)). Ako 6ojeme n3 C MHIyKYje
Ha V' Heko 6ojeme u3 Y, crparerujom 6ap jegan upop y V morabha ucupasHO ¢BOjy 60jy. ¥Y CyIpOTHOM, 300T
HaumHa m3bopa ), axo je Ha V mHIyKoBaHO Gojeme y ¢ )V, mmanmo | Sufe y| < m"~!. Aym Tasa ma aBopoBe
U npumemnyjeMo cTpaTerujy XuIorese Koja je tadna 3a (r — 1)-maprutau Ky, . ,, mro U u jecre, u TO
HaJ| cKynoM Sufe y KapaunassocTu Hajumie m’ L.V Tom caydajy 6ap jegan usop U mcmpasHo moraba
cBOjy 00jy, 11a je crpareruja o0pa y CBAKOM OJI CJIydajeBa. O

, U CBpcTajMo ux y ckym V. Tux

Crparerujy 4BopoBa JIeCHOT jiejia Vi, MOXKeMO MPEICTABUTH MATPUIIOM 1 X ¢, T/ie PEJIOBU OJIrOBapajy
gBopoBuMa V,, a Kosone 6ojemuma Vi, 10K je y mosby (i,7) 60ja KOjy HPETHOCTaB/ba i-TH IBOD 3a j-
To 60jeme V. Cama hemo BujeTHn y KakBOj Cy BE3W PENIMBOCT MYJITUIAPTUTHOI Tpada U CBOjCTBO t-
3aCHNEHOCTH MaTPHILE.

Hedbununuja 16. 3a mampuyy M, ca esemenmuma y [q] xaotcemo da je t-3aculiena axo 3a ceaxu ckyn
T C [l] 00t xosona nocmoju r maxo da je {M,;|i € T} = [q].

1

JIema 17. Axo nocmoju n x ¢"~V™ t-zaculiena mampuya M nad [q], t < m"™', onda je Komnaemnu

r-napmumnu Ky, | mn q-pewus.

Hoxas. Ilonemumo rpad y jeo V, oa n eremenaTa nm ce ocrajie ctaBuMmo y Vi, koja je crora K,  mn,
Ysoposu V;, norabajy mo marpmunoj crpareruju M. Ilocmarpajmo meko 6ojeme Vi, y € [¢]". Ckyu Cy
nedbunncan kao y jgemu 11 je kapaunansocrn Hajsuire ¢ — 1: kaga 6u 6uio |Cy| > t, 3a 6ap t 6ojema Vi,
He 6u 1mocTojao UBop Koju ucupasuo noraha. C apyre crpane, 300or t-3acnhienHocTr 6U OCTOjA0 IBOP KOjU
y3UMa CBe BpeJHOCTH [¢] Kaja je Vi, obojeHo Tum Gojemsnma, na 6u y 6ap jexnom norahao Gamr ony 60jy
KOjoM je obojen, omHocHO TO Gojeme He 6m mpunajgaio C,, KOHTpaIuKImja. AKo, Jakie, ysop u3 V, 3a
JIaTO Y HOro[H CBOjy 60jy, cTpaTeruja pagu. Y CympoTHOM, Gojemse je u3 (Cy,y), na pecTpuxiuja 6ojerma
Ha Vj, nma Hajeume t — 1 < m" ™!, re je no jemu 15 V,, JeJINMIMHO -DEIIUB HaL Cy, omHOCHO Kaja je
bojerbe TaKBO J1a HUKO U3 V,, He moroau, moroauhe 6ap HEKO u3 Vi,. O

Ocraje jorr mga BUINMO KOJIMKO BEJIUKY t-3acuhieHy MaTpHUIly MOXKeMo Hahu 3a jare mapaMeTpe.



Jlema 18. Hexa cy n,k,l € Z. Tada 3a t > qlng, n x | t-zacuhiena mampuya ca esemenmuma y [q]
nocmoju 3a
¢ 1 ¢ %
[ <2t-1 <€‘I> .
q

Jlokas. Tlocmarpajmo marpurty My, xo; ca enemMeHTHMa YHIGDOPMHO U He3aBUCHO GupanuM HaJ [¢]. 3a ey
S on t xostona w3 M u pousBosbHU peji T, ca 1 (S) o3HagaBaMo pecTpukiujy peja r Ha S. 3a dpukcupaHo
S cajia UMaMo:

P(r.(S) # [q]) =P((Ja € [q])a ¢ r(5)) < q(l B ;)t

jep je BepoBaTHOha ma cy cBa mospa 7, (.S) y 6o Kojoj ceM jeanoj 6oju jennaka (1 — %) Kana ne 6u 6umo

pekJalama ciIydajeBa, To OUCMO IPoCTo cabpaJsy 1o CBUX ¢ 00ja, 300T yera MMaMO Makbe WIH jeJHAKO.
n

[Tpema Tome, BepoBaTHOha ma S He 3acuhyje M je Hajpuiie (q(l - %)t> =q"(1 - %)t" (momrro nma

n penoBa U HujegaH He cMe na Oyze 3acuhen ca S), na je ogekusBanu 6poj ckymosa S koju He 3acuhyjy
M orpanmyden omosro ca (21)iq™(1 — %)t”. Hasme je 360r yciaoBa Jieme, HAKOH CTeleHOBama ca t — 1 u
npebalBarba Ha oJrosapajyhy crpaHy HejeHaKOCTH:

lt2t<;e;) <1
(20)tq" (e_é)n <l

Kopucrehn mosnary nejegunakoct (1 — p)™ < e P umamo:
I\t
(2l)tq”(1 - 7) n<l
q

Kaxo je ca seBe cTpane mocaeme Heje THAKOCTH TOPHE OTPAHNIEIHE 38 OUEKNBAHE OPOj CKymoBa S KOju He
zacuhyjy M, npu jatuMm ycjioBuMa roctoju marpunia M ca majsuiie [ TakBux ckymnoBa S. Caja MoKeMO
u3 M u3banutu 10 jeJHy KOJOHY M3 CBAKOI OJ TUX CKyIoBa, npu uemy M mocraje t-zacuhena u ocraje
bapem [ Kosona y M, mrro HaMm je m TpebaJio 3a JOKa3 JieMe. O

Cneneha Teopema KOMOMHYje IPETXOMHO JobujeHe pesysrare jgajyhu nome orpanndemne 3a HG-6poj
MYJITHIAPTUTHOT rpada.

Teopema 19. 3a damo v > 2 u r-napmummnu Ky, . mn nocmoju xoncmanma ¢ maxea da 3a cée ¢ > 2 u
1 T
m = (2qIng)™7, n=cr(qglng)™" je HG(Km,..mn) = q.

Jokas. To nemu 18, mocrojur n x ¢~ t-zacuhiena marpuna M uaz [q] ca n = cr(gln q)ﬁ7 [ = glr=bm,
1
m = (2qlng)™1, t = 2qInq, 3a Heko ¢, jep je

1 1
| = D2 (g T <

=T
—t /1 2qn 7cr(qlnq)_ -t /1 t\ 1%
< 9% 1 (76%) Jalma=l 9577 <7€E>t !
q
a IpBa HejeJHAKOCT jacHO BayKM 3a HEKO ¢ HE3aBUCHO oJ] BpejHocTu ¢. Kaxo je Taga t = m” !, no jemn
17 je HG(Km,...mn) > q. O



_r_ .
Jlokasz meopeme 9. Yamumo n = cr(qlng)™1, rme je ¢ KOHCTaHTa He3aBUCHA O] ¢ JiehUHICAHA TEOPEMOM

19 kxoja mam naje HG(Kp, . mn) > ¢ 3a m = (2¢1n q)tll Kako je onga m = o(n), Ky, .. mn je noarpad
r=1 o
Kn,..nm, ma je n HG(Knp,. nn) > HG(Kpm,..mn). Hame je glng = (Z) 7, ma je ¢ = Q(n o))y,

cr

Konauno, kombunyjyhu nobujene nejeguakocrn, HG(K,, ) = Q(nrzl_o(l)). O

2.2 MyaTunapTuTHU YCMEPEHU ITUKJITYC

Y oBom zenty fiemo mpeicraBuTH joun jejaH pesyiarar u3 [2]|, KOju ce OJHOCH Ha MyJITHIIAPTHTHE
ycMepeHe nuKJiyce. AKo je rpad BUIJBUBOCTH U3 AebUHUIIA]e 5 YCMEpPEH, CMaTpaMo Ia JaTH UBOP BUIN
caMo YBOPOBE KOJU Cy HeroBu u3jasuu cyceau (1j. ako (u,v) € E, 9BOp u BUJM YBOP v, ajld ¥ HE BUJU

Hedununuja 20. 6n1,...,nr J€ KOMNAEMHYU YCMEPEHU T-NAPMUMHY YUKAYC ca deaosuma Vi, ..., Ve makeum
da je |Vi| = n; u da epane nocmoje camo usmehy cycednuzx deaosa, mj. (u,v) € E < (u eVi,veV, (=
i+1V(i,7) = (r,1)).

Jlema 21. Buso xoju ckyn C xaplunasrocmu wajeuse e je cadporcan y wexoj Bpy—1.

Jlokas. Bupamo a, nenrap Bi,—1, yaudopmuo Ha [q]™. 3a x € C, P(d(a,z) =m) = (1 — é)m (jep je 1 — %
BepoBaTHONA J1a ce T U a Pa3uKyjy y HEKOj JaToj KOODJIMHATH), Ia je

1 _m
P(\/ d(a,z) =m) <[C|(1 - g)m <[Cle™e <1
zeC

1a ca MO3UTUBHOM BEPOBATHONOM CBHU X Cy Ha XeMHHIOBOM pacTOjarmy HajBHINe m — 1 o1 a, Tj. CBU X Cy
y Bm—1(a). O

Jlema 22. Axo nocmoju r — 1 mampuuya A1, ..., Ar_1 Mampuuae 3a xoje easrcu:

1) V1 <i<r—1, A; jen; x ¢"+1 t;-3acuhena mampuya nad [q] u

i) [T/2) ti <e'd

0HOa je KOMNAEMHU T-NapMmUmHy YCMePery UuKAYC CZIP“WT q-pewus.

oxas. Ba 1 < i < r — 1, ysopoBu u3 V; norahajy mo marpuunoj crpareruju A;. Ilocmarpajmo 6ojema
y Kojuma me noraha mutu jeman usop Vi, 1 < i < r — 1. ITocmarpajmo name Cpi = {y € [¢]"+!|x(V;) =

o', x(Vie1) =y = ¢(Vi) = 0},
AKo HujemaH YBOp y U:;ll V; He moraba, mvMamo 11a je 2" € Cpr—1, 2" 1 € Cpr—2 ... 22 € Cy,, Tj. CBU TaKBH

' cyy
s=UJ U~ U e

IEQGle $3€Cz2 Ir71€CIT,72

Kaxo je A; t;-3aculiena, Baxu na je |Ci| < t; (13 passora koju je gar y Jokasy Jjeme 17) u ja je BeJUIuHa
ckyna S Hajpuie |Cyil...|Cpr-1] < H::_ll t; < e%r, na 1o jemu 21 nocroju B, _1(a) Koja nmokpusa S, 360r
vera i-Tv 9BOp V; Moxke morahaTu a;, Ia aKO HUjeJaH OJ YBOPOBa M3 JIPYIMX JeaoBa He moraha Tadmo,
6ap jeman ox ¥BopoBa u3 V, he moroguTu TadHO. ]

Teopema 23. 3ar>3,¢>2un; = (r—1)In(2¢Ing)(4Ing)"l¢" 174 1 <i<r je HG(C_"nh,,mr) >q.
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Jlokas. Tpumernnmo ma je n; = nit1(4qIng). ¥Yamumo t; = 2glng 3a cee 1 <i <r — 1, onza je
¢ nig1(dqlng) _ i
gt < 1q2ni+1 < Qﬁq +21qlnq < Qﬁ (165) -1
=7 < < p
a puMeHoM Jieme 18 nobujamo Jia nocroju n; X ¢t t;-3aculiena marpuna Hag [¢] 3a cBe 1 < i <7 — 1.
Osnaunmo Te MaTpuie ca A;, OHe OHJIA 33/I0BOJbABA]Y YCJIOB 1) JeMe 22, mma ocTaje jorr ga ogabepemMo n,
Tako Ja Oyjie 3a;10B0/beH yeiios ii). Kako je:

r—1
H ti = (2(] In q)r—l _ e(r—l)ln(2qlnq)
=1

moxkemo y3eru n, = (r — 1)qIn(2¢g1nq). Taga vam jgema 22 naje g-pemmsoct 6n1,...,nr- O

—

Teopema 24. HG(C,,,. ) = Q(n%_o(l)), 2de ce n y undexcy C nojasmyje r nyma.

Joxas. Axo ysmemo nj-oBe medunncame mperxogsoM teopemom, umamo HG(Cyp,  n.) > ¢, a Kako je

n; > n; 3a i < j, Jobujamo ma je ni = m Hajselim o1 n;-oa, ma je 6n1,...,n moarpad C_"nn, ma je u

r
—

HG(Cy,..n) > HG(C_"M’“,,W) >q= Q(n%ff’(l)), ITO J106MjaMO aHAJIOIHO Kao y JI0Ka3y Teopeme 9. O

2.3 ¥Ycmepenu rpadosn

Y oBom geny hemo npukasaru jegan pesynrar us 9] kojum ce orpanmdasa HG-6poj ycmepenux
rpadosa.

Teopema 25. Hexa je G yemepenu epad na n w80posa ¢4 GUUKAUNHUM UHIYKOBAHUM NOJPAPOM SEAUNUHE

I. Tada G nuje q-pewus axo je (n— I)(q%ﬂ)l <q.
Zoxas. Heka je A ckyn YBOpOBa KOjU MHIYKY]Y AIK /T IHI moarpad Besmunue I, u Heka je f cTparermja
kojom uBoposu mnorafajy. O6ojumo cse uBopoBe G yHUMDOPMHO U HE3aBUCHO y CKyiy [q]. V3abepumo
pom3BoJbaH YBOP v BaH A m Halumo BepoBaTHONY Jia v mcrpaBHO moraha 1Mo yC/IoBOM J1a HUjelaH IBOp
u3 A me noraba wmcnpasno, y ossamu P(¢(v) = 1|¢p(A) = 0). mamo 1a je mo mebunuimju P(o(v) =
1|p(A) = 0) = P((ﬁ(v])P:(;g\g)()A)io).

Habhumo npso P(¢(A) = 0). Quxcupajmo neko 6o0jerbe IBOpoBa BaH A. YOUNMO HajIyKu MyT U] —>

.. — u; Y A ¥ mocMaTpajMo HeroB MOCIe hH 9BOP ;. Kaja 61 mocTojao HEKU HEeroB M3JIa3HU Cycel U
y I (1j. uBop u Taxas na yemepena rpana (ug, u) nocroju y G), onza G OH MOPAO GHTH jeam 0j TB0POBa
U3 HajIyKer MmyTa, jep 6UCcMo mHadYe UMaJju JIyKHu myT ¢ Kpajem y u. C jipyre cTpaHe, ako je u jejgaH of,
YBOPOBA U3 MyTa, OHJIA OMCMO UMAJN YCMEPEHU MUKIYC U] — U = U; —> Ujp] — ... —> Uy, TITO je
memoryhe 360r yciosa ma je nnaykoanu mofarpad na A anukandan. [Ipema ToMe, cBU U3Ia3HU CYCEIN Uy
Mopajy 6utu BaH A, OJIHOCHO CBU YBOPOBHU KOje u; BUIHU Cy BaH A, ma u; MoxkeMo 060juTn y 6mjio Kojy o1
q— 1 moryhux 60ja, Tj. He MOXKEMO CaMoO y jeJIHy, OHy Kojy 0u 1o crpareruju f morahao Ha ocHOBY 60ja Koje
BHUJIH, & KOje Ccy cBe mo3HaTe. AKo caji uzabepeMo HEKY O/l THX JOCTYIIHUX 60ja, ¥ HOCMAaTPaMO WHIYKOBaHU
noarpad wax A\ {w} (koju ocraje anukaMYaH), HOHAB/LAMO IIPETXOHU IIOCTYIAK U CMambyjeMo A cBe
JIOK He ocTaHe Ipa3aH cKyil. I[IpuTrom y cBakoM KOpaky MMaMoO TadHO ¢ — 1 /103BOJbeHy 00jy 3a TpeHYTHH
KpPajibl 9BOp y n3abpaHOM HajIyKeM IyTy, a Kako 4BopoBa y A nma I, To naje ja mocroju tadno (g — 1)1
JIO3BOJbEHUX Oojerba A, Tj. OHUX y KojuMa HujeJaH 4Bop He moralja ucnpasuo. C japyre crpame, yKyTaH
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(¢=1)f
I

6poj pasimmunTx 6ojema A je ¢!, ma je 3a maro Gojere uBopoBa BaH A TpakeHa BepoBaTHONA , a

KaKo Cy cBa Ta 60jerba jeHako BepoBaTHa (300r yHUMOPMHOCTH U HE3aBHCHOCTH 60jeba IBOPOBA), TMaMO
T
ma je n P(gp(A) =0) = (%) .
I
Jacio je P(6(v) = 1A 6(4) = 0) < P(6(v) = 1) = L ma je Bo(v) = 1l6(4) = 0) < (%) &

Osnaunmo caza ca X ciydajHy IPOMEH/bUBY KOja IpeJicTaB/ba 6poj uBopoBa (G Koju ucipasHo mnorahajy
cBojy 60jy. Heka je 1(¢(v) = 1) mnaukaTopcka ciydajua MpoMeHJbHBaA 3a joraljaj 1a IBOp v HCIPABHO
noraha. Taja numamo 3a odekuBany BpeaHOCT X I0J] yCJIOBOM Ja HujefaH 4Bop u3 A e noraha TadHo:

E(X|o(4) = 0) =E( > 1(6() =1)[g(4) = 0)) =

veV(G)

= Y E(1(¢(v) = 1)[¢(A) = 0) =

<
m

=
ol

= P(@) =1s(4)=0)+ Y P6) = 1]¢(4) =0) <
veEA veV(G)\A4

<0+ (n—I)(L)I1 <1

q—1/ ¢

T7e TTOC/IeTIha HEeJeTHAKOCT BayKU JUPEKTHO TI0 yeJIOBUMa Teopeme. Kako X MorKe y3eTu caMo 1eIoopojHe
HEHEraTUBHE BPEIHOCTH, a OYEKUBAFhe 0] yCJIOBOM Jla Hujejan uBop u3 A He noraba je mame of 1, To
Mopa mocrojatu 6ojeme rpada G Mehy cBuMm GojemnMma y KojuMa HuUKO n3 A me moraba TakBo ma je u
yKynan 6poj norogaxa X jenHak Hyia. TuMe cMo okasamu 1a (3 3aMCTa HUje -pELIuB. O

IMocaeauua 26. Yemepenu epag ca ayursuarum undykosarum nodepagom sesuvune I je q-pewus camo
I

axo uma bapem I + q(l — é) y60poe6a.

IMocaemuma 27. Axo ycmepenu 2padh na n “60po6a uMma GUUKAUMHU UNIYKosanu nodepad ca bap o

w6opo6a, onda je o q-pewus camo ako je n > 2a(q — 1), 2de je o = 0.5675 peanrar 6poj koju 3600600064
jednavuny o + Ina = 0.

Jlokas. TIpernocrasumo na je n < 2a(g—1) nnexajet = 5t < a%. Taza je In t—l—tqfq1 < Ina+In %—l—a =

In % < 0, nu umajyhin e > (1 + qfll)qfl, J06ujamo:

1
0>1nt+ti>1nt+tq1n(1+—) —
q—1 q—1

1 \iq n/ q \3z
— 1>t(1 4——) — >4(———)
too1 195\ -1

[Ia, HA OCHOBY IPETXOJHE TeopeMe 3aKJbydyjeMo Ja rpad ca n < 2a(q — 1) 3aucra HUje g-perius. O
2.4 HG-6poj u apyru napamMeTrpu

Hapemaom nedununmjom gajemo cBojcTBo rpada Koje je CpoHO MUHUMAJIHOM U MAKCUMAJTHOM CTEICHY
9BOpa y TOME IITO Ha HEKW HAYUH OrpaHudaBa OpPOj cyceia CBaKOT IBOpA.
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Hedbununuja 28. I'pagp G je d-dezenepucar ako 1e206€ 48OPOBE MONCEMO NOCMABUMU Y HU3 MaKo Ja
CBaKY 80P UMG Hajeuwe d cyceda MeRy 460POSUME AEGO 00 cebe.

[Ipupomuo nurame Koje ce Hamehe jecre kaxo je HG-6poj moBe3an ca npyrum rpadOBCKUM ITapaMeTpu-
Ma, IIpe cBera MakcuMaiaHuM crerneHoM upopa A(G), munuManaaum crerneroM §(G) u jgereHepucasoiiy
rpada d(G). 3acas je oroBop MO3HAT caMO Ha [MUTake 0 MAKCHMAJIHOM CTEIeHY, JOK leMO OJIrOBOPY Ha
[IATabE O JIereHeprcaHocTh goHek e nupuhu reopemom 33. Jla i je HG-6poj u Ha Koju Ha9uH OrpaHUIeHO
07103/10 HEKOM (DYHKIIMjOM MHHUMAJIHOT CTEIIeHa YBopa (Koja TexKn GECKOHATHOCTH KaKO O T€KU GECKOHA-
YHOCTHU) OCTaje y MOTILYHOCTU OTBOPEHO.

2.4.1 HG-6poj u MaKCUMAaJIHU CTEIIEH YBOPa

Ha 6ucmo wanum Besy HG(G) u A(G), uckopucruhemo HapeHy MO3HATY JIEMY YHjH Ce JOKA3 MOXKe
nahn y [3].

Hedbunurmja 29. Joeahaj A je ysajammo nesasucar od cxkyna dozahaja A = {Ai,..., A} axo je 6uno
xoju A neszasucan 00 npecexa 6uao xoz nodcxyna A.

Jlema 30. (JIosacosa aoxkaana aema) Heka cy Ay, ..., Ay, dozaliaju y npouseomrom npocmopy 6eposa-
mmuohe. IIpemnocmasumo da je cearxu A; ysajamro nesasucar 00 cxyna ceux ocmaaux dozahaja A; cem
rwur najeuwe d, u da je P(A;) < p sa cee 1 <i < n. Axo je epd < 1, onda je P(\]—, AY) > 0.

Teopema 31. Axo je A makcumanrnu cmenen weopa y G, onda je HG(G) < eA.

Jlokxas. Heka cy vi,...,V, usopoBu G. lomesumo cBum 4BopoBuMa 6oje u3 ckyna [g] yHudOpMHO u
HE3aBHUCHO. 3a JIaTy CTpaTerujy IBOpoBa, Heka je A; morabaj ma v; mcnpasHo moraha ceojy 6ojy. Tama
je IOBOJBHO Ia IOKazKeMoO Jia ce 3a ¢ > e/ ca IIO3UTUBHOM BepOBATHONOM He jaB/ba HUTH jeIaH O
norabaja Aj;.

Hexa je N; = Nbr(v;). Ilokazaliemo na je A; ysajamno mesasucan ox M; = {A;[j € [n]\{j}, v; & Ni}.
Tayma he cBaku A; 6uTu y3ajaMHO He3aBHCAH Ca CKYIOM CBHX ocTajmux jorahaja cem HajBuine A mBux,
KOJINKO HAjBHUINIE MMa cyceda v;. Kako je mpurom 3a cse i, P(A;) = %, nMaan OMCMO Ja BayKu eA% <1,

. . n C .
ma 6u 1o JloBacosoj sokannoj aemu P(AY A7) > 0, ogHOCHO HEjenaH YBOp He moraha mcrpaBHO ca
HO3UTHBHOM BepoBaTHOhoM, ma He Moxke 6utn HG(G) = g > eA.
Ocraje, makie, Ja 3a CBaKoO | IIOKaykeMo ysajaMHy HezasucHocT A; om M;. Heka je M C M;
[IPOU3BOJbAH MOJICKYII.

PAACN A))= D PAACN A)Ix(N) = 9P (Vi) = y) =

JEM ye[q)!Nil JEM

= Y P(AX(V:) = 9)P( )\ AjIx(Ni) = 9)P(x(NV;) = ) =

y€E[q)!Mil JEM
=P(A) Y PN\ AIx(Vi) = y)P(x(N:) = y) = P(A)P( ]\ 4;)
yelglVil  IM jeEM

rjie JIpyra jeJJHaKOCT BaxKu jep je 3a jaro bojewme cycepctBa X(IN;) = y, 9YBOP v; OJBOjEH OJ] HECYCEJHUX
YBOPOBA M MCXOJL BberOBOr orahama He 3aBUCH OJ1 UCXoj1a orahama HecyceHnX YBopoBa; Tpeha jemnakoct
Baxku jep je P(A;|x(V;) = y) = P(A4;) 360r Tora mro uBopose 60juMo He3aBUCHO U yHUMOPMHO, Ta he v;
6utu 060jeH Harr oHOM 00jOM KOjy MHIYKYje eroBa CTpaTeruja 3a 1aTo 00jeme CyCeiaCcTBa. O
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2.5 Dbpucame 4BopoBa

Hedbununmja 32. Apmurxysayuorum weopom v y epady G Hazusamo 46op wujum ce bpucarvem nosehasa
6poj Komnonenmu nosezarocmu y epady G.

OHO mITO HAC MOXKE 3aHMMATH jeCy yCJIOBU IpH Kojuma u3 rpada G MOKeMO OOpUCATH HEKU TBOD,
rpany u candHo, a ga HG-6poj ocrane Herpomersen. [Ipsu pesysrar Ha oBy Temy, nobujen y [2|, mokasyje
Jla ce y g-pemmBoM rpady 3a ¢ > 3 Mory obpucaTu YBOpoBH creneHa 1 6e3 nmpomMeHe pemuBocTu (IITo 3a
CBOjy IMPEKTHY MOCJe Iy uMa i pesyarar 8a)). Osme hiemo maTu HaI JOIPUHOC TeMH TAKO MITO fieMo TO
TBpherme MpOIMpUTH Ha OpUCahe JTOBOJHPHO MAJIMX KOMIIOHEHTH WHIYKOBAHUX APTUKYJIAIMOHIM TBOPOM.

Teopema 33. Hexa je G q-pewius epag na n 460posa makas 06 NOCMOJU He208 GPMUKYALUUOHU YEOD UV
maras da nexa 00 Komnonenmu nosesarnocmu y G\ {v} uma marve 00 & weopoea. Tada je u G 6es usoposa
U3 Mme KOMNOHEHMeE q-PeuUlus.

Jlokas. Heka cy {vg...vx_1} 9BOPOBH Te KOMIIOHEHTE, Y3 k < %, U HEKa je U = v, U OCTaJ 9BOopoBHu GG Cy
unjexcupanu ca k + 1...n — 1. Heka je G’ rpad ca uctum ckynom upoposa kao G u uuju je G noarpad,
tako na y G’ mocroje ce moryhe rpane msmely usoposa vg...vx (G je, makie, yamja G ¥ KOMILUIETHOT
rpada HaJ| YBOPOBUMA V...Vt ). JJ0BOJBHO je nokaszaru ja, ako je G’ g-pemms, onga je u G'\ {vg...vp_1}
(jep axo je G g-pemus, ouna je u G’ kao weros Haarpad, na he no noxasy u G'\ {vg...vx_1} 6urn ¢g-pemmus,
na fie u G\ {vg...vx—1}, jep je G \ {vo...vx—1} = G'\ {vo...v5-1}).

[Ipema Tome, MokeMO 0e3 yMamema OIIITOCTH IpeTnocTaBuTu Ja y G mocroje cBe rpaHe usMmehy
YBOPOBA Vg...Uk—1. 10 Ja je G g-penmB je eKBUBaJIEHTHO Ja je 3a Heky crparerujy (fo...fn—1), F(x) =
1—[?:—01 (i — fi(z)) nnenTuukn Hyma 3a x € [¢" (IPUTOM BPeIHOCT f; 3aBHCH CaMo Of T; 3a OHE j 3a
koje v; € Nbr(v;)). Hexa cy f! : [¢]" % — [q], i = k + 1,...,n — 1 dynkumje norahama medbunucane 3a
G\ {vo...vx—1} Taxo na je za ce x’ € [q|" 7K, fl(z') = fi(x), vue je x; = 5, j = k..n —1 (jemmocraprocTn
paJu, nojeuaadHe 6oje y ' € [¢]"F unmexcupanmo ca k...n —1). Ose dbyHKIHIje ¢y KOPEKTHO medbHHICAHE
jep 3a maro 2/, mTa rox na cy npsux k 6oja y omrosapajyhem x, f;(x) 3a naro i = k+ 1...n — 1 he numarn
HCTy BPEJHOCT, HOIMITO f; He 3aBHUCH OJ] THX HIPBHX k 60ja, jep vg...vp—1 HUCY cycemn v;. L je nahn f),
Tako Ja je F'(2') = (x),— fi.(a')) H?:_klﬂ(xfi—f{(a:')) = (2}, — f.(2'))H' () npentnaxu nyna za z’ € [¢]" 7,
riae F' onrosapa rpady G\ {vg...vx_1}, a He 3aBucH o1 60ja YBOPOBA V... UVk_1.

Heka je X' = {2’ € [¢]"*|H'(2') # 0}. Tazna 3a cse 2’ € X’ mopa 6utn 2}, — fi(z') = 0, jep unaue
F' e 6u 6uia ujaeHTHUKHN Hya. IIpema ToMme, Tpeba JoKa3aTH ja HHU 3a Koja Jsa x’, 2" € X' ne Baxkn
x) # xf n x, =z, 3a cse i Takse ma je k < i < nu v uv; cy cyceau y G, jep 6u Tala 3a je[HO UCTO
6ojeme cycena v y G\ {vg...vx—1} 6miI0 TOTPEOHO 1A V) y3Me JBe pasaumauTe 6oje Kako 6u ce cBa 6ojera
G \ {vg...v5—1} Gmia mOKpuBeHA MOGEIHIUYKOM CTPATErHjoM, IITO cBakako Huje Morylie. IIpernocrasmvo
cynporno, ma nocroje Takeu ' u z”. Heka je Tana

A'={a € [¢*|lz} — fula™2) = 0}
A" = {a € [¢)f|a} — fu(a"z) = 0}

rje je (+7-) buHapHa onepalyja KOHKaHTeHaluje ypeheHux TOpKu.

[Tponernmo kapauaaaaoct ckynosa A’ u A”. 3a natu t € X' Baxu na je H'(t) # 0, najenu H(a™t) # 0
3a cee a € [q]F, e je H(z) = H?:_klﬂ(ti — fi(z)), 3a x € [g]" (jep unmumorm y H(x), ma camuM THM HI
H(z), ue 3aBuce ox xg...T_1). Am kaxo je F(a™t) = 0 3a cge (a"t) € [¢]", To Mmopa 6urtn 3a naro t € X/,
x; — fi(a™t) = 0 3a 6ap Heko 0 < i < k. Kako je t; dukcupano, a cBaku 0J1 4BOPOBA Vy...Vg_1 j€ MOBE3aH
caMo ca JIDyTUM YBOPOBUMA U3 TOT CKYIIa U IBOPOM Uk, Tj. Ca TAYHO k IPYTUX UBOPOBA OJ KOjUX je jeTHOM

6oja uKCHpaHa, TO je CBAKH OJ IOJHHOMa a; — f; 3a 0 < 4 < k jenmax mysia 3a Hajsume ¢ 1 uszGopa
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a € [q]*, na je Hf;ol(ai — fi(a™t) = 0 3a najsume kq"* ' usbopa a € [¢]*, na jemunu npeocramn umHmIIAL
F, (t, — fx(a™t)) mopa 6utn nyna 3a 6apem ¢~ — kg"~! uszbopa a € [q]* 3a duxcupano t € X' (ommHocHo
Mopa 6UTH HyTa y CBUM mpeocTammmM m3bopuma a). [Ipema Tome, |A'|,|A”| > ¢F — k¢F ! = ¢* 1 (¢ — k) >
@ Hg—9) = %, na 3aro A’ u A” umajy menpasan npecex 1o JInpux/ieoBoM NpUHIMITY, Y3€BIINA Y 0031D
na je A', A" C [q]".

Heka a € A’ N A”, Tama je 36or nedpununmje Ta aBa CKyIa,
r = fr(a"2) = fr(a"z) = 2},

IJle JIpyra jeIHAKOCT BaXKu jep fi 3aBUCH CaMoO OJT a, KOje je jeTHaKO ¢ 0be CTpaHe jeIHAKOCTH, U I0jeJIHIX
unzexca y «' u 2”, Koju cy nak taksu Ja cy 3a Te i, T, = ¥,
CMO KOHTPA/IMKIUjy, OQHOCHO MoxkeMo Hahu ucnpasro gedunncany dyuknujy f; koja 3a cse =’ € g
3a koje H'(x') muje myma moraha 6Gojy x) (jep cMmo mokasamm ga csaxo moryhe 2/ € X' ogrosapa Tatmo
jenmoj Bpexmocru u3 gomena dyukimje fr, mro cy 6oje cycema vy y G\ {vo...vp—1}). Tume cmo namum
F' koje je MIeHTUYKHN HyJla, IITO 3aBPIIaBa J0Ka3. [

aJlll Kako OHJa J1o0bujamo ), = 7, nobun
]nfk

CaJta MOXKEMO TTOCTABUTH 3aHUMJBUBO IHUTambe. Hamme, MpeTxoIHOM TEOPEMOM CMO JIOKA3aJd Ja Ce
JIOBOJLHO MaJie KOMIIOHEHTe WHIyKOBaHEe apTUKYJIAIMOHNM IBOpOM y (G MOTY 0OpHCATH, aau WHTEpecyje
HAC KOJIUKO je 3alpPaBO Ta I'DAHUIA 334 BEJIMYMHY KOMIIOHEHTE OIITPa, OJHOCHO MOXKEMO JIM Obpucaru
un Behe kommonenTe 6e3 mpomene pemuBocTu jgaror rpada. Ha mpsu morien 6wucmo moriu pehu ma je
OJIOBOD MOTBPJIAH, jep apTUKYIAIMOHN YBOP IIPEJCTAB/ba CBOJEBPCHO ,CYKEWHE" ¥ IIPOTOKY UHGOPMAIIH]ja
n3Mely JiBe KOMIIOHEHTe, OJHOCHO MOIVIM OMCMO IIOMHUC/UTH Jia, Ma KOJUKO Omyin Besmku HG-6pojeBn
naBe kommonente rpada G, HG-6poj camor rpada G ne moxke 6utu Hukako Behu oj nojepmnaaanx HG-
OpojeBa BEroBUX KOMIIOHEHTH. 10 je cTora ITo Taj apTUKYJIAIMOHN YBOP HaM3IVIe [ oHeMoryhasa Jia jegHa
KOMIIOHEHTa BUJIA OWJIO 1ITa U3 JIpyre KOMIIOHEHTE, U Y CKJIaJly ¢ THM OHeMoryhaBa Jia je/iHa KOMIIOHEHTA
cTpaTeruje CBOjUX YBOPOBA 3aCHUBA W HA JPYroj KOMIIOHEHTH U TuMe MoxkJa mnoseha c¢Boj HG-6poj. U3
OBOI' pas3Jiora je 1moceOHO MHTEPECAHTHO TO INTO Ce HUCIOCTaBJba J@ je OJMOBOP Ha MOCTABJHEHO ITUTAIHE
3aIpaBO OJIPUYAH, OJJHOCHO PEJIATUBHO BEJIMKE KOMIIOHEHTE HEe MOXKeMO obpucaru u3 rpada U TBPJIUTH A
ce weros HG-6poj uuje nmorepano. Crenehnm TBphemeM, makie, mokasyjeMo 1a je pe3yarar Teopeme 24
orrrap.

Tephewe 34. I'pagp G na cauyu 1. uma HG(G) > 5.

Jlokas. Osnaunmo x(v;) = x;. UsopoBu v1,ve, v3 moraljajy nom npermnocraBkoM Ja je x1 + To + T3 + 24
jemunako pejgoM 2, 3,4 mo momyiy 5. CaudHO, YBOPOBU s, Vg, U7 Torahajy Mmoj, MpeTIoCTaBKOM Jia je X4 +
r5 + x¢ + x7 jemuako pemaom 1,3,4 mo moayny 5. To 3Hadm jma HEjeIaH O YBOPOBA X1, X2, X3, X5, TG, L7
He noraha TagHO camo KaJia je 36up 6oja npsBa derupu usopa 0 miau 1 mo momyny 5, u yjegaHo 36up 6oja
nocsieiiba detupu uBopa 0 min 2 mo moaysny 5. O3HaumMo cajga £ = X1 + To + 3, Yy = &5 + X + 7 U
d = x3. Umamo, naksie, na Hujesan on ;, i # 3, He noraha rauno 3a x +d € {0,1} nu y + d € {0,2}, na
1a 6u G 6uo 5-pemms, cBojy 00jy Taja MOpa TadHO Jia IOTOAU yupaso v3. a 6u vz To MOrao 1a y4uHH,
JTIOBOJBHO je J1a JTOKayKeMo Jia He TI0CToje &, Y TAKBHU Jia II0CToje ABa pasiamdanTa di, dy (1o Mojyy 5), TakBa
naje x +dy,x+de € {0,1} u y +dy,y +ds € {0,2}.

[Ipernocrasumo cynporro. Taga je wim (x + di,y + di,x + do,y + d2) = (0,0,1,2) wmu (z + dy,y +
dy,x+da,y+ds) =(0,2,1,0). Y npBom ciiyudajy ojy3uMarseM MPBOr U JIPYrOr YjaHa YeTBOPKe J06ujaMo
x —y =0, 1ok omysumamemM Tpelier u yerBpror wiana nobujamo x —y = 4 (cBe mo Mozyiy 5), mITO Jaje
KOHTPAIUKIIN]Y. Y JPYTOM CJIy4ajy CAUYIHO A00ujamMo £ —y = 3 u £ —y = 1, IITO je OleT KOHTPAJIUKIIN]A.
Kako cmo y ob6a moryha ciaydaja monum m0 KOHTPakIyje, OHA He MOxKe Outu j00pa, Jlakje, y Hajropem
clIy4ajy, 3a JaTe T U ¥, IOCTOJH CaMO jeJMHCTBEHO d 3a KOje je IBOp v3 OHaj KOju Tpeba TaIHO Ja ITOr0In
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0‘0

Cmuka 1: I'pacd G y tBphemy 34

CBOjy 00jy, ajim caMuM THUM OH MOKe ja moraba jia je merosa 6oja Oarm To d, ma y ciay4ajy jJga ocTajin
YBOPOBHU CBU IOI'PEINTHO TIOToJe, v e ucrpaBHO moroauTu cBojy 6ojy. I'pad ca ciuke je, makie, 3aucra
5-perus. O

[Tpumernmo 1a oBaj rpad 3amcra mMoKaldyje [a je TpaHuIa y TeopemMu 24 omTpa, jep MMaMo Ja je
BeJINYHMHA 00€ HeroBe KOMIIOHEHTE II0BE3AHOCTU KOje ce JIo0njajy YKJIamamheM apTUKYJIAIMOHOI YBOPa U3
jenHaka 3 = [%] = (%W > 2, u 3amcra, Teopema HaM He omoryhaBa Ja TOJNKO BEJIHKY KOMIIOHEHTY
YKJIOHUMO, IIITO U jecTe ucipasHo, jep G uma Behu HG-6poj Hero mro 6u mmao 6e3 HEKe KOMITOHEHTE.

AHAJIOTHUM TTOCTYIIKOM 61 Cce MOTJIO JIaKO JOOUTH U J1a iBa KOMILIETHA rpada Ha 1 IBOPOBa, 3a 1 > 5,
noBe3aHa y jegHoM uBopy umajy HG-6poj 6apem jennak n+ 1. Unak, mocrasiba ce muTambe J1a Jin je Moryhe
JloKkazaTu 3a Te rpadose 1a je muxoB HG-6poj jour pehim, Hup. 2n — 2 3a maphe n u 2n — 3 3a HemapHe
n, mWTo u jecy HajBehe moryhe BpegHOCTH TakBe Ja ce ojirorapajyhe KOMIIOHEHTE HE MOU'Yy OOpPHCATH IO

Teopemu 24, a camum TuM u HajBehe moryhe Bpeanoctn HG-6poja 3a oBakBy BpcTy rpadoBba.

3 Jluneapna urpa Ha rpady
Cana hemo npukazartu Bapujanujy urpe yBeJeHy y [2], Kao u Heke HOBe pesyJiTaTe y TO] BapUjaIUju.

Hedbununuja 35. Hexa je G epag u q cmenen npocmoe bpoja, u nexa je Fy xonawro nowe xapounasrnocmau,
q. JTuneapna (G, q)-uepa, y osnauu (G, q)un-uepa, npedcmasna kracuuny (G, q)-uepy, y3 ozparnuuerse da
ce boje usoposa ysumajy us F, u da cmpamezuja cearoe weopa mogice bUMU NAJEUULE NUHEAPHU TOAUHOM
suwe npomenvusur nad novem Fy xoju sasucu 0d boja weoposa y cycedcmey nocmamparoz weopa. Axo
je (G, q)in-uepa nobednuuxa, xasxrcemo u da je G auneapro q-pewus. Juneaprnum HG-6pojem epaga G, y
oznayu HGyp(G), nasusamo najsehe ¢ maxeo da je G auneapho q-pewsus.

[Tpumernmo ja (bapeM He TPUBUjATHO) HE MOZKEMO TBPMTH JIa JIMHEAPHA ¢-PenuBoCcT G He MMILIAIIPA
u JuHeapHy p-permmBoct G 3a p < ¢, I1a caMUM THM MOXKJa u Jdedununuja suHeapaor HG-6poja u Hema
MHOI'O CMHUCJa. 3aT0 O0u 6miio of1 3Haqdaja nponahu takaB (G KOju je JIMHEAPHO ¢-PEINB, a HUje JIMHEAPHO
P-PenIuB, 3a HEKO P < ¢, min (hOPMAJTHO JTOKA3ATH JIa Ce OBO He MOyKe yIuHuTH. [IpaBu cMucao muneapHor
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HG-6poja je na ce moh simneapuux crpareruja yrmopeau ca MONK KJIACUIHUX, Tj. Ja Ce TIOKAaXKe J1a, 10je/IMHE
KJiace rpagoBa OrpaHMYaBamkEM Ha JIMHEAPHE CTpaTeruje Jiajy, Herie u 3HaTHO, Matbe HG-OpojeBe Hero
obudHe crpaTeruje.

Caza hemo HaBecTn cBe JI0 cajia MO3HATE pe3yJITare y JIMHEAPHO] Bep3uju urpe Ha rpady (dumju ce
Jokasu Mory Hahu y [2]).

Tspbhewe 36. Umamo caedehe pesyamame:

a) HGy,(Ky) = ¢, 3a cmenen npocmoz bpoja q.

6) HG;,,(Cr) =2 3an > 5 i HGy,(Cs) = HGy(Cy) = 3;

8) K, n nuje q-pewus nu 3a jedan nenpsu cmenen npocmoz bpoja q (npemnocmaska usnema y [2] mepou
da nuje pewus nu 3a jedan cmenen npocmoz 6poja q).

3.1 HGy;,-6poj u gerenepucanocT rpada

3a j0ka3 HapejHe TeopeMe u3 [2|, Koja noBesyje jnerenepucanoct rpada u mweros HGyy, 6poj, kopuctu-
hemo nosHary Jiemy 1o3HaTY Kao KOMOMHATOPHO Hamernrawe Hysa (enr. Combinatorial Nullstellensatz),
a amju ce jioka3 Moxke ahu y [1].

Jlema 37. (Kombunamopro Hamewmarse Hyaa) Hexa je F npouseonno nome u mexa je nosunom
[ = flx1,...,zn) y Flz1,...,zy,]. Hexa je deg(f) = > iy ti, 2de cy ceu t; npupodnu 6pojesu, u nexa je
koegpuyujenm [, xfl y f menysa. Tada, axo cy Si,...,Sp nodckynosu F ca |S;| > t;, onda nocmoje
si € S; maxsu da je f(s1,...,8n) # 0.

Teopema 38. 3a 6usro xoju d-dezenepucaru epad G saorcu HGyp(G) < d + 1.

Zoxas. Heka je G rpad Ha m 9BOpOBa W HEKa je V1, ..., V, HU3 EETOBHX UYBOPOBA TAKaB Ja je 3a CBAKO
2 < i < n, v; noBe3an ca HajBuime d YBOpoBa Mehy vi,...,v;—1. IlpermocraBumMo cympoTHO TBphemy
TeopeMe, Tj. ga je (G JIMHEApHO ¢-PEIuB 3a HEKU CTeleH mpocror Opoja q > d + 2. Tama je mnojauHom
F € Flzy, ..., zy] maT ca

n

F(a) = [ @~ £)

i=1
uJenTnyKy jeqnax Hymm va Fp. 3a 1 <i,j <n, Hexa je p; = x; — f; 1 uumemMo z; € p; ako ce MOHOM I
IIojaBJ/byje Kao WiaH y p; ca HeHnysa KoeduiujearoM. JebuHumeMo noackynose Py, ..., P peKyp3uBHO Ha
ciaepehn naunn. Heka je P, = {p;|lz, € p;},azai=n—1,...,1je

n
P = {pj ¢ |J Pulsi Epj}
k=i+1
[Ipumernmo ma Heku on P;-oBa Mory OuTH Npas3HM, Ja Cy CBH JUC]YHKTHH IO JedUHANUjA, U Ja je
Uiy P = {p1,....,pn}. Haswe, 360r d-nerenepucanocru G, umamo ga je |P;| < d + 1 3a cBe i. Sammmmmo

F(x) kao .
Fe)=]] ]I »(=)

i=1peP;
U TIOCMATPAjMO HeroB MOHOM m(x) = xlfnl...x‘lpﬂ. Ouursiesnino je ma je m(z) Bomehu jep je degm(x) =
Yo |P| =n = degF, a takohe koeduuujent y3 m(x) y F mMopa 6urn Hemysa jep je koedurmjent y3

| : :
z; By [1,ep p(z) no nedbununuju P; nenerarupan, a m(x) ce 106uja y3aCTOIHUM MHOXKEIbeM MOHOMA
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1Pl II (x) 3ai=n,..., 1. Ogarie Mo KOMOHHATOPHOM HAMEIITAILY Hy/Ia AUPEKTHO ciaenn na F(x)
; vep, P =n,..,1.0x P Y HyJIa P L 1

3a Hexko x € [y ysuma memyna spesroct (jep je ¢ > d+2 > d+1 > |P;[), na ne Moxe GUTH WJICHTHIKA
jeTHAKO HYJIU, IITO HaM Jaje KOHTPAIUKIIH]Y. [

Xz

3.2 DBpucame uBopoBa

Omer ce mUTaMO MO KOjUM yCJIOBIMa MOYKEMO KOMITOHEHTY TOBE3AHOCTH NHIYKOBAHY apPTUKY/IAIMNOHIM
YBOPOM OOpHcaTh U3 JaTor rpada, a ja IpuToM He IpoMeHnMo meroB HG-6poj. Oarosop Ha oBo IuTambe
HaM Jiaje HapeJHa TeopeMa, IITO MIPeICTaB/ba Hall JOIPUHOC TEMHU.

Teopema 39. Hexa je G auneapro q-pewus epad na n weoposa (3a cmenen npocmoe 6poja q) maxas
da nocmoju 1be206 aAPMUKYAGUUONY %60P V MaKas da nexa 00 Komnonenmu nosesarocmu y G\ {v} uma
najeuwe q — 2 weopa. Tada je u G 6e3 wsoposa me KoMNOHEHME MAKODE NUHEAPHO -DEUUS.

oxas. Heka je f = (fo... fn—1) Aara muneapna crparernja Haj Fq y I, rie ¢y vg...v5—1 IBOPOBH KOMIIOHEHTE
nosesaHocTu Kojy 6putemo (k < ¢ — 1), vy = v 1 Vg11...U,—1 ocTasu uBoposu G. Tana je

n—1 k
F(x) = [[(@i - fix)) = [[(zi = fi@))H(z) = 0
=0 =0

3a CBe T € IE‘Z. [Torpebno je ma mahemo JimHEApHM TOJIUHOM f,’C KOJU 3aBUCU CAMO OJ[ Vk{]...Up—1 TAKO Jia
noymuoM F'(2') = (), — fi.(2'))H'(2") ysuma Bpegnocr nyna 3a cee 2’ € IFZ_I“ (rae 2’ y oBoMm ciyuajy
uHekcupamo ca k...n — 1, u rie je Besa H u H' amanorna xao y joka3y teopeme 9).

Axo me mocroju x’ € IFZ;_’“ rako ga je H'(z') # 0, saBpmmuti cMmo, jep je oHza 3a IPOU3BOJBHY ff,
F'(2) = (z, — fi(2))H'(2') = 0 3a cBaxo x € F. V cynpornom, nocmarpajnmo neko 2’ € Fi—F 3a koje
je H'(z') # 0. Heka fi, ka0 jiuHeapHu mosmHOM, uMa obsuK fi(z) = a121 + ... + ap_1Tk—1 + apr1Tkr1 +
lp—1Tp—1 + b, TIIE je mocsenmbux HeKonKo cabupaka dbukcupano usbopom . Tana je api1Tpy1 + ... +
Ap—1%n—1+b durcupano, na ra Moxkemo o3HaauTH Kao koucranry b'. Ocraje, nakne, fi(z) = (Zf:_ol a;z;)+
b.

[TpermocraBumo ma je 6ap jeman a;, 0 < ¢ < k — 1, pasmmunt ox nysae. Kako je u xj dukcupaso,
6poj k-topku (xg...xp_1) 32 Koje je vp 4BOp Koju Tauno noraba (Tj. 6poj (xg...xp_1) 3a Koje je T =
fu((zo...xp_1)"2")) je najsume gh~!
Gap jeman cabupak a;x;, a; # 0, na x; y3me BpeaHoct tako na Oyzge 6am xp = fr((xo...z5_1) ") Gyue
3a,1080/beHO). C pyre crpane, 6poj k-Topku (zp...Tk—1) 32 Koje TadHo moraha HEKN 01 4BOPOBaA V... Vk—1
je majsume kg (jep 3a duxcupann usop u duxcHpano 6ojeme CBUX MPEOCTAINX MIEIIpa, Taj IBOP
roraha camo y caydajy ga Hocu 00jy Kojy ompehyjy 6oje miemupa Koje BUIU, a IPEMa COIICTBEHO] J1aToj
crpareruju). Kako je ykymnanm 6poj k-Topku (zg...rp_1) jeamak ¢F, To v, jeJHE IIpeocTasi 4BOp, cem
OHEX y KOMIIOHGHTH II0BE3aHOCTH, Mopa morabaru 3a Gap ¢F — kg~ k-topku (2¢...25_1) Tauno cBojy
60ojy. Anm omza je, o mpernocrasim TBphema, ¢F — k¢F Tt > ¢F — (g— 1)qk_1 = ¢*1, ogmocrHo mMO6MITH cMO
Jla v MOpa moraharu TavHO 3a BuUllle k-TOPKU (Z...Tk_1) HEro IMTO je To Moryhe, ITo je KOHTPaJIUKIUja
C IPEeTIOCTaBKOM Ja je 6ap meku a;, 0 < ¢ < k — 1, pazjmaur o HyJIe.

[Ipema Tome, cBu KoedUIMjEHTH Y JIMHEAPHOM HOJUHOMY fi, y3 Hedukcupaune z;, 0 < ¢ < k — 1, jecy
HyJIa, IITO 3HAYM Jla je caMa BpeJHocT fi dbuKcupaHa U jeaHaka KoHcTanTu b’ 3a duxcupano z’ € ]FZ*’C .

, TIOJl, HAIIIOM IIPETIIOCTABKOM (jeép MOPaMO OCTABUTHU Y TOM CJIydajy

Y3Mumo, Jakie, Jga je 3a Heko T’ € ]Fg_k, f1. nedumnncano ca fi(x') =V ako je H'(z') # 0 (rge b’ saBucu
on z') u f](2') jennaxo npoussosbuoj Bpeanocru axo je H'(x') = 0. Ilorpebno je jom moxkasaru xa je f;,
KOPEKTHO JiedbMHUCAHA, OJTHOCHO Ja He 1ocToje ase (n— k)-topke ' u b’ 3a koje je H'(a’) # 0u H'(b') # 0
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Iy KOjEMa ce pasiukyjy aj u 'by, mok cy 3a cBe i, k+1 < i < n — 1 3a koje ¢y vy u v; cycean, a; u b
jemuaku. Ayin TO OM 3HAYMIIO JIa je

a; = fk(sﬁa/) = fk+1<tAb/) = §c+1

(rme cy s, ojHOCHO ¢ HpoU3BOJbHE k-TOPKEe U IJie JIpyra jeJHaKOCT BaxKU jep fi He 3aBUCH O] IOYeTHe
k-Topke, nomTo cy oarosapajyhn xkoedunujentu csu Hysa, u jep cy eaementr a’ u b’ on xojux 3aBucu fj
CBU jeJlHAKM y ojroapajyium mapoBumMa), IITO je oner KOHTPAUKIM]a, jep CMO MPETHOCTABIIN Ja G) W
by mucy jeamaxu. Ilpema Tome, f; je KOPeKTHO JedHHHCAHA U CAMIM THM CMO HAILIN J0OPY CTpaTerujy
norabama 3a G \ {vp...v5_1}. O

Cnuka 2: K4 ca J10JaTHOM IpaHOM

OBo u jecre HajbOBE MITO MOXKEMO Ja J00HjeMO, jep He MOXKEMO J1a TBPAUMO JIa KOMIIOHEHTY ca q — 1
YBOPOM MOXKEMO M30anuTu u3 rpada, ako je oBaj JuHeapHO ¢-pemuB. To, Ha IpuMep, BUINMO aKoO Ha
KOMILIeTaH rpad Ha ¢ YBOPOBa J0JaMO HOBH YBOD U I'paHy M3Mehy TOr YBOpa M TAIHO jeTHOTr OJf IBOPOBA
K, (cimuka 2). C jenme crpane je ounriieguo aa je y Tom rpady HGyy, = ¢, 10k kajg 6u mperxoia TeopeMa
BasKWjIa M 38 KOMITIOHEHTE BeJnduHe ¢ — 1, MOIVIn OMCMO u3 rpada ca CIMKe 0OPUCATH CBE IBOPOBE CEM
JiojlaTe TpaHe W HbEHa JIBa YBOpA, W Taja OMCMO TBPIWJIU Jia je Ta rpaHa JIUHEAPHO @-PEIlnBa, IITO 3a
q > 2 HUje TavIHO.

4 XpomaTcka urpa Ha rpady

Cajia hemo yBecTH jejiHy 3aHUMJbUBY Bep3ujy urpe mnoraharba memmpa Ha rpady, Koja MpPeJCTaB/ba
HAIl OPUTUHAJIAH JIOMTPUHOC OBOj TEMU.

Hedununmja 40. Hexa je G epadp u q npupodar 6poj. Xpomamexom (G, q)-uepom, y osnavu (G, q)y,
nasusamo kaacuuny (G, q)-uzpy y3 oepanuuerse da ce u6oposuma 2aparmyje 0a 60ja NOCMABHEHA HA HUT
MOPa bumu passunuma 00 ceux 6o0ja nocmasmerur na rwezoee cycede y G. I'pad G nazusamo rpomamcku
q-pewusum axo je (G,q)y nobednuwra. Hajsehe q 3a xoje je G xpomamcru q-pewsus 03HAMABAMO CG

HG, (G).
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3a OBy Bep3ujy UI'pe Bayke aHAJIO3M OCHOBHUX CBOjcTasa Kjaacuunor HG-0poja: xpoMarcka pemmuBocT
3a ¢ UMILIUIAPa XPOMATCKY PEIIUBOCT 3a P < ¢, U XPOMATCKa ¢-PEIIMBOCT HeKor nojarpada G MMILIAIIPa
U XpoMaTcky g-permuBocT G.

OBy Bep3ujy urpe cMo Ha3BaJIU XPOMATCKOM jeP Ce TOCTaB/batbe 00ja ¥ Ih0j BPINU YIIPABO 10 IIPABUINMA
KJIACHIHOT Oojerba rpada, Tj. TAKO Ja JIBa CyCceTHa IBOpa He CMejy UMATH UCTy 60jy. 360T Tora je HajMarbu
6poj 6oja, Koju MOpamo y3eTu Ja OM HBHUXOBO aJleKBAaTHO pacropehuBame Ha uBopoBuMa rpada OHIo
moryhe, jesHak yrpaso xpomarckoM 6pojy rpada, y oznamnu x(G) (1a oBo He 6GucMo Memnasu ca QyHKI]oM
nozene 6oja, oy hemo Hajasbe osuadasaru ca X ). [lokasyje ce, mrasuire, jia je ceaku rpad G XpoMaTcKu
X(G)-penuB (unme yjesHO 1MOKa3yjeMo U ja jedUHUIIja XPOMATCKe Bep3Kje Urpe MMa CMUCIA, Tj. JIa Cy
cBu TpadOBU XPOMATCKHU PEIMBU 33 HEKHM HETPUBUjAJIHE OPOj 60ja).

Tephewe 41. Csaxu 2pagp G je xpomameru x(G)-pewus.

Jlokas. OBO AMPEKTHO CJIM W3 YHILEHUIE Ja npu cBakoM Oojemy Gy x(G) 6oja mopa mocrojatu Gap
jeslan YBOp Takas Ja Hberosu cycean uMajy csux x(G) 6oja cem jeiHe, Koja y TOM CJIydajy MOpa MPHUIACTH
TOM 9YBOPY, U KOjU CTOra MoOxKe Ja moraha Ty 00jy u ma moroaum tadHo. [IpermocraBuMo ja HE MOCTOjU
oBakaB 4BOp. M3abepumo Heky 60jy x. To 6u 3HAUMIIO j1a HUjeJaH YBOP OOOjEH y T HUje OKPYKEH ca
upeocrasom X (G) — 1 6ojom, Jakie 6e3 HapylllaBamba KOPEKTHOCTH 00jera G1CMO CBAKOM OJf TUX YBOPOBa
MOLJIH JIa TIpoMeHnMo 60jy y 6ap jeary ox npeocranux x(G) — 1, mro 6u 3naunsio jga je rpad G obojus
u ca x(G) — 1 60joM, KOHTPAUKIIHja. O

Caza hiemo nponahu xpomarcku HG-6poj komiuiersor rpada (Imo TpayKu 3aXTeBHUJU PUCTYIT HETO
y caydajy KiaacudHe urpe Ha rpady).

Teopema 42. HG, (K,) =2n -1

Aoxas. Jokaxumo najupe na je HGy (K,) > 2n — 1. Caku o 4BopoBa BHIH IO 1 — 1 Ipyru 4BOD, a
Kako m3Mely CBUX IUX IIOCTOjU IpaHa, TO U CBU OHU MMajy MehycoOHo pazimaure 60je, Ia J1aTh 9BOP He
MOKe UMaTHu HHUjemHy on n — 1 60je u3 cKyma 00ja HeroBux cycelia, OJHOCHO CBAKHM YBOpP MOXKe Ouparu
60jy m3 ckyna ox n 6oja. [Ipurom, n — 1 6oja je mcta y cBAKOM OJI CKyIOBa MOryhux 00ja 3a CBaKW IBOD,
u 1o je n — 1 Koja ce yomiTe He IOjaBjbyje y gaToM 6o0jemy Ipada, JOK je mpeocrtasa 00ja y CBAKOM O
CKYIIOBa yIIpaBo 60ja KOjoM je JaTu IBOp 000jeH.

Caza hemo mokymaru ja 3a cBaku Moryhu n-rowianu ckyn (n-ckym) 60ja ogabepemMo jeslaH Heros
eJleMeHT Koju noraha oHaj aBop Koju Tpeba cBojy 60jy j1a moromu bamn u3 Tor n-ckyma. AKo nputoM Oyje
BasKWIo ja 3a dukcupanu (n — 1)-ckym, mehy cBuM n-cKynoBuma Koju cajpxke taj (n — 1)-ckym, 6ap
jesna moralja oHaj cBOj eJleMeHT Koju He mpunaja ToM (n — 1)-ckymy, oHja 6ucmo 6uiu rorosu, jep 6u To
3HAYWIIO J1a 3a cBako Gojerme K, 6ap jeman uBop ucnpasno moraha cBojy 60jy (jep je To 6amr ona n-ta 60ja
u3 ckyna ox n 6oja u3 kora Moxe na noraha). C apyre crpane, OBO IPETXOIHO je eKBUBAJEHTHO TOME JIa
cBakOM (n — 1)-CKyIy JOEIMMO HeKy OJ1 mpeoctainx n 6oja (IITo 3HAYHM /& ce 3a CKyI O TuX n 06oja
6upa Ta n-ra 60ja), U TO TAKO Ja IIPU TO] JOJEIHN He J00UjeMO J[Ba UCTa N-CKyna (OJHOCHO, 3a N = 3, He
mozkemo Jasojiu {0, 1} nomenuru 2 u nsojiu {0, 2} nogenurtn 1, jep 6u To 3HAUMIO Jla JOOHjaMO J(BE HCTe
tpojke {0, 1,2} koje 6u MopaJie GupaTu pasjuduTe eJIeMeHTe, 2, OJHOCHO 1, IITO OYuIIeHO HIje Moryhe).
Caza, Kako je yKynan 6poj n-ckymosa u yKymnan 6poj (n — 1)-ckynosa jennax (jep je n+ (n—1) = 2n—1,
mro je 6poj 60ja), IPETXOHO je eKBUBAJEHTHO TOME JIa Y CBAKOM N-CKYIly n3abepeMo MO jeJlaH eJIeMEeHT
TaKO J1a OPUCAeM U3 CBAKOI N-CKylla n3abpaHor eJIeMeHTa, He HacTajy JBa ucra (n — 1)-ckyma.

Ogo hemo yuunuTu Ha ciaenelin HaunH: TOCTABUMO CBe N-CKYIIOBE Y JIEBH JI€0, a cBe (n — 1)-ckymose y
JecHu jieo Hekor bunaprutHor rpada. [loBeknmo IBOp U3 jeBe ca IBOPOM U3 JECHOT Je/1a aKO O/Ir0Bapajy-
hu n-ckym ca jieBe crpane cajapxku onrosapajyhu (n — 1)-ckyn ca meche crpane. To 3Haun ga u3 cBaKor
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YBOPA JIEBO TIOJIA3M TI0 7 TPaHa U JIa Yy CBAKU YBOP JECHO YBUPE MO 1 rpaHa. AKO GHCMO HAILIN CaBPITIEHO
yIapuBatbe YBOPOBa JIEBO U JIECHO, ayTOMaTCKU OMCMO JOOWIN W TpaykeHu n30Oop ejieMeHaTa y CBaKOM
n-CKyILy, jep Ou TO OHO eJIeMeHT KOjU IPeJICTaB/ba PA3JIMKy N-CKyla Ha JIeCHOM Kpajy rpaxe u (n — 1)-
CKyIla Ha JIEBOM Kpajy I'DaHe KOoja y CABPIIEHOM yNapuBarby OJroBapa JIATOM N-CKyIly (360r caBpIieHor
yIapUBaiba MOXKEMO Jia TapaHTyjeMO Ja OBAKBUM H300POM ejieMeHaTa y CBAKOM O/ N-CKyIOBa HE OCTajy
JBa ncra (n — 1)-ckymna).

Ocraje jomr ja HahleMO caBpIIEHO yIapUBake YBOPOBa OBOT OHIApPTUTHOr rpada. M3abepuMo mpons-
BOJbHUX Kk YBOpOBa U3 JIEBOT Jiejia, U [IOCMATPAjMO CBE YBOPOBE U3 JIECHOT JIEJa KOjU Cy CYCETHU HEKOM
on1 n3abpanux uBopoBa Jiepo. Heka Tux uBopoBa mma [. [Ipumerumo na u3 k mzabpanHux IBOpPOBa JIEBO
[0J1a37 TA4HO kM IpaHa, IITO 3HAYM U J1a y | CyceJHUX YBOPOBa JIECHO YBUPE TavdHO kn rpaHa (Koje mMajy
jeman usop Mely k uzabpanux sieo). IIpernocrasumo cax ja je [ < k. To 6u 3HAUMIIO & Y YBOPOBE JE€CHO
YBHUPE Y IIPOCEKY an > n rpana, ma 6m npema TomMe Mopao mocrojatu 6ap jeman mely Tux [ uBopoBa y
Koju yBupe 6ap n + 1 rpana, mTo Huje Moryhe jep y CBakKu 4UBOp JE€CHO yKYyIIHO yBUPE Ta4HO 1 I'PaHA.
Baxu, nakite, k < [ 3a mponsBo/pHUX k YBOPOBaA W3 JIEBOT J€JIa W IIPOU3BOJBHO k, T1a XOJOBOM TEOPEMOM
JMPEKTHO 00MjaMo TPasKeHO caBplleHo ynapusaibe. Oume cmo mokasanu jaa je HGy (K,) > 2n — 1. Jla
je HG(K;,) < 2n — 1 nokasyje ce aHajIoruo kao y TBphemy 7. O

Y J1oKa3y MpeTXojlHe TeOPEMe je CBaKU OJf YBOPOBa MMao 1 Moryhmx 6oja Koje cy My Ouje JOCTyIHE
(jep Mopa umaTu paznuauTy 60jy 0/l CBAKOI OJ1 IPEOCTAJIOr N — 1 YBOpa, KOjU CBU UMajy pasjuaure 0oje),
TaKO Jla MOCTOju ojipeheHa CJIMYHOCT ca KJIACUYHOM HUI'POM TJie Takohe CBaKM YBOP UMa JIOCTYIHUX 7
6oja. Unak, XxpoMaTcka urpa ce y 0BOM CMHUCJIY MOXKe ITOCMATPaTH Kao ,TexKa’, jep J0K y KJIACUIHO] UTPU
CBaKkM YBOp Ompa 60jy u3 UCTOT CKyIta 00ja M caMUM THM 38 CBAKH IBOP 00je MpeocTaanx IBOPOBA UMA]y
LACTO 3Hauerme" (300r uera u jecre Moryha crpareruja 3acHOBaHa Ha cabuparby 60ja), y XPOMATCKO] UIPH
YBOPOBH HE 3HAjy HU 3a jeJlaH JAPYyTU UBOP IIe0 CKyIl 0oja m3 Kora oBu Oupajy 60jy, HuTH O0je Koje Buje
MOI'Yy ITOCMATPATH KA0 CabUpKe y KJIACHIHO] cTpareruju jep Te 60je Mory mMMaTh JAPYradnjy BPEIHOCT 3a
HEKW JIPYTH TBOP.

Nako je xpomarcka urpa, jakjie, y HEKY PyKY ,,TexKa’, y IBeHOM CJIy4ajy ce J100uja CyNITHHCKA UCTH
HG-6poj kao y ciay4ajy kiacuude urpe (jep y 06a ciydaja cBaku 0J YBOPOBa CBOjy 00jy norabha us ckyra
oxn n 60ja). Sampaso, HG, (K,) = n+ (n — 1) = HG(K,,) + 6(K,), rue 6(G) o3nadaBa HajMalbl CTEIEH
Hekor uBopa y (. Ilperxomna jegHakocT HaM oTBapa cienehe muTame: aKO UI'PaMO XPOMAaTCKy UIPY Ha
rpady G ca HG(G) + §(G) 6oja u cBe cycelie HEKOr YBOpa 060jUMO pa3jandauTuM Gojama, 1obujaMo 1a
Taj 4BOp CBOjy 00jy moraba uz ckyna oz najsume HG(G) 60ja, mTo 3anpaBo 3HA4YM Jla jeé TUME U UTPa
Ha [pou3BoJbHOM Ipady G ,orexkana y XpOMaTCKO] BEP3UjU TEK 3a TOJUKO 38 KOJHUKO je TO CJydaj u
ca K,,, u na 6bucmo Mmoxka Moryium Hahu XpomaTcky cTparerujy 3a Taj 6poj 6oja y cBakowm rpady. Nnak,
[IPETXO/HUM pa3MaTpalbeM CMO U30CTABWJIN CJIydaj Kaja HuCy cBe 60je cycejia HEKOI' YBOPa Pa3JIMIUTE,
IITO CBAKAKO MOXKe OUTH CIydaj ceM Kaja 1mocroje bamr cse rpane uamehy tux cycena (kao y Kp), Tako
Ja 61 jeHO 3aHEMIBIBO IHTarbe Omto Hahn G takas na je HG, (G) < HG(G) + §(G).

Y Tom cmucity Hac uaTepecyjy xpomarcku HG-6pojeBu jeqrocraBHux rpadosa, ma Ou mpBu KOpak Ka
IbUXOBOM HaJIaKemy, y3 TeopeMy 42, Moriio jartu ciefehe TBpheme.

Tspheme 43. Axo je Cy yukayc dyorcune 4, saorcu da je HG, (Cy) > 4.

Zoxas. Ila 6ucmo noxasamu na je Cyq xpomarcku 4-pemus, nponahu hemo crparerujy kojoMm morahajy
uBopoBu Cy. O3HAUNMO YBOPOBE PEJIOM Ca V1, U2, U3, U4 U BbUXOBE O0je peioM ca X1, X2, 3, 4. [llocmaTpajmo
IPBO CJIy4aj KaJa je 1 = X3 U Ty # 4 (IITO je CBAKAKO €KBUBAJIEHTHO TOME JIa j€ Ty = T4 U X1 7 X3).
Tama aBopoBHU v1 1 v3 3HA]Y Ja Cy IHUXOBE 0Oje pasjmduTe Of Lo W T4, OJHOCHO JIa Cy HEKe O jBe 60je
u3 ckyna [4] \ {2, x4}, a Kako cy 1 u x3 ucTH, TO aKO 06e36EMMO J1a CTpaTeruje HACIPAMHUX IBOPOBA

21



Y4

w
0w
s

> 2
2. 2

3 1 il 3
0 0

Cnuka 3: dujarpam crpareruje 3a x1,x3 € {0,2} u xo, 24 € {1,3}

KOju BUJE JIBe pasjuunTe Ooje m came morahajy paszanaure 60je, OMI0 OM OCUTYPAHO JIa TATHO jelaH O
9BOPOBA U] W U3 Y MPETXOMHOM CJIy4Yajy TAIHO MOTOIU CBOjy 00jy.

Ocraje HaM, JaKje, jla pa3MOTPUMO CTpaTeruje y JaBa ciaydaja: Kaja Cy cBe Doje YBOPOBA PA3JIMUUTE
u KaJa cy 0oje HACHPAMHHUX YBOPOBa HCTE. Y IPBOM CJIydajy jOII JOAATHO MOpPAMO OCHryparn (360r
IPETXO/IHO PA3MOTPEHOT) Jla HacIpaMHU YBOpoBH morahjajy mehycobno pasimaure 60je. [Tocmarpajmo Taj
caydaj. YKoamuko obe3be Mo crparerujy Koja radno noraba kaza je x1, xs € {0,2} (nakie xo, x4 € {1,3}),
anajioruo hemo Hahu cTparerujy u 3a npyre napose 00ja HACIpaMHUX YBOPOBa, 11a hemo 1obutu crparerujy
Koja TauHo noraba xaja rox cy cse 6oje pasnmaute. [locmarpajMo, nakie, cTpaTerujy Aary JIujarpaMoM
Ha ciuny (3HaYeme JujarpaMa je jia He3a0KpY:KeHH 4YBopoBH morabajy 3a cBojy 00jy OHY Koja MM je
HalmcaHa Ha Jujarpamy, YKOJUKO ce 0oje IUXOBUX Cycejia MOKJaIajy ca 6ojama 3a0KPyKEHUX IBOPOBA;
npema Tome, ako je x1 = 0 m x3 = 2, vy 3a cBOjy 60jy noraba 1, a v4 moraba 3). Omatie ce jacHo BUAN
Ja ako je xo = 1,24 = 3, v1 u vy he moraharu TauBHO ako cy muXoBe Ooje pemgom 2 um 0, a ako cy, Iax,
perom 0 u 2, y Tom ciry4ajy he tauno noraharu ve u v4. CANYHO 3aK/BYyUIyjEMO Jia UMAMO IIOTOJaK U aKO
je ko = 3,14 = 1, unme cMmo j106UIM UcHpaBHy crparerujy 3a x1,x3 € {0,2}, a camum TUM U 3a CBe
c/lydajeBe TJe cy cBe 00je pas3jaudunTe.
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Ocraje jorr cirydaj Kaja HaCIpaMHU YBOPOBU MMajy ucre 06oje. O3naqmmo ca (z,y) 3a © # y Gojermbe
Ipu KoMe je £1 = 3 = T u T3 = x4 = Y. Pukcupajmo x. Taga Mmokemo 06e30euT 18 V9 WU U4 TATHO
norojie cBojy 6ojy 3a HajBuIre aBe BpenHocTH y (jep cy ucre 6oje, a moxkemo pehu na 3a x1 = x3 = x,
vo moraba jeJiHy OJI Te JBe BPEJIHOCTH, a U4 JPYTy, YUMe ocTaje jia ako y y3me tpehy moryhy BpemgHocT
HUjelaH oJf vo U vy He noraha tauno). [Ipema Tome, ocraje ma ucnuramo Ja Jju ce mapose (x,y) (Kojux
nma 4 - 3 = 12) MoKeMO MOJEeIUTH Y JBa CKYIIa TaKO Jia y IPBOM CKyIy (3BalieMo ra JIeBUM CKYIIOM) 3a
CBaKO § [IOCTOJU HAjBUIIE J[Ba [apa ca Yy = S, a Jia y JPYroM (JIECHOM) CKYIly 3a CBAKO S IIOCTOje HajBUIIle
JBa mapa ca x = s (jep cMucao nojiesie Ha CKyHnose je ciejelin: ako ce y JIeBOM CKyIly Hajasu (z,y), TO
3HAYH 2 3a To = T4 = Y, jeJaH O YBOPOBa v1 U v3 moraha kKao cBojy 6ojy bamr x; To u jecte moryhe jep
ce y JIEBOM CKYIly Hajla3e HajBuUIle JBa mnapa ca ToMm Bpegunoctu y). Cieneha mogena mam naje pererse,
rie je L nesu, a D jecHu cKy:

{(1,0),(2,0),(0,1),(3,1),(1,2),(0,3)}
{(2,3),(2,1

OBuMe CMO JIOBPIIIIINA CTPATETH]Y. ]

L
D

Xumoresa Kojy usHocHMO je ga samnpaso Bazku HG, (Cy) = 5, unme 6ucnmo omner mobumm HG, (Cy) =
HG(Cy) +6(Cy).

Baxxu u napenna Teopema, 9uju je J0Ka3 aHAJOTAH JI0KA3y TeopeMe 9, Te ra MmpemymTaMo IuTaoILy.

Teopema 44. Hexa je G xpomamcry q-pewus epad Ha n w80posa maxas 0a nocmoju Hwe208 apMmuKYAGUU-
ONU 480D V MaKas da Hexa 00 Hosonacmaaur komnonwernmu nosezanocmu y G\{v} uma mare 0d % YBOPOGGE.
Tada je u G 6e3 460po8a Me KOMNOHEHME TPOMAMNCKY (-PDEWUS.

5 3akJipydak

Paszyiimaure BapujanTe urpe norahamma mermmpa mocjelbux roJuHa 33,1001jajy cBe BHIIe maxKibe. [1pBe
0J1 THX BapHjallija Koje Cy IpoydaBaHe cy Omyie mpobadbmincTuaKe mpuposie, Ja 6u HeITo KacHuje moJdesie
Jla ce MpOoyYaBajy W Urpe y KOjuMa ce rapaHTyje Ja 6ap HeKO Imorofu cBojy 6o0jy memupa. Mu ce y oBom
pajy 6aBUMO yIIpaBoO TAKBUM BapujalijamMa Urpe, U TO Ha HeKOM jgaToM rpady. Tpu Bapujanuje Koje cMo
[OCMATPAJIN Cy KJIaCH4IHA W JIMHeApHa, Koje Cy MPETXOJHO U3ydaBaHe y HEKOJMKO pajoBa, HIp. y [2], u
XpOMaTCKa, KOjy MU yBOIUMO. JeJIHa OJ CTBapH KOje Cy HAC MHTEPECOBAJIE jecTe KOJIMKO ,CyXKeme " y BUILY
apTukyJjamnuoHor ygopa yrude va HG-6poj maror rpada, oiHOCHO MOXKe Jid Taj mapamerap ja OyJse Behun
o HG-6poja Tor rpada 6e3 KOMIIOHEHTEe TIOBE3AHOCTH WHIYKOBaHE apTUKYJIAIMOHUM YBOpoM. Teopemama
33, 39 m 44 w mpompaTHIM KOMEHTapHuMa JlajeMO OJITOBOPE Ha OBO NHUTAIbe Y CBe TPHU BapHjallije WUrpe
Ha rpady Koje mocMarpamo. /laspe, mokasajm CMO Jia Cy Yy XPOMATCKO] UI'PU KOMILIeTHU rpadosu K,
xpoMmarcku 2n — 1-permmuBn u na je C4 XpOMaTCKHU 4-peIuB, Te CMO JaJii XUAmoTe3y ma je C4 pemms u 3a
5 6oja. Y pajy CMO IIOCTAaBUJIM JOII HEKa IUTamba, Ha Koja Ou Ouiia 3aHUMJBUBO JaTH OJTOBOD: KOJIMKH je
HG-6poj rpadosa koju ce cactoje n3 nBa KOMILTETHA TOATpada jeTHAKUX BeTHINHA TOBE3AHUX Y jeTHOM
yBopy (mpumep 3a n = 5 je gar y Tephemy 34), Kao u ja jm ce Moxke Hahu npumep rpada y Kome je

HG,(G) < HG(G) + 6(G).

6 3axBaJjiHUIE

OBOM IpUJIMKOM ayToOp Ce 3axBaJjbyje IIpe CBera CBOM MeHTOpY, mnpod. Jlyku Mwunmhepuhy, Ha CBOj
nomolu y mucamy OBOI pajia. 3axBajbyje ce U Ha TOME IIITO je 3a YeTHPH I'OJINHE IIPeaBaiba aHAJM3Ee Ca
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ajiredbpoM oMoryhuo yrosHapame ca MHOTUM MaTEMaTUIKAM TeMaMa Koje cy Oujie 3HadajHa HHCIUPAIIN]a,

a OJl KOjUX Cy HeKe, IMOIyT KOMOMHATOPHOT HAMEITama Hyja, MPOoOAdMIMCTHIKOT METOJa U XOJIOBe

TeopeMe, MMpe/iCTaB/bajle OCHOBY MaTeMaTUIKOT amapaTa OBOT paja.

Benuko xBasna ayrop 6u ynytuo u Teomopu Tomopuh Munumhesuh ma Bpemeny Koje je m3aBojusa 3a

HCIIpaBJbaibe je3I/I‘IKI/IX T'pPelrakKa U CaBETOBAIbE€ y BE3U C IMIPABOIIMCHUM HEIOYyMHIIAMa.

Konauno, nmojequne Teopeme U3 0BOT pajia Cy HacTaje Kao Pe3yJsiTaT paja Ha MPOjeKTy Ha UCTY TEMY Y

UcraxxuBaukoj cranumnu ,IleTnura”, Te ce ayrop 3axBajbyje u npod. bojarmy Bamuhy koju je Tom mpojexTy
61O MEHTOD y jeKy MOoYeTKa MaHJIEeMUje U MOTIIYHOT MPEeJACKa HA OHJIAJH KOMYHUKAIIN]Y.
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