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1 VYBoxg

Maremaruka je m3BanpeaHa HayKa Koja HaM oMoryhasa ma pa3yMeMO W TyMaduMO PAa3IdYdd-
Te acleKTe CBeTa OKO Hac. MaremMaruka je OHO IO 4eMy je OBa INKOJA J00H/Ia MMe, OHO IITO HAC
CBe TIOBE3Yyje Yy OBOj YCTAHOBHU. JeIHa O HEeHWX HAjUHTPUTAHTHUjUX TPAHA je Teopuja OpojeBa, KO-
ja mpoyuaBa 1esie 6pojeBe u omHOoce n3meljy HuX. Y OKBUPY OBe JAMCIUIIMHE MTOCTOjH MAJIM KyTaK
mocBelieH KBaJfpaTHUM ocTaluMa, Koju Beh xuibajaMa roauHa MPUBJIAYN MaXKby UCTPAXKWBAYA,
MaTEeMATHIKAX €HTY3HUjacTa U HajBehnx yMoBa CBeTa.

Yak u [1a HUKAJ HUCTE 9YJIU 33 M0jaM KB3IPATHOT OCTATKA, BEPOBATHO MOYKETE MTPETIIOCTABATH
1ITa je TO - OPOj YMju Ce OCTATAK MU JEJbEIY CA HEKUM JIPYTUM OPOjeM MOXKEe HAMUCATH KA0 KBAIPAT
Hekor 1esior 6poja. OBa TpuBHjasHA, 8 HA TPBU MOTJIE] U OECKOPUCHA JedUHUIIN]a, KPO3 UCTOPHU)Y
je moBesia M0 BEIMKUX Pe3yaTaTa y Teopuju Opojesa.

Y oBOoM MaTypCKOM pajy ucrpakuheMo KBajparHe OCTaTKe u mbuxose npumene. [Ipe Tora hemo
MOpATH 13, Ceé OCBPHEMO Ha, CAM€ OCHOBE Teopuje OpojeBa Kao IITO Cy HeJ/bUBOCT, TTPOCTH OPOjeBH
mojam kKoHTpyeniuje. Tek nakon Tora hemo meduHmMCcaTH 1MITA jé TO KBAIPATHU OCTATAK, JI€KAHIPOB
u JakobujeB cumM00s1 1 yrmycTuheMo ce y UCTPaXKMBAe 3aKOHA KOjU 33 X Baxke, Kao mro cy Ojre-
poB kputepujym, ['aycoBa ,3nartHa Teopema” u ['aycoB 3aKOH PEIUIIPOIIATETA.

3apoHNMO y OBy y30yI/bUBY MATEMATHUKY TeMY KOja fie HaC WHCITUPUCATH U OTKPUTH HAM HOBE
HAYMHE PA3MUIIJbalha 0 OPOjeBUMa W MaTeMaTHUIm!



2 Jle/pmMBOCT 1IeJINX OpojeBa

Hdedununmja 1. [leo 6poj a mesuB je ueium Opojem b, pasjiuuuTum O HyJ€, aKO LOCTOjU
1eo 6poj g TakaB 71a je a = bq.

Axo je 6poj a newus Opojem b, nucahemo b | a (b menu a”), y cyuporsnom numemo b 1 a ("b

ue neau a”). Taza kaxkemo na je 6poj b menmiarn 6poja a. Ha npumep, 5 | 20 u 6 { 22. Ha ocuoBy
JedrHIIIje HABOAMMO HEKOJINKO OCOOMHA JIEJbUBOCTH TEJINX OpojeBa:

Teopema 1. Heka cy a, b u ¢ nenm 6pojesu. Tama Baxu:

1. a]a.

2. Akoa|bub|c ongaalc.

3. Ako a | b, ouga a | be.

4. Akoa|bualc,ouna al|br+ cysaceez,y € Z.
5. Ako a | b, ouga ac | be.

6. Ako ab|acu a #0,onna b | c.

7. 1]a.

8 alO.

9. Ako a|bub#0, onna je |a|] < b

10. Akoa |bub|a, ouna je a =>b umu a = —b.

b
11. Ako a | b, onga — | b.
a

JHoxas. 4. Kako Baxu a | b, 1o nocroju o1 € Z rakso na je b = aya. Ciuano, nocroju ag € Z ta-
KBO JIa je ¢ = (2q, 1A 33 IPOU3BOJbHE TIeJIe OpojeBe T u Yy Baxku bx+cy = aar+asay = a(alx—i—agy),
1. bx + cy = aas, ag € Z, na 110 nedUHAIMA JeHUBOCTH BaXKK o | bx + cy.
Ocrase tBpame ce noka3yjy Ha ciandan Hadnd. Wl

Teopema 2. Ako ce y jeanakocru 00JIMKA

Zak =0 (1)
k=1

3a cBe cabuWpKe OCHM jeHOr 3HA Ja Cy Je/bUBU IeIuM OpojeM a, OHIA je U Taj cabupax JIe/bUB Ca a.

Zloxas. Heka 3a 6poj a; He 3HAMO 113 JIU je I€/bUB Ca a, & 33 CBe ocTaJse 3uamo. Baxku ay = aby,
k # i,by € Z. Tana je jeanakocr (1) ekBuBajieHTHA ca

ai:—ab1—ab2—~-- —abnza(—bl—--- —bn):abi, biEZ,

mro je u Tpedaio gokazaru.ll



Teopema 3 (Auaropuram nesbema). Ako je a € Z u b € N, raja ce a MOXKe HA jeJUHCTBEH
HAYWH MPEICTABUTH TIPEKO b y 00IuKY

a=bq+r, 0<r<hb,

rae q,r € Z. Bpoj g ce nazusa Koauunurom, a 6poj r ocmamxom Upu Jebemwy a ca b.

Zoxas. Kako tpeba ma ompenmmo 1ese 6pojeBe ¢ u r 3a Koje je a — bg = r, uMa cMucjia mo-
cmarpard ckyn S = {a — kb : k € Z}. Y3muMo y HeMy HajMamd MO3UTHBAH €JIEMEHT, KOjH MOCTOjH
O jeJIHOj 0J] OCHOBHUX OCOOMHA CKyIia MPUPOAHUX GpojeBa (CBaKU IOJCKYI NPUPOAHUX GpojeBa uMa
najmamu esement). Heka je o 6poj a — bg u obesexkumo ra ca r. Taga je a = bg + r u nupurom Baxku
0 <r <b,jep 6u y cynporaom 6poj a — b(q + 1) 6mo nosuTuBan u Mamwu 01 ¢ — bg, KOHTPATUKIH]A.
Tume je IoKazaHa ersucrennuja 6pojea g n r. IlpernocraBuMo na mocToju jomr jemax map (qi,r1),
TakaB 1a je a = bgy + 11 u 0 < rp < b. Opy3umameM OBe jeJHAKOCTH Ol TPETXOMHE T00MjaMo

0=0(qg—q)+(r—r1),

onakyue ciequ b | r—r. I3 0 <r <bu 0 <1y <bcaegn [r—ri| < b, ma je HA OCHOBY Teopeme
1.97r—ry =0, 1j. r = r1, omakJje mobujamo u ¢ = q1, YUMe je J0Ka3aHa, jeauacreeHoct opojea g u . M

IIpumep 1. Hahu cBe ocTtaTke Koje KBaaApaTH Meaux OpojeBa majy MpH Jaebemy ca 4.
Pewerve. Ilo mpeTxomHOj TEOPpEMH MOXKEMO Ja HAIUIIEMO CBAKH IPUPOIAH OpPOj nm y OOMHKYy n =
4k + 7, e je r € {0,1,2,3}. Keagpupamem mobujamo n? = 16k? + 8kr + r? = 4K + r? 3a
K = 4k? 4 2kr. Y6amusameM pegoM gobujamo - 3a 7 = 0,n? = 4K, 3a r = 1,n? = 4K + 1, 3a
r=2,n?=4(K+1),3ar = 3,n? = 4(K+2)+1, na cy moryhu ocramu npu je/bemy n? ca 4 6pojesu
Owml. O

Ileo 6poj d je 3ajequnykm Aesumiiar O6pojera aj, ag, ..., 4, ako d | a1, d | as, ..., d | a,. Cakn
1e0 OpOj Pa3IuYuT O HyJIe WM KOHAYHO MHOTO JEJIWJIAIA, Ta jé W CKyM 3ajeHUYKUX IeIUJIAIa
nenux Opojesa aq, ag, ..., 4, KOHAYAH U y HeMy NOoCToju HajBehn eqemenT. Y CKJIaay ¢ TUM Jaje ce |

Hedununmuja 2. Hajsehu mely 3ajennmukum penumonuma 6pojesa aq,ds, .., a, je Hajpehm
3ajeJHUYKH Jenuialn 6pojesa aj,ds, ..., a, u obenaexasa ce ca (ai,as,...,d,). 3a neae Gpojese
ai,as, .., G, Ka¥KEMo Ja Cy pesIJaTUBHO MPOCTH aKo je (a1, das,...,a,) = 1. 3a nBa unema 6poja a n
b kaxkeMo Ja cy y3sajamMHo npoctu ako je (a,b) = 1. 3a nene O6pojese ay, as, .., a, KaxkeMo Ja Cy
peaTUBHO MPOCTH Y MapoBHMA ako je (a;,a;) =13ai=1,2,...,n, j=1,2,...,n, i # j.

Ocuwm yBeuene o3nake (a1, ag, ..., an), y JJUTEpaTypu ce kopucre u apyre ozuaxe, uup. H3 (a1, ag, ..., a,)
u ged(ag, ag, ..., ap).

Jacuo je qa Baxu (a,1) =1, c|lauc|b=c]| (a,b), Kao u ((aab), (abb)) =1

Teopema 4. Ako je d najpelin 3ajenuumuku jenuial OpojeBa a u b, Taja mOCTOje LEJU OPOjeBHU
a u § rakeu 13 je d = aa + [b. Ilpenusnnje, d je HajMama MO3UTUBHA BPEIHOCT KOjy Y3UMa, M3pa3
aa + Bb kama o m B mposase Kpo3 1mene dpojese.

Zoxas. IlocmarpajmMo ckym 1ieux OpojeBa

S={aa+pb|a,peZ}

Osnaunmo ca d = aa + Sb HajMambK MO3WTHBAH ejleMeHT Tor cKyma. Jlokasahiemo na je d = (a,b).
Ha ocuoBy Teopeme 1.4 Baxku (a,b) | d. [Ipernocrasumo na d 1 a. Taga mocroje nenu Opojesu g u
3a Koje je a = dq + r,0 < r < d. Ho, tana je r = a — dqg = a — q(aa + 8b) = a(1 — qa) — gfb € S,
kourpagukiuja. Jakne, d | a. Cimuno nokasyjemo d | b. Ilpema tome, d | (a,b), wro no reopemu
1.10 nosnauu d = (a,b). W

IMocaeauna 1. BpojeBu a n b cy y3ajamMHO mpocTHM aKoO W CaMO aKO MOCTOje Iejin OpOjeBM v U



B raksu na je aa + b= 1.
oxas. Axo je d 6uno xoju 3ajeqanyaku geaniar 6pojesa a u b, Tana saxu d | aa+ b =1 = (a,b) =
1. O6parno je moceban ciayqaj Teopemve 4. H

IMocuenuna 2. Jluneapua jennaqduna ax + by = ¢ uma peiermba ako u camo ako (a,b) | c. B

Teopema 5.
1. Ako je k > 0, onga je (ka, kb) = k(a,b).
2. Akojea=bgub >0, onna je (a,b) =b.
Zloxas.

1. 3 Teopeme 4 3namo 12 je (a,b) HajMamy npuponaH 6poj obawnka aa + 8b, «, B € Z. Tazna je
k(a,b) = k(aa+ Bb) = aka + Bkb, mro je najMamu npupogan 6poj obsuka «(ka)+ B(kb), mro
je yupaso (ka, kb).

2. Ha ocnoBy nperxozmsor je (a,b) = (bg,b) = b(¢,1) =b. A

[Tpuankom permaBama 3aJaTaka 9ecTo ce Kopuctn ciaenehe Tepheme.
Teopema 6. Axo ¢ | ab u npu Tome cy ¢ u b y3ajamuo npocTu, OHJA ¢ | a.

Zloxas. VI3 ycioBa ma cy q u b y3ajaMHO IpoCTH u mocaeaure 1 3HaMO Ja mMocToje 1metu OpojeBu
a, B 3a koje je aq + b = 1, mro HAKOH MHOXKema ca a nocraje aaq + fab = a. Cazna je neBa crpana
MO YCJIOBY 3ajaTKa JebUBa ca ¢, IMTo ofaMax mosiaun ¢ | a. W

Teopema 7. Axko je a = bg + r, Tana je (a,b) = (b, ).
Hokas. Hexkaje D={d€Z:d|aund|b}uD ={d€Z:d|bud]|r}. Axod € D, onna Baxn
dla+ (—q)b, tj. d | r,mad e D'. Hakne, D C D'. Axo d € D', ouna Baxu d | b u d | v, na Baxn
d|gb+r=a,nmade D, mro3unaun D' C D. Caeqn na je D = D', na cy um u Hajpelin enemeHTn
jemnakwu, 1j. (a,b) = (b,r). W

ITocraBma ce nmurame Kako Hahm HajBehwm 3ajemHuukm menuman meaunx OpojeBa a u b. Kako on me
3aBUCH O] 3HAKA, MOXKEMO CMaTparu ma cy a u b nmpupomuu Opojesu. Ilocmarpajmo ciegehu uHms
JETHAKOCTM!:

a=bq + 11, 0<ry<hb,
b=1r1g2 + 12, 0<ry <y,
1 =7T2q3 + 73, 0<r3<ry,

T"n—1 = "nqn+1-

Kako 6pojeBu 1, uume crporo onagajyhm Hu3 npupoanux OpojeBa, oBaj Hu3 he ce HAKOH KOHATHOT
6poja Kopaka 3aBpIHTH, Tj. fohu hemo 10 jeaHakocTn 0O6INKA I'y—1 = Ty (pt1, KOja TOBOPH O JEJbH-
BOCTH JIBa y3aCTOITHA OCTATKA.

Teopema 8. Ilocrmensmu ocratak 1, KOJjH je PA3IUUAT O HyJde y IMPETXOIHOM HH3Y IPEeaCcTa-
BJba HajBehwW 3ajemHUYKH jenusal Opojesa a u b.
Zloxas. Ha ocuoBy Teopeme 7 n0o0ujamo HU3 jeHAKOCTH

(a,b) = (b,r1) = (r1,r2) =+ = (rp—2,"n—1) = (Fp—1, 7).

Kaxo ry, | 7,—1, Ha OCHOBY TeopeMme 5.2 Baxku (T'n_1, ) = 'y, IITO je W TPebAJIO JOKA3ATH.



MaJionpe ommcan mocTymak 3a gobujambe HajBeher 3ajeHMIKOr menuorna aBa 6poja 3ose ce Ey-
KJIMIOB ajJropuTaM, HA3BaH M0 CTAPOTPUKOM MATEMATHIAPY.

[Ipexo EykmaumoBor ajropurMa HE caMoO Ja MOXKeMO 1a Hahemo HajBehwu 3ajeHUYKHU IEIUJIAIL TBA
nesia 6poja a u b, Beh mozkemo nahu u 1ese 6pojese a u 3 u3 Teopeme 4 3a Koje Baxku aa+ b = (a, b).

ITpumep 2. Hahu najsehu 3ajeqamyaku nesnmian O6pojeBa a = 792 u b = 336 u npeacrasuTu ra
Kao JimHeapHy KoMmOuHauujy aa + Bb.
Pewere. EyknuaoBuM ajaropurMoM A00MjaMo

792 =336 -2+ 120, 336 =120-2496, 120=96-1+24, 96 =24 -4 + 0.
ITa je (792,336) = 24. Jluneapuy koMmOuHanujy no6ujamo Ha cuaeaehiv Hauun

24 =120—96=120— (336 —120-2) =3-120—336 =3 - (792 —2-336) — 336 = 3 - 792 — 7 - 336.00

Hedbununuja 3. 3ajenHUYKAM cap>KaomeM IeuX OpojeBa ai,Ga, ..., Ay, PASIUIUTAX O HY-
Jle, Ha3WBAMO CBaKW OpOj KOju je Ie/bUB CBAKWM Of OpojeBa aq, ag, ..., a,. Hajuamu mehy mo3uTus-
HUM CaJpzKaoluMa THX OpojeBa 30Be ce HajMamhM 3ajeJHHYKH caaprKajiall u obejexkaBa ce ca
[a1,ag, ..., ap]-

Ocum yBenene o3uake [ay,asg, ..., a,] Kopucre ce jom u H3C(aq, as, ..., a,) u lem(ay, ag, ..., an).

Hajsehn 3ajequnakm menmian u HajMambU 3aje THUIKHA CAIPIKAIAIL IBA IeIa Opoja MOBE3aHH Cy
Ha cjaeaehn HavnWH.

Teopema 9. 3a uene 6pojee a u b Baxu (a,b) - [a,b] = |ab|. CnennjanHo, 3a y3ajaMHO mpocTe
6pojese a u b Baxku [a, b] = |ab|.

Zloxas. JIla mam He Om cMeTasie arcoJyTHE 3arpaje, MPEeTIOCTaBUMO HE yMaibyjyhu OmIITOCT 1a Cy
a,b npuponuu 6pojesu. Heka je s = [a,b]. Tana je s = ak u b | s, na je 6poj % meo. Kako je s
HajMarbu 3ajeJHIYIKY CaIpyKaaal, 6poj k MOKEeMO CXBATUTH KA0 HAJMAMmU TPUPOIAH OpOj 3a KOju je
6poj “—b’“ neo. Jame, Heka je d = (a,b) w a = ad,b = fd, (a,5) = 1. Taga je % = %’“, na | ak.
Tana no teopemu 6 Baxkm S | k. Hajuame k koje je neswuBo ca 3 je ynpaso 5. Hakme, s = af3, ma je
sd = afd = ab, miro je u Tpebaso mokazaru.

Osa Teopema ce MOXKe jeJJHOCTABHUjE I0Ka3aTu KopucTelln OCHOBHU CTaB apuTMeTuke (BuIeTH
Teopemy 4 y HapEIHOM IOIJIABIBY ).

3 IIpoctu 6pojeBu

Hedunuruja 1. Ileo 6poj p > 1 je mpocT ako Hema uujesan gemunar d, 1 < d < p. Ileo 6poj
™ je CJIO2KEH aKO HHje IIPOCT.

[Ipeux HekoMMKO MpocTUX OpojeBa cy: 2,3,5,7,11,13,17,19...
Bpoj 1 Huje Hu mpocT HEU CJI0XKeH. JIaKo ce BUAHM /12 ako MpoCT Opoj p He menu 1eo Opoj a, OHIA Cy
OHU y3ajaMHO TPOCTH.

Teopema 1. CBaku npupoman 6poj n > 2 je uan MpOCT WU MPOU3BOI TPOCTUX OpPOjeBa.

Zoxas. Tepheme m0Ka3yjeM0O HHIAYKIMjOM IO 7.
Baza maaykmuje: Bpoj 2 je mpocr, ma je tBpheme Tauno 3a n = 2.



Nuaykrusna xunoresa: IIpernocraBumo na 3a cBaku npupogan 6poj k, k < n, Baxu TBpheme. AKO
je 6poj n mpocT, TBpheme Baxku U 3a n. AKO je n CI0¥KeH, TOCToju Mpupomgan 6poj m, 1 < m < n,

n
Koju menu n. Taza cy 6pojeBu m u — npupomuu 6pojesu Behu ox 1 u Mamu 01 N, Ma 33 HUX BAXKA
m

WHIYKTUBHA XWUIOTE3d, Tj. OHU Cy MPOCTH WJIU MPOM3BOJ MPOCTUX OpOjeBa, Mma 3aK/bydyjemMo Ia je

n
u n = m - — Tpou3BoM mpoctux OpojeBa. [laxie, TBpljeme Baxku 3a m, mMa HA OCHOBY MPUHIIWIA
m

MaTeMaTuvIKe WHIYKIIAje, BAXKU 33 CBAKU IPUPOAAH Opoj n, mTo je u Tpedamo mokasaru. M

Jla 6ucMo ofpeuIn CBe MpoCcTe OPOjeBe Mambe Ofl JATOTr TPUPOIHOT Opoja [N, MOXKEMO ce To-
CIy’KUTH Tako3BaHnM EpacrorenoBum curom(pemterom). Vcmucyjemo cBe npuposHe 6pojese 10

N:
1.2,3,4,5,8,7,8,9, 0,11, ¥7,13, 34, 15, 6,17, 18,19, 20, 21, 27,23, ..., N.

[Ipro mpenpramo jeauuuily. 3aTwM, MPBU TPOCT OPOj 2 HE MPErpPTamMo, ajau MPEIpTamMo CBe Opoje-
Be Behe o7 2 koju cy memusu ca 2 (onu cy curypHo ciaoxkenu). Cienehu nenpenranu 6poj je 3 -
mpernpramo cBe Opojese Behe ox 3 Koju Cy Je/buBH ca 3. 3HAMO 1A je 3 mpocCT, jep Ja Huje, Ouo Om
npenpran. Crenehu Henperpranu 6poj je 5, ma mpemnpraBaMo cBe 6pojeBe JesbuBe ca b Koju cy Behu
ox 5. 3Hamo Jia je 5 mpoct, jep Ja je ciaoxken, 6uo 6u jesbuB ca 2 wid ca 3, a CBU TakKBU OpOjeBu cy
npenpranu. [lonasmpajyhn oBaj mocrynak gobujamo ce nmpocre Opojese mame ox V.

Teopema 2. Majonpe omucan MOCTYIIAK MOXKEMO 3aBPIIATH KA IPEIPTaMO CBe CIIOXKeHe Opo-
jeBe Koju cy cazprKaonu mpocrux 6pojesa me sehux ox v/ N.
Jlokas. TIpernocraBumMo ja ¢MO CIUIVIM JI0 LOCIeAmer mpocror 6poja me seher on VN u na je
ocTao OapeM jeJaH HEMmpeIpTaH CaoxKeH O6poj m. Tama je mo MpeTxoaHOj TEOPEMHU 1M TTPOU3BOI TTPO-
crux Opojesa. Heka cy p u ¢ nBa majsehia mpocra menwona ox m (tamga je m = pgn, n € N).
Onza Baxkn p > VN u ¢ > VN, jep 6u y cymporsoM m 6mo mpempran. Melytnm, taga je
m = pgn > pg > VN - VN = N, gourpajukuuja. Jakie, B CI0xkKeHH 6pojed Mamu o1 N
cy mperpraHu, mTo je u Tpedasto mokasary.ll

Teopema 3. (Eykiun) ITocroju GeckoHauHO MHOIO POCTUX OpojeBa. JIpyrum peunma, o CBa-
KOT TIpocTor 6poja moctoju Behu mpocT 6poj.
Zloxas. IlpermiocTaBuMO /13 OCTOju KOHATHO MHOTO IpocTux Opojesa. Heka cy To 6pojeBu p1, pa, ..., Pn.
[Tocmarpajmo 6poj
N =pips---pn+1

Omn je Behu ox cBakor ox OpojeBa p1, P2, ..., Pn, 1A j& W PA3IUYAT O BbUX, IIITO 3HAYU A j€ CJTOIKEH.
IIpema Teopemu 1 or Mopa mMaru HeKH mpoct genmnar. Mehyrum, To je nemoryhe jep 6poj N mpu
JeJbEIby Ca CBAKHM OJT OpojeBa p1, Po, ..., Pn Aaje octatak 1. Tume je moxas 3aspuren. M

MNaxko nmpoctux OpojeBa nmMa OECKOHAYHO MHOIO, OHH Cy ,PETKH " y CKYILy MPUPOJHUX OpPOjeBa.
O Tome roeopu caeneha reopema.

Teopema 4. 3a cBaku npupoJan Opoj n HOCTOJU N y3aCTOIHUX CJIOXKEHUX IIPUPOIHUX Opojesa.
Zloxas. Ilocmarpajmo 6pojese
A=+ 1)1+ 2,

Ay = (n+ 1) +3,

Ay =n+D+n+1



Onu npescraB/bajy HA3 O N Y3ACTOMHUX MIPUPOAHUX OPOjeBa, U MPUTOM j€ CBAKH OJ] bUX CJIOXKEH -
6poj Ay je Behu om k+ 1 u nespuB ca k+ 1. W

Osnaunmo ca 7(x) 6poj npocrux Opojesa koju Hucy Behin oz npupoauor 6poja x. Ilpoctu Gpojesu cy
BEOMa HEMPABUIHO pacnopeljerHn y HU3y NpupomHuX OpojeBa, ma je mpodIeM HCIIUTHBAA TTOHAIIAA
dbyukuuje w(x) Beoma rexkaxk. Ha ocuoBy nperxoiue teopeme 3uaMo aa Baxku lim, . m(x) = +o0.
Jeslan o011 ocHOBHUX pesysrara y Teopuju OpojeBa npejcraB/ba aCUMIITOTCKH 3aKOH pacro/iesie
npoctux OpojeBa KOju IJIaCH:

1
lim 7(x) - a(@) =1.
T—00 T

ITpumep 1. Jlokazaru na cBaku npuponasn 6poj obnmka 4k + 3 uma 6apem jemgaH mTpoCT JIeTuIall
uCTOr OOJIUKA.
Pewerse. TakaB 6poj je Henapan, na Cy CBU HBEroBu mpoctu genuoru obsuka 4k + 1 u 4k + 3. Ako
6u cBu Owu obnuka 4k + 1, Tama 6u u cam 6poj 6mo Tor obuka. [

ITpumep 2. /Jokazaru j1a mocToju GECKOHAYHO MHOTO MPOCTUX OpojeBa obmuka 4k + 3.
Pewerve. IlperiocraBuMo 1a TAKBUX OPOjeBa MOCTOjU KOHATHO MHOT'O, HEKA, Cy TO OPOjEBHU D1, P2, ---, Dn -
O6enexnmo muxoB npoussoj ca N. I[Tocmarpajmo 6poj 4N — 1. On je obuiuka 4k + 3, na mo nper-
XOIHOM TIPUMEPY MOpa MMaTh 0AapeM jelaH TPOCT JIEJIUJIal] P UCTOT TOT OOJIMKA, OMHOCHO jeIaH Of
6pojeBa p1, pa, ..., Pn. Mehytum, Tana p | N up | 4N — 1, ma p | 1, kourpagukuuja. O

Crenehe TBpheme ce Tako U3BO/IH, A/l j€ BEOMa KOPHUCHO Yy PEIIaBaiby 3a/IaTaKa.

Teopema 5. Axo je p npoct 6poj u p | ab, ouma p | a wiw p | b.
Zloxas. IlpernocraBumo 1a p wHe genn a. Tajga cy a u p y3ajaMHO TIPOCTH, TMa, MO TeopeMu 6 u3
mpoIIor moraasba Baxku p | b. Wl

Cuieneha reopema je jegna ol HajBaKHUjUX y T€OpUjU OPOjeBa, 11a y CKIIAy ¢ TUME HOCH HA3UB
OCHOBHHU CTaB apUTMeETHUKE.

Teopema 6. Caku npupogan 6poj N sehu ox 1 ce Moxke jeHO3HAYHO U3pa3uTu (perpe-
3eHTOBATHU) y OOJIMKY IIPOU3BOJA MPOCTUX YMHUJIALA, €A TAYHOIINY J0 HBUXOBOI IIOPETKA.
Zoxas. Y Teopemu 1 cMmo 0Ka3asm Ja ce cBaKu npupogan 6poj sehu o 1 Moxke npepcraBuT Kao
MTPOM3BOI MPOCTUX Opojena. JlokaKuMo caia 1 je Ta pernpe3eHTany)ja jeanHcTeera. [IpernocraBumo
72 je mpupoman 6poj N HajMamu KOJU WMa, JIBE PEIpPE3eHTAIIN]e:

N = pip2..pk = Q1q2--.q1,

rie ¢y p; u g; mpoctu 6pojesu. Kaxo pg | g1G2...q;, MO TeopeMu 5 WMaMo 11a p; NN jelaH Of OBUX
JUHUIIANA, HEKa je TO q1. MehyTum, Kako je q; mpoCT, BeroBu je uHu IeIuonu cy 1 u ¢, ma uMaMo
p1 = q1- Hakon ckpalimBama 00e cTpaHe jeTHAKOCTU A00MjaMo

M = paps...pr = q2g3...q1,

ma 6poj M < N mma JaBe pa3jdudunuTe PENnpe3eHTAllrje, MTO jeé ¥ KOHTPAJAUKINU CA MUHUMATHOCTH
6poja N. Tuwme je moxa3s 3aspiien.

Ako ce y penpesenTtaiuju 6poja N HEeKM YMHHUOLM [IOHABJBA]Y, 114 C€, PEIMO, P1 jaB/ba (1 IIyTa,
P2 jaBiba (g IMyTA, ... , P jABJbA (v} MyTAa, OHJIA Ce OOJIMK

N = pinpgz . ,pgk
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30Be KaHOHCKM 06smK 1pupozator 6poja N (kaHoHcKa dakTopusanuja).

[Tomohy xamomcke daxTopuszarmmje ako ce oapehyje HajBehu 3ajeHUUKY JETUIAIN W HAJMABU 3a-
jemnuyaky caaprkasialn nBa O6poja. Hamme, ako 3a mese O6pojese a u b Baxku

a=pi'pst- Pt b=pl'ps - py
(mouymramo na neku oz 6pojesa vy, 3; Oyay Hysa), Tana je:

(a,b) = p;”i”{alﬁl}pg@i"{azﬁz} .. _pzﬂn{akﬁk},

B : \B: )
[CL, b] _ p?lnaz{(xl 1}p;na'p{a2 B2} . .p;nax{ak ﬁk}
Kopwumhiemem oBux jenHakocTn ce JaKo A0Ka3yje TeopeMa 9 u3 mpBor MOrIaBsba, y3 moMoh pesamyje
min{a, B} + maz{a, B} = a + B.

Teopema 7. Ako je mpousBoz [Ba y3ajaMHO IIPOCTa IPUPOAHA Opoja KBaapatT meJjor 0poja,
ab = ¢?, (a,b) =1,

Taza cy m a u b kBagparu nennx 6pojena.
Zloxas. Jla 6u 6poj 6uo KBaApaT MOTPEOHO je U JOBOJHHO 14 CY MY CBU €KCIIOHEHTH y (haKTOPU3AIUjU
mapan. Kaxo cy 6pojeBn a u b y3ajaMHO HpPOCTH, CBAKH IIPOCT Je/mial Opoja ¢ ce y HOTIyHOCTH

jaBha wan y a uian y b, ma 3aro mpoctu GaxTopu Opojesa a u b mopajy mmaru nmapue ekcronente. ll

ab
IIpumep 3. Heka cy a,b,c € N raksu 1a je p=cH (a,b,c¢) = 1. Jokazaru na je a — b

HOTIYH KBaJpaT. N

Pewerve. IlpernocraBumo na a — b Huje mornyH KBajgpar. Taza mocroje mpoct 6poj p U IPUPOIAH
6poj k 3a xoje Bawu p**~1 | a—bwu p?* | a—b. Us ycrosa a — b | ab nmamo ma p* nemm Gapem
jeman om 6pojesa a u b. Mehytum, Tama u3 p>*~! | a — b cnemm na p* memm m mpyrm 6poj. Ho, Tama
p?* | ab, ma p | ¢, m a,b, ¢ HECY y3ajaMHO TPOCTH, KOHTpauKIHja. (]

Teopema 8. Heka je a = p{'p3? - - - p?» kanoncka daxropusaumja 6poja a. Tana cy csu
MTO3UTUBHU JEINONN Opoja a 0OJIMKa

d:pflp§2~~pﬁ", 0< 8 <ay, 0< B <ao,..., 0< 6, < ay.
Crenujanno, ykymasn 6poj MO3UTUBHUX Aesusana 0poja a je

(a1+1)(a2+1)---(an+1). |

Hedunnunuja 2. Ykynan 6poj MO3UTHBHUX JeJINJIala TPUPOIHOT 6poja ¢ 03HavYaBaMo ca 7(a).

IIpumep 4. Ako a uma camo jegan npocr jeawial - ¢ = p®, taga je 7(a) = o+ 1. Ako je a
00JIuKa P1P2  * * P, 38 pasauuure upocre Gpojese p;, Taza je 7(a) = 2". O

IIpumep 5. Ako mpupoman 6poj n UMa HemapaH 6poj MO3UTURBHUX JEJINJIALA, Taa je OH MOTIYH
kBagpar. Jokazaru.
Pewerve. Heka je n = p{"p3? - - - pp* xanoHcku o6k 6poja n. Taza je Gpoj MO3HTHBHUX [eIHIIaIR
7(n) = (a1 +1)(ag + 1) (o + 1) Henapan camo ako cy cBu OpojeBu av, Qa, ..., (v HAPHU, 1A je N
MOoTIyH KBajpar. [

k
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4 KoHrpyeHmumje

Y upBoj raBu CMO IOKa3am Ja ce, 3a Heku dukcupan Opoj m, cBaku nNpupomaH OPOj MoxkKe
zanucatu y 0b6auky n = km + r, rae cy k,r menu 6pojeu u Baxku 0 < r < m. Bpoj r cmo HazBamm
OCTATKOM TIpu Jie/berby Opoja n 6pojem m. Taj ocrarak moxke mmaru Bpeaunoctu 0,1, ....m — 1. OBu
OCTaId, OJHOCHO OpOjeBU KOju [1ajy MCTU OCTATAK MPU NE/bEHY Ca JATHM 1M, Cy IPEeIMeT HAIIer
TPEHYTHOT 3aHUMAama. Y CKJIAIAY ca ThMe Jaje ce cieaeha nedununuja.

Hedunumuja 1. (Tayc) Heka je mar npupoman 6poj m, sehin ox 1. 3a asa mena 6poja a u b
KarKeMoO J1a, Cy KOHI'PYEHTHa 110 MOJILYJIY M aKO JIajy UCTH OCTaTaK MpH Jebermy ca m. [lumemo

a=b (modm).

Teopema 1.
1. a=b (mod m) ako n camo axo je a = b+ km 3a Heku 11€0 6pOj k.
2. a =0 (mod m) axko u caMo ako je paznuxa 6pojesa a u b mepuBa ca m.

3. BuTu KOHIpyeHTaH 110 JaTOM MOYJIY je pejaluja eKBUBAJIEHIIUje y CKyIly Heaux Opojesa (Tj.
oHa je pediekcuBHa, cuMeTpudHa u Tpan3urusHa). W

MHore ocobuHe KOHTPYEHIIHja Cy CIMYHE OCOOMHAMA PesIallije jeJHAKOCTH, aJIi MOCTOje W 3HAIL-
XajHe pa3jnKe.

Teopema 2.
1. Akojea=b (mod m) mw ¢ =d (mod m), ouga je
ar+cy=br+dy (modm),
3a cBe 1esie Opojese x, y.
2. Ako je a=b (mod m) u ¢ =d (mod m), ouza je ac = bd (mod m).
3. Akojea=b (mod m)ud|m,d> 1, oumajea=> (mod d).

4. Heka je P(z) nosmuom no z ca nesobpojuum koedunujenruma. Taga uz a = b (mod m) cienu
P(a) = P(b) (mod m).

Loxas.

1. I3 a =b (mod m) caeau a —b = km 3a Heko 1enobpojuo k. Caugno u3 ¢ = d (mod m) cienu
¢ — d = Im 3a =eko 1ea00pojuo . Taga je 3a npomssosbHe &,y € Z,

(ax + cy) — (bx + dy) = (a — b)x + (¢ — d)y = kma + Imy = (kz + ly)m,
na je ax + cy = bx + dy (mod m)

2. Umamo a = b+ km u ¢ = d+Ilm, 3a nexke k,l € Z. Muoxemwewm gobujamo ac = bd + (kd + 1b+
klm)m, na je ac = bd (mod m).

3. Hekad |mud> 1. Tagaje m = ad, « € N. I3 a = b (mod m) cuenu aa 3a HEKO 11€706pOjHO
k Baxu a — b= km = (ka)d, na je a = b (mod d).

4. Tephemwe mokasyjemo gupekTHOM mpuMeHoM craBku 1 u 2. l



12

Teopema 3.

1. Ako je (a,m) =1 u ax = ay (mod m), onua je z =y (mod m).

2. ax = ay (mod m) ako u camo axo je x =y (mod
(a,m)

3. 2=y (mod a) u x =y (mod b) ako u camo axo je z =y (mod [a, b]).

Zloxas.
1. Cuenumjanan cioydaj 2.

2. Ako je ax = ay (mod m), d = (a,m) u a = ad,m = Bd, ouga je a(x —y) = kB, tne cy au g

y3ajamuo mpoctu, na B |z —y, 1j. * =y (mod ). OBpaTHO ce CIMYHO J0Ka3yje.

(a,m)

3. Akojex =y (mod a) uz =y (mod b) onna je x —y = aa u x—y = b, na je x —y 3ajesHUuKY
campxkanan a u b, o 3Ha4u 1a je x —y = v[a,b], ompocno x = y (mod [a, b]). O6partHo je
ctaB 3 nperxonHe Teopeme. M

Ucrakuumo ga Tepheme 1 6e3 mpernocraBke (a,m) = 1 He BaKu, MITO 3HAYM J& Y PEJAIU]H KOH-
TPYyeHIlrje He MOYKEeMO y OIIITeM CIy4ajy ma ,cKpahyjemMo dmamnose.

IIpumep 1. Hahu ocrarax npu neswemy 6poja 340 ca 13.
Pewerve. Kopunrhemem ocobnHa KOHTpyeHIHja 1001jamo:

3'=3 (mod 13), 32=9 (mod 13), 33=27=1 (mod 13),
ma je 3% = (3%)13 = 113 =1 (mod 13). Konauno, 3*° =3-3% =3 (mod 13). O
IIpumep 2. Oapenu Hajmamu Tpupogan 6POj n 3a KOju je 30up
12019 | 92020 | 32021 | 42022 4 52023 | .

nepuB ca 13.
Pewere. Kopucrehin ocobrne KOHIPy€EHITHja pAYyHAMO OCTATKE:

2! =2 (mod 13), 22 =4 (mod 13), 23 =8 (mod 13), 2 =3 (mod 13),

2°=6 (mod 13), 26 =12 (mod 13).

[Ipumeruvo aa je 12 = —1 (mod 13), na je 22020 = 24 . (26)336 = 3. (-1)33¢ = 3 (mod 13). Ha
CAMYaH HAYUH TOOWjaMo

33=1 (mod13), 4>=-1 (mod 13), 5= -1 (mod 13),

OaKTIE je
32021 =9 (mod 13), 42°22=1 (mod 13), 5% =8 (mod 13).

Hame je
12019 + 22020 + 32021 + 42022 + 52023 + n= 22 + n (mOd 13)7

ma je Tpakenu 6poj n = 4. [

Caza HaBOJMMO TO3HATY TEOPEMY O PEIIaBAby CUCTEMA JMHEAPHUX KOHI'PYEHIIH]ja.
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Teopema 4. (Kunecka Teopema o ocramuma) Heka cy maru nesu 6pojesu aq,as, ..., ar u
y3ajaMHO TTPOCTHU y TIApOBUMA IIeJIu OPOjEBU M1, Mo, ..M. Tama CUCTEM JUHEAPHUX KOHTPYEHIIH]a

x=a; (modm;)

x=ay (mod mg)

x=ar (modmy)

WMa jeJIHO U CaMO jeJTHO perrnere 1mo Moayny M = mimsg - - - my.

Joxas. 3a ceako i € {1,2, ..., k} 6pojeBu m; u M Cy y3ajaMHO IIPOCTH, 1A IOCTOje Ten OPOjeBH y; U
z; 3a Koje je y;m; +sz = 1. Oznauumo M; = zl M vanaje M; = 1 (mod m;) u M; =0 (mod m;)
3a j # 1. Onga Baxkm M;a; = a; (modmZ)I/IMaZ_O (mod my;) 3a j # i, ma je

ro = Myay + Maas + ... + Mgar = a; (mod mi), 1=1,2,...k,

OIHOCHO OpOj T je jeIHO peIneme OBOr CHCTeMa KOHrpyeHmmja. Heka je ' mpom3Bo/bHO pememe
osor cucrema. Tama je ' = zp (mod my),2’ = z¢ (mod my),....,2" = xg (mod my), n xKako je
(mi,mj) =13ai#j, 1j. [m1,ma,...,mi] = M, cremn na je ' = xo (mod M). R

Penanuja Outn KOHTpYEHTAH MO JATOM MOYJIY jé peJaliija €eKBUBAJIEHITH]E, TITO 3HAYN A OHA,
,pa3bujalkyn meaux OpojeBa Ha KJace eKBHUBaJeHIHje. 3a JaTo m > 1 mocToju ympaBo m Kiaca
ekBuBasiennuje. To cy kmace 6pojesa kourpyenraux ca 0,1, ...,m — 1 mo moxymy m. Buno koju ckyn
on m OpojeBa, y KOjeM je CBaKu W3 Jpyraduje KjIace, Ha3uBaMO IMOTIIYHUM CHCTE€MOM oOcCTaTaKa
no mozyiy m. Hajuerrthe ce kopucrn masmonpe HaseneH ckyn {0, 1,...,m — 1}, anu Bpean cnomMenyTn
¥ ,CHCTEM OCTATAKA HAJMABUX 110 MOIYJIY KOjU 3a HEMAPHO 11 dWHEe

m—1 m—1
-\ .., —1,0,1,..., —,
2 2

a 3a MmapHo M

m m m m
—?—&- 1,...,—1,0,1,..., 5 nwm  ——,...,—1,0,1, .., 5 1.

ITornyn cucrem ocraTka u3 Kojer cMo ,,u30armuancBe OHe WIaHOBE KOjU HHUCY y3ajaMHO IIPOCTH
ca m 30Be ce CBEeJEH CHUCTEeM ocTaTaka 1o moxayay m. O Kojer rof HOTIYHOD CHCTEMA OCTATAKA,
Jla KPeHeMo, JIAKO ce Buay Ja e cBesieH cucreM ocraraka yBek umaru ucru 6poj esemenara (6poj a
je y3ajaMHO mpoCT ca m ako U caMo ako je 6poj a + km y3ajaMHO mpocT ca m). ¥ Teopuju 6pojesa
Opoj ejemMeHarTa TOr CKyIa HOCH MOCEOHO MMe.

Hdedununuja 2. Bpoj npupoanux 6pojeBa kKoju Hucy pelim ox maror npupogHor 6poja m u
PEJIATUBHO Cy IPOCTH €A BUM, Tj. OPOj eJleMeHaTa IPOU3BOFHOL CBEJEHOD CUCTEMA OCTATAKA 110 MO-
Iyny m o3HauaBa ce ca ¢(m). ®yuukuja ¢ 3ose ce OjiaepoBa dbyHKIUja.

3a mpocr 6poj p cBu enementu ckyna {1,2,...p} ocum p cy y3ajaMHO HpPOCTU ca p, Ia je
o(p) = p— 1. Ba 6poj n = 2F, cBu memapuu ememenTn ckyma {1,2,...,p} cy ysajamuO mpocTu ca
n, na je p(2F) = 2F-1,
lenepastzo, 3a mpoct 6poj p U MpUpPoAaH OPOj a, y HU3Y
17 27 D — 17p7p + 17 s 2p - 15 2p7 2p + 1a "'apailp - 17pa71p

a _ a—1

nocroju Tauno p®~ ! 6pojesa mepusux ca p, na je o(p®) = p* —p

O NoTHyHUM ¥ CBEIEHUM CHCTEMWMA OCTATAaKa BaxKu ciefehe n3y3eTHO KOPUCHO TBpheme.
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Teopema 5. Heka je (a,m) = 1 u Heka je {a1, aa, ..., ) } TIPOU3BOIHAH TOTIYH (CBEJIEH) CHCTEM
ocraraka mo momyny m. Taxa je {aaq,aqs,...,aq;} Takohe moTIyH (CBeIeH) cHCTEM OCTaTaka Tmo
MOZYITy .

Jloxas. Kako oBu CKymoBE mMajy uctu Opoj eleMeHara, Tpeba JOKA3aTH [a BAKU Qo = Q0 <>
i = j, IITO OYUTJIETHO Baxku Ha ocHOBY Teopeme 3.1. l

Teopema 6. OjiiepoBa dyHKIM]A @ je MyJITHILIUKATHBHA.
oxas. Jacuo je p(2) = 1 # 0. Heka je (m,n) = 1. Ilocmarpajmo Tabemy m X n y K0joj ce Hajase
cBU TpupoaHu OpojeBu ox 1 10 mn.

1 2 n—1 n
n+1 n+2 2n—1 2n
(m—-—1)n+1 (m—-1)n+2 mn — 1 mn

Ako je 6poj a y3ajaMHO IPOCT ca n, TaJa je U CBakKu OPOj KOHI'PYEHTAH Ca ¢ 0 MOJLYJy 71 Takohe
y3ajamMHO mpoct ca n. Apyrum pednma, y CBaKOj KOJOHU TOpibe Tabese, Wi Cy CBU OpOjeBr y3ajaMHO
npocTH ca n, uin Hujenan Huje. TakBux kosona nma (n). Ho, Kako ¢y m M n y3ajaMHO TPOCTH,
CBaKa KOJIOHA TPEJICTaB/ba TOTIYH CHCTEM OCTATAaKa M0 MOJAYILY M, Ma Ce Y CBAKOj KOJOHU HAJIA3M|
»(m) GpojeBa y3ajamuo npocrux ca m. Jdakie, 6pojeBa y3ajaMHO IPOCTUX U Ca 1M U CA N, OJHOCHO
y3ajamHo mpocrux ca mn, uMa @(m)p(n). Tume cvo pokazamu p(mn) = p(m)e(n). B

ITperxomra Teopema Ham omoryhapa za Jako ofipeanMo BpeaHoCT GyHKImMje ¢(n) 3a TPOu3BO-
JbaH mpupoAaH 6poj n. 3a cBaku O6poj n Baxwu caenehe:

Teopema 7. Ako je n = pi'p3? - - - pp*, ouga je

(1) (-2) - (-2)

Zoxas. I3 mperxomaae Teopeme m106mjaMo

], X2 «

e(n) = p(pips® - pit) = eI )e(Ps?) - e(pe*) = (pf* —p* (s> — P52~ ") - (pp* — P )

o1 1)042(1 1) - 1) Y[, 1
— —_ — _ —) ... — —)=n - — - — P - — R
7 p P2 p Pk Dk n P2 Dk

mTo je u Tpedaso goxkasaru. M

12 10
~. =240
23 11

Ha npumep, p(792) = p(23-32-11) =23 .32 .11 -
Hormio je Bpeme 1a JOKAXKEMO JIB€ BEPOBATHO HAJIIO3HATHjE TEOpEME y TeopHuju Opojesa.
Teopema 8. (OjinepoBa Teopema) Ako je (a,m) = 1, Tama Baxku

a?™ =1 (mod m).

,ﬂmcas: IMocmarpajMo cBeeHn CHCTEM OCTATAKA N0 MOJYIY 712, HOKA je TO CKym {ar, a2, . apm) }-
Kaxko je (a,m) = 1, no Teopemu 4 je ckyn {acy,aqs, ..., a0y} Takohe csejen cucreMm ocraTaka
10 MOJLYJly M, IITO 3HA4YM Ja 3a cBaKu Opoj ¢y LocToju TadHo jesan Opoj aq, 3a Koju je a; = aqy;
(mod m). Muoxkehu cBe oBe KOHTpyeHIHje T06HjaMo

Q10 () - a?(m = Q1032...0Qu(,)  (mod m).
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Ho, xako je y muraiby CBEIEH CHCTEM OCTAaTaKa, CBH OpOjeBHM «v; Cy y3ajaMHO MPOCTH Ca M, A UX
MOYKEMO CKPATHUTH:
a?™ =1 (mod m),

mro je u Tpedano mokazaru. M

Teopema 9. (,Mana“ ®epmaoBa Teopema) Axo je p mpoct Gpoj u p He IeJH a, OHJA je
a?” ' =1 (mod p)

. Hoxas. Towro p e nenu a, ouzpa je (a,p) = 1, u p(p) = p — 1, na je 0Bo camo crienujasan ciiydaj
Ojnepose Teopemve. B

ITocuieguna. 3a cBaku nipocT 6poj p U 1eo 6poj a Baxu o = a (mod p). B

7 — n mespuBO ca 42 3a CBAKK HPUPOIAH OPOj M.

IIpumep 3. /lokazaru ma je n
Pewerve. Ounrnemno je n” =n (mod 2). Ha ocuosy nocieaune sazxu n’ = n - n®

— 2 _ 3 _
(mod 3) u n” =n (mod 7), na kako je [2,3,7] = 42 nobujamo n’ =n (mod 42). O

n-n"=n"=n

IIpumep 4. Axo je p npocr 6poj sehu ox 3, nokazaru aa 6p | ab? — aPb.
Pewere. Ha ocuoBy nocaenuue je ab? = ab = aPb (mod p). BpojeBu ab? u aPb cy ucre napuocru,
na 2 | ab? —aPb. Axo 3 | a wmm 3 | b, ouna 3 | ab? — aPb, y cynporHom, Kako je p > 3, to je p = 2k + 1
merapan 6poj, 7o onma mmamo ab? = 1% . ab? = (a®)¥ - a - b?* - b = a®**+1b = aPb (mod 3), m xaxo je
(p,6) =1, 1o 6p | ab? — aPb. O

o cana pazpahusana Teopuja nam je morpebHa Kao IpeI3HABE 32 TEMY OBOI' PaJia, Y KOjy CMO
caa cipeMun 13 yporuMo. CTeKJIM CMO JIOBOJFHO 3HAWKHA U3 Teopuje OpPojeBa Ja MOKPEHEMO TPUIy
0 KBaJpaTHUM OCTaIuMa.

5 KsaapaTHe KOHIrpyeHIMje, KBQJ[paTHU OCTAIA

Hedununuja 1. 3a nare nene 6pojese a u m > 1, (a,m) = 1 KaxkeMo0 J1a je a KBaJpaTHU
ocTaTak TI0 MOJYIy m ako Kourpyerrmja z2 = a (mod m) uMa permera y CKyTy Teaux Opojesa.
Axo oBa KOHTpyeHIHja HEMa pellieha, KayKeMo J1a je ¢ KBaJPATHU HeoCTaTak.

Axo je z pememe jennauune 22 = a (mod m), onja je u csaku 6poj obmuKa ¥ + km pelieme ucre
jenuadwae. MHOra 3aHUMJ/BUBA CBOjCTBA MOXKEMO OTKPUTH aKO ce (POKyCHpaMO CaMO Ha, PeIiemna y
ckyny {0,1,...,m — 1}.

Ha npuwmep, neka je m = 10. CBe kBagpaTHe ocrarke hemo Hahin Tako MITO U3PAYYHAMO BPEIHO-
cru b% no momyay m 3a 0 < b < m. dupexrno pobujamo 02 = 0,12 = 1,22 =4,32 = 9,42 =6,5% =
5,62 = 6,72 = 9,82 = 4,92 = 1 (mod 10). Jaxme, xBagapatan octamu 1o Momyy 10 cy 1,4,5,6,9
(Wy7na HEje KBaJpaTHNW OCTATAK HUTH HEOCTAaTaK HU IO jeIHOM MOIY/IY, WakKo KOHTpyeHmja x2 = 0
(mod m) yBek uma perremna). 3akjbydyjeMo J1a ce KBaJpaTu Ieaunx OpojeBa MOry 3aBpLIABATH CAMO
uudpama 0,1,4,5,6,9. Ksangparuau neocraru cy 2,3,7,8 u To He MOry 6muTHu mocsie/imbe nudpe mOTIyHuX
KBaJ[para.

3a caga hemo maxKmy MOCBETUTH KBAAPATHUM OCTAIMMA IO MPOCTUM MOIYIUMA.
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Teopema 1. 3a jartu Henapan npoct 6poj p 1 eo 6poj a, p { a, jenmaunna x> = a (mod p) uma

NN HYJIa WJIN JIBa PEerrema.

Zloxas. I[lpernocTaBuMo fa aTa KOHTPYEHIWja UMa PEIierha U HEKA je X1 jJeTHO HEHO peleme.
Taza je u xo = —x1 Takohe pememe. Quuriento je xo Z 1, jep je p Henapan u (a,p) = 1. 3a 6uso
KOje JIpyro pememe r Baxu r° = a = x7 (mod p), ma p | 22 — 2% = 2 = +2; (mod p). A

p—1

Teopema 2. 3a cBaku Henapan npoct 6poj p mehy Gpojesuma 1,2,....p — 1 uma TagHo
KBaJIPATHUX OCTATAKA, U UCTO TOJUKO HEOCTATAKA.
/oxa3s. IlperniocTaBuMO /1a TOCTOjU Kk KBAaAPATHUX OCTATAKa O MOJYIY p. 3a CBAKM Ol TUX OCTATAKA
nocroje 2 pemema y ckyny {1,2,...,p — 1}, u cBa cy ona mehycobHo pasimdwnra, na je 2k < p — 1.

-1
Mebytum, 6pojesu 12,22, ..., <p2> Cy Pa3IUYUTH KBAJIPATHU OCTAIM U MMa WX pT’ ma je k

YIIPABO jeJIHAKO

IIpumep 1. [lokazatu ga kourpyennuja 22 + 4% +1 =0 (mod p) uma permerma 3a CBaKu mTPOCT

6poj p.
Pewerve. Tpheme ounTIenHo BaxKu 3a p = 2. AKO je p Hemapa IpocT 6poj, OHIa T2 MOKe IMATH
p+1 p—1 p+1

KBajIpaTHUX ocTaTaka). Ciamano, —1 —y? Moke nmaTn
2

Bpensocru (0 u BPETHOCTH,

ma 1o JIupux/Ie0BOM IPUHIUILY TIOCTOje mesin 6pojesn x, %y 3a Koje je v2 = —1 — y? (mod p), mTo je

u tpebaso mokazaru. [

a

p) ce neduHUIIE

Hedununuja 2. 3a garu mpoct 6poj p u 11eo 6poj a, Jlexxauapos cum60J1 (

Kao
1, ako pfauajexkBazparnu ocrarak (mod p)
a
<p> =<{ —1, akopfauajekBauparuu neocrarak (mod p)
0, akop]|a.

JacHo je ma je (“‘;) = 1 3a cBaku mpocT 6poj p u 1eo 6poj x, p f T.
[omrro je 32 = —1 (mod 5), a 22 # 3 (mod 5) 3a caxu 1eo 6poj z, To je (%1) =1m (%) =—1.

VY reopemu 9 nponuie riase (@Depmaosa meopema) CMO JIOKA3aIU 1@ 3& IMPOCT OPOj p U LEO
6poj a y3ajamuo mpoct ca muM Baxu a’~! =1 (mod p). Bpoj p — 1 je napan, na yBogumMo o3HaKY
p = 7”2;1. Taza je (a? )2 =1 (mod p), 1j. p | (a?)2—1 = (a? —1)(a? +1). Kako je p npocr, Mozxkemo
3aKJBYUUTH 1A P | a?’ +1. Ja nu je y muTamy MIyC WX MUHYC, OTKPWBA HAM cjeaeha Teopema.

Teopema 3. (OjirepoB Kpurepujym) a?’ = (%) (mod p).
Joxas. Axo p | a, rBphemwe Baxku. IIpernocrasumo ma je a KBaaparHu HeocTarak. 1peba mokasaru
a? = -1 (mod p). Heka je S = {1,2,...,p— 1} cBenen cucrem ocraraka 1o mouyiy p. Heka je x € S
npOU3BOJBHO, Tazma je u {zy | y € S} cBemen cucrem ocraTaka, ma MOCTOJU TAYHO jeAHO ¥ € S 3a Koje
je zy = a (mod p) (u 3a 1o y je x jemuHcrreno). IllTaBuiie, a je KBAAPATHN HEOCTATAK MO MOMIYIY
p, na je x # y. Tume je ckyn S nozgesbeH HA p' MAPOBa KOjU y MPOU3BOAY 1ajy . MHOXKemEeM CBUX
oBux naposa go6ujamo (p — 1)! = a? (mod p). Y6auusamem a = 1 1o6ujamo nozuary BuacoHnoBy

TeopeMy, Koja Kaxe ja je (p — 1)! = —1 (mod p), na je a? = —1 (mod p). Axo je a xBajparHu
ocratak, y ckymy S he octatu Heymapenu 6pojeBu r m p — 7 3a Koje Baxu 72 = a (mod p), u oHn
y upoussoiy najy —a. IlonoBo nmomHoxkuno cse napose u aobujamo (p — 1)! = —a? (mod p), 1j.

a? =1 (mod p). A



17

Kopucrehu Ojnepos kpurepujym ce J1ako JOKa3yjy HEKa BEOMa BayKHA CBOjCTBa JIexkaHIpOBOT
CcMOO0JIa - HABEINMO UX HEKOJIMKO.

Teopema 4. JlexkauapoB cuM0OJT je MyJITUILIMKATABAH, Tj. 3a CBe 1eje Opojese a,b u Hemapax
; ab) _ [a b
mpocT Opoj p Baxku (p) = (p) (p)
Joxas. (%’) = (ab)? = a?' b = (%) (%), 1a je OYUIJIETHO (%’) = (%) (%). |

1

Teopema 5. Bazku (‘7) = (—1)1%1, 1j. Kourpyernnuja 22 = —1 (mod p) uma permerma ako u

camo ako jep=2mmp=4k+1, keN. 1

ITpumep 2. Hexka cy x,y y3ajamuo mpoctu npuponau Opojesu. Taga je cBaku mpoCT JieTuJIall
6poja =2 + y? unu jenmax 2, unu obnuka 4k +1, k€ N.
Jloxas. Heka je p nenapan npoct gemanar 6poja x2+y2. Tana je 22 = —y? (mod p), 1j. 1 = (%ﬂ) =
(_71) (y;) = (=1)*, majep=1 (mod 4). O

Jlaxje, ma 6u ce 6pPOj MOTao MPEACTABATH KAao 30Mp KBaAparTa JBA y3ajaMHO MTPOCTA TPUPOIHA
Opoja, MOTPeOHO je ma My je cBaku mpocT menusarn 2 wian obsmka 4k 4+ 1. OBaj ycioB je u J0BOJbaH,
mTo je mpBu nckazao Pepma oko 1660. roguue, a mokazao Ojaep 1755. ronune.

Cuenehe TBpheme ce yecro KOpUCTH y 3aJallUMa, a MOXKEMO ra CXBATHTH KAO IIPOIIUPEHE PH-
Mepa 2.

Teopema 6. Heka cy z,y y3ajamuo mpoctu neau O6pojesu, u a, b, c Tpon3BOJ/bHU 11€JIU OPOjeBH.
Ako je p Hemapa mpocT mesunarn 6poja ax? + bxy 4 cy? Koju He e HujenaH oj KoedHInjeHara,
a,b,c, tana je D = b? — 4ac KBaIPATHH OCTATAK IO MOIYIY P.

Jlokas. Hexa je N = ax?+bxy+cy?. Kaxo je 4aN = (2ax+by)?—Dy?, umamo na je (2ax+by)? =
Dy? (mod p). [lame, p He 1ean y, jep 6u y CyIpoOTHOM p Jeauao 2ax + by, ma u x, KOHTPaIuKIHja.
Kaxko je (y,p) = 1, nocroju y; 3a xoje je yy; = 1 (mod p). MHOKemem n06ujeHe jeHaKOCTH ca 3
nobujamo (2axy; + byy1)? = D (mod p), mTo je n Tpebano nokazatu. W

3a memapan npoct 6poj p, Hajuemhe ysumamo ckym {1, ...,p— 1} xao cemen cucrem ocraTaka mo
mozmyny p. Ilocmarpajmo caga ckyn S = {1,2, ..., %} " cBenieH cucreM ocrataka {+s: s € S}. Tana
jem {£as: s € S} cBenen cucrem ocraTaka 3a 1e€o 6poj a,p { a. 3a cBako s € S MOCTOj jeAMHCTBEHO
s’ € S zakoje je as = +s’ (mod p). Jacuo je ma oBakas 6poj s’ mocToju, a J1ako ce JoKa3yje u 1a je o
jemumacrsen. [IpermocrapuMo ma mocroje aBa pasauauta 6poja s', s” 3a koje Baxu as = +s', as = +s”
(mod p). Taga 6u mopano na Baxu s’ = —s” (mod p), amu oBo je memoryhe jep je 0 < s’ + 5" < p,
na 6pojesu s’ popmupajy nepmyrauujy ckyna S za s = 1,2, ..., p—;l. Heka je as = ¢35’ (mod p), rue
je e = 1. Muoxkehu oBe KOHrpyeHIIMje H0OUjaMO a7 - (L;l)! = (”2;1)! -€1€2...6p (mod p). Kaxo

n3 QjIepoBOT KPUTEPUjyMa BasKn (%) =a' (mod p), mobujamo cnenehe TRpheme:
Teopema 7. Baxu (%) =e169...cp .M
a S : P’ 2ka
Teopema 8. (I'aycosa sema) Baxu (5) =(-1)",rmeje S=>1_, ruk

Zoxas. [Ipumerumo na je €, = —1 ako u camo ako 6poj ak upu Jespewy ca p Jaje ocrarak Behu
on p/, Tj. ako W camo axo je ka = pq + T, ”2;1 < r < p, MTO je eKBUBAJIEHTHO Ca,
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MuoxkemeM ca 2 u 1ebebeM ca p 100ujaMo
2ka ka 2r
— =2—+—.
p p p
Ho, xaxo je 1 + % < %T < 2, IpeTXOJHA jeTHAKOCT je eKBUBAJIEHTHA Ca
2ka
p

ka
| | :2L;J+1.

2ka
Comgno 106ujamo j1a je e = 1 ako u camo aKo je \_%J = 2L%j, na paxku £, = (—1)L2*) IIpumenom

Teopeme 7 mobujamo rpakeny jeanaxoct. ll
[Ipumenom laycose jieme MOXKEMO 13 OApesuMO KaJa je oapehenn Opoj KBaIpATHU OCTATAK TIO

IPOCTOM MOJIYJly P, Tj. Jia 3a MaJiO @ WX MaJjIo P OAPEIMMO BPEIHOCT Jlexkanaposor cumboJia (%)
Vamumo qa je, ua mpumep, ¢ = 2. Taga Baxku (%) =(-1)% tmeje S = S, L‘lp—kj YmaHoBHU y CyMHU
3a koje je k < § = % + i, 1j. k < L%J Cy jeqHAKH HYJIH, 0K je ocTamux p’ — L%J jemnako 1. ITpema

Tome je S = p’ — L%/j Ako je p =8k £ 1, ouza je S = 2k, ako je p = 8k + 3, ouza je S = 2k + 1, ako
je p =8k —3, onga je S =2k — 1. lakne, Baxu ciejielie TBpheme

Teopema 9. Bpoj 2 je kBaapaTHu OCTaTaK MO MOJYJY P aKO U caMo ako je p = £1 (mod 8). B
Ha cnumuan magms ce mory mokasaru cieaeha Tephema.

Teopema 10.
1. -2 je kBagpaTHU OCcTaTaK 11O MOy p akko je p =1 (mod 8) mwnu p =3 (mod 8)
-3 je KBaJpaTHU OCTATaK 10 MOIYJy p akko je p =1 (mod 6)

3 je KBaJpaTHU OCTATAK IO MOYJIY p akko je p = +1 (mod 12

-

)
5 je KBaJpaTHU OCTaTaK 1Mo MOAYIY p akko je p = +1 (mod 10). W

1 2 92 92001
0| 3.1 ot | — .
pumep 3. Wspamynari | 55031 1 5003| T | 2003| T | 2003

Peweme. Ha ocrosy Ojmneposor kputepnjyma n Teopeme 9 mmamo 21000 = (722) = —1 (mod 2003).

Haxme, 2003 | 2°(2100F 4- 1) = 2199142 4 9% 3 xaxo 2* u 2% wucy nemusn ca 2003, 3aK/bydyjemo

Ja je
21' 21001+i 21 + 21001+i
+ - —1
2003 2003 2003

. Cabupamewm oBux jeanaxkocru 3a ¢ = 0,1,..., 1000 mobujamo Ja je TpaxKeHa cyMa jeaHaka

1424224 ... 422001 22002 _ 1
—1001 = ———— —1001.
2003 2003

Capa crmemu jenmna gyeena teopema, dpopmyucana o crpane Ojnepa 1783. u Jlexxanapa 1785.
rojauue, a KOjy je mpsu crporo mokazao ayc 1796. rogune. EBo nakne, I'aycose ,3s1aTne Teopeme“
(nar. Aureum Theorema).

Teopema 11. (TaycoB 3akon penunponmrera) Heka cy p u ¢ pa3iandauTi npocTr GpojeBw.

Tana Baku
p q o
£ 1) = (=)',
(5 ()=

akojep=qg=3 (mod 4),

OIHOCHO

akojep=lumg=1 (mod 4).

VS

SRES

~
Il

|

Qs Qs
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Hpyrum pedmma, ako je 6ap jeman ox mpoctux OpojeBa p,q obmmka 4k + 1, Tama je g KBaapaTHH
ocTaTak 10 MOAYJY P aKO U CaMO aKo je p KBAAPATHU OCTATAK TO MOAYIY ¢. ¥ CYMPOTHOM, aKO Cy
oba Gpoja obuka 4k + 3, Taga Tauno jemHa o Kourpyennuja 22 = ¢ (mod p), 2% = p (mod q) uma
perena.

Jokas. Y pasau R? mocMaTpajMo (OTBOpeH) MpaBOyTaOHHK
p q
Ap,q:{(l',y) | 0<z< 570<y< 5}
Ckyn Tagaka ca 1eJIo0pojHIM KOOpAWHATaMa Koje ¢y caapxkane y A, , je ympaso

p;lylgygq;l,
D 2

A, ={y) |z,ye N, 1<z <
na je |A;’q| = p'q'. Haspe, mocMarpajMo npasy 3a/1aTy je/lHAUMHOM Y = gx , KOja CaJpxKu JujaroHasty

mpasoyraonmka A, . [IpumeTnMo 1a ce HMjeaHa TaTKa CKYyTa A;,A o, He HaJla3y Ha OBOj MpaBoj, jep 6u
Taja 3a HEeKe MPUPOIHE OpojeBe X,y BAXKUIO py = ¢, mTo je Hemoryhe 36or 0 < x < pu 0 < y < q.
[Ipema ToMe, oBa mpaBa Jed CKYyT .A;,q HA JBa Jeja: Ha CKyl Tadaka B Koje cy ,MuCmox’ u CKyT
ragaka C Koje Cy ,u3Haj“ nmocmarpane npase. Tauka (z,y) npunaia ckymy B ako u camMo ako je

1<a<p nl<y<|le) mje Bl = Y5 |2k|. Camuno nobujavo |C| = Y0, [2k|. dame, m3

TaycoBe JeMe HMaMo
- (2)- () -(3)- o

S:ZL@J:ZL%M Z qJ+Zk7|C|+71

k=1 k=1 k=1

rie je

2

Jlako ce mpoepaBa Ja je (%) = (=1)*5", unve gobujamo (%) = (=1)I°l. Amanorso no6ujamo

(%) = (—1)!Bl ma mmOMkemeM OBUX jeIHAKOCTH T00OHjaMO

(2) (;’)) — (—1)BIHICl = (Z1)P

mro je u Tpedano gokazaru. M

OBa Teopema mam omoryhasa ma mahjemo BpemHOCT JlexkauapoBOr cuMO0/Ia MPOU3BOJLHOT II€-
Jior 6poja Mo HEKOM IIPOCTOM MOMYy, npubamKuo 6p3uaoMm Eykmnmmosor amropurma. Ha mpumep,
JKeJIMMO J1a ipoBepuMo na Jjim je 2193 kBaaparuu ocrarak o momysy 4019. To pagumo ua ciaenehn

HAYUH; (ié?g) (40319) (417 ) ( 19) Jlame, IpeMa 3aKOHY PEIUIPOIUTETa je (ﬁ) = — (4019

S =1, () = () = () = (1) = (3) = —(5) = - () = -1, (%F—(%)z
—(#H) =) =—(F)=- () =Lmje (Fg) =1-(-1)- 1=—1.

ITpumep 4. [oka3aru ga je 1meo Opoj ¢ KBaApaTHU OCTATAK MO CBAKOM IIPOCTOM MOJIYJIY aKO U

caMO aKO je a TOTIIYH KBaJIpaT.
Zloxas. IlpermocTraBuMo 712 je a HajMamu OPOj MO aICOIYTHO] BPEAHOCTH KOjU HHUje TMOTIYH KBaJIpar,
a jecre KBaJpATHU OCTATAK [0 CBAKOM IIPOCTOM MOAy/dy. laga je a = epipa - - -pxp 3a € = £l u
paznmunre mpocre 6pojese p; (ako OH MOCTOjao p; Takas ma pY | a,a >= 2, oHma 6u u 6poj ;%
i

\@

UCIlYyHaBa0 yCJIOBE 33/laTKa, KOHTpaJuKiuja ca Munumansomhy 6poja a). OHua 3a cBaku LpPOCT

6poj p BaXKM
a g k . .
-ONE). @)-cor(2) ranes
i=1 7
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Axko je a = 2, ogabepumo p = 5. Y CynpoTHOM, HOCTOjU HElapaH MpOCT Jejuiial 0poja a, HeKa je
T0o pi. Omabepumo mpoct 6poj p Takas ma Baxkm p =1 (mod 4),p=1 (mod p;) 3ai=1,2,....k —1
b

up=">b (mod py), rue je (Fk) = —1. OBakaB mpoct 6poj p nocroju o JlupuxiieoBoj Treopemu O

npocTuM OpojeBuMa y apuTMeTHYKuM Iporpecujama. Tajga BaxKu (%) = 1, ma cBaKako u (%) =1,

Kao0 1 (%) =13ai=1,2,..,k— 1. IIpema Tome je (%) = —1, xouTpaguknuja. [

Y mMHOrEM 3a7anuMa Koju ce Mory Halim HAa TAKMUYEHUMA je TOTPEOHO OIPEIUTH A JIU j€ HEKU
6pOj KBa/IpaTHU OCTATAK 110 HEKOM CJIO2KEHOM MOJIyJry. ¥ CKJIQJIy Ca TUMeE, yBOIWMO HOBU CHUMOOI,
Kao youirreme JIexxaniposor.

Hdedununuja 3. Heka cy naru neo 6poj a un HemapaH 1eo 6poj b, n uexa je b = pi"'py? - - - pp*

KaHOHCKa (pakTopu3armuja Opoja b. JakobmjeB cumMO60JT (%) ce nedunmAIIe KAO

6-G) G G)

[Mpumerumo na Jakobujes u JlexkanapoB cuM0OS MMAjy HMCTY O3HAKY - 3aMCTa, y CJAy4ajy aa je b
HemapaH mpoct O6poj AedpuHHUIH]a ce CBOAN Ha JAeMUHUATIH]Y 2.

Jacwo je mam3 ($) = —1 cream 1a je a KBaApaTHN HEOCTATAK O MOAyTy b. MeljyTnm, o6paTaO
He BaykW, IITO WIycTpyje caenehin mpumep.

ONGIORERSE

MaKo je 2 KBaIPATHU HEOCTATAK O MOIYIy 9.

Ja sn je Heku 6pOj 3arrpaBo KBapaTHN OCTATAK IO CJIOYKEHOM MOJIYJTy, TOBOpH HaM ciiefeha reopema.
Teopema 12. Heka je a meo u b = p{'p5? - - - pp* npupoman 6poj. Taga je a KBagparHn ocratak

0 MOJYJIy b aKO M caMo aKo je a KBaJpaTHH OCTaTak 1o Moaydy p;' 3ai=1,2,.. k.

Joxas. Ako je a KBajpaTHU OCTATaK 110 MOAYJILY b, OHJIA je M KBAJPATHU OCTATAK [O MOJLYJLY

plt, i =1,2,...k. Heka je 27 = a (mod p{*). Ta;ga M0 KWHECKOj TEOPEMH O OCTAIMMa MOCTOjU

neo 6poj x 3a koju je z; = z (mod p¢*). Ho, Taga je 2% = 2? = a (mod p*), na je 2 = a (mod b).

|

Teopema 13. 3a cre mene 6pojese a,b 1 Hemape 6pojere n, m. BaKH
L () =(3)

5 = (3
) = (1)

- (G
(
4. (Bawon peyunpoyumema) Axo cy m,n ysajavmo mpocti, ona je (2) (£) = (—1)"% =7,
(5
(

[

3.

ot

n—1
1) =
n )

n2—1
) = 8 .

6.

S

Zloxas.

1. Hewa jo n = p'pg? g Tana jo (22) =TT, ()" =TI, (2) 7 (2) " = (2) (2).
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2. Cnmaso meny nox 1.
3. 22 =a (mod n) <= 2% =a+bn (mod n).

4. Heka je n = pipa - - pp u m = q1qz2 - - - i, 32 1poCTE OPOjeBE P1,P2; ..o Phs 415 G2; - Q1 Taja
. k l i N\ Tk l g _ . _
je (2) () = T Tm () (2) = T Thm (CD9% = (-0, me e A = {(p.0)
plngmup=qg=3 (mod4)} ={p:p|n,p=3 (mod4)} x{q:q|m,q=3 (mod4)}.
Bpoj enemenara ckyna A je HemapaH ako W CaMO aKO TOCTOjU HemapaH Opoj p;-0Ba U HeMapaH
6poj ¢;-0Ba KOju Iajy OcTaTak 3 HpH Iesbemy ca 4, Tj. ako u caMmo ako je n = 3 (mod 4) u

m =3 (mod 4).
5. 3a nenaphe 6pojese z u y je (x—1)(y—1) =0 (mod 4), mTo je eKBUBATEHTO ca Lg*z = %’1
. zty—2 zy—1 . .
mo Tj. (— 2 = (=1)"2z . Ako je n = pips - - - pr 3a WpocTe OpojeBe p;, JOKa3
(mod 2), Tj. (1) (-1) Axo ] pip2 - Pk pocre 6pojese p;,

BpuMMo uHAYKIujoMm 1o k. 3a k = 1 ce ucka3 cBoau Ha Teopemy 5. Heka rBpljeme Baxku 3a
Heku npupogan 6poj k > 2. Taga je

n P1p2 -+ Pk—1 Dh

1 P1P2 Pl —1PE—1 n—1
= (— ) 2

= (_1)7,
6. 3a menapue meie Opojese .,y je m28_1 +

v -1 _

T = z2y;71 (mod 2). Ha ocmosy Teopeme 8 je

2_
(%) =(-1) 5 1, 1a TBpheme J0Ka3yjeMo MHAYKIUjOM, CINYHO Kao y nperxomHom. Ml

Teopema 14. 3a uese 6pojese a, b u Hemapad npoct Opoj p { a BaxKu

”Zl(axﬂ)) L

=0 p

Zloxas. BpojeBu ax + b ynHe normyH cucrem ocraraka mo Mmoayiay p3a x = 0,1,...,p— 1. Mehy muma
nuMa p%l KBaJIPATHUX OCTATAKA U MUCTO TOJHMKO HEOCTaTaKa, Kao M jeJaH 4JaH JeJbUB €a p, 11a je OBa
CyMa jesHaka % — % +0=0.1

Teopema 15. Heka cy a,b matu menu OpojeBu u Heka je p memapaH npocT 6poj. Taga Baxku

[ (r—a)(x—>b)\ |-1, ako je a Zb (mod p)
Z( p >_{p—1, ako je a =b (mod p)

=0

Joxas. Ako je a = b, Tana je jeman 4ian y oBoj cymu jexnak 0 (ynpaBo oHaj 3a Koju je ¥ = a
(mod p)), mok cy ocranu jennaku 1. Ako je a # b, Tpancdopmuinemo cymy Ha cienehu HauuH:

1

f§<W> :§<<x—a>2+<;—a><a—b>) Iy (e :f’f(mw—b)),

z=0 =0 r=—a p =0 p

[IpBu cabupak y 0BOj CyMu je OUUIJIEHO HYyJIA. 34 CBE OCTAJI€ BPEIHOCTH T MOCTOjU JEAUHCTBEHO Y
u3 ckyna {1,2,...,p — 1} 3a koje Baxkn xy = 1 (mod p). Kopucrehn oBy unsmenuniry noémujamo

() B () 859 (2) - ()

x=1 =1 r=1 =0 p p

jep 6pojesu y(a — b) dopmupajy ceenen cucrem ocraTtaka no mMomymy p. ILlocienma jeHAKOCT BaKu
Ha ocHoBy niperxozane Teopeme. l
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Teopema 16. 3a mpocr 6poj p mocroju [4] menux 6pojesa a € {0,1,...,p — 1} 3a xoje cy a u
a + 1 xBagpaTHU OCTAIM 1O MOAYIY P.
/loxas. Tipuvernvo na je 3a a # 0,p — 1 m3pas (1 + (%))(1 + (%)) jenmaxk 1 ako cy a m a + 1
KBaJPATHU OCTaI| 10 Moayny p, a 0y cynporroMm. 3a a = 0 ¢y a u a + 1 ouuriIeqHno KpaapaTHa
OCTall} IO CBAKOM MOJIYJY, JOK je 3a a = p — 1 BPEJHOCT U3Pa3a (1 + ( )) jemnaka 1 ako cy a u
a + 1 xkBagparan octany, a 0 y CympOTHOM. HpeMa TOMe, W3pa3

1+;(1+< ) +1§i1+( )(1+<a;1>)

OpOoju KOIMKO MMa OCTATaKa KOjH 3aJ0BOJbaBajy morpeban yciaos. Kako je i(l + ( ))(1 + (i))

jeTHAKO % daa=0wu %(1 + (_71)) 3a a = p — 1, mperxonHa cyma je jeqHaka u3pasy

0 G E B (5) -5 80 () (- (5)
(6 (5) -5 )+ (5)-(5)

30up jenwHUIA je p, JOK je 30Up YIAHOBA (%) u (“+1) jemnax 0 mo Teopemu 14. 36up 4IaHOBA

—1 (g2 .. . .
>, (“Tf“) je jemnax -1 mo mperxomuoj Teopemu. /lakie, Haia mubaHa CyMa je

QA 1 () (1) R e

mro je u Tpedano mokazaru. M

: _ pfl a:(w2+a)
3a meo 6poj a medurnmmmvo K(a) = 1, ( 5=

) . IIpermocrasumo na p f a. JIako ce Bumn

12 32 CBaKH 11€0 6poj ¢ Baxkm K (at?) = Y P_ (M) = (f)) K (a). Ilpema Tome, |K (a)| 3aBucu
camo o1 Tora Jia Ji je a KBaJpaTHH ocTaTak 1o Moaymy p umm nuje. Caga majemo qokas TBphema aa
je cBaku mpoct 6poj p = 1 (mod 4) 36up aBa KBaApara.

Teopema 17. Heka cy a u b peiom KBaJpaTHH OCTATAK M HEOCTATAK IIO MOY/Y IIPOCTOr O6poja
p obmmka 4k 4+ 1. Taga cy |K(a)| w |K(b)| napan npupomau 6pojeBr KOju 33J0BOJbABA]Y

(1K @D + GIEGI? =p.

. -1
Jloxas. Ha ocHOBY MpeTXoHOT pa3MaTparba Je p’(K( )24+ K(b)?) =3P K(n)? =" K(n)?,

jep je K(0) = 0. 3a csaxo n je K(n)? = > "_ Z (%M), oiaKIe J1061jamMo

S =S5 (2) 5 (et

=0 y=0 n=0

(n+z?)(nt+y”)
P
ciaydajeBuMa. ¥ CKJIaJy C TUME A00mjamo

iK(n) p(2p—2) — ZZ(my> p(2p — 2) = 4pp’.
n=0

z=0y=0

Ha ocuoBy Teopeme 15 je Zf;t ( ) jennako p — 1 ako x = £y (mod p), a -1 y ocranum
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Hakne, K(a)? + K(b)? = 4p. Kaxo cy 0,1 jequnn Moryhu ocranu moTIyHEX KBajgpaTa 110 MOy 4,
caemn na cy K(a) n K(b) mapuu, unme je noka3s 3aspirer. l

6 IIpumene, 3aganmu ca pa3HUX TaKMHUYeHa

Benuku 6poj 3amaraka u3 reopuje 6pojeBa ce MOKe PEIUTH YIPABO TEXHUKAMA KOje CMO HayIn-
sy oBom pagy. Cana hemo ypaauru HEKOIHMKO TexKuX 3ajaraka kopucrehn ce 3HameM KBaJIPATHUX
ocraTaka.

Bagarak 1. (CA/ u36opuo rakmunuemse 3a MMO 2014, sagarak 2) Hexa je aj,as,as, ...
HE3 TleuX OpojeBa ca OCOOMHOM [1a je apUTMETHIKa CPEINHA IPOU3BOHHOT OPOja y3aCTOMHUX @;-OBa
nornyH kKBajpar. I[Ipenusnauje, 3a cBaka aBa npupoaHa O6poja n u k, BpeIHOCT n3pasa

an + Gpt1 + ... + Gpyp—1
k

je kBaapar uesior 6poja. JJokazaru na je uus (a,) KOHCTAHTAH.

Pewerve. TlpernocraBumo Ja oBaj HU3 Huje KOHCTaHTaH. Taja je a, # 1 3a Heko n € N. Heka
je, He ymamyjyhn ommrocr, n = 1. Kako p | a; + @ij41 + ... + ai4p—1 32 cBako ¢ € N, mobmjamo
plaj = plajir, 3acsako j € N. Heka je k < p — 1 nHajMamu KBaJAPATHH HEOCTATAK 110 MOILYIY P.
Kako cy oba 6poja moTmyHr KBaIApaTH, BaXKU

(k(a1+a2p+...+ak)> _ ((k—l)(ag +;3+...+ak)> N (k;1> _ (D,

KOHTPAIUKIIAja, OCUM aKO P | as + as + ... + a. Jape Baxkn

(ak_H) 1 (k(a2+a3—|—...—|—ak+1)) N (k) —1,
p p p

OmeT KOHTPAIMKIAja, OCUM aKo p | ap41. CamanuM pe3onoBameM go6ujamo p | aj = p | aji 3a
ceako j € N. Ho, xako je (k,p) = 1, 3a cBaku mpupogan 6poj n mocroje uesu 6pojesu «, 8 3a Koje
je n = ak + Bp, Tj. Mmoxkemo m00uTH P | a, 3a cBaku npupogan 0poj n. Kako je cBaku wian Huza
MOTIIYH KBAJPAT, BaxKu p° | a,,. [logenmMo cBe 4aHoBe HA3a ca p?, I MOHOBEMO TIOCTYHAK Ha HOBOM
HHU3Y, 9AMe JT00HjaMo /1a CBU @; UMAajy UCTY KAHOHCKY (pakTopu3anujy. []

Bamarak 2. (Baltic way 2017, 3amarak 20) Heka je S ckyn cBux ypeljeHux mapoBa mesnx
6pojesa (a,b), 0 < 2a < 2b < 2017 3a koje 2017 | a® + b2. [lokazarn

Za:%Zb.

(a,b)es (a,b)es

Pewere. Heka je p =2017u a € {1,2, ..., %} Taza nocroju jenuucrseno b € {1,2, ..., %_1} TAKO
na 2017 | a? + b%. Baucra, 2017 je npocr 6poj obauka 4k + 1, ma nocroju k 3a koje je k? = —

(mod 2017). Onabepnmo b € {1,2, ..., 251} b = +ha (mod 2017) m 0 < b < 2%, Tama je a® +b% =0
(mod 2017). IlpernocraBumo Ja mocToje aBa Takba O6poja, by u be. Tama je b% = b3 (mod 2017), na
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2017 | (by — ba) (b1 + b2). Kako je 0 < by + ba < 2017, mopa aa Baxu 2017 | by — be, wro noBiadu
b1 = by. Tume je mokazana m jemuHCTBEHOCT OBakBor b. Jlame, HeKa je

Se = {a: (3)(a,b) € S}.
Hokaxumo 1a je a — b — a 6bujekmmja ckyna S, y camor cebe. I[Ipumernmo na je
(b—a)®+ (b+a)>=2(a®+b*) =0 (mod 2017).

Axo je a+b < %, oHIa je jacHO ma b —a € S,. Y cymporaoMm je 0 < 2017 —a — b < ”2;1,
na u3 (a + b)? = (2017 — a — b)? (mod 2017) cienu b — a € S,. lpernocraBumMo 1a mMocToje meau
6p0jeBI/I a17a27b1,bg 3a KOje (al,bl), (az,bg) €Su b1 —ay = b2 — as. Ta,z:a je b% — 2a1b1 + a% =
b3 — 2asby + a3, mro noBnaun ajb; = azby (mod 2017). Kpagpupamem u KopumhemeM GHIHCHETE
b? = —a?,b3 = —a3 (mod 2017) mobujamo aj = a3 (mod 2017), 1j. a? = +a3 (mod 2017). Axko je
a3 = —a3 (mod 2017), onza u3 jeauncTBeHOCTH GpOjeBa by, by M0GHjaMO az = by U a3 = by U BaxKH
a; < by = as < by = a1, KourpaukIHja. 3aro je ai = a3 (mod 2017), onga 2017 | a? — a3, na je
a1 = as. Hakme, dynkmuja a — b — a je mHjekTnBHA. KaKO OHA IMpeCcInKaBa KOHAYAH CKYII y CAMOT
cebe, oHa je n bujekTuBHA. KOHATHO, mOOMjaMO

Z a= Z b—a,

(a,b)eS (a,b)eS

mTO je n Tpebaso Jokazaru. [J

Bagarak 3. (MMO mopmiucra 2020 N2) 3a csaku npocr 6poj p MOCTOjU LAPCTBO p-
M3aHTHja, KOje Ce CACTOju OJ P OCTpBa ca o3HaKama 1,2,...,p. MocT moBe3yje octpBa m u 1 aKO U
camo ako p | (n? —m+1)(m? —n+1). Jokaszaru j1a 3a GeCKOHAYHO MHOTO IPOCTUX OPOjeBa p IocToje
JIBa OCTPBA p-M3aHTHUje KOja HUCY TTOBE3aHA HUjETHUM HU30M MOCTOBA.

Pewerve. JlokazalieMo 7@ 3a GeCKOHAYHO MHOIO IIPOCTHX OpOjeBa y p-U3aHTHUjU IOCTOje /IBa
OCTPBa KOja Cy LOBE3aHAa CaMo jeaHo ca apyruM. MocT moBe3yje m u n ako u caMo ako je n = m2+1
wm m =n?+1 (mod p). Axko je m? +1 =n (mod p), HAIPTajMO CTPEUILY O M Ka n. JACHO je ja
on m kpehe jemna crpenuia ykoauko je m? + 1 # m (mod p), u HyTa CTPeTHIa y CyTpPOTHOM.

I[IpernocraBuMo Jia je pupoan 6poj a pemee Kourpyenmuje 2 — x + 1 = 0 (mod p). Jlako
ce Buam Ja je u b = p + 1 — a pereme OBe KOHTDYyeHIMje, Kao # 7a je b # a 3a p > 3. Hasme je
ab=a(l—a) =a—a? =1 (mod p). AKo cTpesuIa nje o7 t mpeMa a, OHa je t pelere KOHPYeHTIje
t?+1=a=a?>+1 (mod p) - jenuno taxso t # a je t = p — a. Ciu4HO, jeuHA CTPETHIA KOja HIe
upema b je p — b. Ako jeaHo ou ocrpa p — a, p — b HUje Ha Kpajy HUjejHe CTPEeJIUUE, PELUMO P — a,
OHJIa je map a,p — a W30J0BaH Of ocTaaux ocTpBa. OBO je TaAYHO YKOJMKO jeHA O KOHI'DYEHIIH]ja
22 +1= —a,2? +1 = —b Hema pelrema, Tj. ako je jeman of 6pojera —a — 1 mwmm —b — 1 KBaapaTHI
HEOCTATAK TIO0 MOIYILY P.

pumernvo ga je 22 —x + 1 = 22 — (a + b)x + ab = (z — a)(x — b) (mod p). Y6anusamem
z = —1 pobujamo (—1 — a)(—1 —b) = 3 (mod p). Ako je 3 KBaAparHu HEOCTATAK 110 MOJYJY D,
OHJIA je u jeman ox OpojeBa —1 —a, —1 — b. Jlakne, Tpeba mokasaTu 13 MOCTOju OECKOHATHO TPOCTUX
GpojeBa p > 3 3a Koje je 3 KBaJpaTHU HeocraTak 1mo moayay p u 2 —x + 1 = 0 (mod p) 3a Heko
mes106pojuo x. Axo je 22 —x+1 =0 (mod p) <= 42?2 —42+4 =0 (mod p), Tj. 2z —1)? = —
(mod p), ma 0BaKBO T MOCTOjU AKO M CAMO AKO je -3 KBaJPaTHU OCTATAK 10 MoAyay p. Ilo Teopemu
10.2 caenu na je p = 1 (mod 6). ITo reopemu 10.3 je 3 KBagpaTHU OCTATAK 110 MOJYJLYy P aKO U CAMO
ako je p = +1 (mod 12). TIpema Tome, 3a cBe mpocTe Gpojere obnnka 12k 4 7, Kojux nma GeCKOHATHO
mo /IupuxjIe0BOj TEOpEMHU O MPOCTUM OpPOjEBUMA Y APUTMETHYKUM MPOTPECHjaMa, je -3 KBaIpaTHH
OCTaTaK, a 3 KBaJpaTHU HeocTaTaK. Twume je mokas 3aBpireH. [

Bagarak 4. (CMO 2007.3) Oxapenuru cBe napose npupoauux 6pojesa (,n) Koju Cy peliema
jennauune z° + 2x + 1 = 27,
Pewere. TIposepom nobujamo ma 3a n < 2 jenuno perere map (1,2). Jokaxkumo Ja 3a n > 3 Hema
pelmema.
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Hexka je (z,n) pememe 3amarka u n > 3. Bpoj x Mopa 6uru nenapan, a je 2 +2 = 3 (mod 8).
Cana sz x(2%+2) = —1 (mod 8) cienu 1aje x =5 (mod 8). IIta sume, kako 3 | (22 +2) (ykommko
3tz maga 3| 2% +2), mopa 6utu 2" = 1 (mod 3), na je n mapan 6poj. Baxku 2" +2 = 23 + 21 +3 =
(x+1)(2% — 2+ 3). Kaxko je n mapan 6poj, 2" je mOTIyH KBa/JIpaT, Ma je 6poj —2 KBaJpaTHH OCTaTaK
0 CBAKOM HemapHOM MpocToM Jesuory p 6poja (z + 1)(x? — z + 3). Baro je

() () - e e

omakJje cienu na je p obsnmka 8k + 1 wim 8k + 3. IIpomssox 6pojeBa Tor obnmka je Takohe obImKa
85+ 1 wmm 85+ 3. Mehyrum, u3 =5 (mod 8) cremu 1a je 22 —x+3 = 7 (mod 8), KoHTpaMKIHja.
Hakue, jemuHo perierse je (z,n) = (1,2). O

3aparak 5. [lokazaru ga 4kry — 1 nuje gemmiar Opoja =™ + y™ Hu 3a Koje mpupoaIHe Opojere
z,y, k,m,n.
Pewerve. Tlpumernmo ma cy 6pojesu 4kxy — 1,2™,y™ y3ajamuo npocru y naposuma. O3HAYIUMO
m' = | 3] un' = |3]. Pazmarpamo crenehe ciyuajese:

1° m=2m' un=2n" Taga dkzy —1| (z™)% + (y"')2, mro je nemorymue jep je dkzy —1 =3
(mod 4).

2° m=2m' un=2n+1 (ciyuaj m = 2m’ +1 u n = 2n’ je ananoran). Tana dkzy | (2™ )2 +

n')27

ma je mo TeopeMu 6 = 1. Tepaumo ga je To memoryhe. IIpernocrasumo ga je y

yly Ty 1
merrapro. [To 3akoHy permmpornuTera je (ﬁ;’_l) = (ﬁ) (ﬁy_l) =(-1)- (—1)% (_71) =
—1, xourpaguknuja. [IpermocTasumo ga je y = 2'z, rae cy t, z npupoanu 6pojesnu u 2 je menapuo. I1o
Teopemu 13.6 je (ﬁy_l) =1, 70K je, Ka0 y IPETXOJHOM CIy4ajy, (ﬁ) = (W;Z_l) =—1.
[Ipema ToMme, (ﬁ) =1t (-1)= -1

3°  Hekajem =2m'+1un=2n+1. Taga dkay—1 | (2™ )2 +y(y™ )2, na je (%) =1

2
Mebyrum, (4k;2711) = (Zﬁfyf?) = (ﬁ) = —1, rue je nocjeimba jeJHaKoCT J0Ka3aHa y 1per-
xomHOM caydajy. Tume je moxas3 3aBpieH. []

Bagarak 6. (PymyHncko m36opHo Takmuderme 2004.18) Heka je p nenapan upocr 6poj u
f(z) mommHOM 3amar ca

f(z) = apflxp_2 + apf2$p_3 + -+ agr +al,
rre je a; Jlexxanapos cumbout (;) HoxkazaTu 1a je
a) f(z) nemus ca x — 1, amm we u ca (z — 1)? ako u camo axo je p = 3 (mod 4),

6) f(x) nemus ca (x — 1)%, amm we u ca (z — 1)3 axo je p =5 (mod 8).
Pewerve.

a) £(1) = X021 () =0, maw — 1] f(x). Banur f/(1) = 50— 1) (5) = D4k (&) =
SPAp = k) (555) = —(=D)"F (1) Bap = 4k +1je f(1) = —f/(1), ma (¢ — 1) | f(2), 20K 5a
p =4k + 3 Baxku f

1) =301k (g) =37 k=1 (mod 2), maje f'(1) #0, 7j. (z— 1)1 f(x).

~—— ||

~

6) Ako je p =5 (mod 8), taxa je f(1) = f'(1) = 0, na ocHoBy jgesa nox a). Tpeba nokazaru
Zi: (k—1)(k—2) (%) # 0. Mu hemo nokazaru 13 je OBa cyMa KOHIpyeHTHa ca 4 mo moayiy 8. Kako

je (’71) =1, To BaxKM (%) = (%). Hasme je (k—2)(k—1) (%) +p—-k—-2)(p—Fk—-1) (%) =
) (k—2)(k—1)+(3—k)(4—Fk) = (g) (22 — 10k + 14) = (g) (22 — 2k —2) (mod 8). JTaxo ce
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B ga je 2k% — 2k —2 = —2 (mod 8) 3a j = 0,1 (mod 4) u 2k? —2k —2=2 (mod 8) 3a j = 2,3
(mod 4). Hakne, f(1) = 2(— (%>+(%)+<%) - (%)+"'+(%%1)*(%)*<41%1)+<4]%2>)

(mod 8), rae je p = 8k+5. 3uamo xna je Z: % = 0, a kako 3a npocr 6poj p = 1 (mod 4) Baxu u

(%) = (%), TO je MAJIONpe CIIOMEHYTa CyMa jenHaka 2 » . k = 1% (%) = 0. Cabupamem oBe cyme

u nperxonHor m3pasa 3a f” (1) nobujamo /(1) = 4((%) + (%) + (%) + (%) +-t (%) + (%))
Cabupaka y 3arpagu uma 2k + 1 u cBaku je nenapan, na je (1) = 4 (mod 8), mro je u rpebaso

nokasaru. [J

Bamarak 7. Heka cy m n n npupoman 6pojesn 3a koje Baxku (5™ — 1) = 5™ — 1. Taza je
(m,n) > 1. JTokazaru.
Pewerve. TIperocraBumo fa je (m,n) = 1. Heka je 5™ —1 = 2%p{* - - p}!
6poja 5™ — 1. Tazxa je

¥ KaHOHCKA (PAaKTOPH3AIIH]jaA

5 —1=¢(5™ —1)=22""pP i py — 1) -+ (pr — 1).

Ounraemno 2% | 5" — 1. C apyre crpame, (5™ — 1,5" — 1) = 5(™™) — 1 = 4, mro nosmaun a; = 1 3a
i=1,2,..k mw a = 2. Jlaxko ce puan ma 23 | 5% — 1 3a cBe mapHe , 3aKby9yjemMo Ja je m HemapHo,
1j. m = 2m’ + 1 3a weku npupozgau 6poj m’. Kako p; | 5(5’"“/)2 —13ai=1,...,k, To je 5 KBampaTHn
ocTaTak MO CBaKOM p;, To 1o Teopemu 10 nosnauu p; = +£1 (mod 10). Ho, kako p; — 1 | 5™ — 1,
mopa 6utu p; = —1 (mod 10). Jemmakoct 5™ — 1 = 4pyps - - - p, 1o Moayay 5 aaje —1 = (—1)k+!
(mod 5), ma je k mapno. C apyre crpane, jemnakoct 5" —1 = 2(p; —1)(pa —1) - -+ (pr, — 1) mo momymy
5 naje —1 = 2(—2)F = 281 = 4% . 2 = 42 (mod 5), konrpaukiyja. [

Bamarak 8. (MMO 2008.3) /TokazaTn 1a MOCTOju GECKOHAYHO MHOTO MPUPOJHUX OpojeBa n
taxkBux ga n’ + 1 uma mpocr memmnar sehu ox 2n + v/2n.
Pewerve. Heka je p mpoct 6poj obnmka 8k + 1. Nzabepumo n = % —a =4k —a,0 < a < 4k.
Taua je (pT_l —a)? +1 =0 (mod p) eksuanenrno ca 16k? — 8ak + a®> + 1 = 0 (mod p), mro je
nambe ekBuBasenTHO ca —2k +a + a2 + 1 = 0 (mod p), ma je a(a + 1) = 2k — 1 (mod p). Bpoj
a(a + 1) je mpuponan u napas, na je a(a + 1) > 10k. dame je (a + 1)2 > a(a+ 1) > 10k > p, na je
n= % —(a+1) < p—;’l P < % —/2n, ma je 2n++/2n — 1 > p, mTO je HejeHAKOCT MAJIO jasda
on Tpaxkere. []
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7 3akJpyvak

Y mpBOM JesTy pajia CMO TOILIH OJf caMme AeduHuIrje 1e/bUBOCTH U PA3Pauin HAjOUTHU]y Teo-
pujy moTpebHy 3a paJ ca KBaJapaTHUM ocTanuma. Ha ToM myTy cMoO [1oKa3asin HAjIIO3HATHje TeopeMe
Teopuje OpojeBa, Kao 1mTo ¢y Eykimnmos ajaropuram, EpacToTeHOBO CHTO, OCHOBHU CTAB APUTMETUKE,
KUHECKa Teopema o ocraruma, OjiaepoBa teopema u Majga @epmaoBa TeopeMa, Mpe HErO IMITO CMO
yommre fAeduHrcaTn KBaJIpaTHd OCTaTaK.

Ksagparuu ocranu npencraBbajy u3y3eTHO HHTEPECAHTAH KOHIIENT Y Teopuju OpojeBa.
[Momagsmu on meduHUNKje KBAIPATHOT OCTATKA JOKA3AJIA CMO HAJIIO3HATH]a TBPhema Be3aHa, 38 ThUX
- HAyYWJU CMO OCHOBHA CBOjcTBa JlexkammapoBor m JakobOujeBor cuM00J1a, KAKO OAPEJIUTH 113 JIA je
Heku OpOj KBaIpaTHU OCTATKA IO JIATOM MOAY/Iy npeko Laycose jleme, Ka0 W pa3He JIpyre Teope-
Me KOje HaM MOMayKy y M3pajam 33/araka. IloKazaam cMO HA HEKOJHUKO MPHUMepPa KAaKO Ce HajTerKu
3aJaly Ca HAJTEKUX TAKMHIEHba MOTY JIAKO YPAJUTH y3 MOMON KBaApaTHuX ocraraka. Mehyrumwm,
MHOI'O TOI'a je OCTaJI0 HECIIOMEHYTO Y OBOM pa/ly, Ka0 HA IIPUMED HPUMEHA KBAJAPATHUX OCTATAKA
y kpunrorpaduju, unu JlarpamxkoBa Teopema 0 30Upy YETHpPU KB3IpaTa, KOje OM InUTaIaIl KOju je
CaBJIAIA0 CaPIKaj OBOT PAJAa MOTa0 y MOTIYHOCTH Ja Pa3yMe.

ZKemeo 6ux mpe cBera fa ce 3axBaanM MOM MeHTOpy, Mubany Kuexxesuhy, Ha Benkoj momohn
KOjy MU je MPYKHO TOKOM H3PaJie OBOI MATYPCKOr paja. Takohe OMX XTeo Ja ce 3aXBAJUM CBUM
mpodecoprMa Koju cy MU y OMJIO KOM TPEHYTKY MPEIaBaIl MATEMATHKY U MPOOYININ M OAPIKABATIN
MOje MHTepeCcOoBare IIpeMa 0BOj HEBEPOBATHO] HAYIIH.
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