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1 Uvod

Matematika je izvanredna nauka koja nam omogu�ava da razumemo i tumaqimo razliqi-
te aspekte sveta oko nas. Matematika je ono po qemu je ova xkola dobila ime, ono xto nas
sve povezuje u ovoj ustanovi. Jedna od �enih najintrigantnijih grana je teorija brojeva, ko-
ja prouqava cele brojeve i odnose izme�u �ih. U okviru ove discipline postoji mali kutak
posve�en kvadratnim ostacima, koji ve� hi	adama godina privlaqi pa��u istra�ivaqa,
matematiqkih entuzijasta i najve�ih umova sveta.

Qak i da nikad niste quli za pojam kvadratnog ostatka, verovatno mo�ete pretpostaviti
xta je to - broj qiji se ostatak pri de	e�u sa nekim drugim brojem mo�e napisati kao kvadrat
nekog celog broja. Ova trivijalna, a na prvi pogled i beskorisna definicija, kroz istoriju
je dovela do velikih rezultata u teoriji brojeva.

U ovom maturskom radu istra�i�emo kvadratne ostatke i �ihove primene. Pre toga �emo
morati da se osvrnemo na same osnove teorije brojeva kao xto su de	ivost, prosti brojevi i
pojam kongruencije. Tek nakon toga �emo definisati xta je to kvadratni ostatak, Le�androv
i Jakobijev simbol i upusti�emo se u istra�iva�e zakona koji za �ih va�e, kao xto su Ojle-
rov kriterijum, Gausova ,,zlatna teorema" i Gausov zakon reciprociteta.

Zaronimo u ovu uzbud	ivu matematiqku temu koja �e nas inspirisati i otkriti nam nove
naqine razmix	a�a o brojevima i matematici!
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2 De	ivost celih brojeva

Definicija 1. Ceo broj a de	iv je celim brojem b, razliqitim od nule, ako postoji
ceo broj q takav da je a = bq.

Ako je broj a de	iv brojem b, pisa�emo b | a ("b deli a"), u suprotnom pixemo b ∤ a ("b
ne deli a"). Tada ka�emo da je broj b delilac broja a. Na primer, 5 | 20 i 6 ∤ 22. Na osnovu
definicije navodimo nekoliko osobina de	ivosti celih brojeva:

Teorema 1. Neka su a, b i c celi brojevi. Tada va�i:

1. a | a.

2. Ako a | b i b | c, onda a | c.

3. Ako a | b, onda a | bc.

4. Ako a | b i a | c, onda a | bx+ cy za sve x, y ∈ Z.

5. Ako a | b, onda ac | bc.

6. Ako ab | ac i a ̸= 0, onda b | c.

7. 1 | a.

8. a | 0.

9. Ako a | b i b ̸= 0, onda je |a| ≤ |b|.

10. Ako a | b i b | a, onda je a = b ili a = −b.

11. Ako a | b, onda
b

a
| b.

Dokaz. 4. Kako va�i a | b, to postoji α1 ∈ Z takvo da je b = α1a. Sliqno, postoji α2 ∈ Z ta-
kvo da je c = α2a, pa za proizvo	ne cele brojeve x i y va�i bx+cy = α1ax+α2ay = a(α1x+α2y),
tj. bx+ cy = aα3, α3 ∈ Z, pa po definiciji de	ivosti va�i a | bx+ cy.
Ostale tvrd�e se dokazuju na sliqan naqin. ■

Teorema 2. Ako se u jednakosti oblika

n∑
k=1

ak = 0 (1)

za sve sabirke osim jednog zna da su de	ivi celim brojem a, onda je i taj sabirak de	iv sa a.

Dokaz. Neka za broj ai ne znamo da li je de	iv sa a, a za sve ostale znamo. Va�i ak = abk,
k ̸= i,bk ∈ Z. Tada je jednakost (1) ekvivalentna sa

ai = −ab1 − ab2 − · · · − abn = a(−b1 − · · · − bn) = abi, bi ∈ Z,

xto je i trebalo dokazati.■
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Teorema 3 (Algoritam de	e�a). Ako je a ∈ Z i b ∈ N, tada se a mo�e na jedinstven
naqin predstaviti preko b u obliku

a = bq + r, 0 ≤ r < b,

gde q, r ∈ Z. Broj q se naziva koliqnikom, a broj r ostatkom pri de	e�u a sa b.

Dokaz. Kako treba da odredimo cele brojeve q i r za koje je a − bq = r, ima smisla po-
smatrati skup S = {a− kb : k ∈ Z}. Uzmimo u �emu najma�i pozitivan element, koji postoji
po jednoj od osnovnih osobina skupa prirodnih brojeva (svaki podskup prirodnih brojeva ima
najma�i element). Neka je to broj a− bq i obele�imo ga sa r. Tada je a = bq+ r i pritom va�i
0 ≤ r < b, jer bi u suprotnom broj a− b(q + 1) bio pozitivan i ma�i od a− bq, kontradikcija.
Time je dokazana egzistencija brojeva q i r. Pretpostavimo da postoji jox jedan par (q1, r1),
takav da je a = bq1 + r1 i 0 ≤ r1 < b. Oduzima�em ove jednakosti od prethodne dobijamo

0 = b(q − q1) + (r − r1),

odakle sledi b | r − r1. Iz 0 ≤ r < b i 0 ≤ r1 < b sledi |r − r1| < b, pa je na osnovu teoreme
1.9 r−r1 = 0, tj. r = r1, odakle dobijamo i q = q1, qime je dokazana jedinstvenost brojeva q i r. ■

Primer 1. Na�i sve ostatke koje kvadrati celih brojeva daju pri de	e�u sa 4.
Rexe�e. Po prethodnoj teoremi mo�emo da napixemo svaki prirodan broj n u obliku n =
4k + r, gde je r ∈ {0, 1, 2, 3}. Kvadrira�em dobijamo n2 = 16k2 + 8kr + r2 = 4K + r2 za
K = 4k2 + 2kr. Ubaciva�em redom dobijamo - za r = 0, n2 = 4K, za r = 1, n2 = 4K + 1, za
r = 2, n2 = 4(K+1), za r = 3, n2 = 4(K+2)+1, pa su mogu�i ostaci pri de	e�u n2 sa 4 brojevi
0 i 1.

Ceo broj d je zajedniqki delilac brojeva a1, a2, ..., an ako d | a1, d | a2, ..., d | an. Svaki
ceo broj razliqit od nule ima konaqno mnogo delilaca, pa je i skup zajedniqkih delilaca
celih brojeva a1, a2, ..., an konaqan i u �emu postoji najve�i element. U skladu s tim daje se i

Definicija 2. Najve�i me�u zajedniqkim deliocima brojeva a1, a2, .., an je najve�i
zajedniqki delilac brojeva a1, a2, ..., an i obele�ava se sa (a1, a2, ..., an). Za cele brojeve
a1, a2, .., an ka�emo da su relativno prosti ako je (a1, a2, ..., an) = 1. Za dva cela broja a i
b ka�emo da su uzajamno prosti ako je (a, b) = 1. Za cele brojeve a1, a2, .., an ka�emo da su
relativno prosti u parovima ako je (ai, aj) = 1 za i = 1, 2, ..., n, j = 1, 2, ..., n, i ̸= j.

Osim uvedene oznake (a1, a2, ..., an), u literaturi se koriste i druge oznake, npr. NZD(a1, a2, ..., an)
i gcd(a1, a2, ..., an).

Jasno je da va�i (a, 1) = 1, c | a i c | b ⇒ c | (a, b), kao i
(

a
(a,b) ,

b
(a,b)

)
= 1.

Teorema 4. Ako je d najve�i zajedniqki delilac brojeva a i b, tada postoje celi brojevi
α i β takvi da je d = αa+ βb. Preciznije, d je najma�a pozitivna vrednost koju uzima izraz
αa+ βb kada α i β prolaze kroz cele brojeve.
Dokaz. Posmatrajmo skup celih brojeva

S = {αa+ βb | α, β ∈ Z}.

Oznaqimo sa d = αa + βb najma�i pozitivan element tog skupa. Dokaza�emo da je d = (a, b).
Na osnovu teoreme 1.4 va�i (a, b) | d. Pretpostavimo da d ∤ a. Tada postoje celi brojevi q i r
za koje je a = dq + r, 0 < r < d. No, tada je r = a − dq = a − q(αa + βb) = a(1 − qα) − qβb ∈ S,
kontradikcija. Dakle, d | a. Sliqno dokazujemo d | b. Prema tome, d | (a, b), xto po teoremi
1.10 povlaqi d = (a, b). ■

Posledica 1. Brojevi a i b su uzajamno prosti ako i samo ako postoje celi brojevi α i
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β takvi da je αa+ βb = 1.
Dokaz. Ako je d bilo koji zajedniqki delilac brojeva a i b, tada va�i d | αa+βb = 1 ⇒ (a, b) =
1. Obratno je poseban sluqaj teoreme 4. ■

Posledica 2. Linearna jednaqina ax+ by = c ima rexe�a ako i samo ako (a, b) | c. ■

Teorema 5.

1. Ako je k > 0, onda je (ka, kb) = k(a, b).

2. Ako je a = bq i b ≥ 0, onda je (a, b) = b.

Dokaz.

1. Iz teoreme 4 znamo da je (a, b) najma�i prirodan broj oblika αa + βb, α, β ∈ Z. Tada je
k(a, b) = k(αa+βb) = αka+βkb, xto je najma�i prirodan broj oblika α(ka)+β(kb), xto
je upravo (ka, kb).

2. Na osnovu prethodnog je (a, b) = (bq, b) = b(q, 1) = b. ■

Prilikom rexava�a zadataka qesto se koristi slede�e tvr�e�e.

Teorema 6. Ako q | ab i pri tome su q i b uzajamno prosti, onda q | a.

Dokaz. Iz uslova da su q i b uzajamno prosti i posledice 1 znamo da postoje celi brojevi
α, β za koje je αq+ βb = 1, xto nakon mno�e�a sa a postaje αaq+ βab = a. Sada je leva strana
po uslovu zadatka de	iva sa q, xto odmah povlaqi q | a. ■

Teorema 7. Ako je a = bq + r, tada je (a, b) = (b, r).
Dokaz. Neka je D = {d ∈ Z : d | a i d | b} i D′ = {d ∈ Z : d | b i d | r}. Ako d ∈ D, onda va�i
d |a + (−q)b, tj. d | r, pa d ∈ D′. Dakle, D ⊆ D′. Ako d ∈ D′, onda va�i d | b i d | r, pa va�i
d | qb + r = a, pa d ∈ D, xto znaqi D′ ⊆ D. Sledi da je D = D′, pa su im i najve�i elementi
jednaki, tj. (a, b) = (b, r). ■

Postav	a se pita�e kako na�i najve�i zajedniqki delilac celih brojeva a i b. Kako on ne
zavisi od znaka, mo�emo smatrati da su a i b prirodni brojevi. Posmatrajmo slede�i niz
jednakosti:

a = bq1 + r1, 0 ≤ r1 < b,

b = r1q2 + r2, 0 ≤ r2 < r1,

r1 = r2q3 + r3, 0 ≤ r3 < r2,

· · ·

rn−1 = rnqn+1.

Kako brojevi rn qine strogo opadaju�i niz prirodnih brojeva, ovaj niz �e se nakon konaqnog
broja koraka zavrxiti, tj. do�i �emo do jednakosti oblika rn−1 = rnqn+1, koja govori o de	i-
vosti dva uzastopna ostatka.

Teorema 8. Posled�i ostatak rn koji je razliqit od nule u prethodnom nizu predsta-
v	a najve�i zajedniqki delilac brojeva a i b.
Dokaz. Na osnovu teoreme 7 dobijamo niz jednakosti

(a, b) = (b, r1) = (r1, r2) = · · · = (rn−2, rn−1) = (rn−1, rn).

Kako rn | rn−1, na osnovu teoreme 5.2 va�i (rn−1, rn) = rn, xto je i trebalo dokazati.
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Malopre opisan postupak za dobija�e najve�eg zajedniqkog delioca dva broja zove se Eu-
klidov algoritam, nazvan po starogrqkom matematiqaru.
Preko Euklidovog algoritma ne samo da mo�emo da na�emo najve�i zajedniqki delilac dva
cela broja a i b, ve� mo�emo na�i i cele brojeve α i β iz teoreme 4 za koje va�i αa+βb = (a, b).

Primer 2. Na�i najve�i zajedniqki delilac brojeva a = 792 i b = 336 i predstaviti ga
kao linearnu kombinaciju αa+ βb.
Rexe�e. Euklidovim algoritmom dobijamo

792 = 336 · 2 + 120, 336 = 120 · 2 + 96, 120 = 96 · 1 + 24, 96 = 24 · 4 + 0.

Pa je (792, 336) = 24. Linearnu kombinaciju dobijamo na slede�i naqin

24 = 120− 96 = 120− (336− 120 · 2) = 3 · 120− 336 = 3 · (792− 2 · 336)− 336 = 3 · 792− 7 · 336.

Definicija 3. Zajedniqkim sadr�aocem celih brojeva a1, a2, ..., an, razliqitih od nu-
le, nazivamo svaki broj koji je de	iv svakim od brojeva a1, a2, ..., an. Najma�i me�u pozitiv-
nim sadr�aocima tih brojeva zove se najma�i zajedniqki sadr�alac i obele�ava se sa
[a1, a2, ..., an].
Osim uvedene oznake [a1, a2, ..., an] koriste se jox i NZS(a1, a2, ..., an) i lcm(a1, a2, ..., an).

Najve�i zajedniqki delilac i najma�i zajedniqki sadr�alac dva cela broja povezani su
na slede�i naqin.

Teorema 9. Za cele brojeve a i b va�i (a, b) · [a, b] = |ab|. Specijalno, za uzajamno proste
brojeve a i b va�i [a, b] = |ab|.

Dokaz. Da nam ne bi smetale apsolutne zagrade, pretpostavimo ne uma�uju�i opxtost da su
a, b prirodni brojevi. Neka je s = [a, b]. Tada je s = ak i b | s, pa je broj ak

b ceo. Kako je s
najma�i zajedniqki sadr�alac, broj k mo�emo shvatiti kao najma�i prirodan broj za koji je
broj ak

b ceo. Da	e, neka je d = (a, b) i a = αd, b = βd, (α, β) = 1. Tada je ak
b = αk

β , pa β | αk.
Tada po teoremi 6 va�i β | k. Najma�e k koje je de	ivo sa β je upravo β. Dakle, s = aβ, pa je
sd = aβd = ab, xto je i trebalo dokazati. ■

Ova teorema se mo�e jednostavnije dokazati koriste�i osnovni stav aritmetike (videti
teoremu 4 u narednom poglav	u).

3 Prosti brojevi

Definicija 1. Ceo broj p > 1 je prost ako nema nijedan delilac d, 1 < d < p. Ceo broj
m je slo�en ako nije prost.

Prvih nekoliko prostih brojeva su: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19...
Broj 1 nije ni prost ni slo�en. Lako se vidi da ako prost broj p ne deli ceo broj a, onda su
oni uzajamno prosti.

Teorema 1. Svaki prirodan broj n ≥ 2 je ili prost ili proizvod prostih brojeva.

Dokaz. Tvr�e�e dokazujemo indukcijom po n.
Baza indukcije: Broj 2 je prost, pa je tvr�e�e taqno za n = 2.
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Induktivna hipoteza: Pretpostavimo da za svaki prirodan broj k, k < n, va�i tvr�e�e. Ako
je broj n prost, tvr�e�e va�i i za n. Ako je n slo�en, postoji prirodan broj m, 1 < m < n,

koji deli n. Tada su brojevi m i
n

m
prirodni brojevi ve�i od 1 i ma�i od n, pa za �ih va�i

induktivna hipoteza, tj. oni su prosti ili proizvod prostih brojeva, pa zak	uqujemo da je

i n = m ·
n

m
proizvod prostih brojeva. Dakle, tvr�e�e va�i za n, pa na osnovu principa

matematiqke indukcije, va�i za svaki prirodan broj n, xto je i trebalo dokazati. ■

Da bismo odredili sve proste brojeve ma�e od datog prirodnog broja N , mo�emo se po-
slu�iti takozvanim Erastotenovim sitom(rexetom). Ispisujemo sve prirodne brojeve do
N :

�1, 2, 3, �4, 5, �6, 7, �8, �9,��10 , 11,��12 , 13,��14 ,��15 ,��16 , 17,��18 , 19,��20 ,��21 ,��22 , 23, ..., N.

Prvo precrtamo jedinicu. Zatim, prvi prost broj 2 ne precrtamo, ali precrtamo sve broje-
ve ve�e od 2 koji su de	ivi sa 2 (oni su sigurno slo�eni). Slede�i neprectani broj je 3 -
precrtamo sve brojeve ve�e od 3 koji su de	ivi sa 3. Znamo da je 3 prost, jer da nije, bio bi
precrtan. Slede�i neprecrtani broj je 5, pa precrtavamo sve brojeve de	ive sa 5 koji su ve�i
od 5. Znamo da je 5 prost, jer da je slo�en, bio bi de	iv sa 2 ili sa 3, a svi takvi brojevi su
precrtani. Ponav	aju�i ovaj postupak dobijamo sve proste brojeve ma�e od N .

Teorema 2. Malopre opisan postupak mo�emo zavrxiti kad precrtamo sve slo�ene bro-
jeve koji su sadr�aoci prostih brojeva ne ve�ih od

√
N .

Dokaz. Pretpostavimo da smo stigli do posled�eg prostog broja ne ve�eg od
√
N i da je

ostao barem jedan neprecrtan slo�en broj m. Tada je po prethodnoj teoremi m proizvod pro-
stih brojeva. Neka su p i q dva najve�a prosta delioca od m (tada je m = pqn, n ∈ N).
Onda va�i p >

√
N i q >

√
N , jer bi u suprotnom m bio precrtan. Me�utim, tada je

m = pqn ≥ pq >
√
N ·

√
N = N , kontradikcija. Dakle, svi slo�eni brojevi ma�i od N

su precrtani, xto je i trebalo dokazati.■

Teorema 3. (Euklid) Postoji beskonaqno mnogo prostih brojeva. Drugim reqima, od sva-
kog prostog broja postoji ve�i prost broj.
Dokaz.Pretpostavimo da postoji konaqno mnogo prostih brojeva. Neka su to brojevi p1, p2, ..., pn.
Posmatrajmo broj

N = p1p2 · · · pn + 1.

On je ve�i od svakog od brojeva p1, p2, ..., pn, pa je i razliqit od �ih, xto znaqi da je slo�en.
Prema teoremi 1 on mora imati neki prost delilac. Me�utim, to je nemogu�e jer broj N pri
de	e�u sa svakim od brojeva p1, p2, ..., pn daje ostatak 1. Time je dokaz zavrxen. ■

Iako prostih brojeva ima beskonaqno mnogo, oni su ,,retki\ u skupu prirodnih brojeva.
O tome govori slede�a teorema.

Teorema 4. Za svaki prirodan broj n postoji n uzastopnih slo�enih prirodnih brojeva.
Dokaz. Posmatrajmo brojeve

A1 = (n+ 1)! + 2,

A2 = (n+ 1)! + 3,

· · ·

An = (n+ 1)! + n+ 1.
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Oni predstav	aju niz od n uzastopnih prirodnih brojeva, i pritom je svaki od �ih slo�en -
broj Ak je ve�i od k + 1 i de	iv sa k + 1. ■

Oznaqimo sa π(x) broj prostih brojeva koji nisu ve�i od prirodnog broja x. Prosti brojevi su
veoma nepravilno raspore�eni u nizu prirodnih brojeva, pa je problem ispitiva�a ponaxa�a
funkcije π(x) veoma te�ak. Na osnovu prethodne teoreme znamo da va�i limx→∞ π(x) = +∞.
Jedan od osnovnih rezultata u teoriji brojeva predstav	a asimptotski zakon raspodele
prostih brojeva koji glasi:

lim
x→∞

π(x) ·
ln(x)

x
= 1.

Primer 1. Dokazati da svaki prirodan broj oblika 4k+3 ima barem jedan prost delilac
istog oblika.
Rexe�e. Takav broj je neparan, pa su svi �egovi prosti delioci oblika 4k + 1 i 4k + 3. Ako
bi svi bili oblika 4k + 1, tada bi i sam broj bio tog oblika.

Primer 2. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prostih brojeva oblika 4k + 3.
Rexe�e.Pretpostavimo da takvih brojeva postoji konaqno mnogo, neka su to brojevi p1, p2, ..., pn.
Obele�imo �ihov proizvod sa N . Posmatrajmo broj 4N − 1. On je oblika 4k + 3, pa po pret-
hodnom primeru mora imati barem jedan prost delilac p istog tog oblika, odnosno jedan od
brojeva p1, p2, ..., pn. Me�utim, tada p | N i p | 4N − 1, pa p | 1, kontradikcija.

Slede�e tvr�e�e se lako izvodi, ali je veoma korisno u rexava�u zadataka.

Teorema 5. Ako je p prost broj i p | ab, onda p | a ili p | b.
Dokaz. Pretpostavimo da p ne deli a. Tada su a i p uzajamno prosti, pa po teoremi 6 iz

proxlog poglav	a va�i p | b. ■

Slede�a teorema je jedna od najva�nijih u teoriji brojeva, pa u skladu s time nosi naziv
osnovni stav aritmetike.

Teorema 6. Svaki prirodan broj N ve�i od 1 se mo�e jednoznaqno izraziti (repre-
zentovati) u obliku proizvoda prostih qinilaca, sa taqnox�u do �ihovog poretka.

Dokaz. U teoremi 1 smo dokazali da se svaki prirodan broj ve�i od 1 mo�e predstaviti kao
proizvod prostih brojeva. Doka�imo sada da je ta reprezentacija jedinstvena. Pretpostavimo
da je prirodan broj N najma�i koji ima dve reprezentacije:

N = p1p2...pk = q1q2...ql,

gde su pi i qj prosti brojevi. Kako p1 | q1q2...ql, po teoremi 5 imamo da p1 deli jedan od ovih
qinilaca, neka je to q1. Me�utim, kako je q1 prost, �egovi jedini delioci su 1 i q1, pa imamo
p1 = q1. Nakon skra�iva�a obe strane jednakosti dobijamo

M = p2p3...pk = q2q3...ql,

pa broj M < N ima dve razliqite reprezentacije, xto je u kontradikciji sa minimalnosti
broja N . Time je dokaz zavrxen. ■

Ako se u reprezentaciji broja N neki qinioci ponav	aju, pa se, recimo, p1 jav	a α1 puta,
p2 jav	a α2 puta, ... , pk jav	a αk puta, onda se oblik

N = pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k
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zove kanonski oblik prirodnog broja N (kanonska faktorizacija).

Pomo�u kanonske faktorizacije lako se odre�uje najve�i zajedniqki delilac i najma�i za-
jedniqki sadr�alac dva broja. Naime, ako za cele brojeve a i b va�i

a = pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k , b = pβ1

1 pβ2

2 · · · pβk

k

(dopuxtamo da neki od brojeva αi, βi budu nula), tada je:

(a, b) = p
min{α1,β1}
1 p

min{α2,β2}
2 · · · pmin{αk,βk}

k ,

[a, b] = p
max{α1,β1}
1 p

max{α2,β2}
2 · · · pmax{αk,βk}

k .

Korix�e�em ovih jednakosti se lako dokazuje teorema 9 iz prvog poglav	a, uz pomo� relacije
min{α, β}+max{α, β} = α+ β.

Teorema 7. Ako je proizvod dva uzajamno prosta prirodna broja kvadrat celog broja,

ab = c2, (a, b) = 1,

tada su i a i b kvadrati celih brojeva.
Dokaz. Da bi broj bio kvadrat potrebno je i dovo	no da su mu svi eksponenti u faktorizaciji
parni. Kako su brojevi a i b uzajamno prosti, svaki prost delilac broja c2 se u potpunosti
jav	a ili u a ili u b, pa zato prosti faktori brojeva a i b moraju imati parne eksponente. ■

Primer 3. Neka su a, b, c ∈ N takvi da je
ab

a− b
= c i (a, b, c) = 1. Dokazati da je a − b

potpun kvadrat.
Rexe�e. Pretpostavimo da a − b nije potpun kvadrat. Tada postoje prost broj p i prirodan
broj k za koje va�i p2k−1 | a − b i p2k ∤ a − b. Iz uslova a − b | ab imamo da pk deli barem
jedan od brojeva a i b. Me�utim, tada iz p2k−1 | a− b sledi da pk deli i drugi broj. No, tada
p2k | ab, pa p | c, i a, b, c nisu uzajamno prosti, kontradikcija.

Teorema 8. Neka je a = pα1
1 pα2

2 · · · pαn
n kanonska faktorizacija broja a. Tada su svi

pozitivni delioci broja a oblika

d = pβ1

1 pβ2

2 · · · pβn
n , 0 ≤ β1 ≤ α1, 0 ≤ β2 ≤ α2, ..., 0 ≤ βn ≤ αn.

Specijalno, ukupan broj pozitivnih delilaca broja a je

(α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αn + 1). ■

Definicija 2. Ukupan broj pozitivnih delilaca prirodnog broja a oznaqavamo sa τ(a).

Primer 4. Ako a ima samo jedan prost delilac - a = pα, tada je τ(a) = α + 1. Ako je a
oblika p1p2 · · · pn, za razliqite proste brojeve pi, tada je τ(a) = 2n.

Primer 5. Ako prirodan broj n ima neparan broj pozitivnih delilaca, tada je on potpun
kvadrat. Dokazati.
Rexe�e. Neka je n = pα1

1 pα2
2 · · · pαk

k kanonski oblik broja n. Tada je broj pozitivnih delilaca
τ(n) = (α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αk + 1) neparan samo ako su svi brojevi α1, α2, ..., αk parni, pa je n
potpun kvadrat.
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4 Kongruencije

U prvoj glavi smo pokazali da se, za neki fiksiran broj m, svaki prirodan broj mo�e
zapisati u obliku n = km+ r, gde su k, r celi brojevi i va�i 0 ≤ r < m. Broj r smo nazvali
ostatkom pri de	e�u broja n brojem m. Taj ostatak mo�e imati vrednosti 0, 1, ...,m− 1. Ovi
ostaci, odnosno brojevi koji daju isti ostatak pri de	e�u sa datim m, su predmet naxeg
trenutnog zanima�a. U skladu sa time daje se slede�a definicija.

Definicija 1. (Gaus) Neka je dat prirodan broj m, ve�i od 1. Za dva cela broja a i b
ka�emo da su kongruentna po modulu m ako daju isti ostatak pri de	e�u sa m. Pixemo

a ≡ b (mod m).

Teorema 1.

1. a ≡ b (mod m) ako i samo ako je a = b+ km za neki ceo broj k.

2. a ≡ b (mod m) ako i samo ako je razlika brojeva a i b de	iva sa m.

3. Biti kongruentan po datom modulu je relacija ekvivalencije u skupu celih brojeva (tj.
ona je refleksivna, simetriqna i tranzitivna). ■

Mnoge osobine kongruencija su sliqne osobinama relacije jednakosti, ali postoje i znac-
hajne razlike.

Teorema 2.

1. Ako je a ≡ b (mod m) i c ≡ d (mod m), onda je

ax+ cy ≡ bx+ dy (mod m),

za sve cele brojeve x, y.

2. Ako je a ≡ b (mod m) i c ≡ d (mod m), onda je ac ≡ bd (mod m).

3. Ako je a ≡ b (mod m) i d | m, d > 1, onda je a ≡ b (mod d).

4. Neka je P (x) polinom po x sa celobrojnim koeficijentima. Tada iz a ≡ b (mod m) sledi
P (a) ≡ P (b) (mod m).

Dokaz.

1. Iz a ≡ b (mod m) sledi a− b = km za neko celobrojno k. Sliqno iz c ≡ d (mod m) sledi
c− d = lm za neko celobrojno l. Tada je za proizvo	ne x, y ∈ Z,

(ax+ cy)− (bx+ dy) = (a− b)x+ (c− d)y = kmx+ lmy = (kx+ ly)m,

pa je ax+ cy ≡ bx+ dy (mod m)

2. Imamo a = b+ km i c = d+ lm, za neke k, l ∈ Z. Mno�e�em dobijamo ac = bd+ (kd+ lb+
klm)m, pa je ac ≡ bd (mod m).

3. Neka d | m i d > 1. Tada je m = αd, α ∈ N. Iz a ≡ b (mod m) sledi da za neko celobrojno
k va�i a− b = km = (kα)d, pa je a ≡ b (mod d).

4. Tvr�e�e dokazujemo direktnom primenom stavki 1 i 2. ■
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Teorema 3.

1. Ako je (a,m) = 1 i ax ≡ ay (mod m), onda je x ≡ y (mod m).

2. ax ≡ ay (mod m) ako i samo ako je x ≡ y (mod
m

(a,m)
).

3. x ≡ y (mod a) i x ≡ y (mod b) ako i samo ako je x ≡ y (mod [a, b]).

Dokaz.

1. Specijalan sluqaj 2.

2. Ako je ax ≡ ay (mod m), d = (a,m) i a = αd,m = βd, onda je α(x− y) = kβ, gde su α i β

uzajamno prosti, pa β | x− y, tj. x ≡ y (mod
m

(a,m)
). Obratno se sliqno dokazuje.

3. Ako je x ≡ y (mod a) i x ≡ y (mod b) onda je x−y = αa i x−y = βb, pa je x−y zajedniqki
sadr�alac a i b, xto znaqi da je x − y = γ[a, b], odnosno x ≡ y (mod [a, b]). Obratno je
stav 3 prethodne teoreme. ■

Istaknimo da tvr�e�e 1 bez pretpostavke (a,m) = 1 ne va�i, xto znaqi da u relaciji kon-
gruencije ne mo�emo u opxtem sluqaju da ,,skra�ujemo\ qlanove.

Primer 1. Na�i ostatak pri de	e�u broja 340 sa 13.
Rexe�e. Korix�e�em osobina kongruencija dobijamo:

31 ≡ 3 (mod 13), 32 ≡ 9 (mod 13), 33 ≡ 27 ≡ 1 (mod 13),

pa je 339 = (33)13 ≡ 113 ≡ 1 (mod 13). Konaqno, 340 ≡ 3 · 339 ≡ 3 (mod 13).

Primer 2. Odredi najma�i prirodan broj n za koji je zbir

12019 + 22020 + 32021 + 42022 + 52023 + n

de	iv sa 13.
Rexe�e. Koriste�i osobine kongruencija raqunamo ostatke:

21 ≡ 2 (mod 13), 22 ≡ 4 (mod 13), 23 ≡ 8 (mod 13), 24 ≡ 3 (mod 13),

25 ≡ 6 (mod 13), 26 ≡ 12 (mod 13).

Primetimo da je 12 ≡ −1 (mod 13), pa je 22020 ≡ 24 · (26)336 ≡ 3 · (−1)336 ≡ 3 (mod 13). Na
sliqan naqin dobijamo

33 ≡ 1 (mod 13), 43 ≡ −1 (mod 13), 52 ≡ −1 (mod 13),

odakle je
32021 ≡ 9 (mod 13), 42022 ≡ 1 (mod 13), 52023 ≡ 8 (mod 13).

Da	e je
12019 + 22020 + 32021 + 42022 + 52023 + n ≡ 22 + n (mod 13),

pa je tra�eni broj n = 4.

Sada navodimo poznatu teoremu o rexava�u sistema linearnih kongruencija.
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Teorema 4. (Kineska teorema o ostacima) Neka su dati celi brojevi a1, a2, ..., ak i
uzajamno prosti u parovima celi brojevi m1,m2, ...mk. Tada sistem linearnih kongruencija

x ≡ a1 (mod m1)

x ≡ a2 (mod m2)

.....

x ≡ ak (mod mk)

ima jedno i samo jedno rexe�e po modulu M = m1m2 · · ·mk.
Dokaz. Za svako i ∈ {1, 2, ..., k} brojevi mi i

M
mi

su uzajamno prosti, pa postoje celi brojevi yi i

zi za koje je yimi+ zi
M
mi

= 1. Oznaqimo Mi = zi
M
mi
, tada je Mi ≡ 1 (mod mi) i Mi ≡ 0 (mod mj)

za j ̸= i. Onda va�i Miai ≡ ai (mod mi) i Miai ≡ 0 (mod mj) za j ̸= i, pa je

x0 = M1a1 +M2a2 + ...+Mkak ≡ ai (mod mi), i = 1, 2, ..., k,

odnosno broj x0 je jedno rexe�e ovog sistema kongruencija. Neka je x′ proizvo	no rexe�e
ovog sistema. Tada je x′ ≡ x0 (mod m1), x

′ ≡ x0 (mod m2), ..., x
′ ≡ x0 (mod mk), i kako je

(mi,mj) = 1 za i ̸= j, tj. [m1,m2, ...,mk] = M , sledi da je x′ ≡ x0 (mod M). ■

Relacija biti kongruentan po datom modulu je relacija ekvivalencije, xto znaqi da ona
,,razbijaškup celih brojeva na klase ekvivalencije. Za dato m > 1 postoji upravo m klasa
ekvivalencije. To su klase brojeva kongruentnih sa 0, 1, ...,m− 1 po modulu m. Bilo koji skup
od m brojeva, u kojem je svaki iz drugaqije klase, nazivamo potpunim sistemom ostataka
po modulu m. Najqex�e se koristi malopre naveden skup {0, 1, ...,m− 1}, ali vredi spomenuti
i ,,sistem ostataka najma�ih po modulu"koji za neparno m qine

−
m− 1

2
, ...,−1, 0, 1, ...,

m− 1

2
,

a za parno m

−
m

2
+ 1, ...,−1, 0, 1, ...,

m

2
ili −

m

2
, ...,−1, 0, 1, ...,

m

2
− 1.

Potpun sistem ostatka iz kojeg smo ,,izbacilišve one qlanove koji nisu uzajamno prosti
sa m zove se sveden sistem ostataka po modulu m. Od kojeg god potpunog sistema ostataka
da krenemo, lako se vidi da �e sveden sistem ostataka uvek imati isti broj elemenata (broj a
je uzajamno prost sa m ako i samo ako je broj a+ km uzajamno prost sa m). U teoriji brojeva
broj elemenata tog skupa nosi posebno ime.

Definicija 2. Broj prirodnih brojeva koji nisu ve�i od datog prirodnog broja m i
relativno su prosti sa �im, tj. broj elemenata proizvo	nog svedenog sistema ostataka po mo-
dulu m oznaqava se sa φ(m). Funckija φ zove se Ojlerova funkcija.

Za prost broj p svi elementi skupa {1, 2, ..., p} osim p su uzajamno prosti sa p, pa je
φ(p) = p − 1. Za broj n = 2k, svi neparni elementi skupa {1, 2, ..., p} su uzajamno prosti sa
n, pa je φ(2k) = 2k−1.

Generalno, za prost broj p i prirodan broj α, u nizu

1, 2, ..., p− 1, p, p+ 1, ..., 2p− 1, 2p, 2p+ 1, ..., pα−1p− 1, pα−1p

postoji taqno pα−1 brojeva de	ivih sa p, pa je φ(pα) = pα − pα−1.

O potpunim i svedenim sistemima ostataka va�i slede�e izuzetno korisno tvr�e�e.
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Teorema 5. Neka je (a,m) = 1 i neka je {α1, α2, ..., αk} proizvo	an potpun (sveden) sistem
ostataka po modulu m. Tada je {aα1, aα2, ..., aαk} tako�e potpun (sveden) sistem ostataka po
modulu m.
Dokaz. Kako ovi skupovi imaju isti broj elemenata, treba dokazati da va�i aαi ≡ aαj ⇐⇒
i = j, xto oqigledno va�i na osnovu teoreme 3.1. ■

Teorema 6. Ojlerova funkcija φ je multiplikativna.
Dokaz. Jasno je φ(2) = 1 ̸= 0. Neka je (m,n) = 1. Posmatrajmo tabelu m × n u kojoj se nalaze
svi prirodni brojevi od 1 do mn.

1 2 ... n− 1 n
n+ 1 n+ 2 ... 2n− 1 2n

... ... ... ... ...
(m− 1)n+ 1 (m− 1)n+ 2 ... mn− 1 mn

Ako je broj a uzajamno prost sa n, tada je i svaki broj kongruentan sa a po modulu n tako�e
uzajamno prost sa n. Drugim reqima, u svakoj koloni gor�e tabele, ili su svi brojevi uzajamno
prosti sa n, ili nijedan nije. Takvih kolona ima φ(n). No, kako su m i n uzajamno prosti,
svaka kolona predstav	a potpun sistem ostataka po modulu m, pa se u svakoj koloni nalazi
φ(m) brojeva uzajamno prostih sa m. Dakle, brojeva uzajamno prostih i sa m i sa n, odnosno
uzajamno prostih sa mn, ima φ(m)φ(n). Time smo dokazali φ(mn) = φ(m)φ(n). ■

Prethodna teorema nam omogu�ava da lako odredimo vrednost funkcije φ(n) za proizvo-
	an prirodan broj n. Za svaki broj n va�i slede�e:

Teorema 7. Ako je n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k , onda je

φ(n) = n

(
1−

1

p1

)(
1−

1

p2

)
· · ·

(
1−

1

pk

)
.

Dokaz. Iz prethodne teoreme dobijamo

φ(n) = φ(pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k ) = φ(pα1
1 )φ(pα2

2 ) · · · φ(pαk

k ) = (pα1
1 − pα1−1

1 )(pα2
2 − pα2−1

2 ) · · · (pαk

k − pαk−1
k )

= pα1
1 (1−

1

p1
)pα2

2 (1−
1

p2
) · · · pαk

k (1−
1

pk
) = n

(
1−

1

p1

)(
1−

1

p2

)
· · ·

(
1−

1

pk

)
,

xto je i trebalo dokazati. ■

Na primer, φ(792) = φ(23 · 32 · 11) = 23 · 32 · 11 ·
1

2
·
2

3
·
10

11
= 240.

Doxlo je vreme da doka�emo dve verovatno najpoznatije teoreme u teoriji brojeva.

Teorema 8. (Ojlerova teorema) Ako je (a,m) = 1, tada va�i

aφ(m) ≡ 1 (mod m).

Dokaz. Posmatrajmo svedeni sistem ostataka po modulu m, neka je to skup {α1, α2, ..., αφ(m)}.
Kako je (a,m) = 1, po teoremi 4 je skup {aα1, aα2, ..., aαφ(m)} tako�e sveden sistem ostataka
po modulu m, xto znaqi da za svaki broj αi postoji taqno jedan broj aαj za koji je αi ≡ aαj

(mod m). Mno�e�i sve ove kongruencije dobijamo

α1α2...αφ(m) · aφ(m) ≡ α1α2...αφ(m) (mod m).
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No, kako je u pita�u sveden sistem ostataka, svi brojevi αi su uzajamno prosti sa m, pa ih
mo�emo skratiti:

aφ(m) ≡ 1 (mod m),

xto je i trebalo dokazati. ■

Teorema 9. (,,Mala\ Fermaova Teorema) Ako je p prost broj i p ne deli a, onda je

ap−1 ≡ 1 (mod p)

. Dokaz. Poxto p ne deli a, onda je (a, p) = 1, i φ(p) = p− 1, pa je ovo samo specijalan sluqaj
Ojlerove teoreme. ■

Posledica. Za svaki prost broj p i ceo broj a va�i ap ≡ a (mod p). ■

Primer 3. Dokazati da je n7 − n de	ivo sa 42 za svaki prirodan broj n.
Rexe�e. Oqigledno je n7 ≡ n (mod 2). Na osnovu posledice va�i n7 ≡ n · n6 ≡ n · n2 ≡ n3 ≡ n
(mod 3) i n7 ≡ n (mod 7), pa kako je [2, 3, 7] = 42 dobijamo n7 ≡ n (mod 42).

Primer 4. Ako je p prost broj ve�i od 3, dokazati da 6p | abp − apb.
Rexe�e. Na osnovu posledice je abp ≡ ab ≡ apb (mod p). Brojevi abp i apb su iste parnosti,
pa 2 | abp−apb. Ako 3 | a ili 3 | b, onda 3 | abp−apb, u suprotnom, kako je p > 3, to je p = 2k+1
neparan broj, no onda imamo abp ≡ 1k · abp ≡ (a2)k · a · b2k · b ≡ a2k+1b ≡ apb (mod 3), i kako je
(p, 6) = 1, to 6p | abp − apb.

Do sada razra�ivana teorija nam je potrebna kao predzna�e za temu ovog rada, u koju smo
sada spremni da uronimo. Stekli smo dovo	no zna�a iz teorije brojeva da pokrenemo priqu
o kvadratnim ostacima.

5 Kvadratne kongruencije, kvadratni ostaci

Definicija 1. Za date cele brojeve a i m > 1, (a,m) = 1 ka�emo da je a kvadratni
ostatak po modulu m ako kongruencija x2 ≡ a (mod m) ima rexe�a u skupu celih brojeva.
Ako ova kongruencija nema rexe�a, ka�emo da je a kvadratni neostatak.

Ako je x rexe�e jednaqine x2 ≡ a (mod m), onda je i svaki broj oblika x + km rexe�e iste
jednaqine. Mnoga zanim	iva svojstva mo�emo otkriti ako se fokusiramo samo na rexe�a u
skupu {0, 1, ...,m− 1}.

Na primer, neka je m = 10. Sve kvadratne ostatke �emo na�i tako xto izraqunamo vredno-
sti b2 po modulu m za 0 ≤ b < m. Direktno dobijamo 02 ≡ 0, 12 ≡ 1, 22 ≡ 4, 32 ≡ 9, 42 ≡ 6, 52 ≡
5, 62 ≡ 6, 72 ≡ 9, 82 ≡ 4, 92 ≡ 1 (mod 10). Dakle, kvadratni ostaci po modulu 10 su 1,4,5,6,9
(nula nije kvadratni ostatak niti neostatak ni po jednom modulu, iako kongruencija x2 ≡ 0
(mod m) uvek ima rexe�a). Zak	uqujemo da se kvadrati celih brojeva mogu zavrxavati samo
ciframa 0,1,4,5,6,9. Kvadratni neostaci su 2,3,7,8 i to ne mogu biti posled�e cifre potpunih
kvadrata.

Za sada �emo pa��u posvetiti kvadratnim ostacima po prostim modulima.
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Teorema 1. Za dati neparan prost broj p i ceo broj a, p ∤ a, jednaqina x2 ≡ a (mod p) ima
ili nula ili dva rexe�a.

Dokaz. Pretpostavimo da data kongruencija ima rexe�a i neka je x1 jedno �eno rexe�e.
Tada je i x2 = −x1 tako�e rexe�e. Oqigledno je x2 ̸≡ x1, jer je p neparan i (a, p) = 1. Za bilo
koje drugo rexe�e x va�i x2 ≡ a ≡ x2

1 (mod p), pa p | x2
1 − x2 ⇒ x ≡ ±x1 (mod p). ■

Teorema 2. Za svaki neparan prost broj p me�u brojevima 1,2,...,p − 1 ima taqno
p− 1

2
kvadratnih ostataka, i isto toliko neostataka.
Dokaz. Pretpostavimo da postoji k kvadratnih ostataka po modulu p. Za svaki od tih ostataka
postoje 2 rexe�a u skupu {1, 2, ..., p − 1}, i sva su ona me�usobno razliqita, pa je 2k ≤ p − 1.

Me�utim, brojevi 12, 22, ...,

(
p− 1

2

)2

su razliqiti kvadratni ostaci i ima ih
p− 1

2
, pa je k

upravo jednako
p− 1

2
. ■

Primer 1. Dokazati da kongruencija x2 + y2 +1 ≡ 0 (mod p) ima rexe�a za svaki prost
broj p.
Rexe�e. Tvr�e�e oqigledno va�i za p = 2. Ako je p neparan prost broj, onda x2 mo�e imati
p+ 1

2
vrednosti (0 i

p− 1

2
kvadratnih ostataka). Sliqno, −1−y2 mo�e imati

p+ 1

2
vrednosti,

pa po Dirihleovom principu postoje celi brojevi x, y za koje je x2 ≡ −1− y2 (mod p), xto je
i trebalo dokazati.

Definicija 2. Za dati prost broj p i ceo broj a,Le�androv simbol
(

a
p

)
se definixe

kao (
a

p

)
=


1, ako p ∤ a i a je kvadratni ostatak (mod p)

−1, ako p ∤ a i a je kvadratni neostatak (mod p)

0, ako p | a.

Jasno je da je
(

x2

p

)
= 1 za svaki prost broj p i ceo broj x, p ∤ x.

Poxto je 32 ≡ −1 (mod 5), a x2 ̸≡ 3 (mod 5) za svaki ceo broj x, to je
(−1

5

)
= 1 i

(
3
5

)
= −1.

U teoremi 9 proxle glave (Fermaova teorema) smo dokazali da za prost broj p i ceo
broj a uzajamno prost sa �im va�i ap−1 ≡ 1 (mod p). Broj p − 1 je paran, pa uvodimo oznaku
p′ = p−1

2 . Tada je (ap
′
)2 ≡ 1 (mod p), tj. p | (ap′

)2−1 = (ap
′ −1)(ap

′
+1). Kako je p prost, mo�emo

zak	uqiti da p | ap′ ± 1. Da li je u pita�u plus ili minus, otkriva nam slede�a teorema.

Teorema 3. (Ojlerov kriterijum) ap
′ ≡

(
a
p

)
(mod p).

Dokaz. Ako p | a, tvr�e�e va�i. Pretpostavimo da je a kvadratni neostatak. Treba pokazati
ap

′ ≡ −1 (mod p). Neka je S = {1, 2, ..., p− 1} sveden sistem ostataka po modulu p. Neka je x ∈ S
proizvo	no, tada je i {xy | y ∈ S} sveden sistem ostataka, pa postoji taqno jedno y ∈ S za koje
je xy ≡ a (mod p) (i za to y je x jedinstveno). Xtavixe, a je kvadratni neostatak po modulu
p, pa je x ̸= y. Time je skup S pode	en na p′ parova koji u proizvodu daju a. Mno�e�em svih
ovih parova dobijamo (p− 1)! ≡ ap

′
(mod p). Ubaciva�em a = 1 dobijamo poznatu Vilsonovu

teoremu, koja ka�e da je (p − 1)! ≡ −1 (mod p), pa je ap
′ ≡ −1 (mod p). Ako je a kvadratni

ostatak, u skupu S �e ostati neupareni brojevi r i p − r za koje va�i r2 ≡ a (mod p), i oni
u proizvodu daju −a. Ponovo pomno�ino sve parove i dobijamo (p − 1)! ≡ −ap

′
(mod p), tj.

ap
′ ≡ 1 (mod p). ■
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Koriste�i Ojlerov kriterijum se lako dokazuju neka veoma va�na svojstva Le�androvog
simbola - navedimo ih nekoliko.

Teorema 4. Le�androv simbol je multiplikativan, tj. za sve cele brojeve a,b i neparan

prost broj p va�i
(

ab
p

)
=
(

a
p

)(
b
p

)
.

Dokaz.
(

ab
p

)
≡ (ab)p

′ ≡ ap
′
bp

′ ≡
(

a
p

)(
b
p

)
, pa je oqigledno

(
ab
p

)
=
(

a
p

)(
b
p

)
. ■

Teorema 5. Va�i
(

−1
p

)
= (−1)

p−1
2 , tj. kongruencija x2 ≡ −1 (mod p) ima rexe�a ako i

samo ako je p = 2 ili p = 4k + 1, k ∈ N. ■

Primer 2. Neka su x, y uzajamno prosti prirodni brojevi. Tada je svaki prost delilac
broja x2 + y2 ili jednak 2, ili oblika 4k + 1, k ∈ N.

Dokaz. Neka je p neparan prost delilac broja x2+y2. Tada je x2 ≡ −y2 (mod p), tj. 1 =
(

−y2

p

)
=(

−1
p

)(
y2

p

)
= (−1)p

′
, pa je p ≡ 1 (mod 4).

Dakle, da bi se broj mogao predstaviti kao zbir kvadrata dva uzajamno prosta prirodna
broja, potrebno je da mu je svaki prost delilac 2 ili oblika 4k + 1. Ovaj uslov je i dovo	an,
xto je prvi iskazao Ferma oko 1660. godine, a dokazao Ojler 1755. godine.

Slede�e tvr�e�e se qesto koristi u zadacima, a mo�emo ga shvatiti kao proxire�e pri-
mera 2.

Teorema 6. Neka su x, y uzajamno prosti celi brojevi, i a, b, c proizvo	ni celi brojevi.
Ako je p neparan prost delilac broja ax2 + bxy + cy2 koji ne deli nijedan od koeficijenata
a, b, c, tada je D = b2 − 4ac kvadratni ostatak po modulu p.

Dokaz. Neka jeN = ax2+bxy+cy2. Kako je 4aN = (2ax+by)2−Dy2, imamo da je (2ax+by)2 ≡
Dy2 (mod p). Da	e, p ne deli y, jer bi u suprotnom p delilo 2ax+ by, pa i x, kontradikcija.
Kako je (y, p) = 1, postoji y1 za koje je yy1 ≡ 1 (mod p). Mno�e�em dobijene jednakosti sa y21
dobijamo (2axy1 + byy1)

2 ≡ D (mod p), xto je i trebalo dokazati. ■
Za neparan prost broj p, najqex�e uzimamo skup {1, ..., p−1} kao sveden sistem ostataka po

modulu p. Posmatrajmo sada skup S = {1, 2, ..., p−1
2 } i sveden sistem ostataka {±s : s ∈ S}. Tada

je i {±as : s ∈ S} sveden sistem ostataka za ceo broj a, p ∤ a. Za svako s ∈ S postoji jedinstveno
s′ ∈ S za koje je as ≡ ±s′ (mod p). Jasno je da ovakav broj s′ postoji, a lako se dokazuje i da je on
jedinstven. Pretpostavimo da postoje dva razliqita broja s′, s′′ za koje va�i as ≡ ±s′, as ≡ ±s′′

(mod p). Tada bi moralo da va�i s′ ≡ −s′′ (mod p), ali ovo je nemogu�e jer je 0 < s′ + s′′ < p,
pa brojevi s′ formiraju permutaciju skupa S za s = 1, 2, ..., p−1

2 . Neka je as ≡ εss
′ (mod p), gde

je εs = ±1. Mno�e�i ove kongruencije dobijamo a
p−1
2 · (p−1

2 )! ≡ (p−1
2 )! · ε1ε2...εp′ (mod p). Kako

iz Ojlerovog kriterijuma va�i
(

a
p

)
≡ a

p−1
2 (mod p), dobijamo slede�e tvr�e�e:

Teorema 7. Va�i
(

a
p

)
= ε1ε2...εp′ .■

Teorema 8. (Gausova lema) Va�i
(

a
p

)
= (−1)S , gde je S =

∑p′

k=1

⌊
2ka

p

⌋
.

Dokaz. Primetimo da je εk = −1 ako i samo ako broj ak pri de	e�u sa p daje ostatak ve�i
od p′, tj. ako i samo ako je ka = pq + r, p−1

2 < r < p, xto je ekvivalentno sa

ka = p⌊ka
p
⌋+ r,

p+ 1

2
≤ r < p.
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Mno�e�em sa 2 i de	e�em sa p dobijamo

2ka

p
= 2⌊ka

p
⌋+ 2r

p
.

No, kako je 1 + 1
p ≤ 2r

p < 2, prethodna jednakost je ekvivalentna sa

⌊2ka
p

⌋ = 2⌊ka
p
⌋+ 1.

Sliqno dobijamo da je εk = 1 ako i samo ako je ⌊ 2ka
p ⌋ = 2⌊ka

p ⌋, pa va�i εk = (−1)⌊
2ka
p ⌋. Primenom

teoreme 7 dobijamo tra�enu jednakost. ■
Primenom Gausove leme mo�emo da odredimo kada je odre�eni broj kvadratni ostatak po

prostom modulu p, tj. da za malo a ili malo p odredimo vrednost Le�androvog simbola
(

a
p

)
.

Uzmimo da je, na primer, a = 2. Tada va�i
(

2
p

)
= (−1)S , gde je S =

∑p′

k=1⌊
4k
p ⌋. Qlanovi u sumi

za koje je k < p
4 = p′

2 + 1
4 , tj. k ≤ ⌊p′

2 ⌋ su jednaki nuli, dok je ostalih p′ −⌊p′

2 ⌋ jednako 1. Prema
tome je S = p′ −⌊p′

2 ⌋. Ako je p = 8k± 1, onda je S = 2k, ako je p = 8k+3, onda je S = 2k+1, ako
je p = 8k − 3, onda je S = 2k − 1. Dakle, va�i slede�e tvr�e�e

Teorema 9. Broj 2 je kvadratni ostatak po modulu p ako i samo ako je p ≡ ±1 (mod 8). ■
Na sliqan naqin se mogu pokazati slede�a tvr�e�a.

Teorema 10.

1. -2 je kvadratni ostatak po modulu p akko je p ≡ 1 (mod 8) ili p ≡ 3 (mod 8)

2. -3 je kvadratni ostatak po modulu p akko je p ≡ 1 (mod 6)

3. 3 je kvadratni ostatak po modulu p akko je p ≡ ±1 (mod 12)

4. 5 je kvadratni ostatak po modulu p akko je p ≡ ±1 (mod 10). ■

Primer 3. Izraqunati

⌊
1

2003

⌋
+

⌊
2

2003

⌋
+

⌊
22

2003

⌋
+ ...+

⌊
22001

2003

⌋
.

Rexe�e. Na osnovu Ojlerovog kriterijuma i teoreme 9 imamo 21001 ≡
(

2
2003

)
≡ −1 (mod 2003).

Dakle, 2003 | 2i(21001 + 1) = 21001+i + 2i, a kako 2i i 21001+i nisu de	ivi sa 2003, zak	uqujemo
da je ⌊

2i

2003

⌋
+

⌊
21001+i

2003

⌋
=

2i + 21001+i

2003
− 1

. Sabira�em ovih jednakosti za i = 0, 1, ..., 1000 dobijamo da je tra�ena suma jednaka

1 + 2 + 22 + ...+ 22001

2003
− 1001 =

22002 − 1

2003
− 1001.

Sada sledi jedna quvena teorema, formulisana od strane Ojlera 1783. i Le�andra 1785.
godine, a koju je prvi strogo dokazao Gaus 1796. godine. Evo dakle, Gausove ,,zlatne teoreme\
(lat. Aureum Theorema).

Teorema 11. (Gausov zakon reciprociteta) Neka su p i q razliqiti prosti brojevi.
Tada va�i (

p

q

)(
q

p

)
= (−1)p

′q′ ,

odnosno (
q

p

)
=

−
(

p
q

)
ako je p ≡ q ≡ 3 (mod 4),(

p
q

)
ako je p ≡ 1 ili q ≡ 1 (mod 4).
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Drugim reqima, ako je bar jedan od prostih brojeva p, q oblika 4k + 1, tada je q kvadratni
ostatak po modulu p ako i samo ako je p kvadratni ostatak po modulu q. U suprotnom, ako su
oba broja oblika 4k + 3, tada taqno jedna od kongruencija x2 ≡ q (mod p), x2 ≡ p (mod q) ima
rexe�a.

Dokaz. U ravni R2 posmatrajmo (otvoren) pravougaonik

Ap,q = {(x, y) | 0 < x <
p

2
, 0 < y <

q

2
}.

Skup taqaka sa celobrojnim koordinatama koje su sadr�ane u Ap,q je upravo

A′
p,q = {(x, y) | x, y ∈ N, 1 ≤ x ≤ p− 1

2
, 1 ≤ y ≤ q − 1

2
},

pa je |A′
p,q| = p′q′. Da	e, posmatrajmo pravu zadatu jednaqinom y =

q

p
x, koja sadr�i dijagonalu

pravougaonika Ap,q. Primetimo da se nijedna taqka skupa A′
p,q ne nalazi na ovoj pravoj, jer bi

tada za neke prirodne brojeve x, y va�ilo py = qx, xto je nemogu�e zbog 0 < x < p i 0 < y < q.
Prema tome, ova prava deli skup A′

p,q na dva dela: na skup taqaka B koje su ,,ispod\ i skup
taqaka C koje su ,,iznad\ posmatrane prave. Taqka (x, y) pripada skupu B ako i samo ako je

1 ≤ x ≤ p′ i 1 ≤ y ≤ ⌊ q
px⌋, pa je |B| =

∑p′

k=1⌊
q
pk⌋. Sliqno dobijamo |C| =

∑q′

k=1⌊
p
qk⌋. Da	e, iz

Gausove leme imamo (
2

q

)(
p

q

)
=

(
2p

q

)
=

(
2(p+ q)

q

)
=

(
p+q
2

q

)
= (−1)S ,

gde je

S =

q′∑
k=1

⌊ (p+ q)k

q
⌋ =

q′∑
k=1

⌊pk
q

+ k⌋ =
q′∑

k=1

⌊pk
q
⌋+

q′∑
k=1

k = |C|+ q2 − 1

8
.

Lako se proverava da je
(

2
q

)
= (−1)

q2−1
8 , qime dobijamo

(
p
q

)
= (−1)|C|. Analogno dobijamo(

q
p

)
= (−1)|B|, pa mno�e�em ovih jednakosti dobijamo(

p

q

)(
q

p

)
= (−1)|B|+|C| = (−1)p

′q′ ,

xto je i trebalo dokazati. ■

Ova teorema nam omogu�ava da na�emo vrednost Le�androvog simbola proizvo	nog ce-
log broja po nekom prostom modulu, pribli�no brzinom Euklidovog algoritma. Na primer,
�elimo da proverimo da li je 2193 kvadratni ostatak po modulu 4019. To radimo na slede�i
naqin:

(
2193
4019

)
=
(

3
4019

) (
17

4019

) (
43

4019

)
. Da	e, prema zakonu reciprociteta je

(
3

4019

)
= −

(
4019
3

)
=

−
(
2
3

)
= 1,

(
17

4019

)
=
(
4019
17

)
=
(

7
17

)
=
(
17
7

)
=
(
3
7

)
= −

(
7
3

)
= −

(
1
3

)
= −1,

(
43

4019

)
= −

(
4019
43

)
=

−
(
20
43

)
= −

(
5
43

)
= −

(
43
5

)
= −

(
3
5

)
= 1, pa je

(
2193
4019

)
= 1 · (−1) · 1 = −1.

Primer 4. Dokazati da je ceo broj a kvadratni ostatak po svakom prostom modulu ako i
samo ako je a potpun kvadrat.
Dokaz. Pretpostavimo da je a najma�i broj po apsolutnoj vrednosti koji nije potpun kvadrat,
a jeste kvadratni ostatak po svakom prostom modulu. Tada je a = εp1p2 · · · pk za ε = ±1 i
razliqite proste brojeve pi (ako bi postojao pi takav da pαi | a, α >= 2, onda bi i broj a

p2
i

ispu�avao uslove zadatka, kontradikcija sa minimalnox�u broja a). Onda za svaki prost
broj p va�i (

a

p

)
=

(
ε

p

) k∏
i=1

(
pi
p

)
,

(
pi
p

)
= (−1)p

′
ip

′
(

p

pi

)
, p > 2, pi > 2.
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Ako je a = 2, odaberimo p = 5. U suprotnom, postoji neparan prost delilac broja a, neka je
to pk. Odaberimo prost broj p takav da va�i p ≡ 1 (mod 4), p ≡ 1 (mod pi) za i = 1, 2, ..., k − 1

i p ≡ b (mod pk), gde je
(

b
pk

)
= −1. Ovakav prost broj p postoji po Dirihleovoj teoremi o

prostim brojevima u aritmetiqkim progresijama. Tada va�i
(

−1
p

)
= 1, pa svakako i

(
ε
p

)
= 1,

kao i
(

pi

p

)
= 1 za i = 1, 2, ..., k − 1. Prema tome je

(
a
p

)
= −1, kontradikcija.

U mnogim zadacima koji se mogu na�i na takmiqe�ima je potrebno odrediti da li je neki
broj kvadratni ostatak po nekom slo�enom modulu. U skladu sa time, uvodimo novi simbol,
kao uopxte�e Le�androvog.

Definicija 3. Neka su dati ceo broj a i neparan ceo broj b, i neka je b = pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k

kanonska faktorizacija broja b. Jakobijev simbol
(
a
b

)
se definixe kao(a

b

)
=

(
a

p1

)α1
(

a

p2

)α2

· · ·
(

a

pk

)αk

.

Primetimo da Jakobijev i Le�androv simbol imaju istu oznaku - zaista, u sluqaju da je b
neparan prost broj definicija se svodi na definiciju 2.

Jasno je da iz
(
a
b

)
= −1 sledi da je a kvadratni neostatak po modulu b. Me�utim, obratno

ne va�i, xto ilustruje slede�i primer.(
2

9

)
=

(
2

3

)(
2

3

)
= (−1) · (−1) = 1,

iako je 2 kvadratni neostatak po modulu 9.
Da li je neki broj zapravo kvadratni ostatak po slo�enom modulu, govori nam slede�a teorema.

Teorema 12. Neka je a ceo i b = pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k prirodan broj. Tada je a kvadratni ostatak
po modulu b ako i samo ako je a kvadratni ostatak po modulu pαi

i za i = 1, 2, ..., k.
Dokaz. Ako je a kvadratni ostatak po modulu b, onda je i kvadratni ostatak po modulu
pαi
i , i = 1, 2, ..., k. Neka je x2

i ≡ a (mod pαi
i ). Tada po kineskoj teoremi o ostacima postoji

ceo broj x za koji je xi ≡ x (mod pαi
i ). No, tada je x2 ≡ x2

i ≡ a (mod pαi
i ), pa je x2 ≡ a (mod b).

■

Teorema 13. Za sve cele brojeve a, b i neparne brojeve n,m va�i

1.
(
ab
n

)
=
(
a
n

) (
b
n

)
,

2.
(

a
mn

)
=
(

a
m

) (
a
n

)
,

3.
(
a+bn
n

)
=
(
a
n

)
,

4. (Zakon reciprociteta) Ako su m,n uzajamno prosti, onda je
(
m
n

) (
n
m

)
= (−1)

n−1
2

m−1
2 ,

5.
(−1

n

)
= (−1)

n−1
2 ,

6.
(
2
n

)
= (−1)

n2−1
8 .

Dokaz.

1. Neka je n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k . Tada je
(
ab
n

)
=
∏k

i=1

(
ab
pi

)αi

=
∏k

i=1

(
a
pi

)αi
(

b
pi

)αi

=
(
a
n

) (
b
n

)
.
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2. Sliqno delu pod 1.

3. x2 ≡ a (mod n) ⇐⇒ x2 ≡ a+ bn (mod n).

4. Neka je n = p1p2 · · · pk i m = q1q2 · · · ql, za proste brojeve p1, p2, ..., pk, q1, q2, ..., ql. Tada

je
(
m
n

) (
n
m

)
=
∏k

i=1

∏l
j=1

(
pi

qj

)(
qj
pi

)
=
∏k

i=1

∏l
j=1(−1)p

′
iq

′
j = (−1)|A|, gde je A = {(p, q) :

p | n, q | m i p ≡ q ≡ 3 (mod 4)} = {p : p | n, p ≡ 3 (mod 4)} × {q : q | m, q ≡ 3 (mod 4)}.
Broj elemenata skupa A je neparan ako i samo ako postoji neparan broj pi-ova i neparan
broj qj-ova koji daju ostatak 3 pri de	e�u sa 4, tj. ako i samo ako je n ≡ 3 (mod 4) i
m ≡ 3 (mod 4).

5. Za neparne brojeve x i y je (x−1)(y−1) ≡ 0 (mod 4), xto je ekvivalento sa x+y−2
2 ≡ xy−1

2

(mod 2), tj. (−1)
x+y−2

2 = (−1)
xy−1

2 . Ako je n = p1p2 · · · pk za proste brojeve pi, dokaz
vrximo indukcijom po k. Za k = 1 se iskaz svodi na teoremu 5. Neka tvr�e�e va�i za
neki prirodan broj k ≥ 2. Tada je(

−1

n

)
=

(
−1

p1p2 · · · pk−1

)(
−1

pk

)
= (−1)

p1p2···pk−1−1

2 · (−1)
pk−1

2 = (−1)
p1p2···pk−1+pk−2

2 =

= (−1)
p1p2···pk−1pk−1

2 = (−1)
n−1
2 .

6. Za neparne cele brojeve x, y je x2−1
8 + y2−1

8 ≡ x2y2−1
8 (mod 2). Na osnovu teoreme 8 je(

2
p

)
= (−1)

p2−1
8 , pa tvr�e�e dokazujemo indukcijom, sliqno kao u prethodnom. ■

Teorema 14. Za cele brojeve a, b i neparan prost broj p ∤ a va�i

p−1∑
x=0

(
ax+ b

p

)
= 0.

Dokaz. Brojevi ax+ b qine potpun sistem ostataka po modulu p za x = 0, 1, ..., p−1. Me�u �ima
ima p−1

2 kvadratnih ostataka i isto toliko neostataka, kao i jedan qlan de	iv sa p, pa je ova

suma jednaka p−1
2 − p−1

2 + 0 = 0.■

Teorema 15. Neka su a, b dati celi brojevi i neka je p neparan prost broj. Tada va�i

p−1∑
x=0

(
(x− a)(x− b)

p

)
=

{
−1, ako je a ̸≡ b (mod p)

p− 1, ako je a ≡ b (mod p)

Dokaz. Ako je a ≡ b, tada je jedan qlan u ovoj sumi jednak 0 (upravo onaj za koji je x ≡ a
(mod p)), dok su ostali jednaki 1. Ako je a ̸≡ b, transformixemo sumu na slede�i naqin:

p−1∑
x=0

(
(x− a)(x− b)

p

)
=

p−1∑
x=0

(
(x− a)2 + (x− a)(a− b)

p

)
=

p−1−a∑
x=−a

(
x2 + x(a− b)

p

)
=

p−1∑
x=0

(
x2 + x(a− b)

p

)
.

Prvi sabirak u ovoj sumi je oqigledno nula. Za sve ostale vrednosti x postoji jedinstveno y
iz skupa {1, 2, ..., p− 1} za koje va�i xy ≡ 1 (mod p). Koriste�i ovu qi�enicu dobijamo

p−1∑
x=1

(
x2 + x(a− b)

p

)
=

p−1∑
x=1

(
1 + y(a− b)

p

)
=

p−1∑
x=1

(
1 + x

p

)
=

p−1∑
x=0

(
x+ 1

p

)
−
(
1

p

)
= −1,

jer brojevi y(a− b) formiraju sveden sistem ostataka po modulu p. Posled�a jednakost va�i
na osnovu prethodne teoreme. ■
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Teorema 16. Za prost broj p postoji ⌈p
4⌉ celih brojeva a ∈ {0, 1, ..., p − 1} za koje su a i

a+ 1 kvadratni ostaci po modulu p.

Dokaz. Primetimo da je za a ̸= 0, p − 1 izraz 1
4 (1 +

(
a
p

)
)(1 +

(
a+1
p

)
) jednak 1 ako su a i a + 1

kvadratni ostaci po modulu p, a 0 u suprotnom. Za a = 0 su a i a + 1 oqigledno kvadratni

ostaci po svakom modulu, dok je za a = p− 1 vrednost izraza 1
2 (1 +

(
−1
p

)
) jednaka 1 ako su a i

a+ 1 kvadratni ostaci, a 0 u suprotnom. Prema tome, izraz

1 +
1

2
(1 +

(
−1

p

)
) +

p−2∑
a=1

1

4
(1 +

(
a

p

)
)(1 +

(
a+ 1

p

)
)

broji koliko ima ostataka koji zadovo	avaju potreban uslov. Kako je 1
4 (1 +

(
a
p

)
)(1 +

(
a+1
p

)
)

jednako 1
2 za a = 0 i 1

4 (1 +
(

−1
p

)
) za a = p− 1, prethodna suma je jednaka izrazu

1

2
+
1

4

(
1 +

(
−1

p

))
+

p−1∑
a=0

1

4

(
1 +

(
a

p

))(
1 +

(
a+ 1

p

))
=

3 + (−1)
p−1
2

4
+
1

4

p−1∑
a=0

(
1 +

(
a

p

))(
1 +

(
a+ 1

p

))
.

Odredimo vrednost ove sume.

p−1∑
a=0

(
1 +

(
a

p

))(
1 +

(
a+ 1

p

))
=

p−1∑
a=0

1 +

(
a

p

)
+

(
a+ 1

p

)
+

(
a2 + a

p

)
.

Zbir jedinica je p, dok je zbir qlanova
(

a
p

)
i
(

a+1
p

)
jednak 0 po teoremi 14. Zbir qlanova∑p−1

a=0

(
a2+a

p

)
je jednak -1 po prethodnoj teoremi. Dakle, naxa ci	ana suma je

3 + (−1)
p−1
2

4
+
1

4

p−1∑
a=0

(
1 +

(
a

p

))(
1 +

(
a+ 1

p

))
=

3 + (−1)
p−1
2

4
+
1

4
(p− 1) =

p+ 2 + (−1)
p−1
2

4
= ⌈p

4
⌉,

xto je i trebalo dokazati. ■

Za ceo broj a definiximo K(a) =
∑p−1

x=0

(
x(x2+a)

p

)
. Pretpostavimo da p ∤ a. Lako se vidi

da za svaki ceo broj t va�i K(at2) =
∑p−1

x=0

(
xt(x2t2+at2

p

)
=
(

t
p

)
K(a). Prema tome, |K(a)| zavisi

samo od toga da li je a kvadratni ostatak po modulu p ili nije. Sada dajemo dokaz tvr�e�a da
je svaki prost broj p ≡ 1 (mod 4) zbir dva kvadrata.

Teorema 17. Neka su a i b redom kvadratni ostatak i neostatak po modulu prostog broja
p oblika 4k + 1. Tada su |K(a)| i |K(b)| parni prirodni brojevi koji zadovo	avaju

(
1

2
|K(a)|)2 + (

1

2
|K(b)|)2 = p.

Dokaz. Na osnovu prethodnog razmatra�a je p′(K(a)2 + K(b)2) =
∑p−1

n=1 K(n)2 =
∑p−1

n=0 K(n)2,

jer je K(0) = 0. Za svako n je K(n)2 =
∑p−1

x=0

∑p−1
y=0

(
xy(x2+n)(y2+n)

p

)
, odakle dobijamo

p−1∑
n=0

K(n)2 =

p−1∑
x=0

p−1∑
y=0

(
xy

p

) p−1∑
n=0

(
(n+ x2)(n+ y2)

p

)
.

Na osnovu teoreme 15 je
∑p−1

n=0

(
(n+x2)(n+y2)

p

)
jednako p− 1 ako x ≡ ±y (mod p), a -1 u ostalim

sluqajevima. U skladu s time dobijamo

p−1∑
n=0

K(n)2 = p(2p− 2)−
p−1∑
x=0

p−1∑
y=0

(
xy

p

)
= p(2p− 2) = 4pp′.
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Dakle, K(a)2 +K(b)2 = 4p. Kako su 0,1 jedini mogu�i ostaci potpunih kvadrata po modulu 4,
sledi da su K(a) i K(b) parni, qime je dokaz zavrxen. ■

6 Primene, zadaci sa raznih takmiqe�a

Veliki broj zadataka iz teorije brojeva se mo�e rexiti upravo tehnikama koje smo nauqi-
li u ovom radu. Sada �emo uraditi nekoliko te�ih zadataka koriste�i se zna�em kvadratnih
ostataka.

Zadatak 1. (SAD izborno takmiqe�e za MMO 2014, zadatak 2) Neka je a1, a2, a3, ...
niz celih brojeva sa osobinom da je aritmetiqka sredina proizvo	nog broja uzastopnih ai-ova
potpun kvadrat. Preciznije, za svaka dva prirodna broja n i k, vrednost izraza

an + an+1 + ...+ an+k−1

k

je kvadrat celog broja. Dokazati da je niz (an) konstantan.
Rexe�e. Pretpostavimo da ovaj niz nije konstantan. Tada je an ̸= 1 za neko n ∈ N. Neka
je, ne uma�uju�i opxtost, n = 1. Kako p | ai + ai+1 + ... + ai+p−1 za svako i ∈ N, dobijamo
p | aj ⇒ p | aj±p za svako j ∈ N. Neka je k ≤ p − 1 najma�i kvadratni neostatak po modulu p.
Kako su oba broja potpuni kvadrati, va�i(

k(a1 + a2 + ...+ ak)

p

)
=

(
(k − 1)(a2 + a3 + ...+ ak)

p

)
⇒
(
k − 1

p

)
=

(
k

p

)
,

kontradikcija, osim ako p | a2 + a3 + ...+ ak. Da	e va�i(
ak+1

p

)
= 1 =

(
k(a2 + a3 + ...+ ak+1)

p

)
⇒
(
k

p

)
= 1,

opet kontradikcija, osim ako p | ak+1. Sliqnim rezonova�em dobijamo p | aj ⇒ p | aj+k za
svako j ∈ N. No, kako je (k, p) = 1, za svaki prirodan broj n postoje celi brojevi α, β za koje
je n = αk + βp, tj. mo�emo dobiti p | an za svaki prirodan broj n. Kako je svaki qlan niza
potpun kvadrat, va�i p2 | an. Podelimo sve qlanove niza sa p2, i ponovimo postupak na novom
nizu, qime dobijamo da svi ai imaju istu kanonsku faktorizaciju.

Zadatak 2. (Baltic way 2017, zadatak 20) Neka je S skup svih ure�enih parova celih
brojeva (a, b), 0 < 2a < 2b < 2017 za koje 2017 | a2 + b2. Dokazati∑

(a,b)∈S

a =
1

2

∑
(a,b)∈S

b.

Rexe�e. Neka je p = 2017 i a ∈ {1, 2, ..., p−1
2 }. Tada postoji jedinstveno b ∈ {1, 2, ..., p−1

2 } tako
da 2017 | a2 + b2. Zaista, 2017 je prost broj oblika 4k + 1, pa postoji k za koje je k2 ≡ −1
(mod 2017). Odaberimo b ∈ {1, 2, ..., p−1

2 }, b ≡ ±ka (mod 2017) i 0 < b < p−1
2 . Tada je a2 + b2 ≡ 0

(mod 2017). Pretpostavimo da postoje dva takva broja, b1 i b2. Tada je b21 ≡ b22 (mod 2017), pa
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2017 | (b1 − b2)(b1 + b2). Kako je 0 < b1 + b2 < 2017, mora da va�i 2017 | b1 − b2, xto povlaqi
b1 = b2. Time je dokazana i jedinstvenost ovakvog b. Da	e, neka je

Sa = {a : (∃b)(a, b) ∈ S}.

Doka�imo da je a → b− a bijekcija skupa Sa u samog sebe. Primetimo da je

(b− a)2 + (b+ a)2 = 2(a2 + b2) ≡ 0 (mod 2017).

Ako je a + b ≤ p−1
2 , onda je jasno da b − a ∈ Sa. U suprotnom je 0 < 2017 − a − b ≤ p−1

2 ,
pa iz (a + b)2 ≡ (2017 − a − b)2 (mod 2017) sledi b − a ∈ Sa. Pretpostavimo da postoje celi
brojevi a1, a2, b1, b2 za koje (a1, b1), (a2, b2) ∈ S i b1 − a1 = b2 − a2. Tada je b21 − 2a1b1 + a21 =
b22 − 2a2b2 + a22, xto povlaqi a1b1 ≡ a2b2 (mod 2017). Kvadrira�em i korix�e�em qi�enice
b21 ≡ −a21, b

2
2 ≡ −a22 (mod 2017) dobijamo a41 ≡ a42 (mod 2017), tj. a21 ≡ ±a22 (mod 2017). Ako je

a21 ≡ −a22 (mod 2017), onda iz jedinstvenosti brojeva b1, b2 dobijamo a2 = b1 i a1 = b2 i va�i
a1 < b1 = a2 < b2 = a1, kontradikcija. Zato je a21 ≡ a22 (mod 2017), onda 2017 | a21 − a22, pa je
a1 = a2. Dakle, funkcija a → b− a je injektivna. Kako ona preslikava konaqan skup u samog
sebe, ona je i bijektivna. Konaqno, dobijamo∑

(a,b)∈S

a =
∑

(a,b)∈S

b− a,

xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 3. (MMO xortlista 2020 N2) Za svaki prost broj p postoji carstvo p-
izantija, koje se sastoji od p ostrva sa oznakama 1, 2, ..., p. Most povezuje ostrva m i n ako i
samo ako p | (n2−m+1)(m2−n+1). Dokazati da za beskonaqno mnogo prostih brojeva p postoje
dva ostrva p-izantije koja nisu povezana nijednim nizom mostova.

Rexe�e. Dokaza�emo da za beskonaqno mnogo prostih brojeva u p-izantiji postoje dva
ostrva koja su povezana samo jedno sa drugim. Most povezuje m i n ako i samo ako je n ≡ m2+1
ili m ≡ n2 +1 (mod p). Ako je m2 +1 ≡ n (mod p), nacrtajmo strelicu od m ka n. Jasno je da
od m kre�e jedna strelica ukoliko je m2 + 1 ̸≡ m (mod p), i nula strelica u suprotnom.

Pretpostavimo da je prirodan broj a rexe�e kongruencije x2 − x + 1 ≡ 0 (mod p). Lako
se vidi da je i b = p + 1 − a rexe�e ove kongruencije, kao i da je b ̸= a za p > 3. Da	e je
ab ≡ a(1−a) ≡ a−a2 ≡ 1 (mod p). Ako strelica ide od t prema a, onda je t rexe�e kongruencije
t2 + 1 ≡ a ≡ a2 + 1 (mod p) - jedino takvo t ̸= a je t = p− a. Sliqno, jedina strelica koja ide
prema b je p− b. Ako jedno od ostrva p− a, p− b nije na kraju nijedne strelice, recimo p− a,
onda je par a, p − a izolovan od ostalih ostrva. Ovo je taqno ukoliko jedna od kongruencija
x2 + 1 ≡ −a, x2 + 1 ≡ −b nema rexe�a, tj. ako je jedan od brojeva −a− 1 ili −b− 1 kvadratni
neostatak po modulu p.

Primetimo da je x2 − x + 1 ≡ x2 − (a + b)x + ab ≡ (x − a)(x − b) (mod p). Ubaciva�em
x = −1 dobijamo (−1 − a)(−1 − b) ≡ 3 (mod p). Ako je 3 kvadratni neostatak po modulu p,
onda je i jedan od brojeva −1− a,−1− b. Dakle, treba pokazati da postoji beskonaqno prostih
brojeva p > 3 za koje je 3 kvadratni neostatak po modulu p i x2 − x + 1 ≡ 0 (mod p) za neko
celobrojno x. Ako je x2 − x+ 1 ≡ 0 (mod p) ⇐⇒ 4x2 − 4x+ 4 ≡ 0 (mod p), tj. (2x− 1)2 ≡ −3
(mod p), pa ovakvo x postoji ako i samo ako je -3 kvadratni ostatak po modulu p. Po teoremi
10.2 sledi da je p ≡ 1 (mod 6). Po teoremi 10.3 je 3 kvadratni ostatak po modulu p ako i samo
ako je p ≡ ±1 (mod 12). Prema tome, za sve proste brojeve oblika 12k+7, kojih ima beskonaqno
po Dirihleovoj teoremi o prostim brojevima u aritmetiqkim progresijama, je -3 kvadratni
ostatak, a 3 kvadratni neostatak. Time je dokaz zavrxen.

Zadatak 4. (SMO 2007.3) Odrediti sve parove prirodnih brojeva (x, n) koji su rexe�a
jednaqine x3 + 2x+ 1 = 2n.
Rexe�e. Proverom dobijamo da za n ≤ 2 jedino rexe�e par (1, 2). Doka�imo da za n ≥ 3 nema
rexe�a.
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Neka je (x, n) rexe�e zadatka i n ≥ 3. Broj x mora biti neparan, pa je x2 +2 ≡ 3 (mod 8).
Sada iz x(x2+2) ≡ −1 (mod 8) sledi da je x ≡ 5 (mod 8).Xta vixe, kako 3 | x(x2+2) (ukoliko
3 ∤ x tada 3 | x2 +2), mora biti 2n ≡ 1 (mod 3), pa je n paran broj. Va�i 2n +2 = x3 +2x+3 =
(x+1)(x2−x+3). Kako je n paran broj, 2n je potpun kvadrat, pa je broj −2 kvadratni ostatak
po svakom neparnom prostom deliocu p broja (x+ 1)(x2 − x+ 3). Zato je

1 =

(
−2

p

)
=

(
−1

p

)(
2

p

)
= (−1)

p−1
2 · (−1)

p2−1
8 = (−1)

(p−1)(p+5)
8 ,

odakle sledi da je p oblika 8k + 1 ili 8k + 3. Proizvod brojeva tog oblika je tako�e oblika
8s+1 ili 8s+3. Me�utim, iz x ≡ 5 (mod 8) sledi da je x2−x+3 ≡ 7 (mod 8), kontradikcija.
Dakle, jedino rexe�e je (x, n) = (1, 2).

Zadatak 5. Dokazati da 4kxy − 1 nije delilac broja xm + yn ni za koje prirodne brojeve
x, y, k,m, n.
Rexe�e. Primetimo da su brojevi 4kxy − 1, xm, yn uzajamno prosti u parovima. Oznaqimo
m′ = ⌊m

2 ⌋ i n′ = ⌊n
2 ⌋. Razmatramo slede�e sluqajeve:

1◦ m = 2m′ i n = 2n′. Tada 4kxy − 1 | (xm′
)2 + (yn

′
)2, xto je nemoguce jer je 4kxy − 1 ≡ 3

(mod 4).
2◦ m = 2m′ i n = 2n′+1 (sluqaj m = 2m′+1 i n = 2n′ je analogan). Tada 4kxy | (xm′

)2+

y(yn
′
)2, pa je po teoremi 6

(
−y

4kxy−1

)
= 1. Tvrdimo da je to nemogu�e. Pretpostavimo da je y

neparno. Po zakonu reciprociteta je
(

−y
4kxy−1

)
=
(

−1
4kxy−1

)(
y

4kxy−1

)
= (−1) · (−1)

y−1
2

(
−1
y

)
=

−1, kontradikcija. Pretpostavimo da je y = 2tz, gde su t, z prirodni brojevi i z je neparno. Po

teoremi 13.6 je
(

2
4kxy−1

)
= 1, dok je, kao u prethodnom sluqaju,

(
−z

4kxy−1

)
=
(

−z
4(2tk)xz−1

)
= −1.

Prema tome,
(

−y
4kxy−1

)
= 1t · (−1) = −1.

3◦ Neka je m = 2m′+1 i n = 2n′+1. Tada 4kxy−1 | x(xm′
)2+y(yn

′
)2, pa je

(
−xy

4kxy−1

)
= 1.

Me�utim,
(

−xy
4kxy−1

)
=
(

−4k2xy
4kxy−1

)
=
(

−k
4kxy−1

)
= −1, gde je posled�a jednakost dokazana u pret-

hodnom sluqaju. Time je dokaz zavrxen.

Zadatak 6. (Rumunsko izborno takmiqe�e 2004.18) Neka je p neparan prost broj i
f(x) polinom zadat sa

f(x) = ap−1x
p−2 + ap−2x

p−3 + · · ·+ a2x+ a1,

gde je ai Le�androv simbol
(

i
p

)
. Dokazati da je

a) f(x) de	iv sa x− 1, ali ne i sa (x− 1)2 ako i samo ako je p ≡ 3 (mod 4),

b) f(x) de	iv sa (x− 1)2, ali ne i sa (x− 1)3 ako je p ≡ 5 (mod 8).
Rexe�e.

a) f(1) =
∑p−1

k=1

(
k
p

)
= 0, pa x − 1 | f(x). Va�i f ′(1) =

∑p−1
k=1(k − 1)

(
k
p

)
=
∑p−1

k=1 k
(

k
p

)
=∑p−1

k=1(p − k)
(

p−k
p

)
= −(−1)

p−1
2 f ′(1). Za p = 4k + 1 je f ′(1) = −f ′(1), pa (x − 1)2 | f(x), dok za

p = 4k + 3 va�i f ′(1) =
∑p−1

k=1 k
(

k
p

)
≡
∑p−1

k=1 k ≡ 1 (mod 2), pa je f ′(1) ̸= 0, tj. (x− 1)2 ∤ f(x).

b) Ako je p ≡ 5 (mod 8), tada je f(1) = f ′(1) = 0, na osnovu dela pod a). Treba pokazati∑p−1
k=1(k−1)(k−2)

(
k
p

)
̸= 0. Mi �emo pokazati da je ova suma kongruentna sa 4 po modulu 8. Kako

je
(

−1
p

)
= 1, to va�i

(
k
p

)
=
(

p−k
p

)
. Da	e je (k− 2)(k− 1)

(
k
p

)
+ (p− k− 2)(p− k− 1)

(
p−k
p

)
≡(

k
p

)
((k− 2)(k− 1)+ (3−k)(4−k)) ≡

(
k
p

)
(2k2− 10k+14) ≡

(
k
p

)
(2k2− 2k− 2) (mod 8). Lako se
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vidi da je 2k2 − 2k − 2 ≡ −2 (mod 8) za j ≡ 0, 1 (mod 4) i 2k2 − 2k − 2 ≡ 2 (mod 8) za j ≡ 2, 3

(mod 4). Dakle, f ′′(1) ≡ 2(−
(

1
p

)
+
(

2
p

)
+
(

3
p

)
−
(

4
p

)
+ · · ·+

(
4k−1

p

)
−
(

4k
p

)
−
(

4k+1
p

)
+
(

4k+2
p

)
)

(mod 8), gde je p = 8k+5. Znamo da je
∑p−1

k=1

(
k
p

)
= 0, a kako za prost broj p ≡ 1 (mod 4) va�i i(

k
p

)
=
(

p−k
p

)
, to je malopre spomenuta suma jednaka 2

∑
k = 1p−1

2

(
k
p

)
= 0. Sabira�em ove sume

i prethodnog izraza za f ′′(1) dobijamo f ′′(1) = 4(
(

2
p

)
+
(

3
p

)
+
(

6
p

)
+
(

7
p

)
+···+

(
4k−1

p

)
+
(

4k+2
p

)
).

Sabiraka u zagradi ima 2k + 1 i svaki je neparan, pa je f ′′(1) ≡ 4 (mod 8), xto je i trebalo
dokazati.

Zadatak 7. Neka su m i n prirodni brojevi za koje va�i φ(5m − 1) = 5n − 1. Tada je
(m,n) > 1. Dokazati.
Rexe�e. Pretpostavimo da je (m,n) = 1. Neka je 5m−1 = 2αpα1

1 · · ·pαk

k kanonska faktorizacija
broja 5m − 1. Tada je

5n − 1 = φ(5m − 1) = 2α−1pα1−1
1 · · · pαk−1

k (p1 − 1) · · · (pk − 1).

Oqigledno 2α | 5n − 1. S druge strane, (5m − 1, 5n − 1) = 5(m,n) − 1 = 4, xto povlaqi αi = 1 za
i = 1, 2, ...k i α = 2. Lako se vidi da 23 | 5x − 1 za sve parne x, zak	uqujemo da je m neparno,
tj. m = 2m′ + 1 za neki prirodan broj m′. Kako pi | 5(5m

′
)2 − 1 za i = 1, ..., k, to je 5 kvadratni

ostatak po svakom pi, xto po teoremi 10 povlaqi pi ≡ ±1 (mod 10). No, kako pi − 1 | 5n − 1,
mora biti pi ≡ −1 (mod 10). Jednakost 5m − 1 = 4p1p2 · · · pk po modulu 5 daje −1 ≡ (−1)k+1

(mod 5), pa je k parno. S druge strane, jednakost 5n−1 = 2(p1−1)(p2−1) · · · (pk −1) po modulu

5 daje −1 ≡ 2(−2)k ≡ 2k+1 ≡ 4
k
2 · 2 ≡ ±2 (mod 5), kontradikcija.

Zadatak 8. (MMO 2008.3) Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n
takvih da n2 + 1 ima prost delilac ve�i od 2n+

√
2n.

Rexe�e. Neka je p prost broj oblika 8k + 1. Izaberimo n = p−1
2 − a = 4k − a, 0 ≤ a < 4k.

Tada je (p−1
2 − a)2 + 1 ≡ 0 (mod p) ekvivalentno sa 16k2 − 8ak + a2 + 1 ≡ 0 (mod p), xto je

da	e ekvivalentno sa −2k + a + a2 + 1 ≡ 0 (mod p), pa je a(a + 1) ≡ 2k − 1 (mod p). Broj
a(a+ 1) je prirodan i paran, pa je a(a+ 1) ≥ 10k. Da	e je (a+ 1)2 > a(a+ 1) ≥ 10k > p, pa je
n = p+1

2 − (a+1) < p+1
2 −√

p < p+1
2 −

√
2n, pa je 2n+

√
2n− 1 > p, xto je nejednakost malo jaqa

od tra�ene.



27

7 Zak	uqak

U prvom delu rada smo poxli od same definicije de	ivosti i razradili najbitniju teo-
riju potrebnu za rad sa kvadratnim ostacima. Na tom putu smo dokazali najpoznatije teoreme
teorije brojeva, kao xto su Euklidov algoritam, Erastotenovo sito, osnovni stav aritmetike,
kineska teorema o ostacima, Ojlerova teorema i Mala Fermaova teorema, pre nego xto smo
uopxte definisali kvadratni ostatak.

Kvadratni ostaci predstav	aju izuzetno interesantan koncept u teoriji brojeva.
Poxavxi od definicije kvadratnog ostatka dokazali smo najpoznatija tvr�e�a vezana za �ih
- nauqili smo osnovna svojstva Le�androvog i Jakobijevog simbola, kako odrediti da li je
neki broj kvadratni ostatka po datom modulu preko Gausove leme, kao i razne druge teore-
me koje nam poma�u u izradi zadataka. Pokazali smo na nekoliko primera kako se najte�i
zadaci sa najte�ih takmiqe�a mogu lako uraditi uz pomo� kvadratnih ostataka. Me�utim,
mnogo toga je ostalo nespomenuto u ovom radu, kao na primer primena kvadratnih ostataka
u kriptografiji, ili Lagran�ova teorema o zbiru qetiri kvadrata, koje bi qitalac koji je
savladao sadr�aj ovog rada mogao u potpunosti da razume.

�eleo bih pre svega da se zahvalim mom mentoru, Mi	anu Kne�evi�u, na velikoj pomo�i
koju mi je pru�io tokom izrade ovog maturskog rada. Tako�e bih hteo da se zahvalim svim
profesorima koji su mi u bilo kom trenutku predavali matematiku i probudili i odr�avali
moje interesova�e prema ovoj neverovatnoj nauci.
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