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YBOI

Teopuja rpadosa, 3a pasjauKy 0] OCTAJIUX JEJI0BA MaTeMaTUKe, HUje aHTHIKA
JMUCIUIINHA W cTora m3a cede meMa nyry wucropujy. Hbenm 3adernu marupajy
u3 ocamuaecTor Beka kaja je Jleomapna Ojep pemwmo mpodseMm cegaM MOCTOBaA
Kenwurcoepra.

Nako je mowezanocT rpadoBa camMo MaJd JIe0 Iejie TeopHuje, W Jlajbe HUMa
IMAPOKE IMPUMEHE y TOTOBO CBUM cdepama KupoTa. Heke Haj3HadajHUje IpuMeHe
IIOBe3aHOCTU T'padoBa Cy y KOHCTPYKIINJU KOMYHUKAIIMOHUX MPEXKa, IIPOCTOPHO]
€KOJIOTUj U KOH3EPBAIIMjU BPCTa, CUHXPOHUBAIM]U IIOBE3aHUX HEJIMHEAPHUX
ocrimiatopa, utia. CBH OBH TPODJIEMHU 3aXTEBajy Pajl ca BEJIUKOM KOJMIUHOM
o/laTaka, CTOra Ce YeCcTO MPUderaBa yroTPeOr KOMILjYTEPCKUX aJrOPUTAMa KOJUX
JIAHAC UMa MIPUJIUIHO MHOTO.

BpJio je nunTepecanTHO nmuTame KOJIUKO je ,,jako” IToBe3aH HeKHU Ipad, Tj. KOJIUKO
YBOPOBA WJIM I'PaHa MOXKEMO YKJIOHUTH Tako Ja Taj rpad ocrane mope3an. decto
ce y >KUBOTHUM IIpodjemMuma cycpehemo ca oBuMm murameMm. AKO OMCMO »KeJiesin
Jla PEKOHCTPYHUIIIEMO VJIUIE HEKOT T'Pajia, BPJIO je OUTHO Jia TO OIAPAJUMO TAKO
JIa MUHAMAJIHO yrpo3uMo caodpahaj, Tj. MOBE3AHOCT Pa3IUYUTHX JIEJ0BA T'PAJIA.
Wi ako dbucmo BpceTe »Kupux omha rmocmarpaJsm Kao 94BopoBe rpada, a iIXoBe Be3e
(dmt0 y MCXpaHu WM KOMIIETUIU)U 38 HEKH PeCypPC) Kao TPaHe, MOTJIU OMCMO jJaCHO
Jla BUJIUMO JIa JIN U3YyMUPAhe HEKe BPCTE MOXKe JIOBECTH JI0 Kpaxa eKOCUCTeMa, T1a
caMUM TUM U YJIOXKUTHU HAIIOpe 33 HheHy Kouzeppainjy. OBo cy caMo HEKH IIPUMepH
rJie TI0BE3aHOCT rpadoBa Jaje pelienhe 3a Pa3jIndauTe IIpodJieMe.






2

YBOoAHHU IIOjMOBHU

2.1 OcnHoBHHu nnojMoBHu rpadoBa

3a pazyMeBabe rpadoBa BpJIO je OUTHO Jia IIPBO YBEJIEMO HEKe OCHOBHE IT0jMOBE
u3 Teopuje rpadoBa IOIMyT MIETHe, MyTa, IMUKIYCa, PA3JIUINTAX BPCTa OCHOBHUX
rpadoBa, Kao U IOjMOBa IIOIIYT CTEIIEHa YBOpPa, HajMaIber crelneHa rpada, uTi.

Hedbununmja 1. I'pap je ypehen nap ckymosa (V) E). IIpu gemy je V konauan
HempazaH cKyn u F C (‘2/) Enementn ckyma V' ce Ha3mBajy YBOPOBH, a €JIEMEHTH
ckyna F rpane.

Cauka 2.1.1: IIpumepnu rpacosa

Hedbununuja 2. Heka cy v u v uBoposu rpada G, o3HaunMo rpany usmehy tux
YBOPOBA Kao € = Uv.
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Hedbununuja 3. Illetwirva je HU3 YBOpOBA T, L3, ..., L, € V y KOMe Cy CBaKa JBa
cyceJiHa YBOpa II0BE3aHa I'PAHOM.

Hedbununuja 4. [lyw je merwma xq,%2,...,L, € V y KOjOj ce CBaKH YBOP
I0jaBJbyje Ta9HO jeJTHOM. Bpoj n mpeacTaBba gyaicuHy Uyuia.

Hedbununuja 5. [[uxayc je mermwa T, To, ..., Ty, 1 € V y KOjOj CYy caMO IIPBU U
IIOCJIETEbI IBOP jeJIHAKH. Bpoj n mpeacraBiba gyatcuny uukayca.

Ha coumu 2.1.1 Bugumo aBa rpada. Ha jseBom rpady je miaBom O60joM o3HAYEH
IyT, a Ha JIeCHOM Tpady je mIaBoM 00joM O3HAYEH IUKJIYC.

Hedbununuja 6. I'pad je tosesan ako nsamel)y cBaka JiBa 4BOpa IOCTOJU MYT. ¥
CYIIPOTHOM je Tpad Heuose3aH.

Hedbununmja 7. Bpoj usoposa v rpada G = (V, E) nupejcrasiba 6poj eemeHara
ckyma V.

Hedbununuja 8. Cuweuen wsopa v rpada G, y osnamu d(v), je 6poj rpana Koje
Cy WHITUJIEHTHE Ca JATUM YBOPOM.

Hedbununuja 9. Hajmaru ciueten 0 rpada G je cTermeH OHOT 9BOpa KOjU UMa
HajMaibe TPaHa ca KOjuMa je WHITUIEHTAH.

Hedbununuja 10. ['pad je womuyr ako n3mehy cBaka JiBa uBopa rpada mocToju
rpana. Ilornyn rpad ca n ¥BopoBa ce o3HauaBa ca K,.

Bpoj rpana y nornynom rpady je (12’)

Hedbununuja 11. I'pad je @pusujarar ako caapKu jeJaH IBOP U HAJEIHY TPAHY.
Y cynpoTHOM je rpad HewWpusujaiam.

Hedbunnunuja 12. Cwabdao je moBe3an rpad Koju He CaJpKU IUKJIYCE.

Cuauka 2.1.2: Ca JjieBa Ha JeCHO: MOTIyH rpad K4, TpuBujanan rpad, cradbio
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Hedunuimja 13. Heka je G = (V, E), 3a rpany e € E, ca G — e o3HauaBaAMO
rpad G'(V, E'), rne je E' = E '\ {e}.

Hedbununuja 14. Heka je G = (V, E), 3a uBop v € V, ca G — v o3Ha9aBAMO
rpad G' = (V/, E') rako na je V' =V \ {v} u E' = E'\ E,, upu gemy je E, ckyn
CBHUX I'paHa WHIMJIEHTHUX Ca V.

2.2 (OcHOBHH II0jMOBH ITOBe3aHOCTHU rpadoBa

Kana cmo nedunncaiin meke dasmvne 1mojMoBe Teopuje rpadoBa, HEOIXOJHU Cy
HAM U HEKHU TOjMOBU YCKO Be3aHHU 3a IMOBE3AHOCT rpadoBa Kao ITO Cy MMOBE3aHA
KOMIIOHEHTa, MOCT, apTUKYJIAIMOHN IBOP, UT/I.

Hedbununuja 15. /IBa uBopa u u v cy woseszara ako n3mely HBUX IIOCTOJU IIYT,
JIOJTATHO CBAKMW YBOP j€ U08e3aH Ca CAaMHUM COOOM.

Jlema 1. Penanuja noBe3anocTu je pesaiuja €eKBUBAJICHITA]E.

Aoxas: Pedbnexkcusnoct: CBaku 4BOp je, 1o gedununuju 15, mose3an ca camum
COOOM.

CumerpuaHocT: AKO Cy YBOPOBU U M U IOBE3aHU IIYTEM U, L1, ..., Ty, VU, OHIA CYy
YBOPOBU ¥ U U TOBE3AHU TIYTEM VU, Ly, Ly 1y« -+ L1,y U

TpansutuBrocT: Heka cy YBOpOBM % W v TOBE3aHU IIYTEM U, T1,T2, ..., Ty, U,
YBOPOBU ¥ M W IOBE3aHU IYyTEM VU, Y1, Y2, - - -, Ym,W. llocMaTpajMo HU3 YBOpOBa
Uy L1y T2y e v vy Ty Uy Y1, Y2y « « « 5 Y, W, KaJIA U3 Ib€TA YKJIOHUMO CBE ITOJIHI30BE OOJIMKA
Ziy Zidls -+« s Zitks Zi JOOWJIM CMO IIYT KOjU TOBE3Yje YBOPOBE U U W. O

Hedbununuja 16. 'pad je Gosesar ako cy cBaka JBa HEroBa 4BOpa IMOBE3AHA.
Y cymnpoTHOM je rpad Hetose3aH.

Hedbununmja 17. Pasatauryhu togipagd nosesanor rpada G = (V, E) je moBe3an
rpad odmuka (V, E'), tae je E' C E. Pasaturwyhe cmadao je pazanumyhn noarpad
KOjU je CTadJIo.

[Mukiyc rpad je mpumep mosesaHor rpada:

Hedbununmja 18. I[uxayc ipad gyotcune n je moBe3aH rpad KOjH CALPKHU N
9BOpOBa U caMo jeman nmukiayc. O3radasa ce ca C,.

Hedbununmja 19. [losesarna romtonentia tpada G 1pencTaBba  Kaacy
eKBUBAJIEHIIHj€ peJialije TOBe3aHOCTH.

Ha caumu 2.2.2 npukaszaH je rpad Koju caJIpKu JIBe OBe3aHe KOMIIOHEHTE.
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Cauka 2.2.1: Hukmiyc rpad ayxune cemam Cr

\ -
Ciuka 2.2.2

2.2.1 IloBe3aHOCT IIPEKO YBOPOBa

Hedununmja 20. Ysopru cetapatmiop rpacda G je ckyn V', upurom je V' C V,
takaB ja rpad G = (V' \ V', E) uuje nosesan. Ako ckyn V' uma k esemenara oHja
ce Ha3UBa k-WouAaHU 46opHu cetapattop rpada G.

Hedbuannumja 21. Yop umjum ykjaamamemM u3 rpada moBehaBamMo Opoj
MMOBE3aHNX KOMIIOHEHTH y Tpady HA3UBa Ce aPWUKYAAUUOHU YEOP.

[Tocmarpajmo JsieBu rpad ca cimke 2.2.3 Usop A je apTUKyJIalnoOHU YBOp U
ENOBUM YKJIahambheM JI00MjaMo JeCHHU I'pad KOjU je HeIlOBe3aH.

[TocmaTpajmo HeKe mpuMepe:

Jlema 1. VkiamameMm OMI0 KOT' YBOpa u3 HOTIyHOr rpada K, moduja ce rpad
K, 4.

/loxas: Heka x1, xs, ..., x, upeacrasmbajy aBopose rpada K,. [locmarpajmo rpad
K, — x: o cagpxu n — 1 uyBop, 1 u3Melhy cBaka JiBa 9Bopa Iocroju rpana. Ila To
oH/1a TIpeJicTaB/ba rpad K, 1. 0

Ha ciounum 2.2.4 ce MmoxKe BUIeTH Jia yKJIamameM uBopa A u3 rpada K5 modujamo
rpad K.
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Cauka 2.2.3: Ilpumep apTUKYJIAIMOHOT YBOPA

Cauka 2.2.4: [Ipumep y3 jemy 1

ITpumep 1. Iloruyn rpad He cagpKu YBOPHU CEIAPATOP.

Pewerve: IIpernocraBumo cynpoTHo Aa je V' asopuu cemaparop rpada K, u Heka
je |V'| = m. llpumennmo jsiemy 1 Ha rpad K, m myra. Joduau cmo rpad K, ,
KOju je MOoTHyH rpad ma caMuM THM U IoBe3aH. KoHTpa uKImja.

IIpumenda: IllraBuiie, mHTEpEeCAHTHA YNFHEHUATIA je Ja IpadOBU KOjU CAIpIKe
noTiryne rpadose Kao pazanuibyhe mnogarpade HeMajy YBOPHU CErapaTop.

Hedbununuja 22. Ako rpad G caap:ku dap jeJaH map pasaIuduTHX HECYCETHUX
YBOpOBa, OHJIA Jedunuiiemo k(G) Kao HajMamu IpUpoJaH 0poj k 3a Koju mocToju
k-toumanu uBopHU cenapaTop. Ako rpad G He caJIp:Ku HE jeJIlaH Tap Pa3aIunIuTuX
HecyceHUX 1BopoBa oHza je k(G) = v — 1.

Hedunuimja 23. I'pad G je k-tuosesan ako k(G) > k.

Ha caumu 2.2.5 Bugumo npumepe aBa-1oBe3aHux rpadosa.

2.2.2 IloBe3aHOCT IpeKo rpaHa

Amnajtorao YBOpHOM cenapaTopy, caja hemo jgeduHucaT MOBE3aHOCT MIPEKO IPAHa
Kao U HeKa HheHa OCHOBHA CBOjCTBA.
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Cauka 2.2.5: [lpumepu nBa-mosesanux rpadosa

Hedbununmja 24. 'pancku ceuapatiop rpada G je ckyn rpana E' C E Tako na
rpad G = (V, E \ E’) nuje nose3an. Axo ckyn E' mma k esemeHara oHJa ce TO
HazuBa k-wovsanu pancky cetapawop rpada G.

Hedbununmuja 25. ['pana koja cama YMHHU TPAHCKU CellapaToOp HA3UBA Ce€ MOC.

Ha ciumum 2.2.6 rpana e je moct cradia G.

Cauka 2.2.6: [Ipumep mocra Ha rpady

Hedununmja 26. 3a werpusujasnan rpad G, k'(G) nedunuimemo Kao HajMamu
npuposiaH O0poj k 3a Koje 1mocToju k-ToWIaHd IPAHCKU cemapaTop. 3a TPUBUjaIaH

rpad G, K'(G) = 0.

ITpumenda: Ako 3a rpad G Baxu k'(G) = 0, onga je G win TpuBHjaaH UK
neroBe3an. Takobe ako je k'(G) = 1, onya rpad G uma MocT.

Hedununmja 27. I'pad G je k-ipancru-uosesan axo k'(G) > k.

Csu HeTpuBHjaaHN rpadOBH CY jeIaH-IIOBE3aHU U jeIaH-IPAHCKU-TIOBE3aHU.

2.3 Heke yBoaHe TeopeMme

Teopema 2.3.1. 3a npoussossan rpad G Baxu k(G) < k'(G) < 9.
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Cauka 2.2.7: [Ipumepnu 1Ba-rpaHcKu-moBe3anux rpadosa

/oxas: Tlogemumo podsiemM Ha JABa IUCjyHKTHA caydaja: rpad G je TpuBHUjaIaH u
rpad G je HeTpuBHjasIaH.

1. TTocmatpajmo ciayuaj kama je rpad G tpusujanan. [Ipema nedpurumjama 22
u 26 k(G) = K'(G) = 0, mro je curypHo Marse uin jegHako o 6 > 0.

2. Ilocmarpajmo caydaj Kaja je rpad G HerpuBHjaian. /JoKa KMo JIeBy CTpaHy
HejennakocTu momohy muaykimje mo k'(G).
Wuaykmujcka xunoresa: k(G) < K (G), 3a k'(G) > 0
Baza nunyknuje: 3a k'(G) = 0 rpad je niam rpuBmjaiaH, ImTo je 10Ka3aHo je
y IIPBOM JIeJIy 3aJ1aTKa, MM HEelOBEe3aH, IITO je OHA OYUIJICIHO TATHO.
Kopak wunpyknuje: ITpermocrasumo ja 3a Heku npupojan opoj k, k(G) <
k' (G) 3a cBaku rpad kome je k'(G) < k.
Hexka je rpad G = (V, F) takas na k'(G) = k > 0 u Heka je e € E rpana Koja
npumaga k-TowIaHOM I'PaHCKOM cemaparopy rpada G. 3arpad H =G —e
Baxku k'(H) = k — 1, na mo unaykiujckoj xunoresu k(H) < k'(H) = k — 1.
Axo rpad H cazp:ku noTiyH rpad Kao pasanumyhu moarpad, onma u rpad
G canpxu noTnyH rpad Kao pasanumyhn noarpad na je k(G) = k(H) <
k—1.
Y cymporuoMm, Heka je S, uBopuu cenaparop rpada H. Ilo nedunurmjn,
H — S je menoezan. G — S je wim HeroBe3aH win 1ose3an. Ako je rpad
G — S uenosezan ouna je k(G) < k(H) < k — 1. Ako je G — S nosezan
rpana e upejcrasba MocT. OBo 3uaun ma je V(G — 5) = 2 nmn G — S nma
apTUKyJIaoHn YBop v. Y npsoMm ciaydajy k(G) < v(G) —1=k(H)+1 < k.
Y cBakoMm on caydajeBa mmamo k(G) < k = K'(G). Ila no upunmumy
MaTeMaTHIKe UHYKIMje TeOPEMa BaXKU U Y OBOM CJIydajy.

[TocmaTpajmo 9BOp cTermeHa 0 W CBe rpaHe TOT YBOpa. JacHO je Ja Te TpaHe dunHe
IPAHCKH CerapaTop, CTOra BaxKu ¥ JeCHU Jjieo HejenHakoctu 1j. k' (G) < 0. [

YV Behunu ciayuajeBa 3uaru HejegHakoctu y Teopemu 2.3.1 cy crporu. Ha

puMep, ako OMCMO MocMaTpaJsu rpad npukazan Ha ciaumu 2.3.1, 3a mera BaxKu
k=2 kK =3ud=4.
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Cauka 2.3.1: IIpumep 3a teopemy 2.3.1.

Teopema 2.3.2. I'pana e rpada G je MOCT aKO W CaMO aKO € He MPUIaga HU
jennoMm mukirycy rpada G.

/oxas: IlperioctaBumo cynporao: Heka moct e rpada G npunasma nukiaycy C. U3
nedbunumnmje mocra ciaemn w(G —e) > w(G), e w(G) npecraBiba Opoj MOBE3AHUX
koMmrioHeHTH Tpada (G, OHJA MOCTOje JBa YBOpa U W v Koju cy mnoBe3ann y G, a
nucy nosesanu y G —e. CamMmum TuM 1octoju Heku 1yt P u3melhy Tux uBOpoBa Koju
Mopa Jia caJpxKu rpany e. IIpermoctaBuMo 1a cy 4BOpOBU X U Yy Ha KpajeBUMa
rpaHe e 1 HeKa je, 0e3 Iyosberma OnmTocT,  1upe y v P. Y G — e YBOpOBU U U &
Cy TIOBE3aHU TPEKO jeJIHOT Jiesia P, aHaJI0oTHO BakKu U 3a IBOpoBe y u v. llomrro je
ey mukaycy C, z u y cy y rpady G — e noesanu npeko nyta C —e. [la cy n u n
v noBe3anu y G — e. Kourpaukiuja.

Heka rpana e #e npunaja nujeHoM ukiaycy rpada G u HeKa ¢y & U iy YBOPOBU
Ha KpajeBuMa rpane e. [IpermocraBumo cymporno: ['pana e auje moct rpada G na
je n rpad G — e noBe3an. Heka je P myT m3mely uBopoBa = u y y rpady G — e.
Onma e mpunaga nmukaycy P + e. Konrpaaukimja. [

Teopema 2.3.3. [loBesanu rpad je cTadiio ako U caMo aKo je CBaKa IpaHa MOCT.

Zloxas: Heka je G cradmo m e rpana tor cradmia. Ilo medbwunumuju 12 G Hema
IUKJIyce, Tla e He MOXKe IIPUIIaIATU HUjeTHOM IKIycy. IIpumenom Tteopeme 2.3.2
cJIeJA J1a je € MOCT.

[IpernocraBumo ma je G moBe3aH, agu Huje ctadgo. Ouma (G cagpKu HEKH
nukayc C. Ila mo Treopemu 2.3.2 Hujenna rpana mukiyca C' He Moxke OuTu MOCT. [

Teopema 2.3.4. [losesanu rpad ca n uBopoBa uma dap n — 1 rpamy.

/loxas: Heka je m Opoj rpana y TakBom rpady. lokaxkumo TBpheme Teopeme
yIOTPEedOM MHYKITHje IO 17

Nunykimjcka xunoreza: 3a TpeTXoAHO JiebUHUCAHO M BaxXw m > n — 1, 3a
npousBosbaH rpad G.

Baza unayknuje: Heka je m = 0. 3an > 1 rpad Huje moBe3aH, CTOTa j& OUUTTIETHO
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najen=11Ilajeum=n—1.

Kopak wungykmnumje: Heka je uHAyKImjcka XuIore3a TadHa 3a CBaKO M =
0,1,2,..., k. Joxkaxkumo 1a Baxku 3a m = k + 1. Heka je G rpad ca k + 1 rparom
7 HeKa je e mpou3BosbHA Tpana u3 G. llonrpad G — e uma k rpana u n 9BOpoBa.
[Tomenmmmo pobJsieM Ha JABa ciydaja:

1. Kaga je G — e nosesan. Ilo magyknmjckoj xumoresu k > n — 1 ma je u
k+1>n>n-—1.

2. Kagma GG — e uuje nmose3aH, OHJIa MOpa MMATH TAYHO JBe KOMIOHeHTe. Heka
OHE peJioM UMajy ki u ko TpaHa u ny u Ny aBoposa. Ilo xunore3un ky > n1—1n
ko > no—1. CabupameMm oBe Be HejeqHAINHE T00UjaMO ki + ko = ni+ng—2,
a Kako Baxu ki + ko = k u ny + ny = n, gooujace k+1>n — 1.

OBumM je mokasaHO Jia je MHAYKIHMjCKa XUoTe3a TadHa 3a m = k + 1, ma je mo
MPUHIIAIY MaTeMaTHIKe UHYKIje TeopeMa, JI0Ka3aHa. O]
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BiaokoBn

3.1 V¥YBoa y dJsiokoBe
Hedbununuja 28. Hb.iox je moBe3aH rpad Koju HEMa apTUKY/IAIMOHE IBOPOBE.

Csaku OJiok mMa dap 3 uBopa u dap je aBa-moe3aH. ['pad ca ciuke 3.1 je OJ10K,
IIPUTOM MMa CeJaM YBOPOBa U TPHU-IIOBE3aH je.

Cauka 3.1.1: [Ipumep dioka

Hedbununuja 29. Baox paga G je noarpad rpacda G Koju je d10K 1 mMma Hajpehn
Opoj rpana.

Hedbununuja 30. pa nyta P, u P, u3 G ¢y gucjynxiny y YyHYWUpawrboctiu, aKO
HeMajy HUjeJaH 3ajeTHIIKN YBOP, N3Y3€B IIPBOT U MOCJIE THHET.
Jlema 2. Caka rpana rpada G npura/ia HajBUIIE jeHOM OJIOKY.

/loxas: llpernocraBumo cynporno: Heka ce rpaHa e = xy Haja3u y BUIIE O]
jemHor 0J10Ka Mpon3BoJbHOT Irpada (. 300r ycj10Ba MaKCUMAJJIHOCTH U3 JIe(DUHUIIje

13
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Cauka 3.1.2: IltaBom dojoMm je o3HadeH 010K rpada

29, nBa OJsioka rpacda G MOry mMaTH HajBUINE jefdaH 3ajeJHUYKu 4dBop. [la Om
rpaHa e Ipunajgajia 00Ky HEOIXOJIHO je JIa U YBOP & U YBOP Y HPHUIAIA]y OJIOKY.
Kourpanukiuja jep iBa 0/10Ka He MOTY UMAaTH JiBa 3ajeun4aka yBopa. Crora cBaka
rpaHa IPUNaIa HAjBUIIE jeTHOM OJIOKY. [
[Tpumernmo ua caumu 3.1.3 ga jgema 2 He BaxK1 3a IBOPOBe.

u
Uy .4
u u
3 u, 3 V!
3 u
.S_FD L o6
u
5 u
[ ] o °

Cauka 3.1.3: YUBop u3 je apTUKY/IAIIMOHU YBOP, JIEBO je rpad, a JIeCHO IHeroBu OJIOKOBU

3.2 JIBa-moBe3aHu OJIOKOBU

Kao mTo je Beh peueno, cBakm OOk je Oap JBa-lloBe3aH, a IUKIYC je
HAajjeJHOCTaBHUJU JBa-IOBe3aH Irpad.

Hedbununuja 31. 3a garu rpad H, nyr P nasuBamo H-tnytr axo je P
HETPUBHjaJIaH U IeroBu Kpajesu cy y H 1ok je octarak myra P jnucjyakran ca H.
Axko kpajeBu H-1myra mpejcTaBibajy UCTH YBOp OHja ce H U P HasuBa gogasarbe
YUKAYCa, Y CYIPOTHOM Ce HA3UBA §0ga6atbe UYiia.

Hedbununuja 32. Whitney - Robbins cuaTe3a rpacda G u3 rpada H je Hus
rpadosa Go,G1,...,G; toe je Gy = H, G; = G, u G; je pesyarar mogaBama
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Cauka 3.2.1: Ilpumep H-aytua rpada

nukayca wian nyta Ha (1, 3a cBako ¢ = 1,2,... 1. Ako je cBako (G; pe3yarar
JloJlaBaba IyTa oHja ce HazuBa Whilney cuHTeE3a.

Cauka 3.2.2: [Ipumep koucrpykimje rpada nmomohy Whitney cunrese

Teopema 3.2.1. Heka je rpacd G ca v > 3 ;iBa-11oBe3aH aKO U CaMO aKO Cy CBaKa
JIBa 9YBOpA IOBE3aHa ca dap JBa IyTa Koja Cy JUCjyHKTHA Y YHYTPAIIHOCTH.

Joxasz: Axo cy Owmno koja mBa uBopa (G moBe3aHa ca Oap JiBa IyTa Koja
Cy JHUCjyHKTHA Yy YHYTPAIBOCTH, OHJa je oduurieano (G ToBe3aH W HeMa
aprukyianuonu usop. Crora je G 1Ba-1oBe3aH.

Obpatno, meka je G mBa-moBe3an rpad. Jlokakmmo, momohy WHIYKIHjE IO
qyzxuan myTa d(u,v) u3mely u u v, Ja cy cBaka JBa 9YBOpa U U U TOBe3aHa ca dap
JBa IIyTa KOja Cy JAUCJYHKTHA Y YHYTPAITHOCTH.

Nunyknujcka xunoresa: Heka je d(u,v) = k — 1, 3a k > 1, onja nocroje asa myTa
u3Mehy u u v Koja Cy JUCJYHKTHA y YHYTPAIIHOCTH.

Baza unnykuuje: Heka je d(u,v) = 1. Ilomro je G nBa-nioBe3an, no Teopemu 2.3.1
Takohe je dap JBa-rpaHCKHU-TIOBE3aH, I1a I'paHa Uy HHje MOCT, a o TeopeMu 2.3.2,
rpana uv TpUNaJIa IMUKIycy. duMe je J0Ka3aHo Jia MOoCcToje JBa ImyTa usdMehy u u
v KOja Cy JAUCJYHKTHA Y YHYTPAITHOCTH.

Kopak nnnyknuje: Heka cy u n v Taksu ja je d(u, v) = k > 2 1 HeKa je w IBOP KOju
IPeTXOou YBOPY v Ha ToM myry mayxkwube k. Crora je d(u,w) = k — 1, na npema
WHIYKIIMjCKOj XUIIOTE3U IIOCTOje JBa IyTa m3Mely u W w Koja Cy JUCJYHKTHA Y
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yHyTpalmocTu, Heka cy 1o P u (). Ilomro je G nBa-nosesan, G — w je moBe3aH,
na nocroju nyt P’ uamehy u u v. Heka je x mocnenmwu uBop P’ koju je Takobe y
PUQ. TakBo x mocroju jep je u € PUQ (mocroju moryhuocr u ja je z = v). Bes
rydsberba ommrroctu Heka je x € P. Onnma G uma JBa 1yTa Koja Cy JIUCjYHKTHA y
YHYTPAIIBOCTA: jeJlaH je cacTaB/beH OJf Jesa myTa P m3mehy v m x u jesna myTa
P’ wameby x u v, u apyru ox nyrta (Q u myTa usmehy w u v. [

Cauka 3.2.3: Ciuka y3 jg0Ka3 Teopeme 3.2.1

ITocaenuma 1. Ako je G naBa-moBe3san rpad, oHIA cBaka aBa 4Bopa u3 G
[IPUIAJIAJy HEKOM 3aje/ITHIYKOM ITUKIIYCY.

/loxas: Ilo Teopemn 3.2.1 cBaka JBa 4BOpa JeyKe Ha JIBA IIyTa KOja Cy JTUCjyHKTHA
y YHYTPAIIOCTH KOjU CAMHM THM YHHE NUKJyc. AHAJOHO ce JloKa3yje U 3a
CyIIPOTaH CMeEP. L]

Hedbununmuja 33. /leoda rpane e je mporec Kajia je 3aMEHUMO IIyTeM JIyKUHEe
JIBa, TOM IPUJIUKOM JI0JIajyhu HOBO TeMe.

Cauka 3.2.4: IIpumep neode rpane e

Ilocaenuma 2. G je O/JOK ako W caMO akKO cBake ae rpane (G Jiexke Ha
3a]eTHIIKOM ITUKJTYCY.



3.2. /IBa-moBe3aHUu OJIOKOBU 17

Joxas: Heka je G Oj10K 1 HeKa cy e; U ey rpane rpacda G. @opmupajmo rpad G’
J1e000M I'paHa € U €9, U HeKa Cy HOBOHACTAJIU YBOPOBU ¥7 U Vp. Ounrienno je G’
OJIOK ca Ddap 1eT YBOpOBa, YuMe je 0ap JBa-noBe3aH. Ilo mocaeauiu 1 1BopoBU vy
U Vo JIEYKe Ha 3ajeJHUIKOM IUKJIYCY, ITa U TPAHe €] U €y JIeYKe Ha 3ajeTHUIKOM
IAKJTYCY.

AKo cBake JBe rpaHe JiexKe Ha 3ajeITHIIKOM IMKJIYCYy OHJIa U CBaKa JBa YBOPA
HCTO JIexKe Ha 3ajeqHndkoM mukaycy. Camum tum m3mely mux mocroje aBa IyTa
KOja Cy OHUCjYHKTHa y YHYTPallkocTHd ma je rpad G dap aBa-moBe3aH, Ia je u
OJI0K. [

Jlema 3. Heka je rpad H mBa-moBe3san u meka je rpad G pesyarar Whitney
cunrese Ha rpady H. Onma je rpad G ucro jaBa-moBe3aH.

Zloxas: JacHo je ma 3a rpad G BaxKu j1a cBake JIBe rpame Jiexke Ha mukJiycy. Crora
je o mocyeaunu 2 rpad G O0J0K, a cBaKu OJIOK je JIBa-II0OBE3aH. 0

Teopema 3.2.2. [Teopema Whitney cunresa] I'pad G je jBa-nosesan ako u
caMo aKo je IMUKJIyC WIN MUKJIyC Ha KoMe je ompabena Whitney cunresa.

Joxas: Oauryieino je 1a je cBaku rpad KOCTPYHCAH HA OBaj HAYUH JBA-ITOBE3AH.

Hexka je rpad G mgBa-noesan, G curypHo caJp:kKu IHUKIyc, Heka je To C. Heka
je H moarpad rpacda G Tako jga nma MakcuMaJjiaH OpOj rpaHa u Ja je KOHCTPYHUCAH
Whitney cuaresom ma C. Buio koja rpana xy tako ja je xy € E(G) \ E(H) a
uBOpoBH X,y € H, du dwna H-uyt, a H je makcumasan ma To aHuje Mmoryhe. Ako je
H # G, a nomro je G moBe3aH, ocToju rpana vw Tako ga jev € G—H uw € H.
[Tomrro je G mBa-noBe3an, G —w caapxku iyt usmelhy v u H, Heka je To P. Onza je
wvP ou d6uo H-tiyt y G. Jacuo ce Buau ga H U wvP rpad koncrpyucan Whitney
cuHTe30M, a nputoMm je Behu om H. Illto je y kouTpajuknuju ca uzdopom H. [

Jlema 4. Caku mukiayc rpada G je MUKIyC HEKOT HeroBOT OJIOKA.

Zloxas: CBaku nukayc rpada G je nBa-moBe3an moarpad, CTora OH IPUTAIa HEKOM
MaKCHMAJTHOM JIBa-IIOBE3AHOM T0/irpady, mITo je 1o nedununuju 00K rpada. [

Hedbununmuja 34. Besa rpada G je IrpaHCKH cenaparop KOju HeMa HUje/laH
IPAHCKU CenapaTop Kao IIPaBU TOJICKYII.

Jlema 5. Cenehn nckasu cy eKBUBAJICHTHU:
1. I'pane e, f npumnamajy 3ajegauakom 010Ky rpada G.
2. I'pane e, f npunajajy 3ajeaaunyakom 1ukiycy rpada G.

3. I'pane e, f npunamajy 3ajeqanyakoj Be3u rpada G.
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Jloxas: (1 = 2) Heka rpane e = w01 U f = ugvy OPUNAJIAJY 3aj€HUIKOM OJIOKY.
[To Teopemu 3.2.1 mocroje dap JBa myTa w3Mehy v3 U VU, U U; U Uz, KOjA CYy
JINCJYHKTHA y YHYTPAIIOCTH, HeKa cy To peaom Pp u Py, u Ry u R;. Ako cy
HEKa O] Ta YeTUPHU IyTa UCTa, OHIa je Taj mukiayc P, e — P, — f — P. Y
CYIIPOTHOM je mukiayc P, e — Ry — f — Py.

(2 = 3) Heka cy e u f rpane nmukiayca C u Heka je T 4YBOp IpaHe € U Y
upop rpane f. IIpermocraBumo cymporno: I'pane Koje mpumnajajy nmukiaycy ce He
mory Hahm y mncrtoj Be3u. [locmarpajmo Be3y B koja pasiBaja uBopoBe x u y. bes
ryoJberma OIIITOCTH HeKa je e € B. Ilo mpernocraBiiu oH/Ia HUjeIHA JApyra I'paHa
n3 C' me moxke outu y B. [la he uBopoBu x n y yBeK OMTH MMOBE3aHU MPEKO JIEJ1a,
nyta C' — e. IIlTo je kKouTpaukinja ca jgedUHUITJOM Be3e.

(2 = 3) JupekTHO ciieaun u3 jeme 4. O

3.3 Tpu-noBezanu OJIOKOBU

Hcro kao mrTo cMo y Teopemu 3.2.2 3a1a/iu HAYUH KOHCTPYKIIHjE JIBa-IIOBE3AHOT
rpada. Tako hemo cBaku Tpu-ioBe3aH Trpad KOHCTPYHCATU CYKIIECHBHUM
JoaBameM rpaHa Ha rpad Kjy.

Op cBakor Tpu-toBe3aHor rpada G ce Moxke g00uTH Mamu rpad G koju he durn
HUCTO TPU-TIOBE3aH aKO ce KOHCTPyuIe Ha caeaehn HauuwH.

Hedbununnmuja 35. Konwparxuyuja iparne e = xy TpeACTaB/ba ClIajalbe IBOpa T U
YBOpa Y y YBOP Z TAKO Ja CBe I'paHe Koje Cy WHIMJEHTHE Ca X Cy WHIUICHTHE U
ca z, u anaJjiorto 3a y. Kourpaknuja rpate e Ha rpady G ce oznauasa G \ e.

Cauka 3.3.1: lzBpiena je KOHTpaKIAja Ha TPAHE €

Jlema 6. Heka je G Tpu-noBe3an rpad u Heka je v > 4, onga G caapKu IpaHy e
Tako Ja je G\ e uCTo TpU-IOBe3aH.

Zloxas: llpernocraBumo cymporno: Taksa rpana e e mocroju. OHa 3a CBaKy
rpany zy € G, rpad G\ xy mocroju ckym uBoposa S Tako ga je G\ xy — S
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Henosesan. [lomro rpad G\ xy Huje Tpu-nioBe3an S Mopa Jia UMa HajBUIIE JiBa
estementa. [Tomro je k(G) > 3 u KoHTpakoBaHa TpaHa Uy, u3 G\ xy je esement S,
onzma S MMa JBa ejleMeHTa (aKO OU MMao CaMo eJIEMEHT Uy, oHa ou rpad G —x —y
Ouo HemoBe3aH, mTO je KoHTpaauknuja). Heka je S = {z,v,, }, momro S pasnsaja
Heka JjiBa uBopa rpada G\ zy, ouna ckyn T = {x,y, z} unnu rpad G HemoBe3aHuM.
Csaku yBop u3 T MMa WHIMAEHTHU 9YBOP y CBakKoj KommoHeHTn rpada G — T

Cauka 3.3.2: Ciuka y3 joKa3 Jjieme 6

[Tocmarpajmo rpany zy, usop z u KommoHenty C takBy ga je |C| MUHHMAITHO,
u aBop v € C wmHNmAeHTaH YBOpy z. Ha ciaumm 3.3.2 cy rpaduwdku mpuKa3aHn
ejleMeHTH Koje ocMmarpamo. 1o npermnocrasiu rpad G\ zv HEUje Tpu-moBe3aH, ma
HOCTOjU YBOp W TaKO Ja CKyl {z,v,w} yuau G HENOBE3aHUM, U KAO U DPaHUje
CBaKM WIaH CKyma {z,v,w} MMa MHIUJIEHTHU YBOP Yy CBAKO] KOMIIOHEHTH Tpada
G —{z,v,w}.

Kaxko cy = n y unmuaentan, G —{z, v, w} uma komnonenty D tako ga DN{z,y} =
. Ceaku uBop unnuyentad ca v u3 D je yjemnou'y C (jep v € C), ma DNC # .
Onatrne ciemu jna je D nopekymn o C' (360r uzbopa D), mITO je y KOHTPaMKIH]H
ca uzdopom zxy, z u C. 0

Teopema 3.3.1. [TyroBa Teopema 1966.] I'pad G je Tpu-1i0Be3aH aKO U CAMO
ako mocroju Hu3 rpadosa Gg, Gy, G, ..., G, Tako ga:

1. G0:K4HGn:G

2. G4 cagpxku rpany xy TakBy aa je d(x),d(y) = 3 u G; = G411 \ zy 3a cBako
1< n.

Zloxas: Ako je G tpu-toBesan. Ha ocHoBy Jieme 6 oBakas Hu3 mocroju. Takobhe cy
CBU WJIAHOBU OBOT HU3a TPU-TTOBE3AHMU.

Hoxkaxkumo cajia cymporan cmep. Heka je Gy, Gy, G, . . ., G, Hu3 rpadoBa Koju
uciymaba ycjoBe teopeme. Jlokaxkumo ma ako je G; = Gy \ Ty Tpu-moBe3aH,
onja je u G, Tpu-moBe3aH 3a cBako ¢ < n. IIpermocraBumo cynporno: Heka Gy
Huje Tpu-moBe3aH. OHAA MOCTOju CKy S ca HAJBUIE JBA €IEMEHTa KOjU CaIPIKU
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YBOPOBE YHjUM yKJamameM rpad G;i; nocraje nenosesan. Heka cy C7 u Cy nse
komrioHeHTe rpada G — S. IlomTo ¢y = u y moBe3aHU MOXKEMO J1a, IPETIIOCTABIMO
ma {z,y} NV(C)) = @ (crmka gara y3 J0Ka3 Teopeme).

Cauka 3.3.3: Ciuka y3 jg0Ka3 Teopeme 3.3.1

A C; e moxe canpxkaru 0da usopa x, y. [locmarpajmo uBopose v,y 1 v y rpady
G;. tbuxoBum yknamamem rpad G; mocTtaje HEMOBE3aH, IITO je M0 AePUHUIN]I
sHaqum ja je rpad G; aBa-moBe3aH. KoHTpaaukimja. ]
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IIpumena nmoBe3zaHocTu rpadpoBa

4.1 KoHcTpyKIFja MOy3JaHNX KOMYHUKAITMOHUX
MpexKa

o cajma cMO mpuYasii O KOHCTPYKIUjU JIBA-TIOBE3aHUX U TPU-TIOBE3AHUX
rpadoBa. Anm y mpakcu ce decto cycpehemMo ca KOHCTPYKIHMjoM TI'pada
o/ m dYBOpoBa Koju je mupuroM k-moBe3aH. Hajpacnpocrpamenuju mpumep
OBaKBOI' TPOOJIEMa TPEJICTaB/ba KOHCTPYKIINja KOMYHUKAIIMOHE MpeXKe, T/ie IpaHe
IIPEJ/ICTaB/bajy KOMYHUKAIIMOHE Be3e, a YBOpoBu KopucHuke. [lomro vecto mosrazu
0 KBapOBa Yy KOMYHHUKaIITUOHUM Be€3aMa UJIM Ha KOpDUCHUIIUMaA, 61/ITHO je HallpaBUTU
CHCTEM TaKO Jia KBap y HEKUM JIeJIOBUMAa HE YI'DO3U IEJOKYITHY KOMYHUKAIIN]Y.

[ITo je Beha moBe3anoct camor rpada To je Mpexka noysganuja. Kamga ducmo
IIOCMAaTpaJIN CTadsIa, 3aKJbydyjeMo J1a Cy OHa JIOMI IIPUMED CTPYKTYPe MpexKe 3aTO
MTO cy camo jenan-niose3ana. Ca Jpyre cTpaHe ako y3MeMO HOTIYH rpad Kao
CTPYKTYPY Hallle MpeKe JaCHO je Jia Taj IpodjieM HeMaMo. AJIM BPJIO je BaXKHO Ja
ce MpU KOHCTPYKIMjU MpeXKe y3uMe y OO3Up W IeHa caMe KOMYHHKAIlMOHE Be3e,
caMUM THUM HAIl 1IW/b je Jia MpoHaheMo onTuMaJHO k TaKo Jia Hallla MpexkKa Oyle
k-noBe3ana.

Komynukaruone Bese ce y mpakcu pasJifKyjy 1o IeHun umiuieMenTaruje. Crora
ce y OBAaKBUM IIPODJIEMUMa €YEeCTO PaJU ca TeKUHCKUM rpadosuma. 3a k = 1
IIpodJIEM Ce CBO/IU Ha IIPOHAJIaYKEHhe HajMarber pasaliiiby her ctadJia MITo je pereHo
nomohy Kpyrmkamosor aaropurma. A oBaj mpodJiem 3aca i Huje perred 3a k > 1

[TocmaTpajmo 1ocedan ciydaj OBOI IpOOJEMa KaJla je TeXKUHA CBaKe I'DaHe
ncta. Taja ce oBaj mMpodJieM CBOJIM Ha IPOHAJAXKeme k-1oBe3aHor rpada ca n
YBOPOBa KOjU IIPU TOM MUMa MUHUMAJAH OPOj rpaHa.

Hedununnmja 36. Heka dyukiuja f(k, n) npeacrasiba HajMamu OpOj TpaHa TaKO
1a rpad ox n uBopoBa Oyie k-TioBe3aH.

21
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Orpannammo BpeaHOCT DyHKIHjE f:

Teopema 4.1.1. Heka je f dyuknuja nedpunucana y gedunuiuju 36, oH/1a BaKu

crneneha HejemHakoCT:

Sl = 5

Jloxas: Teopema ciean Ha ocHOBY Teopeme 2.3.1 u jemuaumue Yd(v) = 2e, e €
npejictaB/ba 0poj rpana rpada. Xd(v) = nk u Xd(v) = 2e omarie cinenu 2 > nk.
A kaxo je f(k,n) = ¢, omarie ciaenn TBpheme Teopeme. ]

NurepecanTHo je 1mo3adaBuUTH ce KOHCTPYKIHjOM T'pada Ko Kor y TBphemy
teopeme 4.1.1 Baxkm jegHAKOCT. JeslaH OJI MeTOoJia KOHCTPYKIHje OBaKBOr rpada
nao je @penk Xapapu. Taj rpad mozuar je kao XapapujeB rpad u o3HauaBa ce
Hj, ,,. Korcrpykmnuja XapapujeBor rpada mounmbe KOHCTPYKIN)OM IHKIyC Ipada
JyKWHE N 9Aju cy 9BopoBU peqoM HyMepucanu 0,1,...,n — 1.

Ciuka 4.1.1: [louerak KoHCTPYKIIje XapapujeBor rpada

CycemcrBo n3mehy aBOpoBa ¢ U j je JeTEPMUHUCAHO HUXOBOM JIUCTAHIIOM HA
IMOYeTHOM IUKJyC rpady. ledunummmo Ty IuCTaHILy Kao:

Hedbuunuuja 37. Heka cy ¢ u j meku Opojesu uz ckyma {0,1,...,n—1}.
Hedunummnmo AUCTaHILy IO MOAYJLY 71, y O3HaIu |i — j|, w3Mehy i u j Kao
man{|i — j|,n —|i — j|}.

Kouncrpyknuja Hj, , 3aBucu oj, BpegHoctu opojesa k u n. M nmocmarpamo Tpu
ciydJaja:

1. k je mapan:
Heka je k = 2r, uyBopoBu ¢ u j cy 1moBe3aHu rpaHoMm ako |i — j|, < r. Ha
couiu 4.1.2 suze ce rpacdosu Hyg u Hyg I'pad Hy, ,, nMa 70 rpaHa IPH TOM
BaXKu 1 = % CamuM THM 110 Tpad nMa £ rpama, mTo U jecre MHHHMYM IO

2
Teopemu 4.1.1.
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Cauka 4.1.2: Jleso rpad Hyg, necno rpad Hyg

2. k je HEmapHoO u n je MmapHO:
Hexka je k = 2r+1. 3a konctpykimjy oor rpada KopuctuheMo KOHCTPYKITH]Y
rpacda Hy, , u3 nena 1. Ilouehemo ca rpadom Hy, ,,, a moTom hemo My nonaru

jom I rpaHa: rpaHa ce NOBJIadu u3Mely WBOpoBa i M ¢ + § 3a CBaKO | =

2
0,1,...,5 — 1. Ila je ykynan 0poj rpana jeHak mn + 5 = W = %" Ha

cmnu 4.1.3 ce Bunu rpad Hsg xoju je godujen us rpada Hyg.

Canuka 4.1.3: I'pad Hsg nodujen us rpacda Hyg

3. k m n cy HemapHU:
Heka je kK = 2r + 1. Amajorno mperxomHoMm ciaydajy modehemo om rpada
Hs,, n nomalemo my ”T“ rpaa Ha cjgeaehm HauMH: 3a MOYETAK J10IAMO

rpany usmely aBoposa 0 u ”T_l, noroM u3mehy 0 u ”TH, a 3aTuM usmehy ¢
n i+ "TH 3a cBakKo ¢t = 1,2,..., "T_?’ Ykynan 0poj rpana y Ho,i1,, je jennax
rn + ”TH = % = [%ﬂ Ha commm 4.1.4 ce Bunu rpad Hs g nodujen us

rpada Hyg.

Kama mmamMo oBako KoHCTpyucaHu rpad OCTajo je joIl Jia JIOKAaXKeMO Jia je OH
k-tioBe3am.

Teopema 4.1.2. Xapapujes rpad Hy,, je k-mosesan.
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Cauka 4.1.4: I'pad Hs 9 nodujen us rpada Hyg

/loxas: llocmarpajMo JiBa ofBOjeHa ciiydaja: k IMapHO U k HEIapHO:

1. IlocmatrpajmMo mpBo ciy4aj k = 2r. U3 cumerpuje rpada IT0BOJBHO je

JloKa3aTh Ja ce 4Boposu () U ; HE MOT'Y OJIBOJUTH Ca Marbe Ol 27" YBOPOBA.
ITpernocrasumo cynporno: Ysoposu 0 m x; ce Mory oasojutu ca 2r — 1
YBOPOBA: Tjy, Tiny -, Liy, , TAC jJe 1 < 13 < 19 < o0 < Q] < N —
1. TIo HupuxsieoBoMm mnpuHiminy oap jeman on ckymnosa {0,1,2,....j} u
{j,j+1,...,n} caapxu najpume r — 1 ungekca. Takohe Tpeda momaru
na je paznuka m3Mehy mHjekca mama of r — 1. /IBa y3acromHa dBopa u3
HU3a Koju HacTaje Kaja ce of 0,z1,...,r; uzdane &, Tiri,... Cy CAYPHO
MOBE3aHU I'PAHOM (M3 HaYMHA Ha KOjU CMO KOHCTPYHCAJHU 0Baj Tpad Tj. 350r
i — j|n < 7). Camum TuM cy uBoposu 0 u x; noBesann. Kourpasuknuja.

. Heka je k = 2r 4+ 1. Axko mocmarpamo rpad Ho,11, Kao rpad Hy,, KoMe je

Ha CBaKU YBOP JIOJATA TI0 je/[Ha WU JiBe TPaHe (JiBe TpaHe Cy CaMo y CIIydajy
J1a je n HenapHo u To Ha uBopy 0). JacHo ce Buam J1a je Ty moBe3aHOCT 27+ 1.

]
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