
IZBORNO TAKMIQEǋE ZA IMO

REXEǋA ZADATAKA

Prvi dan

1. a) Lako proveravamo da polinomi Pk(x) = (x − 1)2k−1, k = 1, 2, . . . , 2021 zadovoǉavaju sve
uslove zadatka.
b) Ako je polinom P ∈ R[x] simetriqan, tada za svako α ∈ C \ {0}, va�i da je vixestrukost
(dozvoǉavaju�i da je ta vixestrukost jednaka nula) nule α jednaka vixestrukosti nule 1

α ,
pri qemu je broj 1 nula parne vixestrukosti. Pomenuto va�i, jer je P (α) = αnP ( 1

α ), kada je
deg(P ) = n, i lako se dokazuje primncipom matematiqke indukcije. Me�utim, va�i i obrnuto
tvr�eǌe, xto neposredno sledi iz qiǌenice da je proizvod dva simetriqna polinoma tako�e
simetriqan polinom.

Iz svega navedog zakǉuqujemo da se proizvoǉan moniqan polinom P ∈ R[x], koji nije simet-
riqan, mo�e predstaviti na jedinstven naqin kao proizvod moniqnih polinoma Ps i Pn, pri
qemu je Ps simetriqan polinom najve�eg mogu�eg stepena, a Pn polinom koji nije simetriqan.
Uz to, za polinom Pn i proizvoǉno α 6= 1, va�i da brojevi α i 1

α nisu istovremeno ǌegove nule.
Posmatrajmo tri polinoma P,Q i R, tako da su oni neki od polinoma P1, ..., P2021 i pred-

stavimo ih u obliku P = PsPn, Q = QsQn i R = RsRn. Ako postoji α ∈ C takvo da je Pn(α) = 0,
onda je najpre Pn( 1

α ) 6= 0. Kako je PQ simetriqan polinom i kako je koliqnik simetriqnih poli-
noma (ukoliko nema ostatka pri deǉeǌu) simetriqan, imamo da je Qn( 1

α ) = 0, kao i Qn(α) 6= 0.
Analogno je i Rn(

1
α ) = 0, kao i Rn(α) 6= 0. Otuda, polinom QnRn nije simetriqan, a time i

polinom QR. Kontradikcija!
Iz svega navedenog imamo da je Pn(x) = Qn(x) = Rn(x) = x − 1. Ovim smo dokazali da je,

pri navedenim uslovima, nesimetriqan umno�ak svih polinoma P1, P2, ..., P2021 jednak x − 1, te
je t(P1 · P2 · ... · P2021) ≥ 2021. Jedan primer kada se u ovoj nejednakosti posti�e znak jednakosti
su polinomi Pk(x) = (x− 1)(xk + 1), k = 1, 2, . . . , 2021.

2. Dovoǉno je dokazati da J le�i na A−Apolonijevom krugu k para taqaka (E,F ). Neka je Q
presek prave EF i simetrale unutraxǌeg ugla u temenu A trougla ABC. Tada je Q ∈ k. Va�i
da je ^EBD = ^FCD, a iz ^EDF = ^EAF = ^BDC sledi ^EDB = ^FDC. Kako je EB = FC,
to je 4EDB ∼= 4FDC. Sada je ED = FD, pa je D sredixte luka BAC, dok je M = EF ∩ DG
sredixte stranice EF . Sledi, prava AD, tj. prava AP , jer P ∈ AD, je simetrala spoǉaxǌeg
ugla u temenu A trougla ABC, pa je i P ∈ k. Stoga, dovoǉno je dokazati da je qetvorougao
AQJP tetivan.

Qetvorougao ADMQ je tetivan, pa je otuda PQ · PM = PA · PD i sliqno PA · PD = PJ · PG,
odakle sledi tetivnost qetvorougla QMGJ . Sada je ^QJP = ^QMG = 90◦ = ^PAQ, odakle
dobijamo da je i qetvorougao APJQ tetivan.

3. a) Pretpostavimo da je b belih i c crnih kuglica. Za svaki ure�en par istobojnih
kuglica, postoji jedinstveno k tako da ako pomerimo sve kuglice udesno za k mesta, prva �e
i�i u drugu. Ovo znaqi da je suma kvaliteta po svim k ∈ {1, 2, . . . , n − 1} zapravo jednaka
b(b− 1) + c(c− 1). Sada, po Dirihleovom principu, jedna ima kvalitet barem

b2 + c2 − n
n− 1

≥
(n−12 )2 + (n+1

2 )2 − n
n− 1

=
(n− 1)2

2(n− 1)
=
n− 1

2
.

b) Iz dela pod a) se vidi da �e morati da svi brojevi imaju kvalitet taqno n−1
2 . Indeksirajmo

kuglice, redom, brojevima 0, 1, . . . , n− 1. Neka je n = p prost broj oblika 4k+3. Obojimo u belo
sve kuglice koje su na pozicijama koji odgovaraju kvadratnim ostacima po modulu p, a u crno
ostale (specijalno, na poziciji 0 je bela kuglica). Kvalitet broja k je broj onih brojeva x,
takvih da brojevi x i x+k imaju iste kvadratne ostatke po modulu p. Za brojeve x = 0 i x = p−k,



kako je taqno jedan od k i −k kvadratni ostatak (jer je −1 kvadratni neostatak po modulu p),
va�i da �e taqno jedan od ǌih biti uraqunat. Sada, pretpostavimo da je x 6= p − k i x 6= 0.
Tra�ene brojeve x �emo detektovati tako xto �emo posmatrati funkciju f(x) = x+k

x = 1 + k
x

po modulu p. Potrebno je da izraqunamo za koliko tih brojeva x je ova vrednost kvadratni
ostatak, zbog multiplikativnosti Le�androvog simbola. Me�utim, 1

x daje sve ostatke, sem 0,
po modulu p, za x 6= 0, a kako smo iskǉuqili jox i x = p− k, f(x) za preostale vrednosti x �e
uzimati vrednosti 2, 3, . . . , p−1 po modulu p. Od ovih taqno je p−1

2 −1 kvadratni ostatak (jer su
taqno pola od 1, 2, . . . , p−1 kvadratni ostaci, a jox smo izbacili 1, koji svakako jeste kvadratni
ostatak). Ako dodamo jox onaj 1 od prvobitno posmatranih brojeva 0 i p − k, nalazimo da je
kvalitet od k taqno p−1

2 .
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4. Oqigledno je s(4) = 2. Za i > 2 pakovaǌa prikazana dole (levo za 2 | i, desno za 2 - i;
dajemo samo primere za i = 6 i i = 7, ali uopxteǌe je jasno) pokazuju

s(i(i+ 3)) 6 i+
3

2

(zaista, na levoj slici imamo ukupno 3(( i2 + 1)2 − 1) + ( i2 )
2 = i2 + 3i jediniqnih trouglova, a

na desnoj ukupno 3( i+1
2 )2 + (( i+3

2 )2 − 3) = i2 + 3i jediniqnih trouglova, u oba sluqaja kako je i
tra�eno).

S druge strane, kako va�i i(i + 3)
√
3
4 > (i + 1)2

√
3
4 , sledi da se i(i + 3) jediniqnih jednakos-

traniqnih trouglova ne mogu spakovati u jednakostraniqan trougao stranice maǌe od i+1, tj.
s(i(i+ 3)) > i+ 1. Dakle,
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(i+ 1) = 4 + ((n+ 1)(n+ 2)− 6) = n2 + 3n.

Ovo daje
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6 n2 + 4n+ 3 < (n+ 2)2,

xto implicira tvr�eǌe zadatka.

5. Oznaqimo P (x) = nxn+1 + (2n+ 1)xn − 3(n− 1)xn−1 − x− 3. Tada je

P (x) = (x− 1)(x+ 3)(nxn−1 + xn−2 + xn−3 + · · ·+ x+ 1) = (x− 1)(x+ 3)Q(x).

Doka�imo da va�i naredno tvr�eǌe.
Lema. 2n− 1 | (x− 1)(x+ 3) ako i samo ako 2n− 1 | Q(x).
Dokaz. Pretpostavimo prvo da 2n− 1 | (x− 1)(x+ 3). Ako 2n− 1 | x− 1, tada iz Q(1) = 2n− 1, po
Bezuovom stavu sledi 2n− 1 | Q(x). Sliqno, ako 2n− 1 | x+ 3, tada iz

4 ·Q(−3) = (4n− 1)(−3)n−1 + 1 ≡ (−3)n−1 + 1 ≡
� −3
2n− 1

�
+ 1 ≡

�
2n− 1

3

�
+ 1 = 0 (mod 2n− 1),

po Bezuovom stavu sledi 2n− 1 | Q(x).
Pretpostavimo sada da 2n − 1 | Q(x) i da 2n − 1 - x − 1. Tada je (x − 1)Q(x) = n(x − 1)xn−1 +

xn−1 − 1 ≡ 0 (mod 2n− 1). Po MFT je xn−1 ≡ 0,±1 (mod 2n− 1). Jasno x 6≡ 0 (mod 2n− 1). Ako je



xn−1 ≡ 1 (mod 2n − 1) sledi n(x − 1) ≡ 0 (mod 2n − 1), xto je kontradikcija. Dakle, xn−1 ≡ −1
(mod 2n− 1), pa iz 0 ≡ (x− 1)Q(x) ≡ −n(x− 1)− 2 (mod 2n− 1), mno�eǌem sa 2, dobijamo x ≡ −3
(mod 2n− 1), xto je trebalo dokazati. 2

Kako je P (x) beskvadratan, zakǉuqujemo da 2n − 1 - P (x), pa je po uslovu zadatka P (x) 6
3 · 5 · · · (2n− 3). Kako je po AG nejednakost i(2n− i) 6 n2, to je iz prethodnog P (x) 6 nn−2, odakle,
koriste�i P (x) > Q(x) > Q(n) > nn, dobijamo da ne postoji tra�eni broj x.

6. Neka se prave AD i BC seku u taqki E. Oznaqimo BE = a, EA = b i AB = e. Kako je
ED : DA = EC : CB = k : (1 − k), presek F dijagonala AC i BD ima baricentarske koordinate
(k : k : 1 − k) u odnosu na 4ABE. Shodno tome, taqka P koja je izogonalno spregnuta taqki F

ima�e koordinate (a
2

k : b
2

k : e2

1−k ).
Uvex�emo pravougli koordinatni sistem u kome taqke A, B i E redom imaju koordinate (−1, 0),
(1, 0) i (x, y). Tada je a2 = (x − 1)2 + y2, b2 = (x + 1)2 + y2 i e = 2. Po prethodnom, koordinate
taqke P su (xP , yP ) = [a

2

k (−1, 0) +
b2

k (1, 0) +
e2

1−k (x, y)]/[
a2

k + b2

k + e2

1−k ] =
2k

((1−k)(x2+y2)+(1+k) (
x
k , y).

U pravouglim koordinatama, uslov PA+PB6 AB√
1−k2 se (nakon kvadriraǌa) svodi na jednaqinu

elipse: k2x2P+y
2
P6

k2

1−k2 . Ovo je zaista zadovoǉeno, jer je ((1−k)(x2+y2)+(1+k))2>4(1−k2)(x2+y2),
pa je k2x2P + y2P = 4k2(x2+y2)

((1−k)(x2+y2)+(1+k))2 6 k2

1−k2 .


