N3BOPHO TAKMUYEILE 3A MO

PEIMEIHLA 3ATATARKA

IlpBu man

1. a) Jlako mposepaBamo ma mommsoMu Py (z) = (v — 1)2*~1 k = 1,2,...,2021 3amoBomaBajy cse

YCJIOBE 3aaTKA.
6) Ako je momunom P € Rlz| cumerpuuan, taga 3a csako o € C\ {0}, Basku ma je BumecTpykroCT
(mosBosmaBajyhiu na je Ta BUMIECTPYKOCT jeJHaKA HyJsa) HyJe « jeJHAKA BUIIECTPYKOCTU HyJe 5
npu deMy je Gpoj 1 mHyna mapre Bumectpykoctu. Ilomenyro Bawm, jep je P(a) = a"P(1), rana je
deg(P) = n, n nako ce mOKa3yje NPUMHIMIOM MaTeMaTuduke nEAykimje. Mebhyrtum, Baxu u oGpHYyTO
TBpheme, mITO HEMOCPEOHO Cllequ W3 YMILEHUIE Na je IPOU3BOJ ABa CUMETPUUYHA IOJMHOMa TakoDhe
CUMETPUYAH MOJIUHOM.

N3 cBera maBenoOr 3aK/bydyjeMO na Ce MPOM3BOJLAaH MOHMYAH moaunHoM P € R[z], koju muje cumer-
pUYaH, MOXKe MPEICTABUATU HA jeIUHCTBEH HAUMH KaO IPOM3BOJ MOHMYHUX mosuHoma Ps u P,, mpu
uyeMy je Ps; cumerpuuan nosuaoMm HajBeher moryher cremena, a P, mOJMHOM KOjU HUje CUMETPUYAH.
Y3 1o, 3a mosuaoM P, m npou3BosHO v # 1, Basku na 6GpojeBu o u é HUCY UCTOBPEMEHO H-EroBe HyJIe.

[Tocmarpajmo tpu monmuoma P,Q) u R, Tako ma cy oHu Heku on mosmHOMa P, ..., Psyo1 u mpen-
craBuMoO ux y obunuky P = PP, Q = QsQ, u R = R;R,. Ako nocroju « € C rakso na je P,(a) =0,
OHJZA je Hajupe Pn(é) # 0. Kako je PQ) cuMeTpuvaH MOIUHOM U KAKO j€ KOJUYHUK CUMETPUYHUX HOJI-
HOMa (YKOJIMKO HEMa OCTATKA IPU NeJbely) CUMETPUYAH, UMaMO Aa je Qn(é) =0, kao u Q,(a) # 0.
Amnanorso je u R,(%) = 0, kao u R,(a) # 0. Oryna, mommuom QnR, Huje cuMeTpwdaH, a TuMe 1
nosnuaoM QR. Kourpanukmuja!

N3 ceera maBenenor mmamo na je P,(z) = Qn(z) = R,(xz) = x — 1. OBuM cMO OOKa3anu na je,
npU HABEAECHUM YCJIOBUMA, HECUMETPUUYAH YMHOKAK CBUX MOAUHOMA Pi, Po, ..., Pogo1 jemuark x — 1, Te
je t(Py - Py - ...- Pyo1) > 2021. Jeman mpumMep Kaja ce y OBOj HejeIHAKOCTHU IMOCTWKE 3HAK j€THAKOCTU

cy nomuuomu Py (z) = (z — 1)(zF + 1), k=1,2,...,2021.

2. JloBoumHO je mokasatu na J aesxu wa A—Anononujesom kpyry k mapa tauaka (E, F). Heka je Q
npecek npase EF u cumerpasie yHyTpammer yriaa y temeny A tpoyrima ABC. Tana je Q € k. Baxkn
na je <EBD = <FCD, a uz <EDF = <FAF = <BDC canemu <EDB = <FDC. Kako je EB = FC,
to je AEDB =2 AFDC. Cana je ED = FD, na je D cpemumire nyka BAC, mok je M = EF N DG
cpenumre crpanune EF. Cunemu, npasa AD, tj. npasa AP, jep P € AD, je cumeTpaJia CIOJLAIIHET
yrna y temeny A tpoyraa ABC, ma je u P € k. Crora, DJOBOJJHO je ZOKA3aTU & je 4eTBOPOYTrao
AQJP TetuBaH.

Yersopoyrao ADMQ je reruBan, na je oryna PQ-PM = PA-PD u cauuno PA-PD = PJ - PG,
oJaKJe ciaeau TeTUBHOCT uverBopoyria QMGJ. Cama je <QJP = <QMG = 90° = <PAQ, onarie
nobujamo na je m yerBopoyrao APJ(Q) TeruBaH.

3. a) IIpernocraBumo nma je b Gesux u ¢ UpHUX Kyrauna. 3a cBaku ypeben map mcrobojHmx
KyTJUIla, MOCTOJU jeIUHCTBEHO kK TaKO Aa aKO MOMEPUMO CBe KyIJIWIe yAeCHO 3a k mecra, mpBa he
vhu y mpyry. Oso 3maum na je cyma kBasurera mo csuM k € {1,2,...,n — 1} 3ampaso jennaka
b(b—1)+c(c—1). Cana, no JIupuxiaeoBoM IPUHIUIY, jeIHA UM KBAJIUTET DapeM

b2+02—n>("771)2+("7+1)2—n n—1)?% n-1

n—1 2(n —1) 2

n—1

6) U3 mena mox a) ce Buau na he Mopartu ma cBU GPOjeBU UMA]y KBAJIUTET TAYHO "Tfl WNunexcupajmo
Kyraune, penom, opojesuma 0,1,...,n—1. Hera je n = p mpoct 6poj obaura 4k + 3. O6ojumo y Geso
CBe KyIJuIle KOje Cy Ha IO3WIOMjaMa KOju OATOBAPAajy KBAJAPATHAM OCTAIMMAa IO MOAYIY P, & y IPHO
ocrase (cmenmjanno, Ha nosumuju 0 je Gesna kyruuna). Ksaawurer Gpoja k je 6poj onux 6pojesa x,

TakBUX Aa OpojeBu T u r+k uMajy ucte KBaapaTHE OCTATKE IO MOILYIy p. 3a 6pojeBe x =0 u z = p—k,



Kako je TauHo jeman on k u —k kBamparHu octaTtak (jep je —1 KBAAPATHM HEOCTATAK MO MOILYILY D),
BayKU Oa he TayHo jemaH on mux outwm ypauyHar. Camna, mpeTmocTaBuMo na je x # p —k u x # 0.
Tpaskene 6pojeBe x hieMo merekToBaTM TAako WTO Nemo mocMmarparu (yuruujy f(z) = ZT'H“ =1+ g
no momyay p. IlorpebmHo je ma m3padyHaMmMo 3a KOJUKO THUX OpojeBa X je oBa BPEOHOCT KBaIpPATHU
ocTaTak, 30or myatunaukatuBHocTU Jlexxamaposor cumbomna. MebyruwM, % naje cBe ocrarke, cem 0,
o MOAYJNY P, 3a & # 0, a Kako cMO MCKIbyuwnn jom u & = p — k, f(z) 3a mpeocrasne Bpeanoctu = he
y3umaru Bpenaoctu 2,3, ...,p—1 mo monymny p. Onx oBux TavHo je % —1 gBagparuu ocrarak (jep cy
TavyHo moJsia on 1,2, ...,p—1 KBagpaTHU ocTaIlM, a jorr cMo u3bammian 1, KOju CBAKAKO jecTe KBaApaTHU
ocrarak). Ako momamo jom oHaj 1 ox npBoburHO mocMarpanux 6pojesa 0 u p — k, HamaszuMo na je

1
KBaJIUTET on k TadyHO pT.
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Ipyru nan

4. Ounrnenso je s(4) = 2. 3a i > 2 nakoBama npukasasna goue (j1eso 3a 2 | 4, mecHo 3a 2 1 i;
[ajeMo caMo mpuMepe 3a ¢ =6 1 ¢ = 7, aju YOUIITEeHEe je jJaCHO) IOKa3yjy

3
s(i(i+3) <i+ 3
(zaucta, Ha neBoj cimmu umamo yrymuo 3((% +1)2 — 1) + (£)? = ® + 3i jeaunnunux Tpoyriosa, a
Ha necHO] ykymHo 3(“E1)? + ((%)2 —3) = i + 3i jemuHEUUHUX TPOYTJIOBa, y 06a ciaydaja Kako je u
TPAKEHO).

C mpyre crpane, Kako Baxku (i + 3)? > (i + 1)2§, caemm na ce i(i+ 3) jeAMHUYHUX jeTqHaKOC-

TPAHUYHUX TPOYTJIOBA HE MOTY CIAKOBATU Y jeIHAKOCTPAHWYAH TPOYTAO CTPAHMIE Mame on i+ 1, Tj.
s(i(i+3)) =i+ 1. Hakie,

n

2§s(i(z’+3))=4+2Zs(i(i+3))<4+2<éi+3(”2—1)> (4 dn—5) = n® 4 dn— 1

=2

n n

2> s(i(i+3)) 2 4+2) (i+1) =4+ ((n+1)(n+2) - 6) =n’ + 3n.
i=1 =2
OsBo maje

(n+1)2 <n®+3n+4<4+ {223(@'(2’—&—3))-‘ <n?4dn+3 < (n+2)%

=1

wTo uMIIuIupa TBpheme 3amaTka.
5. Osmaunmvo P(x) = nz"t1 4+ (2n+ 1)2" — 3(n — 1)z"! — 2z — 3. Tana je
Plx)=(z—1)(z+3)(nz" " +2" 2 +2" 3+ v +1)=(z—1)(z+3)Q(z).

JloKasKMMO Ia Basku HAPEIHO TBPDheme.
Jdema. 2n— 1| (x — 1)(x + 3) aro u camo axo 2n — 1| Q(z).

Hoxas. IIpernocrasumo npso xa 2n — 1| (z — 1)(x +3). Axko 2n— 1|z — 1, Tana n3 Q(1) =2n — 1, o
Besyosoum craBy caenu 2n — 1| Q(x). Canuno, ako 2n — 1 | z + 3, tana u3

-3 o — 1
4-Q(=3)=An—-1)(=3)" 1 +1=(-3)"t+1= (an 1) +1= < n3 ) +1=0 (mod2n—1),
no Besyosom craBy caenu 2n — 1| Q(x).
[Ipernoctasumo caxa 1a 2n — 1 | Q(x) mw ma 2n — 112 — 1. Tazma je (x — 1)Q(x) = n(z — 1)a" "1 +
2" 1 —1=0 (mod 2n —1). ITo M®T je 2" ! =0,+1 (mod 2n —1). Jacro z Z 0 (mod 2n —1). Axo je



2"t =1 (mod 2n — 1) caemu n(z — 1) = 0 (mod 2n — 1), mTo je ronTpamurmmja. Harme, 2" ! = —1
(mod 2n — 1), mauz 0= (x — 1)Q(z) = —n(z — 1) — 2 (mod 2n — 1), mHOKEWHEM ca 2, nobujamo & = —3
(mod 2n — 1), mwro je Tpebano noka3aTu. O

Kako je P(x) GeckBamparan, 3akmyuyjemo ma 2n — 14 P(x), na je mo ycaoBy 3amatka P(z) <
3-5---(2n—3). Kako je mo AT mejemnaroct i(2n —i) < n?, To je m3 mperxomuor P(x) < n"~2, omakie,
kopucrehu P(z) > Q(z) > Q(n) > n", nobujamMo ga He IOCTOjU TPaKEHU OpPOj T.

6. Heka ce nmpaBe AD u BC ceky y taukn E. Osumauumo BE = a, FA = b u AB = e. Kaxko je
ED:DA=EC:CB=k:(1-k), upecek F mujaronana AC u BD uma GapuieHTapCKe KOODIAHATE
(k:k:1—k)y omaocy na AABE. Cxomuo tome, Tauka P koja je M30roHasHo cruperayrta Tauknd F
nvalie koopauHare (% : % : 1e_2k)

YBemtieMo mpaBoyriu KOOpIUHATHU cucTeM y kome tauke A, B u F penom umajy roopmunare (—1,0),

(1,0) u (z,y). Tana je a®> = (x —1)2 + 3>, b*> = (x +1)2 + y? u e = 2. [lo mpeTXoaHOM, KOOpIUHATE
2 2 2 2 2 2

tauke P cy (zp,yp) = [a?(_la 0) + %(17 0) + 1677;@(3573/)}/[% + % + ﬁ} = ((17k)(zzi];2)+(1+k) (%71‘/)

Y mpaBoyryiuM KoopauHaTaMma, ycios PA+ PB < % ce (HAKOH KBaApUpama) CBOIM HA jeIHAUNHY

esuIce: k%x%—i—y%é%. Oso je 3aucta 3an0Bomeno, jep je ((1—k)(z2+y%)+(1+k))*>4(1—k?) (2% +y?),

. 19 9 2 4k2 (z%+y?) k2
Ia je k Tp + Yp = (=R @2+ )+ (1+k))2 < 1_k2 -




