MuHncrapcTBO HpoCBeTe, HAyKe M TEXHOJIOMIKOr pa3Boja PemyoGuauke CpoOuje
Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

OIIIMITUHCKO TAKMUUEILE Y13 MATEMATUKE
05.02.2022.

IlpBu pa3pem — A kareropuja

Ha npasoj AB wuzabpamno je 2021 Tauaka, Tako ma HUjeqHA O BUX He mpumnana mnysxku AB.
ITlokazaTu na 30up pacTojama TUX Tadaka ol Tauke A He MO:ke OUTHU jenHAK 30Upy pacTojama
TUX Tavaka ol Tauke B.

Y ckymy peaJiHUX OpojeBa PEIIUTHU jeTHAUNHY

letyl _ _lel oyl
L+jzdyl 14z 14|y

Onpemutu cBe mpocte 6pojese p u ¢, Takse ma je (p° + 1)? kBagpaT mpupoaHOT Gpoja.

Heka cy f(x) u g(z) nuueapue ¢pynrumumje takse na rpadur ¢yarmuje f(g(z)) canpxu taury
(2021, 2022), rpadur dpyurmuje g(f(z)) canpsxkum Tauky (2022,2021) u saskn f(g(x)) — g(f(z)) =2
3a cBako x € R. Onpennru f(2021) — g(2022).

Y ANABC je a = BC, b= CA, c = AB, r nonyupeunuk, a S nearap ynucasHor kpyra. Heka cy
D u F npecenu cuMerpaJia YHYyTPaIImbUX yriaoBa Kox TemeHa A m B, pemom, ca mpaBoM Koja
canpsxku cpenumra crpanuna BC u C'A tor tpoyraa. Oapenutu nopmuny tpoyriaa SDE.

Bpewme 3a pan 180 MmunyTa.
Pemema 3amaTaka meramHO 0OpPA3IIOKATH.
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Y ckymy peaJiHUX OpoOjeBa PEIUTHU jeTHAUNHY
1 1
rT=/T——+14/1——.
x T

Y tpoyray ABC yrao ron temena A jemmak je 90°, a yrao kox temena C jemuak je 70°. Hera
je P tauka ny:xku AB TtakBa ma je <ACP = 30°, a (Q Tauka nysxku AC TtakBa na je <CPQ = 20°.
IokasaTu na je mpaBa BQ cumerpadsia yriaa kon temena B tpoyraa ABC.

Opnpenutu cBe mpuUpoHEe OpOjeBe M W N TaKBE 1a BaKU

m2()22 +9= nmfll

Heka cy a u b peanuu 6pojesu. Ilokasatu ma GapeMm jenHa o jeqHAYUHA
22 +2ax+b=0, azx’+22x+1=0, bz>+2x+a=0,

“Ma pellerha y CKYIy peaJsHux Opojesa.

Opnpemutu cBe mpupomHe OpojeBe n > 3 3a KOje MOCTOJU 3aTBOPEHA M3JIOMJLEHA JIMHUja KOja
ce cacToju O M AY:KM, TAKO Oa Ce CBaKe OBe Oy:KU CEKy WM TaKO & Cy CBAaKa TPU TEMEHa Te
M3JI0MIbEHE JuHUje HexoauHeapHa. ([lBe mysku ce ceky ako uMajy Makap jeJHy 3ajelHUYKY
TaUKy; TA TAYKa MOKEe OUTU U KPajba Tadka LyiKU.)

Bpewme 3a pan 180 MmunyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0O0Pa3IOKUTH.
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Tpehu paspen — A kareropuja

Oppenutu cBe mpuponae 6pojeBe n = 3 3a Koje je moryhe momennTu CKyn

{21-1,31—1,...,nl =1}

Ha OBa IIOACKYIla, TaKO Oa CY 36I/IpOBI/I eJIeMeHaTa y Ta ABa IIOACKYIIa jeﬂHaI{I/I.

Axo cy m,n HemapHu NpupoaHKU OpPOjeBU, NOKA3ATHU N4 PELIeHa jeIHadnHe

224+ 2mr+2n=0

HUCY PAIMOHAJHU OPOjeBU.

Y ckymy peaJsHUX OpOjeBa PEmIUTU CUCTEM jeAHAYUUHA

T + 212 + 31‘3 + ...+ 202112021
X9 + 2x3 4+ 3x4 + ... 4+ 2021x929
Togoe + 2x1 + 3ma + ... + 2021z9999

+ 2022%2022 = ].,
+ 202214 = 2
+ 20221’2021 = 2022.

Hera je ABC omtTpoyrau Tpoyrao, 4nju je meHTap ynucaHor kpyra S, a oprouentap H. Heka
cy D, E,F nonupue taurke ynucanor kpyra ca BC,CA, AB, pemnom, a Y cpemumre ayka BC
rojeM mpumagna tauka H omucanor kpyra tpoyria BCH. Heka ce mopmana m3 B wa DE un
mopmatsia u3 C va F'D cery y tauku X. Iokazaru na je XY | EF.

Hera je S koHauaH CKyn HO3UTUBHUX peajHUX OpojeBa unju je 36up s. Emement r € S vasusa ce
pasdsajay ako ce cryn S\ {r} moske momenntn ma nBa ckyna Au B (AN B=0, AU B=S\{r}),

. S .
TAKO 1a je 30up cBux enemenara y 6wmio kom on A u B me Behu on 3 IoxkazaTu na je 36up

. S
CBUX pa3dBajavda HE MalbUu O 5 .

Bpewme 3a pan 180 MunyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OPa3IIOKUTH.
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YerBpTH paspen — A kareropuja

Hera je ABC'D ueTBOpOyrao ca mpaBudM yIJIOM KOI TeMeHa B u omrpum yriom ko teMena D.
Heka je M cpemumre nysxu AB, a E npeceuna tauka HopMmaJe Ha AB y tauku A u HOpMaJie HA
AD y tauku M. Axo je F mpeceuna tauka npasux FEC u MD u ako je npasa MC mopMmaaHa
wa npaBy BD, norkazartu na je <BFA=<FEMC.

Komuko mma Tpojin (a, b, ¢) peaqaux 6pojesa, TakBux Aa KBaapartHa ¢yEEnuja f(r) = ax’+br+c
3azmoBomasa f(a) = 2abc u f(b) = f(c) = abc?

Bpoj n mobujen je muoxkemem 6poja 2022 u npupoaHor Opoja YKMju AeKaTHU 3AMUC CALPKA CaMO
mudpe 0 u 2. Oppenuru Koje mudpe y MEKATHOM 3aMUCy MOXKE MMaTU OPOj n.

Opnpenutu cBe mpUpoIHEe OpojeBe N TakBe a BaKU

10gn+1(n2 + 3”) + 1Og3n(n2 - 6) = 1Og2(nfl) (n3 + 9)

Y paBHU ce HaJa3u CKyn T, Koju ce cactoju on 25 rauaka, mehy kojuma cy A u B, A # B, tako
Ia HUKOje Tpu Tauke m3 ¥ Hucy xkonmHeapHe. Hexka je ® cryn myskum xoju 3amoBosbaBa cienehe:
—Kpajle TauyKe CBake OyKU M3 D Cy HEKe IBe PA3JIMUUTE Tadke u3 %;
—cBaka Tauka u3 ¥ paszauuuta on A u B je kpajma Tauyka HajBUIIE OBE IY:KU U3 D;

—3a CBakKe OBE TAaYKe W3 T MOCTOjU M3JIOMJbEHA JIMHUja CACTABJHEHA O HY:KU M3 %) Koja UX
moBe3yje;

—yKymaH OpOj TPOYIJIOBa KOju ce MOKe (popMupaTu Oon Ay:KU 13 D jenHak je 9;

—yKymaH Opoj 3aTBOPEHUX M3JIOMJFEHUX JIMHUja KOje ce cacTtoje on 4 myxxu u3 2 jemHax je 9.

(a) Horazaru ma ckymy ® npunana IOy 4duje cy Kpajime tauke A u B.

(6) Ompenutu Gpoj Tauaka u3 T Koje Cy cmojeHe u ca TaykoM A u ca TadykoM B nyskuMa u3
ckyma 9.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meramHO 0OpPA3ITOKATH.
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Ha 3abaBy je mozsano 60 mymu. Ouekyje ce ma onsus roctujy 6yne 75%. Kysap je perao na my
je morpebHO 5 KmiIorpama OpamHa Kako O6u mpunpeMuo kudie mace 120 rpama, Tako na CBaKU
roct koju nobe Ha 3abaBy mobOuje mo nBe rudie. MeDyTum, KyBapy je IpeIIKOM HCIOPYYEH
KmJiorpaM OpalHa Mame, Te€ je Pelro Ia Macy cBake kudie cmamu 3a tpehuny. Konuko mocto
Moske Outu HajBehwm om3uB rocrtujy, ma O6u cBako qo6mo 1o aBe kudie?

Y meroMm rpany je ybujen m3zBecuu arporacar Iloxkapesuh. Ilomumuja je yxamcuma Tpojurry
CyMBUBMX Jbyau: npodecopa Anrebpulia, nporpamepa Asnropurmuha un nexkapa AxmomoBuha.
Cymuja je 3uao na je jeman on mux ybuna. Ha cacaymamy cy usjaBuau ciaenpehe:

(1) Anrebpuh: ,,Hucam youna. Hurana panuje aucam suneo Anropurmubia. Iloszmasao cam
nokojuor Iloxkapesuha.”

(2) Aaropurmuh: ,Hucam y6uma. Ca AnreGpuhem m AmnososulieM cam yecto urpao
mokep. Asnrebpuh Huje ybuna.”

(3) Amnonosuh: ,,Hucam y6una. AnreGpuli He roBopu UCTHUHY Kala KasKke Ia HUKALA HUje
Buneo Anropurmuha. AnreGpuhl muje mosmasao yoOujenor.”

YKOJNKO je CBaKO O HUX Na0 ABe UCTUHUTE U jeIHY HEUCTUHUTY U3jaBy, OTKPHUjTE KO je
ybura.

Hera cy AA;, BBy u CCy rexxumue nysxku, a T rexumre tpoyria ABC. Heka je Taura M
cpenumre nysxku T A, a tauka N cpemumre nyskm 1T'Bi. Axo je mospummua tpoyraa ABC
jennaka P, onpenutu nmoBpmuny Tpoyria MNC;.

Y ckymy peaJsiHUX OpOjeBa PEHIUTU CUCTEM jeIHAYUMHA

T +2022y = 2022,
||z = [y]] L.

Onpenuru cBe mpuponse 6pojese a,b, ¢ 3a koje Basku ab = 2022 u a + b = 3.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meramHO 0OpPA3IIOKUATH.
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Konuko uma naposa nenux 6pojesa (m,n) 3a Koje Bayku

m2<n<m+6?

Koauko uma pasauauTux peajHux 0pojeBa T 3a koje je 6poj v/ 2022 — /x npuponan?

IoraszaTu ma He mMOCTOje HEmapHU Ieau OPOjeBU T, Yy, 2 3a Koje je

(T+y)?+(z+2)°=(y+2)>

Y rtpoyray ABC je <ABC = 50° u <BAC = 70°. Cumerpana yraa kox temeHa A ceue
onucanu kpyr tpoyria ABC y tauku D. OmpeanTu BeJUYMHE YHYTPAUIBUX YIJIOBA UYETBO-
poyraa ABDC.

Oppenutu Opoj pemema jeaHAYNHE
2 2 2 2
T] + 1T + 15 + Tox3z + X3 + ...+ T2021T2022 + Tog0 =

y CKyIy nesux Opojesa.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meramHO 00pPA3IIOKUATH.
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Axo cy a,b, ¢ peanau 6pojeBu, Tako ga je a+b+c =0 u a* +b* 4+ ¢* = 50, onpemurnu ab+ be+ ca.
OnpenuTu cBa peaJiHa pelliemha jeaHaunHe 92" _3.92" '+1 +8=0.

Crpane romke, uynja je crpanuna aysxkuae 2022, cy obojene upsenoMm 6ojom. Hakor Tora je
KOIIKa pa3pe3aHa Ha KOIKe Juhje Cy CTPaHUIE Oy:KUHE 2, a HeobojeHe cTpaHe MOOMjeHUX KOIKU
cy obojene 6esom Gojom. OxppeauTu OAHOC MOBPIIXHA 00OjeHMX HPBEHOM U GesoM GOojoM.

Y tpoyray ABC yrao ron temena A jemmak je 90°, a yrao kox temena C jemuak je 70°. Hera
je P raura mysxu AB, takBa ma je <ACP = 30°, a  tauka nyxku AC taksa na je <CPQ = 20°.
IHokrasatu na je mpaBa B(Q cumerpadsia yriaa kon temena B tpoyraa ABC.

Oxpenutu cBe nesne 6pojese n takse ga je 6poj (n+ 1)(n + 2021)(n + 2022) + 4041 npocr.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meramHO 0OpPA3IIOKUATH.
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I[Ipeu unanm apurmerwuror Hum3a je 24. Ogppemmrm 2022. wiaH TOr HM3a, aKO OPBU, HMETU U
jemaHaecTy 4jJaH UCTOr HU3a MPENCTaBJhajy TPU Y3aCTOIHA UJaHA F€OMETPUjCKOT HU3A.

Axo je
42! = 1405006ab7752879898543142606244511569936384000000000,

oxpenuTu Hemo3Hare nuudpe a u b.

Oapenuru cBe a € R, Takse ma Cy CBU KOPEHU HOIUHOMA
p(z) = 2% — 162° + ax* + bx® + ca® + dx + 36

IpUPOIHU OpPOjeBU.

Y 3aBucuocTtu on a € R pemuTtu cucrem

asin?z + sin’y + sin?z = 1,
cos’xz  + acos? Yy + cos?z = 2,
cos2x 4+ cos2y + acos2z = —2a°+a-+2.

Ieroyrao ABCDE ymucau je y kpyr. Ako je AB=CD =1, BC = DE = /2 u <ACE = 30°,
onpenuTu ny:KuHY nyEku FA.

Bpewme 3a pan 180 MmunyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0O0PA3IOKUTU.



Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

PEIMTEIHA 3AJATARKA OIIIIITMHCKOT' TAKMWYEIHLA I3 MATEMATUWERE

IlpBu pa3penm — A kareropuja

Heka cy youene tauke X1,...,Xo021. Karo X; me npumana AB, ciemu |X;A — X;B| = AB 3a
2021

ceako 1 < ¢ < 2021. Axo je X1A+...+X0021A = X1 B+...4+ X021 B, onma je > (X1A—X;B) =0,
i=1

a IO IPEeTXOAHOM CBakKM cabupak y mperxomHoj cymu jemnHak unu AB uau —AB. Ilocaemme je

memoryhe, nmomro je AB # (0, a HaBemeHa CyMa Ce CACTOjU O] HemapHOT Opoja cabupaxa.

Axo je f:[0,00) = R, f(z) = ;5 =1~ a:+r17 ouna je f crporo pacryha. 3a a,b > 0 Baskn

fla+bd) = 111‘_?_}) =Tt 1+Z+b <t ILJ,-b = f(a)+ f(b) u upuTOM Ce jemHAKOCT HOCTUKE AKO
: +

n canio axo je ab= 0. Caemn t2H — f(le +yl) < f(lal +Iyl) < f(lal) + F(yl) = 125 + Lol u

IPUTOM C€ jeIHAKOCT NOCTIKE aKo U caMo ako je |z +y| = |z| + |y| u |zy| = 0, onHOCHO ako u

caMo akKo je mMakap jemaH on OpojeBa x u y jemuak 0. /lakie, cKyn penierha HaBeIEHE jeTHAYUNHE
je {(z,y) eR? |2 =0Vy =0} (Tanmrenra, M1712).

Axo je ¢ = 2, pememe je cBaku npoct 6poj p. Ako je q¢ # 2, ouna je ¢ = 2k + 1 3a mero k € N,
omuocuo (p?+1)? = (p3+1)%¢.(p>+1), ma je p*>+ 1 kBagpaT npupomor 6poja. Axo je p3+1 =n?,
caemu p® = (n—1)(n+1), a karko je pmpoctm 0 <n—1<n+1,Mmopabutun—1=1,n+1=p3
um n—1=p, n+1=p? ¥Y opsom cayuajy je n =2 u p> = 3, mTO He TOBOAM IO PENICIA, & Y
apyrom p? = p + 2, omakne je p = —1 (mTo je memoryhe) umm p = 2.

Ilakne, HaBenenu 6poj je KBaapaT npupoaHor 6poja 3a mapose obiuka (2,¢), rae je ¢ mpoct
6poj u (p,2), rue je p upoct GPOJ.

Kako je kommosunuja auHeapHux (yHKIUja Takobhe nuneapHa ¢yuruuja, to je f(g(z)) = ax+
u g(f(x)) = vx + 9, 3a mHere a,f(,7,0 € R. Kako rpadpur ¢pynrmuje f(g(x)) canpxu taury
(2021,2022) cnenn 2021 + 8 = 2022, rako rpadur ¢pyuxuuje g(f(x)) canpsu raury (2022,2021)
caemu 2022y 4 0 = 2021, a u3 ycaosa f(g(x)) —g(f(z)) =2 cnemn (a —y)z+LB—95 =2, 1j. a =,
B—0=2. Cretu a=v=0F=1, 5 =-1, omuocuo f(g(z))=z+1, g(f(z)) =z —1.

Heka je f(z) = ax + b, g(x) = cx +d, a,b,c,d € R. Onma je f(g(z)) = alcx +d)+b =
acc+ad+b=z+1ng(f(z)) =cax+cb+d=2x—-1,majeac=1,ad+b=1, cb+d=—-1. Cnean
—a=acb+ad=b+ad=1,nmajea=c=—-1, ub—d=1. Harue, san f(2021) = —2021 + b,
9(2022) = —2022 + d, omakie je f(2021) —g(2022) =1+b—d=2.

a+;>-|rc7 he BucuHaA KOja omroBapa crpaHuiu ¢, a P mospmwmua AABC. Omna je
P=rsuP = che ma je ﬁ — ﬁ _ a+l?+c
h 2 T c c

r < %, omHOCHO Tauka S ce Hamaszu mameby mpasux AB u DE. Kaxo je DE | AB, cnenu

na je AABS ~ ADES, a kako je S usmeby npasux DFE u AB, BucuHe OBUX TPOYIJIOBa KOje

Heka je s =

> 2, Ha OCHOBY HejeJHAKOCTU TPOYTJIa, Tj. BaKU

he —_r
omrosapajy Tauku S cy jemmake % —r u r, penom. Ciemu P(ASDE) = (7T )2 -P(AABS) =

2
(ho—2r)2 Ler c(ho—2r)2 (he—27)c che 2P 2r(s—c)

a2 QZT.HaKOJeT:W C:W—C:S—C,CﬂeﬂHhC—QT:T,Ha

je P(ASDE) = =<

Komenmap. 3apan kKoMOakTUGUKALMjE 3aMKCa, Y TPETXOAHOM PEIIeny je KOpPUIIheHa CIAUYHOCT,
mTo Huje 6wmio Heonxomuo. Ha mpumep, ykonuko cy A; u By cpemumra crpanuna BC u CA,
penom, ouma cy ABAE u ADB1A jennakokpaku, ma ysumajyhu y o03up pacrnopen Tadaka,
cnemu DE = BAlJrAgl*AlBl = ‘”S’C = s — ¢, omakiue je P(ASDE) = (S*C)(ilc%r) _ T(SQ*CC)Q.
W3 uctux pasznora je pememe U3PaskeHo MoMONy 7, mako TO HUje HeonxnaHo (y NPOU3BOJLHOM

(s—a)(s=b)(s—c) )

S

TPOYTJIY BaXKU T =
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Ipyru pa3spen — A kareropuja

Mopa 6uru % >0u qu > 0, ogaocHo = € [—1,0)U[l,00) m & € (—00,0)U[l,00), Tj. = €
[-1,0)U[l,00). Kaxro je \/:E — % + \/1 f% > 0, jenHauuHA HEMa HETaTUBHUX DeIlema, ma je

IOBOJLHO mocMaTpaTu & € [1,00). 3a ¢ € [1,00) jenHaunHa je €eKBUBAJEHTHA Ca

?=x-142 xlﬂ-%—i—l—%:x—i—l—%—i—%- (x —1)2(x 4+ 1), onnocHo ca

2/ (z— 12z +1) =22~z +2=(z—1)*(x+1)+1,

1j. ca (/(z—1)%(z+1) - 1)2 =0. Caemu (x — 1)*(x + 1) = 1, omnocro z(z?> —z — 1) =0, na

Kako je x € [1,00), jeAnHO pelene jenHAUUHE je & = 1*—2‘/3 .

Uz AABC je % =sin70°. Bamu <PQA = <QPC + <PCQ = 50°, na n3 AAPQ cienn

1‘2_8 = cosb0° = sin40°. HpMMeHOM CUHYyCHE ¢
teopeme v AQPC cremn 8—5 = % =
0 ma e ¢
AQ B AQ PQ _ . in 30°
56 = 76 o =sind0° - 2a A
= 25in20°c0820° - 5toos
= ¢0s20° =sin70° = % . o) 22-2A2
nm—22—

Haxrne, Baku % = % , mTo 3Hauu na je BQ cumerpana <ABC.

Axo je m memapan, cirema na cy m2922 u n™~! nmormyHn KBazpaTH Koju ce PasNMKYyjy 3a 2, mMTO

je memoryhe. Axo je m mapan, onma je m?°?24+2 =2 (mod 4), ma je u n™ ! =2 (mod 4). Cremn
na 2 | n, ma mopa 6uty m — 1 < 1, omakie je m =2 u n = 22022 1 2,

Axo je b =0, Tpeha jemnauuna je 2r + a = 0 u uma peasnno pememe ¥ = —g5 . Ao je b# 0 u
a =0, gpyra jemnauuna je 2bx + 1 = 0 u uMa peasHO pelleme T = —2%) .

Axo jea # 0u b # 0, HaBeneHe jenHavunHe Cy KBagpaTHe. AKO HUjeIHA O BUX HEMA PEAJHUX
pelnena, BUXOBE TUCKPUMUHAHTE Cy HETATUBHE, Tj. Baxn 4a? —4b < 0, 4b% —4a < 0, 4 — 4ab < 0,
omaocHO b > a?, a > b%, ab > 1. U3z a > b®> u b > a? cnemu a,b > 0, ma ce MHOKEHEM Te IBE
Hejemuaroctu nobuja ab > a’b?. Ciems ab > 0, ma je ab < 1, a To je y konTpaauknuju ca rpehom

nobujenom BezoMm. Cruenu ma 6ap jemHa ol HABEAEHUX jeIHAUNHA MMa PEAJHUX PElIemha.

Yroauko je A1As...A, u3nOMIbeHa JVHUja KOja 3aI0BOJbABA HABENEHE YCJIOBE, OHIA CBAaKa
on my:u AsAy, AyAs, ..., Ap_1A, ceue nyx AjAs, a kako Hukoje Tpu MeDhy youenmum Tauxkama
HUCY KOJMHeapHe, ciaemu na ce tadke A; m A1, 3a cBako 2 < i < n, HajJasze y Pa3IdUUTAM
nosrypaBauMa onpebenum npaBom Aj As.

YKOJIUKO je m mapHO, mocjenme 3Haun ga Az u A, mpumanajy pasimuuTUM MOJIYPAaBHAMA
onpebernum mpasom AiAs, Te ce myxu A,A; m AxAs me mory cehn, ma y oBom ciayuajy He
TOCTOjW M3JIOMJbEHA JIMHU]a Ca HABEIECHUM OCOOMHaMA.

YKouuKO je n menapuo, tj. n = 2k+1, k € N, mera je B1Bs ... Bog11 upasunas (2k+1)-toyrao
¥ HEKA je M3JIOMJbEeHA JUHMja NoOujeHa cmaja- Bg = By
meM TeMeHa By _1)x 1 Biyg 3a 1 <i < 2k+1,

IPU YeMy ce cMaTpa na je reme Bii; 3aIpaBo Bs Bs
reMe Biij, roe je 57 € {0,...,2k} u j/ = j

(mod 2k + 1), yronuko je j > 2k + 1. Kaxo je

(k,2k+1) =1, cryn {144k |0 < i < 2k} unnn By = Byy Br = B,
TMOTIYH CUCTEM OCTaTaKa IPU Aebeny ca 2k+1,

na he csa temena (2k + 1)-toyrmna mpunanatu Ommr-22-2A5



0BOj m3snoMibeHoj muauju. 3a j & {i — k,4,i + k}, kako B; Bt u BjBji; IPEACTABBA]Y OUjaro-
HaJse npasuiaHor (2k + 1)-toyrmia Koje mosesyjy TemeHa Ha pacrtojamy k (Tj. Kojuma omrosapa
IEHTPAJHU yrao QQIQ’_TI) U KOje HeMajy 3ajeIHUYKO TeMe, Te€ OY/KU Ce CEKy, OmaKje cleou na
0Ba M3JIOMJbEHA JIMHUja 3aI0BOJbABA 3aXTeBaHe ycJaoBe (y muTamy je ,,n-ToCTpaHa 3e3na’; Ha

camunu Onm—22-2A5 je mpukazana onucana KOHCTPYKLIMja y ciaydajy n=>5).




Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

PEINTEIHA 3AIJATARKA OIIIIITMHCKOT' TAKMUWYEIHLA I3 MATEMATUWRE

Tpehu paspen — A kareropuja

Karo jenl—=1=n-(n—1)1-122-(n—1)l4+((n=1)!=1)+...+(2!=1) > (n—1)!=1) +...+(2!-1)
3an > 3, 30up ereMeHaTa KOju IPUIANA]y MOACKYILYy Koju canp:xku n!—1 he 6uru Behu onx 36upa
uynaHoBa Apyror moackymna. Ciaemu na ce 3aXTeBaHa MOAea HE MOMKE M3BPUIATUA HU 32 jeIHO N.

Axo je § pelene HaBeneHe jenHaunue, rae je p € Z, ¢ € N, (p,q) = 1, Baxnu p2+2mpq+2ng® = 0,
IIa KakO Cy HaBeIeHW OpojeBm Ienau, ciaenu na je p napan 6poj. Cremu p = 2p; 3a HEKO Py € Z,
omakye je 4p? + 4mp1q + 2ng® = 0, ma je 2p? + 2mpiq + ng®> = 0, omrocHo 1 ng? je mapam 6poj.
MebyTum, kako je 6poj m Hemapas, mocienme 3Hauu na 2 | ¢, a 1o je Hemoryhe, momto je
(p,q) = 1. Harmne, HaBeneHa jeIHAYMHA HEMA PAIMOHAJHUX PENIeHAa.

Heka je s = x1 + x2 + ... + T2022. CabupameMm CBUX jenHauwHa HABEIEHOT cuUcTeMa nobuja ce

s+2s+...42022s = 14+2+...42022, omakrie je s = 1. 3a 1 < i < 2021, ogysumamemM i-te u i+ 1-Be

jemHauumue qodbuja ce ri+...+Tog2e—2022x; = i—(i—l—l) , Tj. s—2022x; = —1, ma je x; = stl 2

2022 — 2022 °
IOK C€ OQy3UMaHheM IMOCJEOhe U TPBe jequaunne noouja x1+. . .+To021 —2022x2022 = 2021, omarite
‘e 1 _s—2021 __ 2020
J€ T2022 = T3022 T T 2022 °

Kako cy ABDF u ACED jennakokpaku (jeIHAKOCT TAHT€HTHUX my:xku), caexu BS L DF u

CS 1L ED,naje BS||CX nCS || BX. Cuenn
na je uerBopoyrao BXCS mapasaenorpam, na
je cpemumre mysxku BC, tauka A;, ucroBpe-
MEHO U cpemuinTe ny:xu SX.

Axo je M cpemumre nayka BC onucanor
kpyra AABC koju He cangp:xku tauky A, oHxa
je A—S—M. Tauka H, a camum TuMm 1 Y, npu-
maja ucToj nosypasHu onpebenoj mpasom BC
kao um tauka A, momro je AABC omroyriu,
a KaKO Tayka cuMeTpudHa ca H y omgHOCY Ha
A; mpunana ormucanom kpyry AABC, cnenu na
cy ayk BC kojem mpunana tauka H omnmcasor
kpyra ABCH u nyk BC kojeMm npunajga Taudka
M onucanor kpyra AABC cumerpuynu, na je
Y cumerpuuna tauku M y omHocy Ha Aj. Onm-22-3A4

Iakne, yerBopoyrao SM XY je mapasesnorpam (tauka A; je cpemumre u xyxxu MY u nysu
SX), na je XY || SM, na xarxo je AM L EF, cnemu XY | EF.

Heka je X(A) 36up enemenara cxkyna A C S, P ={(A,B)|AN B=0,AU B = S,%(A) > %(B)},

W= (Ar%i)np(E(A) —¥(B)) 20u (X,Y) € P Hekn map 3a Koju ce 0Baj MuHIMYM AocTuxe. OHIA
B)e

je X(X) +X(Y) = s, a xaro je X(X) = X(Y), crems X(Y) < 5. Axo je v € X mpousBosbaH, Ha
ocHoBy u3bopa napa (X,Y) caemu

0 > S(X\{z}) -S(YU{a}) =S(X)—z— () +2)
= D(X)-%(Y)-22=2-5(X)-s—22=2-5(X \{z}) — s,
ma je E(X\{:c}) < 5. Haxne, ceaku v € X je pasasajad, ma je 30up CBUX pazaBajava HEe Mamn
on X(X) = 5.
Arojes>e>0u S = {% —&3 +€}, OHZIa je eJIeMEeHT 3 + € je/IuHU pa3aBajad, Ma je 30up

CBUX pasiBajaya 5 +¢. Kako € Mose 6uTy mpomsBOJbHO OJIMCKO HysW, CIeIn [a ce HaBeAcHa
IPOIleHa HEe MOKe MODO0JbITaTH.

pyeo pewewe. Hera je X(A) 36up enemenara ckyna A C S, X ckyn cBux paszasajada CKyIa
Su S\ X ={z1,...,21}. Aro je B(X) < £, raro je B(X) < B(X U{z1}) < (X U{z1,22}) <
< E(Xu{xl,...,:nk}) = s, mocroju 1 < i < k tako ma je je E(Y\{xl}) < 5 < X(Y), rze je



Y = XU{z1,...,z;}. Mebyrum, onzna je x; pa3msajad, mro je y KOHTPAIUKIUU ca U30OPOM
S

ckyma X, ma mopa Gutu L(X) > 5.

Tpehe pewewe. Hera cy z; < ... < x, cBu exementu ckyma S. Kako je x1 + ...+ x, = s,
nocroju k € {1,...,n}, Tako ma je > x; < § < > ;. Onma je x, pazmsajad, a Kako je CBaKM
i<k i<k

esieMeHT Koju je Behum ox paszasajaua m caMm paszasajau (3awmcra, 3a j > k 36UpOBU eseMeHaTa
ckymoBa {z; |4 < k} n {z;|i > k,i # j} cy me Behu ox §), cnemu na je 36up paszasajaua Gapem

DT =S L =G

i>k i<k



Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

PEIMTEIHLA 3AJATAEKA OIIIITVMHCKOT' TAKMVWYUEIHLA N3 MATEMATHUERKE

YerBpTH paspen — A kareropuja

Heka je H npecek npasux M E u AD, a G npecek npasux M C u BD. Kako je AMHA ~ AMAFE
u AMGB ~ AMBC, cnemu MA?2 = MH -ME D
u MB? = MC - MG, na xaxo je MA = MB, A
cnequ MH - ME = MC - MG, tj. FHGC je
TtetusaH. Caenu <CEM = <CEH = <MGH.
Kako je u DHMG reruBan (nmpaBu yrioBu
kon temena G u H), Basku <HMD = <HGD,
omakie je <FEM 4+ <EMD =

SCEH + <HMD = <MGH + <HGD = 90°,

tj. DM 1 CE, na cy uerBopoyriosu AMFE
u M BCF TetuBHU.

W3 nobujenmor caemu <FEM = <FAM n
<MCF = «<MBF, na je AFAB ~ AMEC,
omakie je <BFA =<EMC. Onm—22-4A1

Kaxko je y nuramy kBanpaTHa (yHKIUja, BaxKu a 7# 0.

Axo je b = ¢ Bawu 2ab® = f(a) = a®+ab+bu ab® = f(b) = ab>+b*+b. U3 npyre nobujene Bese
caemu b(b+1) =0, 1j. b € {—1,0}. Axo je b =0, us npse nobujene Besze caemu a® = 0, 1j. a = 0,
mro je memoryhe. Axo je b= —1, npsa Be3a mocraje p(a) = a®—3a—1=0. Kako je p monmuoM,
HenperuaHa je ¢pyurnuja, na kako je p(—2) = -3 <0, p(—-1)=1>0,p(0)=-1<0,p(2)=1> 0,
rMma 6ap jenHy Hysdy Ha cBakoM on uHTepBadsa (—2,—1), (—1,0), (0,2), a kako je degp = 3, cieau
Ia p UMa TAYHO TPHU HYyJE q,Qs2,Q3, TaKO ma je —2 < a1 < —1 < as < 0 < ag < 2. Ca apyre
cTpame, 3a cBako i € {1,2,3}, nomunom f;(z) = a;z? —r — 1 3a,00B0/LABA YCIIOBE 3aATKA, MOIITO
je i) =i =a; - (-1)- (=) u fi(i) =@ —a; — 1 = p(ay) +20; = 20; =2 - ;- (—1) - (—1).

Ako je b # ¢, cienn na cy b u ¢ myne kBanparae ¢pyukuuje f(x) — abe, na je f(x) = a(z —
b)(x — ¢) + abc. Cnemn 2abc = f(a) = a(a — b)(a — ¢) + abe, a usjennavaBameM KoeduyjeHaTa

nosuHOMa y mobujeHoj Besu ce mobuja b = —a(b+ ¢) u ¢ = 2abe, na rako je a # 0, cienu
a=b+ec, c(2ab—1) =0u b= —alb+c) = —a®. W3z nobujenor je c(2a® + 1) = 0, na je
¢c=0wumm 2a3+1 = 0. Y opsom cuyduajy je a = b, ma momro je b = —a?, Baxu a® +a =
0, a kako je a # 0, ctemt @ = b = —1, ¢ = 0. Y gpyroum je 2a® = —1, ma je a = f%ﬁ,
b= —a® = —% uc=a—>b= % — % Ca apyre crpame, nomunomu fi(r) = —a? —x
u fs(x) = —px? — Pz + B2 - 3, rme je B = 3%/5’ 3aI0BOJbABAJY YCJIOBE 3amaTKa, IOIITO je

fa(=1) = f1(0) = 0, a xaxo je #° = 1, Bamm I = abc = (—B)(—6%)(8%> — B) = ﬁ2;6, na je
f(=B) = =B+ B 452 = 37 —f = 2, f5(~F?) = ~FPHF P —f =~ g+ p = =T
m f(5* = B) = —B(B* = B)* = B = B)+ B = B=(F - p)(-F + 1) = FFF =L

Ilakne, mocToju 5 TPOjKKU peasHUX OPOjeBa KOje 3aI0BOJbABAjJY HABEIOEHE YCIIOBE.

Axko je n = 2022-m, rae je m 6poj unje cy mudpe y mekanuom sanucy u3 {0,2}, npunamukom cra-
HIAPAHOT MHOKEHa ,,[IOTIUCUBAKEM’ , VKOJIUKO je Ne0 HeroBOr JeKaIHOr 3amuca ---edcba - - -,
a,b,c,d, e € {0,2}, nacrahie rabauna uuju je meo obiuka

2a 0

26 0 2b

2c 0 2c¢ 2¢
2d 0 2d 2d

0 2e 2e

36up OpojeBa y MpOM3BOJLHO] KOJIOHM OBe Tabiulle jenHak je 30upy HajBume 3 Opoja obiuka
2z, rme je x € {0,2}, 1j. ue Behu je on 12, na ,upenoc” Ha DEKAZHO MECTO BUIIE BPEIHOCTHU
Moske Outy Hajume 1. Ilakie, 36up enemMeHaTa HPOU3BOJLHE KOJOHE je obuuka 2(b+d+e) + 4



(mormematu Tpehy komony y mperxonuoj tabmaumm), rae cy b,d,e € {0,2}, a § € {0,1}, a tmppa
« ce mojasmyje y pesyarary ako je « = 2(b+d+e)+d mnim a =2(b+d+e)+ 0 — 10. Karo je
204+04+0)+06=0+0,2240+0)+5=4+46,2(2+24+0)+0=8+7, 2(24+2+2)+5—10 =2+,
clenu ma ce Ha OBaj HAUMH He Mory mobwru mudpe 6 u 7. Mebhyrum, He Moke ce moburtu Hu
mu¢ppa 1, momro Ou y ToMm ciaydajy mopaio butu b=d=e=0wu § = 1, HO TO Ou OHIA 3HAYUMIIO
na je 10 < 2(a+c+d) =2(a+c¢) <8 (Bumern 4eTBPTY KOJOHY IPETXOAHE TAOIULE).

Ca npyre crpane, moryhe je noburtu cse uuppe u3 cxyna {0,2,3,4,5,8,9}, mro ce Buau Ha
npumep u3 2022 - 2222200002 202 = 4493 288 404 452 444.

3a n € N, na 6u jenmaunna Guna medunrmcana, Mopa outw n? — 6 > 0, Tj. n > 3. 3a Takse
nje (n+1)2 =n?+2n+1 < n?+3n, na je log, ,(n? +3n) > 2, kao n (2(n — 1))3 —nd =
(n—2)(4(n—1)*4+2(n—1)n+n?) > 1-(4-22+42-2-3+3%) =37 > 9, onakue je (2(7171))3 >n3+9,
na je logy(,_1)(n® +9) < 3. Caemn logs, (n* — 6) = logy,_1)(n® +9) —log, ., (n® +3n) < 1, na je
n? — 6 < 3n, onakne caexu n < 4.

Axo je n = 4, ouna samu log, | (n? + 3n) = log;28 > 2, logs,(n? — 6) = log;,10 > 1 un
10g2(n,1)(n3 +9) =1logs 73 < 5, ma n = 4 nuje pememe. Axo je n =3, onza je log,  (n? + 3n) +
log, (n? — 6) = logy 18 4 logg 3 = log, 18 + § = log, 18 + log, 2 = log, 36 = logy(,,_1)(n® +9), ma
n = 3 jecTe pelemne HaBeleHE jeTHAUMHE.

ITo maBenmenuMm ycaoBuMa, rpad Ynju Cy YBOPOBU M3 CKyma ¥, a IpaHe M3 CKyla % je HmpOCT,
[IOBEe3aH, CTEIeH CBAKOT UBOopa paszauuutor ox A u B je majsume 2, a 6poj IUKIOBA Ly:KUHE 3,
omuocHO 4, je 9. Cnemu na csaku 3aTBOpeH nuka (Mehy xojuma cy m onm my:xmHa 3 u 4) Mopa
canp:katu 6ap jeman ox uBoposa A m B (cTemenu UBOpoBa LUKIA Cy 2, Ia Ce HUjeIaH YBOP TOT
OUKJIA HEe OM MOrao IOBE3ATU €& OCTAJIUM YBOPOBUMA Irpada).

Y'KOJMKO IUKJI IyyKUHE 3 CAIAP¥KU Ta4UHO jenan ox uBoposa A u B o je obmura A—A; —A;—A
nm B — A; — A; — B 3a mere A; # Aj (u mapasuo, A; u A; cy pasnuuutu ox A u B), ma Kako
cy crenenu usoposa A; u A; He Behm on 2, oBa nBa UBOpa HEe MOI'Yy OMTH CaCTaBHU Je0 OUIIO
KOT' APYror nukia. Heka TakBux IMUKJIOBa mMa t. I[IpeocTanu mukiIoBU Iy:KUHE 3 MOTY HACTATHU
caMo ako je AB rpama rpada, a uMa ux s, e je s 0poj YBOpOBa KOJjU Cy IOBe3aHU U ca A u
ca B. Ilakie, nmukioBa ny:kuHe 3 y youeHoMm rpady je t+ ds =9, rme je Bpensoct § jemHara 1
ako je AB rpama youenor rpada, a jennaka 0 ako To Huje.

CimuHO, aKo UK nykuHe 4 caap:Ku caMo jemaHn ox yBopoBa A u B, ou je obauka A — A; —
Aj— Ay —Aum B—A;, —A;j — A, — B, rne cy A;, Aj, A; pa3IuuuTi YBOPOBU U TU UBOPOBHU HE
MOTY OUTHU cacTaBHU ne0 OmMIo KOor apyror mukiaa. Heka je ¢ Opoj TakBUX IUKJIOBA. Y KOJIUKO
ks gyxuse 4 caapxu u A u B, axo je obmmka A—A;— B —A; — A, onna cy A; u Aj noBe3aHu
u ca A u ca B, ma TakBUX LUKJIOBA KUMAa (;), a ako je AB rpana rpada, Moxe OuTu 00JIKKA
A—A;,—A;j —B— A, anpurom A; u A; He MOry GUTH CACTaBHU J€O HUjeITHOT APYTOr IUKJIA.
Y KOJIMKO TaKBUX IIMKJIOBA MMa 7', CJIEAN 13 IUKIOBa ny:kuHe 4 uma c+ (;) +dr = 9. V3 nocnenmer
ciaenu ma je (;) <9, na je s < 4.

Ha ocnoBy mnobujenor y mperxonsa nsa mnacyca je 2 + 2t + s + 3¢ + 2r < 25, momro rpad
rMa 25 YBOPOBA, & UMKJIOBU padyHatu y t,c,r ,morpome”, pemoM, 2,3,2 usopa (KOju HE MOy
YUYECTBOBATU Y APYTUM IUKIOBUMA).

Axo je 6 =0, ouzga je 6poj nuKIOBA My:KUHE 3 jemHAK t, a my:KuHe 4 jeaHak c+ (;), najet=9
m9=c+(}) <c+(3) =c+6, 1j. ¢ > 3. MebyTmy, onma je 25 >2+2t+3c >2+2-9+3-3 > 25,
mTO je HeMoryhe, ma cienu mpBO TBpDheme.

Harne, § = 1. Axko je s < 3, OH,Hajet:9*S>6HC+T:97(§) > 6, ma je 25 >
24 (t+s)+t+2(c+r) >22+9+6+2-6 > 25. 13 nobujene kourpanurnuje caenu s = 4. Ilocroju
rpa¢d ca HaBemeHUM OocoOMHaMa y KojeM je s =4, Ha mpumep rpad Ha ciannu Omm—22-4A5.

N
f“\y/ \\//‘\ Aoy
/

Omm—22-4A5



Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

PEIMTEIHA 3AJATARKA OIIIIITMHCKOT' TAKMWYEIHLA I3 MATEMATUWERE

Ilpeu paspen — b kareropuja

OuerkuBanu 6poj roctujy je 0,75 60 = 45. Ilomro je npensubeno ma cBaku om roctujy mobuje
mo nBe kKudie, norpeduo je 90 xudau, omHocHO ykymHa Maca kuduau je 90 - 0,12 xmmorpama.
Cunuyno, ykoamMKO je 6poj rocrujy x, maca rudie 0,08 kmimorpama m CBakM rocT nobuje 1o
2 kudie, yrynHa maca kuuau he dburm 2z - 0,08 xumorpama. Kako kyBap y mpBOoM ciydajy
pacmosaske ca H, a y apyrom ca 4 kwiaorpama OpamHa, cienun % = 23‘%2’08, onakKJe je
x = 54, omrocHO HajBehu on3UB rocTujy Mo:ke OuTH % = 90%.

IHpyre u tpehe usjase Asrebpuhia u Anmomosuhia cy KOHTpaaMKTOPHE, IIa KAKO j€é CBAKO O
BUX a0 ABE UCTUHUTE U je[AHY HEUCTUHUTY U3jaBy, BUXOBE NPBE U3jaBe Cy UCTUHUTE, OTHOCHO
onu Hucy ybuie. Caemu na je youna Anropurmuh (apyra u rpeha merosa usjaBa HUCY KOHTPa-
nukTopHE ca u3jaBama Asnrebpulia u Annomnosuhia).

Hexa je ca P(XY Z) o3nauena nospmusa tpoyriaa XY Z. Ouna je P(A1B1Cy) = % , P(TA1B;) =
P(TBlCl) = P(TC’lAl) = %P(AlBlcl) = 1—1:; (TaqKa Tje TEENUIITE AAlBlCl), Kao n P(TMN) =
w = %. Baxu P(TNCh) = % - P(TB1Cy) = % (momto je TBy = 2-TN, a Bucune kKoje
onrosapajy crpamunava 1By u TN y ATB1C; u ATNC}, penom, Cy jemHake), a aHAJIOTHO
je P(TMCy) = % - P(TC14,) = 5. Kako Trauka T npunana ymyrpammoctu AMNCy, ciaemu

P(MNCy) = P(TNCy) + P(TMCy) + P(TMN)=4£ + £ + £ =2 . P

Basn = = 2022(1 — y).

Axo je y > 1, ouna je y > 0 u x < 0, ma apyra jemHadumsHa cucrema mocraje | —x —y| = 1,
1j. |z +y| =1. Cremn [2022 — 2021y[ = 1. Ako je y € (3322, 00), nobuja ce 2021y — 2022 = 1, na
jey= 38% uzxr= 7‘218%, LITO jecTe pelleme HaBedeHor cucrema. AKo je y € [1, %], OHIA je

2022 - 2021y =1, ma je y =1 um z =0, mTo je pememe HABEIEHOI CUCTEMA.

Axo je y < 1, ouma je © > 0. Axo je y € (—00,0), apyra jemHauuHa CHUCTEMa IMOCTAaje
|z +y| =1, ma je |2022 — 2021y| = 1, onakiue je 2022 — 2021y = 1, Tj. y = 1, mro He maje pememe,
nomTo je y oBoM cayuajy y < 0. Ako je y € [0,1), apyra jemmauuna cuctema nocraje |z —y| =1,
na je |2022 — 2023y| = 1. Ako je y € (% , 1), nobuja ce 2023y — 2022 = 1, na je y = 1, mro He
naje peleme, MOLITO je y OBOM ciaydajy y < 1. Ako je y € [0 M}, nobuja ce 2022 — 2023y =1,

; 2021 4044 . 2023
ma je y = 55535 U T = 5555 , IITO je peIere HaBEeJCHOT CUCTeMA.

Ilakne, pememe Hapexeror cucrema je (z,y) € {(0,1), (3333, 2023) (3942 2021)} (Tamrenta,
M1695).

Kako je ab = 2022 = 2-3-337, ako je a < b, cremn (a,b) € {(1,2022),(2,1011), (3,674), (6,337)},
na je a +b € {2023,1013,677,343}. Jenunu Gpoj w3 mociemmer Ckymna koju je Tpehwu crenen
npupomHOr Gpoja je 343 = 73, ma je ¢ = 7, omHOCHO pememe HaBemeHor cuctema je (a,b,c) €
{(6,337,7),(337,6,7)}.



Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

PEIMTEIHLA 3AJATAEKA OIIIITVMHCKOT' TAKMNYEIBLA N3 MATEMATUVEKE

Ipyru paspen — B kareropuja

2 <m+6, omgocro (m —3)(m +2) <0 um € Z, mopa 6utu m € {—2,—1,0,1,2,3},

Kako je m
a 3a TakBe m OpojeBa n 3a koje je m? < n < m+6 uma 7+ m —m?. Cremu ma maposa Koju

3
3a70BOJbaBajy HaBemeHe HejemHakocT mva . (T+m—m?)=1+5+7+7+5+1=26.

m=—2

Mopa 6utn 0 < 7 u /7 < 2022. Ako je /2022 — /2 =n € N, onna je /x = 2022 — n?. Aro
je n? > 2022, cTpame moclelme jeIHAUMHE Cy Pa3IMYMTAX 3HAKa, Ia OHA HeMa pemema. Ca
npyre cTpane, 3a cBako n € N 3a koje je 2022 —n? > 0 je x = (2022 — n?)? pememe mocemme
jemnaunue. Cuenu na O6poj  ca HaBeIeHUM OCOOMHAMA IOCTOJU AKO M CAMO aKO je n IPUPOJAH
6poj 3a xoju je n? < 2022, omHocHo ako je 1 < n < 44, ma Tpakenux 6pojesa mma 44 (TanrenTa,

M1818).

W3 maBenenor ycaosa ciaema 222422y +2xz = 2yz, Tj. v2 +ry+rz = yz, omakie je (v+y)(v+z2) =
2yz. Axo cy z,y,z Hemapuu menu 6pojesu, oma 2 |r+yu 2 |x+ 2z, nad| (z+y)(r+2), a ca
npyre crpase 41 2yz, na cienu HABEIEHO TBpDheme.

306up yrumoBa y AABC je 180°, ma je <BCA = 180° — <ABC — <CAB = 60°. Kaxko je AD
cumerpadta yria BAC, Baxu <CAD = <DAB = 35°. Cunenu <CBD = <CAD = 35°, Ha OCHOBY
jemHaKOCTH HepU@EepPUjCKUX YTIOBa HAI TETU-
Bom CD, na je <ABD = <ABC + <CBD =
50° 4+ 35° = 85°. AmaJyorHo, Ha OCHOBY je-
JQHAKOCTU IePUPEPUjCKUX YIIOBa HA A TETUBOM
BD je <DCB = <DAB = 35°, na je <DCA =
<DCB + <BCA = 35° 4+ 60° = 95°. Komaumo,
Kako je 30up yrioBa y UYETBOPOYIIY jemHAK
360°, cremn <BDC = 360° — <DCA —<CAB —
<ABD = 360° — 95° — 70° — 85° = 110°.

Ilakne, BeIUYVHe YHYTPAIIBUX yrJIOBa Ue-

tBOpoyrina ABDC cy 70°, 85°, 110° u 95°. Onm—-22-2B4

Jemnauuna je exsuasentHa ca 217 + 2x1wy + 223 + 2203 + 13 + ... + 272021 T2022 + 2735020 = 2,
2022 2023

omaocHO ca 23 + Y. (Tn_1 + Tn)? + 23090 = 2, Tj. ca Z Y2 =2, vae je y1 = T1, Yo = Tn_1 + Ty,
n=2

)2923 et ako u camo ako cy G6pojesm

2023

3a 2 < n <2022 u yogo3 = Tog2e. llpuTom cy OpojeBu (yn
(:En)QOQ2 nenu. Taxobe, m36op 6pojesa (r,)2%? jemmosmauno oapebyje uzbop Gpojesa (y,)222
2023
3a koje Bakm Y. (—1)"y, = 0, a Basxkwm u ob6pHyTO, 6GUIO KOju M3GOp GpojeBa (y,)2Y% 3a koje
=1
2023 "
Baskn Y. (—1)"y, = 0 jemmosmauno oxpebyje m3bop 6pojesa (r,)2%%2 (u3 Beza x1 = y1 u x, =

n=1
Yn—Tn_1 32 2 < n < 2022 ce nobujajy (v,)2%%2, a mapenenu ycios o6e3bebyje na je u jemnaumna

Y2023 = %2022 3aT0BOJHEHA).
2023
Kako je > yfl = 2 U Kako cy y, nenu, 3a 1 < n < 2023, caemu na je y? = y]2 = 1 3a Heke
n 1
1<i<j <2023, nok je yp, = 0 3a k & {i,j}. Cuemu ma je y;,y; € {—1,1}, mebhyTumm, 360r
2023
yciroBa Y (—1)"y, = 0, u3bop y; jenHoznauno ogpebyje y;, a kakro je yrBpbeno, rakas usbop

jemrosnauno ompebyje m36op memmx (7,)2%% wkoju 3amoBomaBajy HaBememy jemmaummy. Ilap

(1,7) mpu ycaoBy 1 < n < 2023 ce moxke uzabparu Ha (20223) HaYMHA, HAKOH TOTa Ce Ha 2 HAYWHA

moske mzabpartu y; € {—1,1}, a To mo yrepbenom jemmoszmauno oapebyje caru (,)2%% koju
3a/10BOJbABa YCJIOBE 3alaTKa, Ha je Opoj permema HaBeleHe jeHAUMHE Y CKYIy HeJuX OpojeBa

jemmak 2 - (*%°) = 2022 - 2023.
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PEIMTEIHA 3AJATARKA OIIIIITMHCKOT' TAKMWYEIHLA I3 MATEMATUWERE

Tpehu paspen — B kareropuja

Uz a+b+c=0 caemn a® + b+ c? = —2(ab+ bc+ ca), ma je a* +b* + c* + 2(a?b? + b2 + ?a?) =
4(ab? +b%c® + c*a?) + 8abe(a + b+ ¢), omHocHo, y3 ycnoBe 3amaTka, caenu a’b? + b*c? + c?a? = 25.
Kako je (ab+ bc+ ca)? = a?b? + b%c? + c?a® + 2abc(a + b + ¢), caemu (ab + be+ ca)? = 25, a momro
je ab+bc+ ca = *W < 0, cnemu ab + bc + ca = —5.

FKomenmap. Tlocroje peannu 6pojeBn ca HaBemeHmM ocobunama. Ha mpumep, 6pojesn a = /b,
b= —5, ¢ =0 3a,00B0/bABA]Yy HABEICHE YCIIOBE.

Ako jey =271, coemm 2% —3- 21 48 =0, 1j. 220 —6-2Y + 8 = 0, onrocuo (2¢ — 2)(2Y —4) = 0,
ma je 2Y € {2,4}. Axo je 2Y =2, cmemm y = 1, 1j. 2! =1, ma je z = 1. Axo je 2Y = 4, cinemn
y=2,1j. 21 =2 majex=2.

ITospmuna o6ojena mpseHoM 60joM jeIHAKA je mOBPmUHY Konke cTparume 2022, oarocHo 6-20222.
Haxkon paspesusama, nobuja ce 10113 komku crpanuie 2, BUXOBa yKyIHA HoBpmuHa je 10113-6-

22 = 1011-6-20222, na je nospmmua o60jena Gemom Gojom jemnara 1011-6-20222—6-20222. Ilaxre,

. . . . . 2
OIHOC TMOBPIIUHA 000jeHUX IIPBEHOM U OesoM D6O0joM jemHakK je 6:2022 =1 = Tlm

T011-6-20222—6-2022%  1011—1
(TanrenTa, M1756).

Nz AABC je % =sin70°. Bamu <PQA = <QPC + <PCQ = 50°, na n3 AAPQ cienn

1‘2_8 = cos50° = sin40°. HpMMeHOM CUHYCHE C
TeopeMe y AQPC cienu g_g = % =
I majo ¢
AQ B AQ PQ _ . in 30°
a9 - P_Q.C—Qfsln40°~:i§200 A
= 25in20°c0820° - 5tors
= c0s20° = sin70° = B4 Onm-22-3B4
I — —

Haxrne, Baku % = % , mTo 3Haun na je BQ cumerpana <ABC.

Kako 6pojesu 1, 2021, 2022 nmajy ocrartre 1, 2, 0, pexmom, mpu mememy ca 3, bapeMm jemaH on
6pojea n+ 1, n+2021, n+ 2022 je meswus ca 3, na je u (n+ 1)(n+2021)(n + 2022) + 4041 nemus
ca 3. Kako je y muramy npoct 6poj, Mopa Outu jemHar 3, OLHOCHO BaKU

(n 4 1)(n + 2021)(n + 2022) = —4038 = —2 - 3 - 673.

Cnenu na je 6ap jemam oxm GpojeBa n + 1, n + 2021, n + 2022 memus ca 673. YKOJIUKO TO
Huje n + 1, onma je ‘(n + 2021)(n + 2022)| > 673 - 672, Te He Ou Morna na Bakmu noOujeHa
jemmakoct, ma 673 | n+ 1. Kako je n+ 1 < n+ 2021 < n + 2022 u Kako je IPOU3BOA HABEICHA
Tpu Opoja HeratuBaH, n + 1 mopa Ourum HeratuBan, a n + 2021 u n + 2022 cy mcror 3HaKA.
Axko je n + 2022 HeraTuBaH, MOMTO Cy y OUTalmy Ieiau OpojeBu, oHma Bazku n + 2022 < —1,
n+2021 < -2 umn+1< -2022, ma je |(n+ 1)(n+ 2021)(n + 2022)| > 22022 > 4038, mTo je
memoryhe. Cmemu ma je n + 2022 > n + 2021 > 0, ma Kako Cy y OUTABY Leau OPOjeBU, BaKU
n > —2020. Ako je n > —2018, ouna je n + 2021 > 3 u n + 2022 > 4, na xaxo 673 | n+ 1, creau
|(n + 1)(n 4 2021)(n + 2022)| >3-4 - 673 > 4038, mTo je memoryhe. Camemn n € {—2020, 2019},
na kako 673 | n+ 1, mopa 6uru n = —2020, mro jecre 6pOj ca HABELEHUM CBOjCTBUMA.
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PEIMTEIHLA 3AJATAEKA OIIIITVMHCKOT' TAKMNYEIBLA N3 MATEMATUVEKE

UYerspTu pa3pen — b kareropuja

AKO je youeHM apuTMETUYKA HU3 (A )neN U d BETOB KOPaK, BakH a, = a1 +(n—1)d 3an € N. Tlo
YCTIOBUMA 3aJAaTKA je a1a11 = a2, OMHOCHO 24 - (244 10d) = (24 + 4d)?, ma je d*> — 3d = 0, omHOCHO
d €{0,3}. Aro je d =0, ouzma je agpee = 24, a aro je d = 3, oA je agpaz = 24 +2021-3 = 6087.

Kaxro je 42! memus ca 9, ciemnu na je 36up mmdapa oBor Gpoja messusB ca 9, omakiae cienu na
9| a+b+ 187, oguocuo 9 | a + b — 2. Kako je 42! memwus ca 11, caenu na je 6poj mobujen
Kao0 pasnmka 30upa mupapa Koje ce HaJsia3e Ha HeMapHUM 1 30upa mudapa Koje ce Hajgasze Ha
HAPHUM MECTHAMA y HEKaJHOM 3amucy nemus ca 11, omakme cmemu ma 11 | a — b+ 33, ommocHO
11| a—b. Kako cy a n b uudpe, Baskn —9 < a — b < 9, ma kaxo 11 | a — b, cnemn a = b. Kako
9la+b—2, cnenu 9| a— 1, ma xako cy a u b nudppe, mopa obutu a = b = 1.

[To BujeroBum npasuauma je x1+...+xg = 16 mx1-.. .-z = 36, rme cy =1 = ... 2> T KOPEHU IO~
HOMa p. Kako cy y muramy nmpupomau 6pojesu, Mopajy outu u3 ckyna {1,2,3,4,6,9,12,18,36}.
Cnemn nma je z1 € {3,4,6,9,12,18,36}. He moxe Outm 1 = 36, kao Hu 21 = 18, momro 6n

ouma 36up kopena 6wmo Behu om 16. Ako je r1 = 12, ouna je xo ... -xg = 3, ma je o = 3 u
3= ... =1z = 1. Mebyrum, ouna je x1 + ...+ x4 = 18 # 16, ma y 0BOM ciiyuajy He MOCTOjU
MOJIMHOM Ca HaBeIeHUM ocobunama. Ako je r1 =9, oHzma je xg ... xg = 4, na je miuu xo = 4,
Tz = ... =axg = 1 wim x9 = x3 = 2, T4 = T5 = Tg = 1, WTO y OPBOM CIAYYa]y HAOBOAU IO
21+ ...+ xg = 17 # 16, a y apyrom mosomu no pemewa (T1,Ta,x3,T4,Ts5,26) = (9,2,2,1,1,1).
Axko je x1 = 6, ouma je x9 ... Tg = 6, ma je unm o = 6, r3 = ... = xg = 1 wim w2 = 3,

x3 =2, x4 = x5 = xTg = 1, WTO y APYrOM ciyyajy MOBOAU OO T1 + ...+ xg = 14 # 16, a y mpBoMm
moBoM 10 pemewma (r1,%a,Ts,Tq,Ts5, %) = (6,6,1,1,1,1). Aro je 1 = 4, onna je xg = x3 = 3,
xy=x5 =x¢ =1, ma je x1 + ...+ 2 = 13 # 16, aaKOJe:clfS OHIA je To = 3, T3 = Tq4 = 2,
x5 =26 =1, majex;+...+x6 =12 # 16, ONHOCHO HU Y OBUM CJIyYajeBUMa HE IOCTOJU IMOJTUHOM
ca HaBeIeHVM OCOOMHaMA.

Ilakne, mocTOju nBa IOJWHOMA Ca HaBEIEHVMM OCOOMHAMA,

(r—9)(x —2)%(x—1)> = 2% —162° + 822* — 19623 + 24122 — 148z + 36
u (r—6)>2(x—-1* = 25-162°+90z* — 22023 + 26522 — 1562 + 36,

na je a € {82,90} (Tanrenra, M1803).

Axo je p =sin?z € [0,1], ¢ = sin®y € [0,1], r = sin® z € [0, 1], kopumhiemen cos’t = 1 — sin’t u
cos2t = 1 — 2sin?t, nobuja ce cucTeM JIMHEAPHUX jeIHAUMHA

ap+q+r=1, p+ag+r=a, p+q+ar=a2.

Cabupamem nobujenux jennaunua nobuja ce (a+2)(p+q+r) = 14+a+a?, mro 3a @ = —2 moBoaM
no 0 = 3, 0OHOCHO y TOM ciydajy HeMa pemema, IOK ce 33 a # —2 mobuja p+q+r = 12‘3_—2“2
Onmy3umameM mobujeHe jemHadynHe On OCTAJIUX jeTHAUNHA CUCTEMA, CIIEIN
2 —a? _ —1)(a+1)3
(a—Dp=1-Hghe = 20 (a-1g= g7, (a-r= =g
Ykouuko je a = 1, cucrem ce csomu Ha p + ¢ +r = 1, onakxue je (p,q,r) = (m,n,1 —m —n)
3a m,n € R. Kaxko je p,q,r € [0,1], mopa 6utu m,n > 0u m+n < 1, na Je peleme MmoJia3uor
cucrema (x,y,2) € {(+arcsiny/m + 2k, + arcsm\/_ + 2kom, £ arcsiny/ 1 — m —n+ 2ksmw) | m,n €

[0 1] m-+n e [0 1] ki, ko, k3 EZ}.

Yxroauko je a # 1 u a # —2, mobuja ce p = 2 , q= a12 , T = (at1)? MebyTtum, kako cy
p,q,T’G[0,1]HK&KOp>O,ZLOBO,HI/I,ZLO(l€( 2, 1],aq<1/:[0a€( 00, —2)U[—1,00), caemu
na Mopa 6utu a = —1. Y toM cayuajy je (p,q,7) = (0,1,0) Tj. (z,y,2) € {(kam, 5 + 2kom, ksm) |

k‘l,kg,k’3 S Z}

Lpyzo pewewe. Kao u y npsoM pememy, cmerom p = sin’z € [0,1], ¢ = sin®y € [0,1], r =sin’ 2z €

[0,1] ce mobuja cucrem muHEApHUX jenHaumHa ap+q+7 =1, p+aqg+r=a, p+q+ar=a? a



onrosapajyhe nerepmunante cucrtema cy A = (a+2)(a—1)%, A, = —(a+1)(a—1)%, Ay = (a—1)?,
A, = (a —1)*(a + 1)?, na npumena Kpamepose Teopeme I0BOMM 10 AUCKyCHje aHAJIOTHE OHOJ
KOja je CIpoBeneHa Y MPBOM DPEIIeHY.

Heka cy o, € (0, %} yruosu Han tetuBama AB u BC, pemom, y OmmcaHOM KpPYyTy IETOyIJIA

ABCDE, nonyupeunuka R. Ouna cy nearpasau yriaosu san AB u CD jennaxu 2o, san BC n

DE jemnnaku 20, a naxn AE jemmak 60°, na je 4(a+ ﬁ 4+ 60° = 360°, omaocHo « + B = 75°. Kaxko
AB 1 BC _ \/T

jesina = 55 = 55, sinf8 = 5 \/—R,cosa— 4R2 u cosf = 1_W:
v \2/%251, caemun cos(a + ) = cosTh° = 4/ M - ‘/_ \/4 22f = ‘{\3/%1, OTHOCHO
2R2—1)(4R2—1 _ .
( 2\/5);2 ) 2\/12R2 = ‘{ﬁl , Tji. / 2R2—1)(4R2 —1) = 1 + (V3 — 1)R%. Ksaapupamewm

nobujere Bese mobuja ce SR* —6R?>+1=1+ 2(\/§ - 1)R2 + (\/_ —1)2R*, omakse, cpebuBamenm
u kaxo je R # 0, cremn (8 — (v/3 —1)?)R?* =4+ 2V/3, 1j. R* = 8412#\2(/_ = 1. Raxko je R > 0,
cnemu R =1, na rako je AE TeruBa Hanm nearpaJsuMm yriom ox 60°, ciemu AE = R = 1.

Apyeo pewemwe. Hera je <BCA = u <CAB =
. Karxo je AB = CD, Baxu <DEC = ¢,
a rako je BC = DE, Baxu <FECD = 1, na
cy ANABC u ACDE nonynapuu. Awnasorso,
wuMa je nomynapadn u ADCB. Kako je
<ABC =180° —p — ¢ u <BCD = ¢+ 30° + 1,
crequ ¢ + ¢ = 75° u <ABC = <CDFE = 105°.
W3 kocunycue teopeme, npumemene Ha ANABC
u ACDE, cienu AC? = EC? =12+ (\/5)2 —2.
1-v/2-c08105° = 3—2v/2-c0s 105° = 2++/3, jep

je, Kao y IpBoM pemeny, cos 105° = —cos 75° =
12}‘/5_ , Ta U3 KOCyHyCHe TeOpeMe IPUMEH.CHe Onm—22-455

na NACE cnequ AE? = AC?+ EC?—2-AC-EC -cos30° = (2— V3)AC? = (2— V'3) (2+\/_ =1,
omuocuo AE = 1.

FKomenmap. W3 npsor pemema BumuMo na je FA =1 u ako je <ACFE = 30°, 6usno koje aBe on
AB,BC,CD, DE jemuake 1, a npeocraie ase jemnake v/ 2.



