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YBOJI

Ckyn je, 6e3 cyMmbe, HajelIeMEHTapHUjU 110jaM y MaTEeMaTHUI, TEMeJb Ha KOjH 3aCHUBAMO LIEJI0
Hallle J0Caalllhe 3Hambe. YIPABO 3aTO je 0]l H3y3eTHE BAKHOCTH J1a CE TPABHIIHO JACUHHUIIC 1
orpannud. Hawmsrien, ckynm je jemHocTaBaH KOHIENT O KOME HHje MOTpeOHO MHOTO
pasMUIIIbaTH: OMIJIO KakBa KOJIEKIHMja Omiio yera. MelyTum, Ipu OBaKO HAWBHOM 00jalllibeihy
Hacraje, usmehy ocrasnor, u puozodcku TpodIeM: CKYIIOBU Cy TBOPEBUHA HAIIIUX YMOBA, a HE
npeMeTH y CTBapHOM cBeTy. Keca kpommmpa HHUje MCTO MITO M CKyN TUX Kpommupa. CKyn
MOJIEKYJIa Y KallJbUIM BOJIC HUjE UCTO IIITO U Ta KarubHia. Jla Jiu MOKeMO MMaTH CKYI Hedera
HITO HE TMOCTOjH, WJIM HEYera ImTo MareMaTHKa He J03BoJbaBa? Jla Jin MOCTOjH CKYN CBHX
OpojeBa mespuBuX Hy’noM? Jla U MOCTOjU CKYH KOjH caapKu cBe ckymoBe? OaroBope Ha oBa
nuTama je Moryhe natu, anu He 0e3 030HJbHE U PUTOpO3HE Je(PUHUIIN]E CKYTIA.

Kako 0u ce uzberna ¢puino3zodcka nurama, IOBOJbHU]E je AepHUHMCATH CKYITOBE Ka0 KOJEKIUje
MaTeMaTHYKHUX II0jMOBa, a MPOOJIEMH Yy peaHOM CBETY C€ MOTY aHaJOrHjoM CBECTH Ha
MaTematuuke. Tako cy mpuMepH CKyIoBa: CKYI CBHX MPOCTUX Jenmiana opoja 324; cKym cBUX
OpojeBa JeJbMBHX HYJIOM; CKYIl CBUX HENpeKkuaHuX ¢yHkuuja, utn. Ilpumehyjemo na cy cBu
OBH CKYIIOBH 3a/1aTH HEKUM YCIIOBOM. CBH WIAHOBH OBHX CKYIIOBAa MMajy HEKE 3ajeIHUYKE
ocobune. [To Tom pe3oHOBamy, JOTMYHO je 3aKJbYUYHMTH Ja je CBakM cKyn moryhe 3amatu
onpeheHOM OCOOMHOM WJIUTH YCIOBOM, KOJHKO TOJ Taj YyCIOB OHO jeIHOCTaBaH WM
KOMIUTMKOBAH.

Jlo oBor 3akJpydka je momao ['eopr KanTtop, HemMayky MaremMaTruyap KOju jeé OCHOBAO TEOPH]Y
CKYTIOBa, jelHy oA (yHJaMEHTAJHUX TeOopHja MaTeMaTHke. Y CBOM panay obOjaBibeHOM 1883.
TOJIMHE TO0J] UMEHOM ,,OCHOBHU OIIITE TeopHje cKymnoBa®“, Kantop nedunuiie ckyn kao ,,0410
KOjy KoyleKuujy onapeheHMX M 3aceOHMX o0jekaTa Koje Halla MHTYUIUja WM YM MOTY
oOyxBatutu y nenuny. Tu o0jeKkTu ce Ha3uBajy ,,eleMeHTUMAa" CKyna.

HapaBno, meroa Teopuja je Ouia Jalneko OJ CaBpIlIEHE, IITO Cy MOKa3ajdl MHOTU JIPYTH
OpUJbaHTHU MaTeMaTH4apH y cielehux HEKOJIMKO JeleHHuja (HeKe HEeJOCTaTKe je U caM
Kanrop npumerno), ucrnuyhu MmuorobpojHe napanokce Kantopose teopuje. Hajounrnenuuju
napajiokc je youno beprpann Pacen 1903. rogune:

Youumo ckyrm S = {x | x € x}. Jla 11 oBaj cKym caapku camor cebe? YKOJIHMKO Ja, Tajaa, 1o
neduHUIUjU TOT cKyma S He mpumaga cebu. Ca apyre cTpaHe, YKOJIMKO HE TpHmaaa ceow,
HCITyHaBa yclioB, ma S € S. [lakie, ckyn S HUTH MpUIiajga HUTH HE TIPUIIAaia caMOM ce0H, IITO
JIOBOJIA JTO KOHTPAIUKITH]E.

Tana je 3aucra nmoyena aa ce pa3Buja oBa 00JacT MaTeMaTHKe, y OTpasu 3a cBeoOyxBaTajyhum
U HENPOTHBPEYHUM OO0jallliElHeM 3a OBaj CIEMEHTapHH I0jaM, M TajJa j€ O3Ha4eH Kpaj
KanTtopoBe nausne meopuje ckynoéa. HaunH Ha KOjU Cc€ TIOCTHKE OBaj IUJb JecTe
akcuomamuzayuja, TO JeCT yTeMeJbemhe OCHOBHUX MpaBMiIa KOja ce HaBojae Oe3 /oKasa, a W3
KOjUX Ce MOT'Y U3BECTH CBE UCTHHE KOje Cy Hama Mo3Hare.
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Hajmo3natuja oBakBa Teopuja jecte 3epmeno-OpeHkenoBa Teopuja cKyma. BaxkHo je
HAIlOMEHYTH JIa jé OBO TEOpHja JIOTMKE MPBOT peaa, Tj. Aa ce akcuome aeduHumry momohy
JIOTHYKHUX omepatopa (=, &, 7, A, V, V,3), 3HaKa jeIHaKOCTH = 1 OMHApHE penaije €, Te ce
OBE O3HaKe Kopucre O0e3 ofjammema. Cama Teopuja je Hactama 1908. rogune kana je Epaer
3epMernio MpeUIOKUO CBOJY akCHOMATcKy Tteopujy. Mehyrum, 1921. romune je AOpaxam
®dpeHken youno HEAO0CTaTak y 3epMeIoBOj TEOpUjH: HUje Ouiio Moryhe JoKa3aTd MOCTOjamke
HEKHX CKYIIOBa 3a KOje Cy MaTeMaTH4yap 3HaJM jaa rocroje (Ha mpumep, ckym {Ag, §£(Ao),
(0 (A0))....}, toe je Ag 6eckonauan ckym). 1922. rogune cy @penken u Topand Ckonem
dopmanuzoBamu 3epMeNIOBy TEOPHjy Kao TEOpHjy MPBOT pela ca aTOMCKUM Qopmyliama
OrpaHUYCHUM Ha = M € ¥ YBEJIU jOIIl HEKE U3MEHE CAMUM aKCHOMaMa.



YBOA Y CKYIIOBE

Kako 6ucmo m3beriu PacenoB mapamokc u apyre HejacHohe, MopaMo MakJbUBO jAeQuHHECATH
ocoouny ckyna. OBO HHMje HMMaJO JlaKk 3ajatak. Ha mpumep, CKyn 4Yuju €JIeMEHTH HMajy
0CcOOMHY ,,BEJIMKM CPIICKU IMHUCIH JBAaJIECETOT BEKa*“ HHUje jacHO Ae(HHHUCAH, jep HE MOCTOjU
o0jeKTUBaH KpHUTEpHjyM KojuM ce oxapehyje kBaimrter nucua. Kao jom jeman npumep
mpoOjieMa ca KOJUM C€ MOXEMO CYCPECTH Mpu JedUHHCAmy OCOOMHE CKyma je ,,CKyIl CBUX
OPUPOJIHHUX OpojeBa KOjH Ce MOTY 3alliCcaTH y JCHUMAIHOM 3aluCy OJIOBKOM Ha Mamupy.
MaremaTruka WHAYKIMja HalaXe Jla OBy OCOOMHY MMa CBaku NIpupoaaH Opoj: 0 ce moxe
3aMmcary, a ako Ce M MOXKEe 3amucaTy, Moxke U n + 1, ¢ TUM mTO OU HEroB 3amuc TPajao Kojy

. 101010
CeKyHIy nyxke. MelyTum, 1a a1 61 UKO TOKOM CBOT KMBOTa MOrao ja Hanume 6poj 10

¥ J1a JI1 YOIILITE TIOCTOjH JOBOJHHO IaNupa Ha CBETY 3a TO?

YnpaBo 300r oBora Mopajy MOCTOjaTH jacHO AeduHMCaHa MpaBHJIa 32 OHO IITO CME Jia ce
Ha30Be ocoburnom. OHO MITO CBAKAKO MPBO MOpa MOCTOjaTH jeCTe 0COOWHA HpUNAdara CKyy,
pernanuja Kojy odenexaBaMo cuMOOJIOM € M MHIIEMO X € Y, IITO 3HAa4H ,,X Ipunaga y* wia ,,x
je emement y “. CBe ocTajme OCOOMHE C€ MOTY H3pa3UTH IOMONYy € , WICHTHTETA,
KBaHTU(HUKATOPA U JIOTHYKHX OIEpaTopa.

3a MIEHTUTET KOPUCTHMO 3HAK JEJHAKOCTH = Ja MCKaXKEMO Ja je jeJjaH CKYyI UCTO IITO U
npyru: X =Y. be3 gokasa, o MHTYUIUjU, Y3UMaMo Jia Baxe cieaehe ocoduHe oBe penaunuje:

e PeduekcuBroct: (VX) X = X.

e Cumerpuunoct: (VX)(VY) X =Y =Y =X

e Tpausutuaoct: (VX)(VY)(VZ)(X =Y AY =2)=>X=1
o (VX)(WN(VO)(X =Y AYeZ)>XeZ

o (VX)(WN(VO)(X =Y AZeX)>ZeV.

Jlornuku onepaTopy U KBaHTH(PHKATOPH, KOJU CY YIPaBO UCKOpUIINEHH MpH OMHUCY 0COOMHA
JEHAKOCTH, jecy KOHjykKumja A (1), nMcjyHKuMja V (uau), Heraumja — (He, CYIpOTHO Of),
UMILIMKAIMja = (cleau), eKBUBaJleHIMja < (je UCTO IITO), 32 CBaKO V, mocToju 3.

Tako, Ha mpuMmep, crenehe pedeHuIe 3anFcaHe IOTHIKUM je3UKOM 3HAYe:

e X€Y VY €X—-XnpunanaY nnu Y npunana X.

e “(XeEY)AN =(Y€X)—Xuenpunana Y u Y e npumnaga X.

e X=Y =>(X€Z oY €Z)—akojeX jennaxo Y, taga je ,,X npunana Z* ucto mro U
Y Tpunazga Z*.

e —(X€X)—Xnemnpunana X.

Cse oBe ocobuHe cy ocobuHe ckynoBa X u Y. YKOIMKO yKJbydHMO KBaHTHU(UKATOpe y Halle
u3pase, YBOAUMO MHTame 0 uujoj ce ocobmnn paau. Ha mpumep, y uspazy (Y)Y € X je X



napamerap, a Y HHje, jep ce HeroBo 3HaYeHe He OM MPOMEHMIIO J1a CMO PEKJIH 1A ,,[IOCTOjU
Heku eneMeHT ckyma X “. OcoOuHe CKymoBa Koje Hemajy mapaMmerpe cy 3ampaBo OOWYHU
JOTMYKA MCKa3H W HMMajy CBOjy TayHOCHY Bpeanoct ( T wim 1). Ha npumep, wuckas
(VX)(FY) Y € X je uma BpemHocT L, jep HHjemaH CKyI HE Mpumaga HpasHOM CKymy @.
OcobuHe Koje uMajy mapamerpe ce odenexanajy ca P(Xq, X5, X3, ... , Xy,), Tae je P ocoOuHa, a
X; cy mapaMeTpHu.

Hako ce cBe 0COOMHE M CBOjCTBAa CKYIIOBAa MOTY OMKCATH MOMONY OBHX CHMMOOJA, 33 YeCTO
KopuirheHe 0coOMHEe ce 0OMYHO YBOJIM HOBa HOTaIMja 300T Jlakohe 3amuca U MPakKTHYHOCTH.
Ha npumep, nmojckyn ce aeduHuIiie Kao

XCY o (VAAEeEX =A€Y,

IITO HAaM YMHOTOMeE oOJiakIaBa 0ynyhe kopuirthewme oBOT MojMa.



EJIEMEHTAPHE AKCUOME

[Toctoju Bumie paznuuutux Gopmynaiuja 3epmeno-OpeHKeNIoBe Teopuje, jep aKCHOME HUCY
MelyycoOHO He3aBUCHE. Y OBOM paay he OWTH M3JI0KEeHA jeHA O] IbUX, a OJ] OBUX aKCHOMA CY
CIIOpHE aKCHOMa TOCTOjaa U aKCMOMa yrapuBama (Koje ce MOTy JI0Ka3aTH M3 OCTANIUX; a 110
HEKUM KpUTEpHjyMHUMa, 00JIaCT AUCKYypca, TO jecT ,,CBET O KOjeM IUCKYTYjeMO‘ je HelpasaH,
T€ je akchMoMa IlocTojama BuUIak). Takohe, ®dpenken u CKojeM Cy, HE3aBHUCHO jelaH O]
Jpyror, o0Ojulla TPEUIOKWIA Jla Ce IeMa aKCHOMa IOJACKYyNa 3aMEHH MIEMOM aKCHOMa
3ameHe. Pajx he caapikatu o0e akcnome, Kao M JI0Ka3 HHXOBE PEIyHIAHTHOCTH.

Hajnpe nmpernocraBibaMo jaa 00JacT AUCKypca HHjE ,,HUIITA®, T€ MOCTYJIUPaMO IOCTOjame
JeIHOr CKyIa, TauHdje Mpa3Hor ckyma. [Ipe Hero mTo yBeneMo akCHMOMY, YBEIUMO BaskaH
cumb00I1 &, ,,He mpumnaga‘“, y Hairy HOTalujy.

XY © =X eY)
Axcuoma npasHor ckyna: [loctoju npasan ckym.
@Exwr)xey

OBaj ckynm ce MO)Xe omnucaTd Ha OECKOHAYHO HAayMHA: CKYN CBHX JbYIU KOJU Cy OWIM Ha
Mapcy, ckyn cBux kpasbeBa Cpouje mpe 1000. ronune, CKyn CBUX CPIICKUX TEHUCEpPA KOjU Cy
npe Hoaka HBokosuha ocBojwim 5 rpeH ciem TypHupa. MelhyTum, cBe OBO je 3ampaBo jeliaH
UCTH CKYII, TO jeCT OYMIJICJHO IMOCTOjH camo jelaH mpas3aH ckymn. OBO M Jajbe HE MOXKEMO
JI0Ka3aTH, Jep HaM je 3a TO MOTpeOHa jollI jelHa akcuoMma.

AKCHOMA eKCTEeH3MOHAJTHOCTH: AKO je CBAKH €JIEMEHT cKyna X eleMeHT ckyna Y M CBaku
€JIEMEHT CKyma Y eJIeMEHT cKyma X, CKynoBu X U Y Cy jelHaKH, WINTH JIBa CKyIa Cy jeHaKa
aKo MMajy CBE HCTE EJIEMEHTE.

(WVA)(AeEX © AeY)=>X=Y
Cazma MOkeMo JI0Ka3aT Halle TBpheme.
Teopema: [loctoju TauHO je1aH Mpa3aH CKYII.

Joka3: [IpernocTraBUMO CyIpOTHO, /1a 1OCTOje Ipa3Hu ckynoBu A u B. Tana onu umajy ucte
eJleMeHTe (TayHMje, HeMajy eJIeMEeHTe), 11a je 110 aKCHOMH €KCTEH3MOHATHOCTH A = B.m

Jlakiie, CKyI KOjU HE CaJIp)KU €JIEMEHTE je JeIMHCTBEH, 30BE CE Mpa3aH CKYIl M oOesekaBa ce
cumboiiom @.

Caga, xemuMO Ja MCIYHHMO J>KeJby HAIlle MHTYHUIIMje Jla CKyNoBe JAe(UHHUIIEMO MOMOohy
onpehernx ocobmHa M cBojcTaBa. Mehyrum, na OucMo M30eraM Mmapajokce, MOpamMo OUTH
naxubuBi. Ha mpumep, ocobune X € X u (VA)A € X ue oxapelhyjy ckym. W3 cBux



napaJoKCATHUX MPUMEpPa CMO MOTJIH JIa TPUMETUMO jeIHY CTBap: CBaKa Off OBUX OCOOMHA MPH
MOKyIIajy neGuHUIIMje CKyrna KOPUCTH caM Taj ckym. Jlakie, ocoOMHa KOjoM JaedHUHHIIIEMO
CKyIl CM€ Jla MMa Kao TapaMeTpe CBE apryMEHTe Yy H3pa3y OCHM CaMoOr' CKyla KOju
neUHUTIIEMO.

Axcuoma noackyna: Heka je P(X) ocobuna ca mapamerpom X. 3a cBaku CKyn A MOCTOjH
ckyn B takaB na ckyn X npunana B ako u camo ako X npunana 4 u Baxu P(X).

(VA)@EB)(VX)(X€B o [X €A A P(X)])

Jla Oucmo Jakiie pasymead akCHoMy, mocMarpajMo ckyn B kao moackyn ckyma A. Jlakie, 1a
6u B, o6jekar onmcan ocoburom P(X), 6uo cKkyr, Hajpe je moTpeGHOo aa Oy/ie MOACKYIT HEKOT
ckyna koju rmoctoju. OBuMe je n30erHyT mapaokc.

Younmo Takohe na je oBa akcHMoma Jpyraddja 3a CBaKy OCOOMHY, M Ja CaMHM TUM HMa
0EeCKOHaUYHO MHOTO BapujaHTH, IO jelHY 3a CBaky (Gopmyiy y Teopuju. 3aTo ce 3a aKCUOMY
HOJICKYTIa KaXKe J1a j€ [eMa aKcHoMa.

I/IHTepecaHTHO je Ja Cc€ HOMOhy JocaJallllbuX aKCHuOMa MOXKEC AO0Ka3aTu HOCTOjaH:C moACKYyI1a
oz[peheHa ABa CKyIlla, a CaMUM THM U BbUXOBOTI' IIPECCKaA, Kao ,,HajBeher“ TAaKBOI' CKYyIIa.

Teopema: Axo cy A u B ckynoBu, oHa moctoju ckyn R takaB na je XER ako u camo ako je
XEA u XEB, ToO jecT MOCTOjU CKYN KOjH j€ TIOACKYI JIBa CKYTIa.

Hoxa3: Heka je dopmymna P(x,B)=x€B. Taaa no akcuoMu MOJCKYIa BaKu:
XER © P(x,B) A x€EA
XER ©® xeEB ANx€EA
IITO je ¥ Tpebasto JoKa3aTy. i
Kako 61MCcMO oj1akIany HOTalujy, YBEAMMO HOB HAUKMH Je(UHUCAbA CKYIIOBA.
Hepunuumja: {xeA|P(x)} je ckym cBux xeA ca ocoounom P (x).

JMedpununuja: Ckyn P je npecek ckynoBa 4 u B ako caapxwu cBako X 3a koje X € Au X € B.

ANB={x|x€A A xeB)}

3ancra, CBaKa JiBa CKyIla UMajy CKyIl KOju UM 0OO0jUIM Ipurajga. A Aa Jid MOCTOJU CKYI KOjeM
Jata JBa cKyma mpunanajy? Kako mpommupuTd criekTap CKymoBa ca Kojuma pamumo? 30or
OBOTa HaM je noTpeOHa cneaeha akcruoma:



Akcuoma ynapuBama. Ako cy A u B CKkymoBH, Tajga MOCTOjU CKYN KOjJH Caap>KH Ta4HO
ckyroBe 4 u B xao enemente.

(VA)(VB)AC)(Vx)(xeC & x € AVX EB)

[TorpeOHOCT OBE aKCHOME je TUCKYTaOMITHA, jep ce MOXKE M3BECTH M3 aKCHOME MPAa3HOT CKyIa
W JOII JIB€ aKCMOME Koje hy kKacHHje HaBecTH. Y CYIITHHH, ¢ 0O3UPOM Ha TO Ja CMO JO caja
MOIJIM J1a ,,0apaTamo‘ caMO ca Mpa3HUM CKYIIOM, OBa aKCHOMa rapaHTyje MOCTOjame CKyIa
NPa3HOT CKYIIa, CKyIa Mpa3Hor CKyIa U CKYyIa MPa3HoT CKyIia, UT/I.

IMpumep: Axo craBumo 4A=@, B=@, tana nocroju ckyn C={@}. Cama, ako IpUMEHUMO
akcromy yrapuBama Ha A u C nobujamo D={@, {@}}. Melytum, HEe MOKEMO KOHCTPYHUCATH
ckyn E={@, {0}, {3,{D}}}, jep 6u Ham 3a T0 OGriu motpebuu B, C u D,

3a KOHCTpYKLH]y ckyna E u3 npumepa HaM je moTpeOHa joul jeJHa akCHoMa.

AxkcuoMa yHMje: 3a cBakM cKyn A moctoju ckyn B TakaB na je XEB ako u camo ako mocroju
ckyn D takas na Baxu XED u DEA.

(VA)@B)(Vx)(x e B & (AD)(x € DA D € A))
Ckyn B ce 30Be ynuja ckyna A u oGenexana ce ca U A.

OBa akcuoma Ha TPBU TOIJIE] HE JIeTyje TPUBHjATHO, ajli j€ TO 3alpaBO MCTa YHHUja KoOja ce
Y4l Yy OCHOBHOj ILIKOJM, C TMM IUTO je OBJAE A 3ampaBO CKYNl CKYNOBAa, TO JECT HErOBU
YJJaHOBU C€ TPeTHpajy Kao ckynoBu. Ha mpumep, ako je A = {{1, 2,3}, {4, 5}}, Taga je B =
Ud= U{{1,2,3},{45}} ={1,2,3}U{4,5} ={1,2,3,4,5} . Osaj mpumep je
UHTYUIIMOHUCTUYKH, jep je TOTpeOHO joIl akCHOMa U O3HaKa Ja Ou ce yBeO CKyH MPUPOJHHUX
OpojeBa.

Mehytum, na 1M oBa akcMOMa 3aKcTa MOMake Yy KOHCTPYKIMjH CKyna E W3 MPEeTXOIHOT
npumepa? [lomTo je npecek aeduHKCaH, JOTMYHO je Ouilo aqeuHuCcaTH U YHU]Y, KOja ce HUje
MOIJIa U3BECTH W3 IMPETXOJHMX aKCHOMa, Ma je 3a Iy yBeleHa HOBa. AJM IOCMAaTpajMo
cnenehu mpumep:

IMpumep: A, =0, A, =0, A; ={0B}, A,={9D, {D}}. Ax0o HCKOPUCTUMO aKCHOMY YHHjEe Ha
ckynose A, B, C u D, no6ujamo ckyn X = U}, A; 3a kora Baxu

x€EX ©@F)(x€EF ANFeX)
exe@d vxe{d} vxe{g {0}
ox=0 o X ={0}
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Jakie, akcuoMa yHHUje UImak HeMa Moh na koHctpyuine ckyn E. Ty moryhnoct uma cneneha
aKcuoMa:

AKCHOMA NAPTUTHUBHOI CKyNa: 3a CBakM CKyN S MOCTOju ckyn P Takas na je XEP ako u camo
aKo je XES, To jecT 3a CBaKH CKYII OCTOjU CKYTI KOJH CaJPKU CBE HETOBE MOICKYIIOBE.

(VS)EP)(VX) X EP & XCS

AKO ce mpUMEeHHU aKCHOMa MapTUTUBHOT CKyIa Ha CKyIl A, U3 IPETXOIHOT IpuMepa, 1o0uja ce
ckyn E = {@,{0},{0,{0}}}. Baxuo je HanmomeHyTH ja NapTMTHBHH CKyl cKyma X yBeK
caapku Oap mpasaH CKyIl B caM CKyII X.

3a Kkpaj, AepUHHUILINMO joll JBE €JIEMEHTapHE oIlepaluje HaJl CKYIOBHMAa YHje IOCTOjame
cnenn u3 akcuome mojckyma. [lonckyn, yHuja u mpecek cy Beh neduHucanu, a ocrajy Ham
pasivKa U CHMETPUYHA PA3IIHKa.

HMepununuja: Pasznuka ckynmoBa A u B je ckym Koju caipu CBE elleMeHTe ckyma A Koju
yjeIHO He MpUNaaajy ckymy B.

A\B={x|x € A Ax € B}

Jepunnuuja: CumeTpuyHa pa3iuka ckynoBa A u B je pasinka BUXOBE yHHUJE U Ipeceka, TO
JeCT CKYII KOjU CaApPKH CBE €JIEMEHTE KOjU MPUIAajy TAYHO jeAHOM oJl cKymoBa A u B.

AAB = {x|lx €A Yx € B}

CumOon Y o3HauaBa €KCKITY3UBHY AMC]YHKIM]Y (i A umm B), u uckaz A ¥ B je Tauan ako u
camo ako cy A u B paznuuuTux TaYHOCHUX BPEIHOCTH.

3a yHH]Yy M TpeceK Bake 3aKOHM KOMYTATUBHOCTH, aCOLIMJaTUBHOCTH U JUCTPHUOYTHBHOCTH,
KOJjU C€ Jlako JOKa3yjy M3 IUXOBe NedUHUIMje U KOMYTAaTUBHOCT, ACOIMjaTUBHOCTU U
JUCTPUOYTUBHOCTH KOHJYKIUj€ U IUCjYHKIIH]€:

KomyrarusHoOCT: AUB=BUA
ANB=BNA
Acormmjatusaoct: (AUB)UC =AU (BUC)
AnB)NnC=An(BnNC)
Juctpudyrusaoct: (AUB)NC =(ANC)U(BNC)
(AnB)UC=(AuC)n(BUO)

Taxole 3a pa3nuKy u npecek, OJHOCHO Pa3IMKy U YHHU]Y Baxke J[eMOpraHoBH 3aKOHHU:



C\(ANB)=(C\A)U(C\B)
C\(AUB)=(C\A)N(C\B)
Jlokas: Jlokas 3a mpBo TBpheme:
C\ANB)={x|lxeC Ax¢ (ANnB)} =
{xlxeCA(xg&AVvx ¢&B)}=
{x|xeCAxgA)V(xeC Vx¢gB)}=
(C\A) U (C\B).
Jlokas Apyror TBphema ce paau aHaIorHo. M

3a BH3yenw3aIujy, ajld He | CTPOre JoKa3e CBOjCTaBa OBHX OIEpallfja Cy OJ BEJIUKe MOMOhH
BenoBu qujarpamu. To cy pemnpeseHTaije cKymnoBa Kao ,,Kpyropa™ v Ha jeJHOCTaBaH HaYMH
MOKa3yjy CBE OJHOCE KOHAYHUX CKyrmoBa. O00jeHH JIEIOBU TPEICTaBIbajy TPAKCHH PE3YIITAT
MPUMEHE HA3HAYCHUX OIepaliyja HaJl CKyIIOBUMA.

@ O

VHuja 1Ba CKyIa CuMeTpuvHa pa3iiuKa

0 ()

Paznuka 10 IIpecex




AKCHOMA BECKOHAYHOCTH; HHAYKTUBHOCT

VY oBoj rmmaBu he O6uth 00janImEHO 3aCHUBAKE CKyIa MPUPOJHUX OpojeBa momohy Teopuje
CKymoBa u Ouhe naTa MOTHBaIIHja 3a JI0/IaBamkbE jOIII jeqHEe BaxkHe akcuome. Kako nedunucatu
opoj momohy 10 canma yBeneHux nmojMoBa? JenuHe CTPYKTYpe 4Hje je MOCTOjame O3HATO jecy
@ (mpa3aH CKyml) ¥ CKYNOBH KOju ce aedunuiry nomohy mera. Taj ckyn uma O ereMeHara.
Iberos maprutuBHu cKyt, {@} canpxu 1 enement. Kopucrehu akcromy yrapusama, 100HjamMo
ckyn {@,{@}} koju uma 2 enemeHTa, U Tako aajbe. [1o 0BOj storuiy, Moryhe je yBecTH 03HaAKY
(3anpaso je 0 camo ,,Ha3uB* 3a ckyn @): 0=(@.

Mowmohy nedurmurje ,,6poja“ 0 (3aMPaBo CKyIa), MOTY ce AeHHHCATH OCTATH GpOjCBH:
1 ={0} = {4}
2 ={0,1} = {0, {2}
3 =1{01,2} = {@,(0}, {0, (8}}}. n raxo zame.

Wneja je jenHocTaBHa: N je MPpHPOAAH OPoj ako ce Moxke 3amucaT y ooauky {0,1,2,...,n-1},
TO jecT aKko CaJp:Kh CBe MpeTxojaHe mpupojaHe OpojeBe. MehyTtum, oBa neduHUIMja HUMa
dyHaaMeTallaH HEeJOCTaTaK: M03KuBa caMy ce0e, a yIpaBo OBa IpelKa Y JOTHIM je 0JrOBOpHA
3a CKOpO CBE€ MapajioKkce y TeopHju cKymoBa. MehyTtum, y3 many npomeHny ¢opme je Moryhe
UCTIPABUTH OBY T'PEIIKY; HA TIPUMED:

2={01}={0}u {1} =1u{1).
Cmuuno, 3 = {0,1,2} = {0,1} U {2} = 2 U {2}.

OBO je MHOro YyCHEUHHjH 3anuc JepUHHINje NPUPOAHOr Opoja, jep ce KOPUCTH camo
NPETXOAHU MPUPOJTHH OpOj, a Kajia Ce CKYI KOJH CaAP>KU TavyHO Hera Joj/ia ToM O0pojy, noduja
ce caenehu.

Hepuuunmja: Cenbennk ckyma X je ckyn S(X)=X U{X}.

OBa nedunHIMja CE€ MOXE WHTYMUTHBHO HM3pa3uTH U Kao: ciendeHuk Opoja n € N je 6poj
n+ 1 € N. Baxno je HamomMeHyTH na je oBAe n + 1 camo o3Haka, jep omepaiuja + HuUje
nedunucana. Ogasze je Jako qeUHUCATH UHIYKTHUBAH CKYII.

Hepunnuuja: Ckyn S je UHIYKTUBAH aKO BaXKu:

. 0es
. ne S=>m+1)€ S.

JNepunnumja: Axo je | MHAYKTHUBAH CKYI, CKYI IPUPOIHUX OpojeBa je CKyI
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N = {x|(VD)x € I}.

NHayKTHBaH CKYIT HHj€ UCTO IITO U CKYII PUPOJTHUX OpOjeBa, jep je 3ampaBo CKYI MPUPOJTHHUX
OpojeBa TOJCKYI CBAKOI WHIYKTUBHOI CKyla (OBO HE 3HA4M Ja CKyN NPUPOJHHX OpojeBa
npurmaga caMoMm cebu, MTO je U HEeTa4yHo, Beh Ja je jeaHak caMoMm cebw, a mpuraga CBaKOM
JPyroM MHAYKTUBHOM CKYIy KOjU MY HH]j€ jE/IHAK).

[IpobGnem ca pocamammuM neduHHIMjaMa je ITO HE TapaHTY]y IOCTOjame€ WHIYKTUBHOT
ckymna. To He rapaHTyjy HH JOCAJalIkhe aKCHOME. 3aTO je MOTPEOHO YBECTH HOBY aKCHOMY.

Akcuoma deckoHayHOCTH: [10CTOjM MHITYKTHBAH CKYII.
(EII)((D el AN(VX)(xelI=>xU{x}E€ I))
Ocraje 1a ce mokaxe ja je N HHIyKTHBaH CKyIL®
Teopema: N je unaykruBan ckyn. Ako je | uHIykTUBaH cKy, Taaa Baxu N € 1.

Hoxka3z: [Ipyru neo tBphema cienu nupektHo u3 nedunuinmje ckyna N. Ocraje na ce qokaxke
npeu naeo TBphewa. Kako 0 mpumaga cBakKOM WHIYKTUBHOM CKyNy MO JehUHHINJA
uHAYKTUBHOT ckyna, cieau 0 € N. 3atum, ako jene N, onmajeun € I, majeun+1 € I,
3a cBaku UHAYKTUBHU ckyll I. I3n+ 1 € Icanacnequn + 1 € N, na je 3a10BoJbeH yCIIOB

n € N=>n+1 €N,

Te je ckyn N uHIyKTHBaH. B

' U3 pepunnmmje ckyna N kao Teopema ciesie IPUHIMIN MATEMaTHIKE HHAYKIH]e H TpaHCHUHHTHE HHIYKIH]e,
Kao ¥ [10jaM HU3a, koje Hehy okazuBary, anu hy ce lrMa KOPUCTUTH y HEKHM JIOKa3uMa.

12



AKCHOMA 3AMEHE

Jla 6u ce oOjacHMia MoTHBaHja 3a cieaehy akcMoMy, MOTPEOHO je YBECTH MOMPUIMYHO
MHOT'O HOBHUX ITOJMOBA; HEKH O] OBHX CYy €JIEMEHTapHHU (penaiuje U QyHKIHje), a HEKH Cy MaJlo
Mam¢ HHTYUTHBHU (OpAWHAIIHE OpOjeBH).

Hajmipe ce momuto o uzeje Aa ce TreHepanm3yje Ipolec Opojama Ha HEIITO BUIIE O] CKyIa
MPUPOIHUX OpojeBa. 3aMHUCIMMO, TaKo, JIa MOCTOjU HEKHU OpOj w KOjH J0JIa3| ,,I0Cie CBUX
npupoauux Opojesa. ITocne mera uae w + 1, (w + 1) + 1, u Tako ngawe. Kako medunucaru
oBe Opojese? Jla OucMo yomniiTe AUCKYTOBAIM O MOCTOjalby w + 1, MOpaMo yBeCTH pelaluje

u QpyHKLH]jE.
YPEBEHHU ITIAPOBH

Penocnen enemenara y ckyny je Heburan: {a,b} = {b,a}. Mehyrum, mMHOrH mpOOIEMH Y
KUBOTY 3aXTeBajy IIOIMTOBame ojapeheHnx pemociena. IloctaBiba ce MUTAmE: Kako
nebuHKCATH PENOCIel Y TEOPUjH CKYNOBa, aKO je Yy CKYIIOBUMa HEBaKaH pepocien?
JennocraBHo, Moryhe je KOHCTpyHMCATH CKYI KOjH CaIpXH CKYIl Ca TPAKEHUM €JIEMEHTHMA,
Ko U CKYI KOjU Ha3Hauyje Pemociie]] eJleMeHaTa.

[To KOHBEHIIMjH C€ YBOM:
HNepununuja: Ypehenu map (a, b) ce nepunuiie kao
(a,b) = {{a},{a, b}.

VY neduHuIMjK NPBU CKYyINl O3HAuYaBa Ja je a MpBH eaeMeHT. OBO je caMo KOHBEHIM]a, jep je

ucro tako moryhe nedunucatu ypehenu map kao {{b}, {a, b}} Taxole, BaXHO je HATOMEHYTH

na je ypehena nsojka (a, a) sanpaso ckyn {{a}, {a, a}} = {{a}}.
Opnasne je nako nepuHucatu ypehene Tpojke, 4eTBOPKE UT/. Kao
(a,b,¢) = ((a,b),c),
(a,b,c,d) = ((a, b, c),d).
Teopema: (a,b) = (a',b') @ a=a Ab=Db"

Hoka3: Axko Baxu a=a’ A b=0>b', tana {{a}, {a, b}} = {{a}, {a’,b’}} = (a',b"). C nmpyre
crpane, ako je (a,b) = (a',b") , Tama Baxu {{a}, {a, b}} = {{a’}, {a’, b’}}. Kako cy {a} u {a'}
JemUHU jeHOUYIAHO MOJCKYMoBU 00a ckyma, a = a’. Kopucrehu oo mnobujamo {a, b} =
{a,b'}, onakne cnequ b = b'.m

Ca nedunucanumM nojMoM ypeheHor napa Mmoxxkemo aepuHucaTu penaiujy.
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PEJTALIUJE

Penanuje cy HeM30cTaBHU /10 MaTeMaTHKE U jeJlaH OJ lbeHUX HajBAXHUJUX MojMoBa. Omucyjy
onpeheny Be3sy m3mely objexara. Ha mpumep, penamnuja p; je penamuja usmehy mpase p u
paBHU T T Cy OHU Yy peJalyju ako IpaBa p mpuraga paBHu m. Heka je, cama, UCTO Tako,
penanuja p; penandja uaMmelly paBHU W TpaBe, TJie CYy OHHM y PeNaljd aKo paBaH CajpKu
npaBy. Penanuje p; u p; Cy yCKO MMOBE3aHe, CaMo Cy MM elIeMEHTH ,,00pHyTH". OBO rOBOpH /1
je mpu neduHUIM]U penanuje Outan ypehenu map.

HMedpununuja: Ckyn p je OMHapHa peairja ako Cy CBU BeTOBHU €IEMEHTH ypelheHH MmapoBH.

z€p & (Ax)3y) z=(x,y)
O6uuHo ce mumie XpYy ymecro (x,y) € p.

BeszaHo 3a ckymoBe KojuMa MPUNAAajy KOOpAWHATE ype)eHUX mapoBa, yBOJIU CE jOII jeHA
neduHUIHja.

JMepununuja:

I.  Cxym cBHX X KOjU Cy y peJaluju p ca 'y ce 30Be A0MeH pelaiyje p u odenexana ce ca
domp
domp = {x|(3y)xpy}
Il. Cxyn cBuX Y TakBUX Jia je 3a HEKO X BaXH XpPY C€ 30BE KOJAOMEH pelaluje p U
obenesxaBa ce ca codp.
codp = {y|(3x)xpy}
[TocToju jomr MHOrO BaKHMX OCOOWMHA pelalihja, alh je 3a YBOhEHmE MojMa KOJH >KEITUMO
MOTPEOHO jOII caMO HEKOJIUKO.
JMepununuja: Heka cy A u B ckynoBu. Ckyn cBux ypeheHux mapoBa 4Mju je NMPBU WiIaH
eJIeMeHT ckyma A, a Ipyru 4iaH eneMeHT ckyna B ce 30Be [lekapToB npousBos ckynosa A u B
M 03HayaBa ce ca A X B.
AXB={(a,b)la € A ANbE€EB}
JMepununuja:
|. bunapna penamuja p je pediekcuBHa y cKymy A ako je CBaku €JIEeMEHT y pellaliju ca
caMHMM COOOM, TO JECT aKO BaXH:
(Vx € A) xpx.
Il. Bunapna penanmja p je CUMETpUYHA y CKyIy A aKo BaKu
(Vx € A)(Vy € A) xpy = ypx.
I1l. bBunapna penanuja p je aHTUCUMETPUYHA Y CKyIy A ako BaXu
(Vx € A)(Vy € A) xpy ANypx = x =Y.
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IV. bunapna penanuja p je TpaH3UTHBHA y CKYITy A aKo BaKu
(Vx € A)(Vy € A)(Vz € A) xpy A ypz = xpz.
V. Konauno, OuHapHa penanuja p 4dju cy JOMEH ¥ KOJJOMEH MOJCKYIIOBH CKyIa A4 Koja je
pedraekcuBHa, aHTHCUMETPUYHA U TPAH3UTHBHA je pernanyja moperka Ha ckymy A. ITap
(A,p) ce 30Be ypehen cxyn.

Ha mpumep, < je penanuja moperka Ha ckynmoBuma N, Q u R. Axo x 1y mpunanajy ucToM
ckynmy A, pemanuje € u 2 Cy penanmje moperka Ha ckyny A. Mamo apyraduju mpumep
penamnuje moperka je pemamja njm (N geam M). Axko cmo aeduHHcand <, JIOTUYHO j€ H
nedunucatu penaurjy <. OHa HUje peralyja nopeTka, ajau UMa APYro BaxKHO MECTO.

Nepununuja: Penanuja p y ckyny A je acHMETpUYIHA aKO BaXH
(Vx € A)(Vy € A) xpy = —(ypx).
YmpaBo 0By 0COOMHY UMa penanmja < Koja ce cMarpa eIeMEHTapHOM Y MaTEeMAaTHIIH.

Jepunnuuja: Penanuja p je penanyja cTporor noperka Ha CKymy A ako je acUMEeTpuYHa U
TPaH3UTUBHA.

Penanuje moperka m penaiuje CTpOror MopeTka Cy YCKO IOBe3aHe, 4eMmy cBemodu cieacha
Teopema.

Teopema:

I. Heka je p penanuja noperka Ha cKymy A; Tazia je penanyja o 3a Kojy BaKu
ach © apb Na+b
pernaiuja CTporor moperka ckyna A.
Il. Heka je o penanuja cTporor noperka Ha ckymy A; Taja je penaiuja p 3a Kojy BaKu
apb © aocb Na=0»>b
penainuja nopeTka Ha ckymy A.
Joka3:
I. Hajmpe Tpeba noka3atu acMMETPUYHOCT: MPETIIOCTAaBUMO CYIOPTHO, J1a je penaiuja o
cuMmeTpuyHa. Baxu
ach = boa &
apb Na#b=bpa Na#b &
a=b ANa#b,
jep je penanuja p aHTUCUMETpUYHA. Jlakie, U3 KOHTpaIuKIHje CIeIU Ja je penaiuja o
acHMeTpHYHA.
3a TPaH3UTUBHOCT BaXKU:
aob A boc = aoc &
a+b #cA(apb Abpc = apc),
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IITO j€ OYMTIICAHO TaYHO.
Il. Jloxa3 je cimyan kao I. caMoO ymMecTO aCHMETPUYHOCTH JOKa3aTH PeICCKMBHOCT U
AHTUCHUMETPUYHOCT. M

Bpatumo ce cazma Ha mpuMmep JeJBHBOCTH Kao penanuje moperka. MHTtepecanTHo je na 243 u
342. Mako je 1espuBOCT pelairja mopeTka Ha CKyIy IpHpOAHUX OpojeBa, 3a pa3sIuKy of <, TJi¢
je jeman Opoj CBaKako MamM WM jeJTHAK APYroM, HHje Ta4HO Jia Cy CBaKa JBa MpUpoHa Opoja
y penanuju ACJHbHBOCTH, TO jeCT pelianvja IeJbUBOCTH He ymopeljyje cBaka gBa mpupojaHa
Opoja.

HNepununuja: Heka je penmammja < (<) penamuja (crporor) moperka Ha ckymy A. [IBa
eleMeHTa a u b ckynma A cy ynopeauBH ako Baxku a < b unu b < a (3a cTporu mopeaaxk ako
Baxua +bua<bumb < a).

yr[OpeI[I/IBOCT BOIH A0 jCI[HOF BpJIO BAXKHOT' HOjMaZ penaunje JIMHCApPHOTI ITIOPETKaA.

HNepununuja: Penamumja moperka wim penammja crporor moperka < (<) Ha ckyny A je
penanyja JMHEAPHOT MOPETKa aKo Cy CBaka JiBa eleMeHTa ckyma A yropeausa. YpeheH ckym
(A, <) ce 30Be JiuHeapHO ypeheH cKym.

®YHKIHUJE

Y MareMaTH4Kko] aHaiu3d M MHOTUM JPYyruM oOnactuma, (yHKIHMja je HajBaXKHUJU U
HAJOCHOBHHUJU T10jaM, 3aIllpaBO M MpeIMeT u3ydyaBama. Y TEOPHUjU CKYNOBa, pyHKIHja je camo
o0Ou4Ha penaiyja, ca jeAHUM CIelHjaTHUM CBOJCTBOM: jeJlaH €JIEMEHT U3 IOMEHa MOXe OUTH y
penanuju ca HajBUINE JETHUM €JIEMEHTOM M3 KOJOMEHa. 3a MOTHBAaIU]y 3a JACPUHHUCAE
aKCHOME€ 3aMEHEe HHje MOTPeOHO EKCTEeH3WBHO JeduHUCATH CBOjcTBa (GyHKIMja, Beh je
JIOBOJbHO JiepuHKcaTH MHjeKTUBHOCT (1-1 mpecnukaBame).

Nedpunnuuja: bunapua penaryja f ce 3oBe pynkuuja ako usz afb; u af b, cnenu by = b,.

Hpyrum peunma, fje ¢pyHkIuja ako u camo ako 3a cBako a € domf mocrtoju TauHo b 3a Koje
je afb. OBo b ce 30Be Bpeanoct dpyukumje f y taukm a u obenexasa ce ca f(a). f(a) Huje
nepuHUCAHO ako a He mpunana jaomeHy ¢Qynkmuje. Takohe, yobuuajeHo je na ce mpu
neuHAIj U QYHKIMje Ha3HAYe JOMEH U KOJOMEH Ha cienchu Hauun: f:A—-B.

Jepunnunmja: Oynkuuja f je 1-1 niam uHjeKTUBHA aKO BaXXU
(Vx1 € domf)(Vx, € domf)x; # x; = f(x1) # f(x3).

Jepunnunuja: Oynkuuja f:A—A4 nepunucana Ha muaeapHo ypeheHom ckymy (A,<) je pactyha
aKo BaXH

(Vx; € A)(Vxy € A)xy < xp = f(x1) < f(x2).
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Jomr nBa Hem3ocTaBHa IMOjMa Be3aHa 3a (DYHKIMjE Cy IOjaM KOMITO3HUIMje (PyHKIMja U mojam
WHBEp3HE QYHKIIH]E.

Nepunnuuja: Komnosunyja nee pyuukuje f:A - Bu g: B — C je pyHkuuja
gof ={@o|@beB)((ab) €f Abc) € g)}
Jedpunnnuja: Musepsna pynkuuja Gpyukuuje f: A > B je dynxuuja f~1: B > A 3a K0jy Baxu
fofT'(x) =x
3a cBaKo x € A.
Teopema: OyHkiyja f je ”HBEP3UOHIIHA aKO U CaMO aKo je 1-1.2

Jloka3: Heka je najnpe f unsepsu6unna. Tana je f~1 ¢pyHKIMja U o JepUHULHH je 32 CBAKO
a € domf f‘l(f(a)) = a. Cama, ako cy aq,a, € domf u Baxu f(a;) = f(a,), Taga je
F(f(ap) = f1(f(az)), wrro 3nauu xa je a; = a,. 3 osora cinenu ja je f 1-1.

Cana, neka je f 1-1, a f 7! penanmja 3a kojy Tpeba mokazatu na je Qpynkuuja. 3a af ~*b, u
af~1b, umamo b, fa u b,fa. Yupaso 360r oora u mpernocraBke aa je f1-1 cieau na je
b, = b,, na je no aegunuuuja f 1 pynxiuja.m

Cana cy yBeJeHM CBM IIOJMOBU KOJU Cy MOTpeOHHU 3a JNeduHuLM]y u3oMop¢pusMa, KOoju je
KJbYUaH 3a ,,[I0Be3UBame’ ypel)eHux ckymnona.

Nepununmja: M3zomopduzam usmely nsa ypehena ckyna (F, <) u (M, <) je 1-1 pynkuuja h
ca toMeHoM F M KoJJoMeHOM M TakBa Jia 3a CBaka JiBa P, o€ F Baxku

p1 < p2 © h(py) < h(py).

AOBPO YPEBEHHU CKYIIOBH

HacraBumo canga ca nutamem ,lllta cienu nmocne mpuponHux OpojeBa?* YBenw cMO CKyn
w = N, a ucro xao u nmpupoaHe OpojeBe ClIeTOCHUKE CKyMa W:

S(w)=wVU{w}=1{012,..,w}

2V 3aBHCHOCTH OJ] JINTEpaType je HeKaga IOBOJBHO 1a dyHKImja Oyae 1-1 1a 61 6una MHBEp3HOWIHA, a HErze
Mopa OuTH U ,,Ha* (CypjeKkTHBHa) ((hyHKIM]ja je ,,Ha“ aKo je CKyI Jpyrux KoopAnHaTa ypeheHnx maposa GpyHKIH]je
MCTO IITO M KOJOMEH Te (QyHKIHMje). Y OBOM pajy je NOBOJbAH YCIOB 1-1, ¢ THM IITO HMje TapaHTOBAHO Ja je
¢yukuuja f 1y cBUM Taukama CBOT J0MeHa Je(UHUCAHA.
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S(S(w)) =S(@)U{S(w)}={0,12,..,0,S(w)}

Pagu omakmiama HoTtarmje ce yBoau o3Haka S(w) =w+1, S(w+n)=w+m+1) 3a
n € N\{0}.

OBako ce Mory Jie(MHUCATH U CKYIIOBH Kao:
w'2+1={012,..,0,..,w*2},
w-3+1={0,12,.0,0+1,..,0tw,wt+w+1,..,0+w+w}
YaK u
w-w={012..0.,02,..,0"3,..,}%L

Ckyn cBuX cien0eHMKa CKyna w (0Baj CKyI 3alpaBO He IOCTOjU; Yy cieaehux HEeKOJIMKO
noTrnoriaasba he To OMTH 00janImbeHo; 3aTO, PEIMMO YMECTO TOTa J]a C€ OBaj CKYII 3aBpIlaBa ca
@' W Kao TOCICAmUM EIEMEHTOM) 3ajeJHO ca CKYIIOM IpHUPOAHUX OpojeBa Gopmupa
JMHEapHO ypelheH CKyI y3 penaiujy €, y3 CBOjCTBO J1a KMaMo ,,lI04eTak™, Tj. CKyn @, u j1a Koju
rOJI MOJCKYI OBOT' CKyIla M3a0pajiu, U Jajbe UMaMo ,,[I0YETaK", Tj. EIEMEHT KOjU je MOJCKYI
CBHX OCTAJIMX €JIeMEHaTa.

Hepunnuuja: Ckyn W je nodpo ypehen penanujom < ako Baxu

I. (W, <) je nuneapno ypehen cky.
Il. Cpaku HempasaH mojackyn ckyna W uma HajMamu €JIeMEHT, Tj. eIeMEeHT KOju IpuIaaa
CBaKOM JIPYTrOM €JIEMEHTY TOT MOJICKYTIA.

DyHIaMEHTAJIHO CBOJCTBO J00pO ypeheHHX CKymoBa jecTe TO Jla C€ MOTY IMOPEAUTH IO
,,BEITMYMHU" (KOja, MaKO MHTYUTUBAH I0jaM, ce Mopa 100po aedbunucaru). [la 6u ce yBena ta
neduHUIMja, HAjOpe je NOTpeOHO O00jJaCHUTHM MHULMJATHU CETMEHT, CKYN KOJU CaJpiKu
,HajBehu* eIeMeHT U CBe ,,Mame" eIeMEeHTE, Tj. CKYIl KOjU CaJp>KH HEKU €IEMEHT U CBE OCTaje
eJIEMEHTE KOjU My MpUIIafajy.

HNepununuja: Heka je (W <) ymmuueapro ypehen ckyn. Ckyn SCW je WHUIUjaTHH CETMEHT
ckyna W axo Baxu S#W 1 ako 3a cBako a € S cBU X<a Takole mpumaaajy ckymy S.

OBo je noackyn ckyna W orpaHuyeH 0/103ro HEKUM HETOBUM €JIeMEHTOM, a Kako je W mo0po
ypehen, u S je no6po ypehen. UumeHnna 1a je CBaku WHUIMjaTHH CETMEHT 100po ypehernor
CKyma u cam 100po ypeheH je BaxkHa 3a 1oka3 cienehe eme.

Jlema: Axko je (W,<) moOpo ypeheH ckym u S HEKU HEeroB MHHUIIM]aJIHU CETMEHT, noctoju a € W
takaB 1a S = {x € W|x < a}.
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Joka3: Jlepunumumo ckyn X kao pa3znuky ckyna W u ckymna S. 36or S#W ckyn X He Moxe
outn npasan. Kako cy S 1 W 106po ypeljenn, X Mopa MMaTH HEKH HajMamH SCIEMEHT a.
Pa3marpajmo caza ogHOC Hekor x € S ca a:

x<a=>x¢€&X,
jep je a Hajmamu enement ckyna X. C agpyre cTpase,

x=2a=>x¢Ss,
jep Ou mHave x € S MOBYKJIO a € S. W

[Tomro Baxku X U S = W, cBu eneMEHTH KOjU He TpUNaaajy ckymy X NpHManajy ckymy S, ma
Baku S = {x € W|x < a}.

Ogaj ckym ce o3na4yaBa ca Wal.

Ca nedmHICAaHUM MHUIIM]aTHUM CETMEHTHMA, Moryhe je yBeCTH TeopeMy Koja y IPaKTUIHOM
cmucy oMoryhyje mopeheme ckymnosa.

Teopema*: Axo cy nBa mobpo ypehena ckyma (Wi, <q)u (W,,<;), BaXu TauyHO jeTHO O]
cneneha Tpu TBphema:

I. Tlocroju uzomopduzam uzmehy ckymnosa W; u W,.
Il. TTocroju m3omopduzam m3mel)y ckyna W, u HEKOT HHUIUjaTHOT CerMeHTa cKymna W.
I11. ITocroju uzomopduzam uzmely ckyna W, 1 HeKOr MHUIMjATHOT cerMeHTa ckyna W .

3a JI0ka3 OBE TeOpeMeE Cy HajIpe MoTpeOHe BE JeMe.

Jlema: Axo je (W,<) nobpo ypehen ckym um f:W — W pacryha QyHKIMja, OHIa Baxu
fO) zx

3acBako x € W.

HMoxa3: IlpermocTaBuMO CympoTHO, jaa je ckyn X = {x € W|f(x) < x} nenpazan. Tana, kao
no0po ypeheH ckyr, nMa HajMamK eeMeHT a. Tana Baxu f(a) < a, a kako pacryha gyHkmja
f aysa penocnen, saxu u f(f(a)) < f(a). Mehyrnm, Tana no ycnosy ckyna X Baxu f(a) €
X, ITO je KOHTPAIMKIIK]a, jep je a HajMamH eeMeHT ckyna X, a f(a) < a.m

Jlema:

I. He mocrtoju u3omopduzam u3mely nodbpo ypeheHor ckyma u OWIO KOjer HEroBOT
WHUIIHMjATHOT CETMEHTA.
Il. Caku 106po ypehen ckym nma camo jeaas ayromMopdusam’, i TO HIACHTHTET.

3 . .
3a HajMamu €JICEMEHT CE€ OBAE CMaTpa €JIEMEHT KOJU IpUIlazia CBaKOM APYroM €JIEMEHTY CKyIa.
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I1l. Axo cy W; u W, uzomoppuu 1o6po ypehenu ckynosu, uzomopduszam nsmely mux je
JeIIMHCTBEH.

Joxka3:

|. TIpernocraBumo na TakaB uzomopdusam mocroju: f: W — Wla], 3a neko a € W. Tana
ciemu f(a) € Wla] kao enement komomena, Te f(a) < a , mro ce MNPOTUBH
MIPETXOTHO] JIEMH.

[I. Hexka je f ayromopdusam Ha ckyny W. Tana cy f u f~! pacryhe Qynkuuje, na 3a
x € W Baxu f(x) = xu f~1(x) = x no nperxoauoj nemu. M3 apyre HejeqHAKOCTH U
ynmeHule Ja je f pactyha dynkumja nobujamo f(f~1(x)) = f(x), 1j. x = f(x). U3
IPETXO/IHE JIEME U aHTHCUMETPUYHOCTH = cieru f(x) = X.

I11. IIperniocTaBUMO CympoTHO, Ja mocToje ABa u3oMmopdusma f u g 3a W, u W,. Tana je
f o g~ ! ayromophusaM u 1o NpeTXoaHOM ey OBe JieMe uaeHtuter. Jlakie, f = g. m

V3 oBe aBe neMe je Moryhe U3BEeCTH JI0Ka3 IPETXOIHE TEOpEME.

Jloka3 Teopeme*: Heka cy W, u W, nobpo ypehenn ckynosu. [IpBa nema Hanaxke aa cy Tpu
ClIy4aja y TEOpeMH y3ajaMHO HWCKJbYYHBA: HIIp. Kaja OW IocTojaja JaBa uM3oMoppusMa ca
JOMEeHHMa W komomenmma W; — W,la,] u W, - W;[a,], »uxoBa kommosunuja Ou OHO
nzomMop(hu3zaM Koju mpeciukaBa J00po ypeheH CKyn Ha HEeroB MHHUIMjAaTHH CETMEHT, IITO je
Hemoryhe.

JenuHCcTBEHOCT I/ISOMOP(I)I/I?»MEI Yy CBAKOM O[] TpHU cnyqaja CJIeAu JUPEKTHO U3 APYTe JICME.

Cagna ocraje camo Aa ce JoKaxe Ja u3oMop¢u3aM 3a70B0JbaBA je[aH O] TPU 3aJaTa ycJoBa.
Hedpunummmo pynxuujy f € Wy X W, xao

f ={(x,y) € W; x W,| nocroju nuzomopduzam msmehy W [x] u W, [y]}.

[TpBo, oBa ¢pynkimja je 1-1, jep, kaga Ou ce aBa pa3nUYHTa X U X, CIUKAJa Y Y, OCTOjao Ou
n3zomopduzam mmehy Wi [x,] u Wy[x,], mro je Hemoryhe, jep je jenaH CUTypHO WHHIIMjaTHH
CerMEHT Jpyror, a usMmel)y CKynma W HEroBOI HHHUIMjaTHOT CETMEHTa HE CME II0CTOjaTh
nzomopduzam.

Hawe, pynkumja je pacryha, 1j. Baxku x < x' = f(x) < f(x'), jep ako je h usomopduzam
msmelyy Wy [x'] u W,[f(x')], a meroa pecrpukimja’ h | W, [x] usomopdusam msmely W, [x]
u W,[h(x)], e je h(x) = f(x) u camum tim f(x) < f(x").

* Ayromopdusam je 3ampao H3oMopQu3aM KOji IIPECTHKaBa HEKH CKYI S y camor cebe.

> Pectpukimja dyaknmje f Ha ckyn X ce 100Hja Kaaa ce 1OMeH (yHKIMje OrpaHHYH Ha OApeeHU MOACKYI BEeHOT
nomena. OyHKIMja HA HOBOM JIOMEHY 3ajpykaBa HMCTE BPEIHOCTH KOje je MMmajia ca crapuM, BehuM poMeHoOM.
Pecrpukunja ¢pynkuuje f Ha ckyn X ce obernexana ca f I X.
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300r Tora mTo je ¢ynkumja f 1-1 u pacryha cienu na je msomopduzam u3Mel)y nomeHa,
noackyna W; u komomena, nojckymna W,. Ako cy TOMeH U KOJoMeH 1ienu ckynosu W, u Wy,
ycioB L. je 3agoBosbeH. MHaue je uin JOMeH WM KOAOMEH 1I€0 CKYII.

Ha npumep, Heka je momen W, [x], mouckyn ckyma W, xoju je pasnuuut of mera. Komomen
Moe OuTH 1eo ckym W,, mro ce ciaxe ca TEOPEMOM, UM HEKH HErOB WHHUIMjATHU CETMEHT
W,[y], mro je cynporHo Teopemu. [IperrmocraBumMo J1a je TO CiIy4aj, TO jeCT Ja IMOCTOjH
usomoppuzam usmelhy Wi[x] u W,[y]. Tana, no nepuunuuju ¢byukuumje f Baxu (x,y) € f,
x € domf = W;[x], mrro 3Haum x < x, mwWTO je HemMoryhe. AHaJIOTHO Ce JOKasyje Ja CMO
MPETIIOCTABIIIN A j€ KOJOMEH UHUIIMjaJIHA CETMEHT. M

Cana, ca cmocobHomhy na ymopelyjeMo BenW4HMHE CKYIOBAa MOXKEMO YBECTH OpHHAIHE
Opojese.

OPANHAJIHU BPOJEBH; AKCHUOMA 3AMEHE

VY mpeTxomHHX HEKOJIHMKO MOTIOIJIaB/ha CMO Ka0 MOTHB M3pa3WiM HACTaBak Opojarma Mocie
CKyIia MPHUPOIHUX OpojeBa M YBEIH CKYI W M HeroBe ciienadOeHuke. [IpuMeTnan cMo aa je
(w, €), Kao 1 cKym OWJI0 KOT cleI0eHUKa CKyIa w 3ajeIHo ca € nodpo ypehen ckym, kao u aa
CBaKM CJIEIOCHHK CKyla @ CaipXd CKynm N Kao CBOj HMHHUIMjATHU CcerMeHT. MelhyTum,
HajBaXHHUjE OJ CBEra je Ja Cy OpJWHAIHH OpOjeBU MPEACTABHHUIIM CBUX T00po ypehenux
ckymoBa. Jla OMCMO TO MOKa3ajid, MOPaMO YBECTH MHOIITBO HOBHX I[IOjMOBa Yy OBOM
HOTIIOIJIaBIbY, KA0 | jeHY aKCHOMY.

HMedpununuja: Cxyn T je TpaH3UTHBAH aKO j€ CBAKU HETOB €JIEMEHT Yj€IHO U HETrOB MOJICKYII,
Tj.

(Vx eT)x € T.

Ckyn npupojgHux OpojeBa Kao M OpAMHAIHM OpojeBUM Cy OYMIJIeNHO TpaH3uTuBHU. Kao
IpUMeEp Ce MOTY HaBECTHU M CKYI CBHX INPaBUX Yy €YKJIHMJCKO] paBHH, WIN CKYIl CBUX PaBHH Y
eyKImICcKoM Tpoctopy [E3.

TpaH3utuBaH cKyn ce, 0all Kao CBOJCTBO TPAH3UTHBHOCTU HEKE penalyje, MOXKe JPYruMm
pedrMa OmucaTu U Kao

xEyANyeT>x€eT.
HNedpununuja: Ckymn o je opAUHATHHE Opoj (OPAMHAJ) aKO BaXKHU:

|.  « je TpaH3UTHBAH.
Il. Vpehenu ckyn (a, €) je nodpo ypehen ckyr.
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Teopema: CBaku npupojan 6poj je opauHaIaH.

Jlokas: [puponas 6poj je Tpansutusat jep je n + 1 = n U {n}, na je meros Hajsehn® exement
N IHEroB MOJACKYI Y BUIY {n}, a CBU Marbu €JIEMEHTH CY €JIEMEHTH CKYIIa 1, KOjH j€ MOICKYII
ckyna n + 1, Te je o TpaH3UTUBHOCTH C CBAaKH H-ETOB EJIIEMEHT BeroB mnojckyi. 1lto ce
no6pe ypehenoctu tiue, npupoHU OpojeBH Cy 1Mo JeUHHUINJU HHIYKTUBHOCTH 100pO
ypehenu. m

Teopema: Ako je a opaunanan 6poj, ona jeu a + 1 = a U {a} opaunai.
Jloka3: AHAJIOTHO JJOKa3y MPETXOJHE TeopeMe. M

3a opmuHAe @ U [ Baxu a < f aKO M caMO aKo BaXu « € §, mTO TOMaxe ypehemwy
OpAMHAIHUX OpojeBa 3ajeHo ca npupogHuM. OBa penanuja je u3y3eTHO OUTHA jep U OHa, Kao
u €, no6po ypehyje opaunagne 6pojese.

Taxole, Tpeba HaOMEHYTH J]a HEMa CBaKM OpJMHAIHH OpOj CBOT MpETXOAHWKA. /[Ba TakBa
opoja cy 0 u w. 0 je HajMamKU OpIMHATHUA OpOj, a MPETXOAHUK w Ou Ouo ,,HajBehu mpupoaan
Opoj*, ITO HUje JO3BOJHEH HUTHU MOCTOjaH U3pa3 y MaTeMaTHULIH, jep OM ¥ OH UMao ClIeI0eHUKA
KOju je Takohe nmpupojan 6poj. TakBu OpojeBH ce 30By TPAHMYHHM OPAMHAJM, a OpOjeBU KOjU
Cy CIeIOCHUIIN HEKHX Cy c1eq0eHHYKH OPAMHAJIH.

Teopema:** Axo cy, @, f ¥ y oOpIuHAIHU OPOjeBU, BAXKHU:

L a<pBAf<y=>a<y.

Il. He mory ucroBpemeno Baxutu a < f u ff < a.

. Baxnmma < fuma = wm f < .

IV. CBaku HenpazaH CKyn OpJIMHAIHUX OpojeBa MMa HajMamH €JIEMEHT 10 penanuju <.
V. 3a cBaku ckyn opAvHaia X MOCTOJU OpJAMHAN @ KOJU HE MpHnaaa ckymy X. i

3a J10ka3 OBE TeOpeMe Cy MPETXOIHO OTpeOHE TP JIEME.
Jlema: Axo je a opauHan, a € a.

Jloka3: Axko Ou Baxuina a € a, 106po ypehen ckyn (@, €) Ou UMao 4jgaH X = @ 3a Kora BaxH
X € X, IITO KPIIM aCUMETPUYHOCT peranuje €. |

3anpaBo, HUjeaH CKYIl y MaTeMaTHUIU He MIPUMaia CaMOM CeOH.
Jlema: CBaku eneMeHT OpAMHATHOT Opoja je opAuHaiaH Opoj.

Jloka3: Heka je a opauHanan 6poj u x € a.

6 . . . .
Kao n Hajmamy, HajBehn eeMeHT y CKYILy Y OBOM CIIy4ajy ce Ae(hHMHHUIIE Kao eJIEMEHT KOjH IPHIaia CBAKOM
JPYrOM €JIEMEHTY TOT CKya.
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TpansutuBHOoCcT: Heka je u € v u v € x. IlomTo je @ TpaH3uTHBaH, VE @ U U € .
Jlakie, u, vV ¥ X Cy €IeMEeHTH @, a TOWITO je € penaiyja JMHEeapHoT MOPeTKa Ha CKYILY
@, IITO 3HAYM JIa Cy CBaKa JiBa HEroBa eJICMEHTA yIopeIuBa, Mopa OuTH u € X.

(x,€) je nobpo ypehen ckym: 300r TPaH3UTHBHOCTH CKylla @ UMaMoO X S @, ma je
pernanuja € ca KOJOMEHOM X 3alpaBO CaMO PECTPUKIHUja peJanuje € ca KOJIOMEHOM «,
wto 3Hauu ja je (x, €) noopo ypehen ckyi. m

Jlema: Akocy a u f opauHanu u ¢ C [, oHIa je a € f3.

Joxka3s: 30or a C [ je ckyn \a Hempa3aH MOJACKYI CKyna [§, Tla ©Ma HajMambH SJIEMEHT Y, jep

je nobpo ypehen. IlpuMernMo 51a Baxku ¥y € : YKOJMKO HE OM Baxujo, cBako § € y\a Ou

om0 enemMeHT S\ u Ouo OU Mame 0J1 HajMamEer eJIEMEHTa TOT CKYTIa, ).

Jlokaxxumo cajia u 11a je ¢ S y: Heka je § € a; Taga Mopa Outu § € y, jep OM y CynmpOTHOM

BOXWIOY ESwmy = §,a3atuM u Yy € a, mTo je Hemoryhe jep y € B\a.

JHakne,

maSyuySacmequa =y, 0jecta € 5. m

Jloka3 Teopeme**:

Crnenu TMPEKTHO M3 TPAH3UTUBHOCTHU OpIIMHATA, jep je & < f €& a € § 3a opauHae.
[IpernocraBumo cympoTHO: @ € f u f € «. Tajma OM TO TPAaH3UTUBHOCTH OpAHMHAIA
BOXWJIO @ € @, IITO j& KOHTPAJAUKTOPHO Ca MPBOM JIEMOM.
Ako cy a u f opaunanu, a N [ Takohe mMopa OuTH opAuHAN jep Baxu a Nf S a u
anpB < B.Pasmukyjemo 3 cinydaja:
. aNf =a,utanaje a S [, WTO 3HAYH [1a BXU WK @ € [ win ff = .
. anf=LF,utanajewm f € a wu f = .
iii. anfcauanpf c B, uro no tpehoj Temu 3Hauu 1a Baxu @ N ff €
uaNp €p, mro 3Haun ja ¢ N S € a N B, mro je Hemoryhe, TOHOBO
300T TIpBE JieMe.

. Heka je A HempasaH ckyn opAuHajia. Y3MHUMO HEKO @ € A u mocmarpajMo ckyn a N A

(MHTYUTHBHO je J1a je OBO CKYIl @, MehyTuM, TO HaM HMje NOTpPeOHO 3a JI0Ka3 OBOT
TBphema). Ako @ N A = @, a je HajMawK erneMeHT A. Y cynpoTHoM Baxu a N A C «,
na kKao 106po ypeheH ckyn a N A uMa HajMambu €JIeMEHT [, KOJU j€ YjeIHO U HajMambH
esieMeHT 100po ypehenor ckyna (A,<).

Hexka je X ckyn opaunana. Ilomro cy cBu enementu ckyna X TpaH3utuBHH, U U X je
TpansutuBad. [lomrTo € nobpo ypebhyje UX (300r TpaH3UTHBHOCTH penanuje u
nperxoHor TBphema IV.), U X je opaunan. Cana, Heka je « = S(U X). a je opauHanm u
Bakn a € X. m

Kao 3axspyyak, cBaku opAuHan je 1o0po ypehen ckynm ca penanujoM €, W HHUjelHA JBa

pasnnyuTa OpAMHANIa HUCY HM30MOpdHA, jep je jelaH yBeK HMHULMJAIHU CETMEHT JPYyTor.
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HamomenuMmo 3a kpaj aa je mocaeauiia Apyre JeMe Ja ce CBaku opAauHai A MOXKe 3amucaTi Kao
A ={B|B je opmunanu B € A}.

JloOpo ypehenu ckymnoBu ce MOTry jeAMHCTBEHO NMPEACTaBUTHU Kao OpIUHAIIM, YEMY CBEIOYU
ciegeha Teopema. Mako w3riema cacBUM pa3yMHO, JI0OKa3 OBE TEOpeMe je camo
JIEMOHCTPAaTUBaH y CMHCIY Jla OTKpUBA HEIOCTATaK y J0CAAIIbEM aKCHOMAaTCKOM CUCTEMY U
3axTeBa yBOleme HOBE aKCHOME.

Teopema: CBaku 100po ypehenu ckymn je u3oMopdaH jeTUHCTBEHOM OpIUHAITY.
Hoxka3s: Heka je (W, <) no6po ypehen ckym. Heka je
A = {a € W|W]a]je uzomopdhan HEKOM OpAHHAILY }.

Kako Hujenna aBa opauHaia HUCY M30MOpdHA, 0Baj OPJAMHAN j€ jeAMHCTBCH; 03HAYMMO T'a ca
@,. Cana, mpernocraBumo ja mocroju ckyn S={a,|a € A}. (S,€) je nobpo ypeheH jep je cxym
opauHaiia. Takohe je TpaH3UTHBAH: TOKAKMMO TO TAaKO IITO Y3MEMO HEKO ¥ € a, € S. 3arum,
Heka je @ mzomophuszam usmehy Wla] u a, u neka je ¢ = @~ 1(y). Oynxumja ¢ [ ¢ je
uzomopduzam mmehy Wicluy, na jey € S. Jlakie, S je opaunan. HazoBumo Taj opauHai
S=a.

[Mokakumo 1a ako Baxu b < aun a € A, Baxu u b € A. Heka je ¢ usomoppuszam usmehy W[b]
¥ HEKOT MHUIIMjaJTHOT CETMEHTA (1, KOju Mopa npuranat ckymy S. Taga je b € Au ap < a4.
Haxue, Baoxu mmu A = W nmn A = W[d] 3anexod € W.

Canma, nepunummmo ¢yHkuujy g: A — S kao f(a) =a, . U3 nebununmje cxkyma S u
yumeHulle N1a je GyHkmnuja g pacryha cienu na je oHa uzomopduzam usmehy A u S. Kaga ou
Baxkmno A = W([d], Baxwumo 6u u d € A, wro je xoHTpaaukuuja. Jakne, A=W, a g je
uzomopduzam uzmehy nodpo ypehenor ckyna W u opaunana S. m

Hasxanoct, HujeiHa /10 cajla yBeJeHa akcuoMa He rapaHTyje IoCcTojambe cKyna S.

[Tocmarpajmo joul jenaH mpuUMep KOJU HaM Jaje MOTHBalUjy 3a yBoheme akcuome 3aMeHe:
aKCHOMOM OECKOHAYHOCTH C€ TOCTYyJupa IMOCTOjame ckyna w. Onatie, Jako je JoKa3aTu
nocrojae ckymoBa w + 1l =wU{wln w+2=wU{w}U {w U {w}} NPUMEHOM aKCHOMa
ynapuBamka M YHHje KoHayaH Opoj mnyra. MehyTtum, Kako NPUMEHHTH OBE aKCHOME
O0eckonayan Opoj myTa, Ja OM ce JOKaszalo TMOCTojamke CKymna w + w? 3aro je morpebHa
aKCHMOMa 3aMEeHe.

Axcuoma 3amene: Heka je P(x,y) ocoOMHa TakBa Ja 3a CBAaKO X MOCTOJU JEIUHCTBEHO Y 3a
KOje OHa Baku. 3a cBaku cKyn A moctoju ckyn B TakaB na 3a cBako x € A moctoju y € B 3a
koje Baxu P(x,y).

(VA)((vx € A)(A'y)P(x,y) = (3B)(Vx € A)(3y € B)P(x,y).
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Kao n akcmoma mojickyrma, akcuoMa 3aMeHe je ImemMa akCHoMa, IITO 3Ha4H Ja 32 CBaKy OCOOMHY
MOCTOJH TI0 jeJTHa aKCHOMA.

JlonatHy WHTYUTHBHY MOTHBAIIHM]y 32 YBO)CHE OBE aKCMOME HaJla3uMO aKo je YIMOpEeauMo ca
AKCMOMOM TIOJICKyTa. AKO HaM aKCHOMa IOJICKYIIa JI03BOJbaBa Jia MPOJIa3uMO KPO3 CKyIl A,
IPOBEPaBaMO Ja JIM HErOBHU €JICMEHTH 3a10B0JbaBajy ocoouHy P(X) 1 oHe KOju UMajy CKYITUMO
y CKyIl, aKCHOMa 3aME€HE HaM J[03BOJbaBa Jla MPOJIA3MMO KPO3 CKyNm A M 3a CBAKH H-CTOB
eNIEMEHT X y3MeMo u3 ckyma B oxrosapajyhe y tako na Baxu P(x,y).

N3 oBe akcuome je Moryhe noka3aTtu Ja Cy akcHMOMa yNapHuBama U aKCHOMa MPa3HOT CKyIa

Bumak y 3epmeno-OpeHKeIoBOj TEOpHju. AKCHOMA MPa3HOT CKyla CJIEeId TUPEKTHO U3

akcuome moackyna ca dopmyinom P(X) =X € X AX ¢ X. Taga, npumemyjyhu axcuomy

noackyma gobujamo (VA)(AB)(VX)(XEB ©[X€EAANXEXAXEX]) , mTo je

€KBUBAJICHTHO ca
(AB)(VX)~(X € B).

Ckyny B He npunaja HUje[aH CKyT, na je B mpa3an ckym.

[IITo ce moKa3a akCMOME ylapuBama THYE, aKO MMaMO CKYIOBE X U Y, Tpeba Ja JOKa)KeMO
nocrojame ckyma {x,y}. I3 akcuome mojckyma cMo ao0und mpaszan ckym: @. Kopucrehu
aKCMOMY  IIAPTHTHUBHOI  CcKyma jgobujamo P (@) = {0}, P (P(Q)) = {(Zi, {(25}}. 3artumM,
nepunummmo ocoduny P(x,y,u,v) =(u=0 Av=x) V(u={@3}Av =y).

Cana, kopuctehu akcuomy 3amMeHe Ha Ty 0COOMHY J00MjaMo Ja MOCTOj! CKYIT

{vl (Elu € 73(?(@))) P(x,y,u, v)}.

Ogaj ckym je yrpaBo ckym {x, y}.

Ca oBux 8 akcuoma je Moryhe neduHHcaTH CKOpO CBE IO3HATE TEOPEME Yy MAaTEeMaTHUIIU.
Mebhytum, mocToje jomr JABE aKCMOME, O] KOJjuX jenHa mpumana 3epmerno-OpeHkenoBo)
TEOpPHjH, a Ipyra je MOTIYHO He3aBUCHA O] i (TIOCTOjJU U BEp3Hja ca oM M Bep3uja 0e3 me).
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AKCHOMA PETr'YJIAPHOCTH

[Tojam moOpo ypeheHor ckyma je jemaH Off HAjBaXHHUjUX TIOjMOBa Yy TEOPHUJU CKYIIOBA, jep
omoryhyje nma mopenumo meroBe enemenrte. McmocraBiba ce ga je Moryhe HampaBHTH jOII
KOPHCHHX TE€Hepalin3alldja Be3aHWX 3a OBaj M0jaM. Y MHOTHM CIIy4ajeBHUMa y MAaTeMaTHUIH je
HeOuTHA ,,ypeheHocT ckyma, Beh je moTpedHo na je ,,100ap™, 1a CBaKM HEroB MOJCKYI HMa
HajMamM eeMeHT. To moBoau 1o cienche nepununmje:

HMedpunumnuja: Axo je p OunapHa penanuja y ckyny A u Heka je X € A. a € X je p-MUHUMAIIHU
€JIeMEHT CKymna X aKo HH 3a jeHO X € X He BaXu Xpd. p je 100po 3aCHOBaHA peJialuja Ha
CKymy A aKo BEroB CBAKU HEMpas3aH MOJICKYI UMa O-MHUHUMAITHU CIIEMEHT.

Ha npumep, penanuja p = @ je 1o0po 3acHOBaHa Ha CBaKOM CKYITy, 4aK W mpasHoM. Takolpe,
CBaka penaiyja koja 1o0po ypehyje ckym A je u 106po 3aCHOBaHa Ha HEMY.

Ha xojum ckymoBuma je moOpo 3aHcoBaHa penainuja €? Mako Moxaa He nenyje Tako, OBO
NUTAlkE j€ YCKO IOBE3aHO Ca IMHUTamkEeM IOCTOjama CKyNa Koju je eneMeHT camor cebe. C
003UpOM Ha TO J]a TaKaB CKYIl HE MOXKEMO 3aMHCJIHMTH, JIOTHYaH OJATOBOP je J1a Taj CKyI He
nocroju. MeljyTum, Ha TO MUTamkE HE MOXKEMO OJTOBOPUTH Ca JI0 cajia YBEJCHUM aKCHOMaMa.
[ToTpebHO je yBecTH joi ajiata 3a JUCKYCH]Y O TAKBOM CKYITY.

HMepununuja: Tpanzutusan ckyn X je J00po 3aCHOBaH CKYH aKO U Camo ako je penaiuja €y
n00po 3acHOBaHa Ha CKymy X, TO JeCT aKO 3a CBaKH HEeroB HEeMpas3aH MOACKyM A moctoju a € A
3a koju Baxku a N A = Q.

Jlema: CBaku ckyn X MMa HajMamkbU TPAH3UTHBAH HAJCKYI. Taj CKyH ce 30BE TPaH3HUTHUBHO
3arBapame ckyna X u numie ce TC(X).

Joka3: Jlepunumemo Bedy Xo = X, X,,41 = U X, u ckyn TC(X)= U{X,,|n € N}. Ouurnenno
je na X € TC(X) u na je TC(X) Tpan3uTBaH. AKO OM NOCTOja0 HEKU TpaH3uTHBaH ckym T 3a
KOJU BaXKU KOjU capku X, MHAYKLHJOM ce JIaKko JoKa3yje u Aa X, npumnaja ckyny T 3a cBaku
npuposan 6pojn, nazatou X, € T. m

V3 oBaj mojam, aHanorna aeuHUIMja J00pO 3aCHOBAHOT CKyTIa je:
Hepununuja: Cxyn X je modpo 3acHoBaH ckyn ako je TC(X) TpaH3uTuBaH u 100pO 3aCHOBAH.

3Hauaj 100po 3aCHOBAHOT CKyma je, u3Mmely ocranor, mTo HU 3a jeqaH 100pO 3aCHOBAH CKYII
HE TIOCTOjU HU3 YMjH je MPBU WIaH Taj CKYI, a CBaKku ciefehu uian HU3a My NpHnajga, To jecT
He MOoCTOju HU3 ckynoBa X1 3 X, 3 X3... 93 X, ...

Teopema: Axo je X 100po 3acHOBaH cKytl, He mocToju HU3 Xy = X, X,,41 € X, n € N.

Joka3: [Ipe nokasza, BaKHO je HAIOMEHYTH J1a, ako y3MeMo X, = X, U3 OBe TeopeMe cleiu Ja
HE MOCTOjU CKYH KOJU MPUIIa/ia CaMOM CEOH.
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Hajnpe npernoctaBuMo aa je X 100po 3aCHOBaH CKyM W MPETIIOCTAaBUMO Jia TTIOCTOjH HaBEJICHU
uu3. Taga Baxu Xy € TC(X) u no unaykumju Baxu X,, © TC(X). Melhyrum, ckyn {X,|n > 1},
Koju je mojackym ckyna TC(X) Hema E-HajMamU €JIEMEHT, IITO j¢ KOHTPAIUKIIH]A, jep j& CKYII
TC(X) mo6po 3acHOBaH. W

Capna, na 6u OWIJIO jacHO 3aIlTO je MOTpPeOHA jOoI jeHa aKCMOMa, Pa3MOTPUMO MTOHOBO HAITy
unejy o ckymy. Cerumo ce KaHTopoBe HHTYUTHBHE AeUHUIIMA]E: CKYIT je OMIIO KOja KOJISKITHja
onpehennx u 3aceOHMX obOjekara Koje Halla MHTYUIMja WM YM MOTY OOYXBAaTUTH y LEIUHY.
Jlorn4Ho je na oBU 00jeKTH Mopajy Hajupe nocmojamu (6ap y ymy) Ipe HEro ImTO HX
oOyxBaTuMo y nenuny. [IpBu ckyn 3a koju 3HaMo na nocmoju je @. On mwera gajbe MOKEMO
HANPaBUTH CKyN Koju ra canpxku, {@}. Jlajke, o oBa aBa CKylma MOXXEMO KOHCTPYHCATH
uetupu: @, {D}, {{@}} u {(D, {(D}} O 0Ba YeTHPH CKyIa MOXXEMO KOHCTPYHCATH OCaM, U TaKo
Jajbe.

Nepununuja: Xujepapxuja 100po 3aCHOBaHUX CKYIIOBA je:
VO = ®1

Vyr1 = P(V,) 3a cBaKku CiieA0CHUYKH OPANHAI O,

V, = U Vg 3a cBaKu rpaHUYHH OpAMHAI 0.
B<a

OBu CKYIIOBU CYy OUHUTJICIHO ,I[O6p0 34CHOBAaHU U TPAH3UTHBHHU.

OBaKBO 3aCHUBamWkE CKYIOBA, KOj€ j€ CAaCBUM MPUPOAHO, OM Tpedano Ja 00yXBaTH CBAKU CKYII
KOjJH MOYKEMO J1a 3aMUCIIUMO. Kako Cy CBH OBH CKYIIOBH 10OPO 3aCHOBaHH, JJOTUYaH 3aKJby4aK
je cneneha Teopema:

Teopema: Ckyn X je 100po 3acHOBaH ako U camo ako X € V, 3a HeKu opauHAaI a.

Joka3: IIpBo, mpernoctaBuMo aa je X 100po 3acHOBaH cKym. Taja je OYHMIJIEAHO M CKYI
TC(X) U {X} = TC({X}) tpamsutuBan u 100po 3acHoBaH ckym. Camga, Heka je Y mpecek
ckynoea TC({X}) m V, , rme je a mnposuBosbHM opauHan. Jlokaxumo TC({X}) =Y .
[IpernocTaBMMO CYNpOTHO: J1a OBa JBa CKyIla MMajy HEKy Helpa3Hy pa3iiKy, Koja Mopa OUTH
n00po 3aCHOBaHA, M HEKa je HeH HajMamu enemMeHT a € Y. Cana, 3a cBakoy E a Baxxku y € Y
HEKa je € HajMambu OpJMHAN 3a KOju je y € V, u Heka je 0 HajMamu OpAUHAl 32 KOjU BaXKH
ef[a] €c.” Tama 3a cako y €Ea Baxu yEV,CV,, ¢ aSV, u aSV,,,, wro je
KOHTPAJUKTOpPHO ca a & Y.

" £[a] je MHMMjATHH CErMEHT OPIMHAA &.
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Hpyro, npernocraBumo X € V,. Tana je u X € V, o TpaH3UTHUBHOCTH, ILITO 3HAYU J1a BaXKU U
TC(X)<S V,. 360r oBora je u TC(X) mobpo 3acHoBaH, na je mo aeuuuimjn u X 100po
3aCHOBaH. M

OpaBne BUIMMO Ja je, 300T Tora INTO HaBEJICHA XHjepapXxHja CKyloBa IPEICTaBjba ,,CBE
CKYIIOBE KOje MOXEMO Jla 3aMHCIMMO CBaKH CKYIl J0OpO 3aCHOBaH. Y CYNpPOTHOM, WUMalld
OMCMO CKyH KOjU 3axTeBa TIOCTOjalbe¢ OYMIJICTHE KOHTPaAMKIIMje, OCCKOHAYHOT HHU3a
camono3uBama. Kako je Hemoryh ¢opmanan qoka3 OBakBOT pe30Ha, MOTPEOHO je yBeCTH
aKCHOMY KOja TO TapaHTyje.

Axcunoma peryjaapuoctu: CBaku CKyn je 100po 3aCHOBaH.

BaxHo je Ha Kpajy HallOMEHYTH Jia OBAa aKCMOMA He YTHU€ Ha pa3BUjambe U 3aCHUBAKE MHOTMX
rpana marematuke. [Ipupoane, panronante u peanHe 6pojese je moryhe nedunucaru 6e3 oBe
akcuome. DopManHi CUCTEM KOjU C€ OCJama Ha MPETXOJHUX OCaM aKcHoMa ce HazuBa ZF ™~
TeopHja. YKOJIMKY BHMa J0JAaMO M aKCHMOMY peryjapHocTd, nobujamo ZF teopujy, a ca
akcuomMoM wu3bopa (koja he Outu objammeHa y cneaehoj riaBu), OBe akCHUOME YHWHE
ctanaapany ZFC Teopujy CKymnoBa.
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AKCHOMA N3b0PA

MortuBanyja 3a oBy akcuomy he Outu jacHuja mocie AeduHHCamba WHACKCUPAHOT CHUCTEMA
CKYTIOBA.

Nepunnuuja: Huaexcupan cucrem F = {F;|i € [} ckymoBa wuHAEKCcHpaH cKymnoMm [ je
¢dyukuuja F ca nomenom I, tako na je F (i) = F;.

OBa HOTalMja ce KOPUCTU Kaja je Harjlacak Ha HaOpajamy eleMeHara u3 ckymosa F;, a He Ha
camoMm ckymy . ITpuMeTrmo aa je cBaku cKym A KOJOMEH HEKOI MHICKCHPAHOI CHCTEMa,
cucrema {a|a € A}. Axo je {A;|i € [} Heku cuCTEM CKYIIOBa, OHJA je

[

i€l

3anpaBo JlekapToB mpousBoj cucrtema A;. BakHO je HanmoMeHyTH Aa cKym [ He Mopa HYXKHO
outn ckym OpojeBa; mehyruMm, y BehuHH cirydajeBa, 1a U y oBOM, [ MpeACcTaBhba HEKU MOJICKYIT
ckyma npupoanux opojesa {0,1,2, ..., n}.

Heka je {K;|i € I} cuctem Henpasnux ckynosa. Jla nu je onma u [lekaproB mpousBog K =
[lie; K; mempazan? Ako je I moackyn ckyma npupoxaux 6pojesa {0,1,2,...,n}, Oupamem 110
jenHor enemeHTta u3 ckymnoBa Ky, Ky, ..., K, cnequn na ypehena (n + 1)-topka (ko, k1, ..., k)
npumana ckyny K. Melhyrum, mra ako je I ieo ckyn npuponaux opojea? Jla mu je moryhe
HCTOBPEMEHO M3a0paTH 10 je/IaH eJIeMEHT U3 cBuX K;?

Moryhe je noctaButH u cienehe nurame: Ako je X ckyn Mel)ycoOHO JUCJYHKTHHUX HEMpPa3HUX
CKYITOBa, JIa JIW TIOCTOjU CKyI S (M300pHHM CKYH) KOjH CaJAP)KK TA4HO I10 jeJIaH CIEMEHT U3 THX
Hernpa3Hux ckynoBa? KanTop je TBpAuo 1a je 0Bo O4HrieaHa UCTHHA.

Cnnuno TOoMeE, f je m300pHa PyHKIMja crucTeMa CKymoBa S ako u camo ako Baxu [ € [[ies S;.

[Ipe Hero mTo MPOJUCKYTYjeMO O MOT'YhHOCTH OArOBOpa Ha OBO IHUTame, youumo cienehy
TEopeMy:

Teopema: Ckyn A ce MOXxe J00pO ypeIuTH HEKOM PEIallijoM ako U camo ako ckym P(A) uma
u300pHY QyHKIH]Y.

Jlokas: ° Tlogcerumo ce Hajipe Aa, Jna OucMo a00po ypemuwnu cKkyn A, JOBOJBHO je
KOHCTpyHcaTu uzomopduzam uzmel)y ckymna A u Hekor opanHana A.

8 Jloxas, xoju je m3Beo Kanrop, Huje KoMImieTan Hi GOPMaIaH, ajld je MHTYHTHBAH H 100pO MIyCTpyje 3HAYA]
TeopeMe. 3a KOMIUIETaH J0Ka3 je HOTPeOHO YBECTH PEKyp3UBHY TEOPEMY M KapAHHalIHe OpojeBe, Koje Hucam
n3abpao 1a yKIbYdHM Y paj.
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[IpernocraBumMo mpBO Aa ce ckym A Moxke a00po ypeautu penanujoM <. JlebuHumemo
u300pHy QyHKIH]Y g 3a ckyn P (A) kao

HajMaHJ/I €JIEMEHT X 110 <, X+ 0

96 = | 0, x=0

Ca apyre crpane, npernoctaBuMo aa ckymn P(A) uma uzbopay ¢pyukumjy. Jedhuuummmo oxaa
nzomopduzam nzmely ckynosa A u Hekor opauHana A. Yo4uMo npBo GyHKIH]jY

€A, A #
f={"*c" ne

u Ttako nasee. [Ipumernmo na he 3a Heko x dyHknMja f ,,ucupnern* cBe wiaHoBe ckyma A.
Heka je A Hajmamu opauHanuu 6poj 3a koju je f(A) = a. Taga je dynkuuja f ' A Tpaxkenu
n3oMopdu3am ca ToMeHOM A U KOAOMEHOM A. B

V npuMepy cMO MOKa3alli Jia CBaKK KOHaYaH CHCTEM CKYIOBa MMa M300pHY QYHKIH]Y | Ja ce
CaMHM THM MO JOOpO YpPEIWTH, jep je ¥ MAapTUTUBHH CKYIl KOHAYHOI CKyIla KOHa4aH.
Mehytum, Texe je Hahu u3dopuy ¢pyukuujy 3a P(N), P(Q), a jour Texxe 3a P(R).

[IpBU K0ju je MPUMETHO J1a HUje TPUBHjATHO MPETIIOCTABUTH 1A je c8aku CKyIl Moryhe mo0po
ypenutu je 6mo Epncr 3epmeno, koju je 1904. mocraBuo akcumoMy m300pa Kao TeopeMy O
noopom ypehemwy (TBpAHO je Ja ce CBaKM CKYI MOXeE JI0OpO YpEeIUTH U MPETIOCTaBUO Kao
€JIEMEHTAapHY UCTUHY aKCUOMY HU300pa).

Axcuoma u3oopa: Ilocroju nzdopHa GpyHKIM]ja 32 CBAKA CUCTEM CKYIIOBA.

Jlo akcuome wu30opa je gouuio jomr Hekoiauko Maremartuudapa (Pacen, 3opH) ca mano
npyrauujom ¢opmynanujom, anu je tek Ilon Koen 1963. rogune mokazao Ja je akCHOMY
n3bopa Hemoryhe qokazatu u3 octanux akcuoma 3epmeno-dpenkenose Teopuje, a Kypr ['exen
je ToKa3ao Ja ce M3 OCTAMX aKCHOMa HE MOKE HU OTIOBPTHYTH H-eHa HCTUHHUTOCT.

[Ipumene akcuome u30opa y MaTeMaTHLIM Cy €BHJECHTHE: y MaTeMaTHYKO] aHAIM3U c€ Ipu
JTeOUHHUIN]U TMMeca U HEPEKUAHOCTH (QYHKIIHMje MPETIOCTaBJba J1a BaKU akcuoMa u300pa, a
MHOTOOpOjHE Cy M H€HE NMPUMEHE y JO0Ka3uBamy CBOjCTaBa BEKTOPCKHX IMPOCTOpa, Kao U y
TEOPHjH Mepa.
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3AK/bYYAK

,»HUKO Hac He MOXke UCTepaTu u3 paja koju je Kanrop crBopmo 3a Hac“, pexao je JlaBun
Xunbepr, jegan ol peTKUX MaTeMaTHuyapa Koju cy mojapskaBanu Kanropa on camor moyerka
Teopuje ckyrnoBa. O Taza je mMpoIuIo BUIIE O] CTO FOJIMHA, & TEOPHja CKYIIOBa U J1aJbe CTOjU
Kao TeMeJb, Kao MOCT m3Mel)y Jormke M MaTeMaThKe W TIOoKa3yje Ja O cBemy Tpeda
pa3MHIIIBATH, jep HUINTA HHje eJIeMEHTapHO Kao 1mTo uiriieaa. On ¢popmanusanuje 3epmeno-
®penkenoBe Teopuje 1922. roguHe, MHOTH IpYrd MaTeMaTH4YapH Cy ce OaBUIM OBOM oOanrhy
(don Hojmawn, I'enen, beprejc cy npoayounu 3epmeno-OpeHkenoBy Teopujy cBojom 13B. HBI®
TeopHjoM, a mo3Hata je 1 Mopc-Kenu Teopuja ckymnosa), anu je 3epmeno-DOpeHkeaoBa Teopuja
U JlaJbe HajKopuIIheHuju cTanaap.
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