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1 YBOJ

bpojame u mpebdpojaBame 1e0 Cy Haller CBaKOJHEBHOT >kuBOTa. Kao pasymua Jpyncka Ouha,
Hay4YeHH CMO J1a ce 0aBUMO pa3HUM MpedpojaBambuMa Beh y paHoM y3pacty. bumo na ce pamu o
Opojamy 01 jefaH J0 IeCeT, IOK CMO oI y IejieHamMa, 010 1a y9uMo Aa cabupamo jenHonudpene
OpojeBe y MPEAIIKOJICKOM Yy3pacTy WM Mak TaOJIuIly MHOXKEHA Yy JIPYroM pa3peny OCHOBHE
IITKOJIE, YBEK CE BPAaTHUMO JETHOM UCTOM TIOJMY: OpOjy.

JlucuumimHa MareMatuke, Koja ce 0aBu mojMoM mpeOpojaBamba U CPOAHUM IMMOjMOBUMA jeCTe
kombunamopuxa. KoMmOuHaTOpHKa je rpaHa MaTeMaTHKE Koja 3aJupe y MHOIe Jpyre o0JacTH
MaTeMaTHKe, 1a je 300r Tora TEIIKO JaTH HkeHy npenusny nepunuimjy. JeqHa on aedhuHAnmAja
KOMOMHATOpPHKE KaXke Ja OHa npoyuasa pacnopelhusarba eiemeHama y cKynosumda. Y OBO]
MaTeMaTU4Koj JUCHUIUIMHHE CE€ MPOYdYaBajy AUCKPETHH CKYNOBH, Tj. CKYIIOBH CacTaBJBEHU Of
OJIBOJEHHUX, M30JI0BAHUX elleMeHaTa. Y HajBeheM Opojy cilyyajeBa TH CKYIOBU Cy KOHAUHU, aJlu ce
HEPEeTKO MpOy4yaBajy U CKYMOBU ca OECKOHAYHO MHOTO eJeMeHara, MoceOHO kaaa je mo0po
Mo3HaTa CTPYKTypa THX CKYIIOBA.

Kopenn KoMOMHATOPHUKE JOCEKY Yy AajeKy mpomuioct. [lauauctuuku® texer baeasamu Cympa
(the Bhagavati Sutra, eHri1.) npBu je TEKCT y KOjeM ce CIIOMHEbE HEKM KOMOMHATOPHHU TPOOJIEM.
Hamucan je oko 300 roguna mpe Xpucra, a cacTojao ce U3 NuTama: ,,Ha KoIuKo HadyrmHa HEKO
MOJKE HCITPOOATH IIECT YKyca, aKo je y MOryhHOCTH J1a UCTOBpEeMeHO HcrpoOaBa jesiaH, ABa Win
Tpu ykyca?“. MaremaTnka je BpeMEHOM JIOBOJFHO HAIpeoBaja, /1a jé OBO Y JaHAIIkE BpEMe
JEIHO OJ] OCHOBHUX U3payyHaBamba IPH N3y4aBamby KOMOWHATOPHKE.

EBporubanu cy ce ca komOuHaTtopukoM ymo3Hamu Tek y Xl Beky, a 3a To cy 3acimyxHH
marematudapu Jleonapao ox IMTuze (1170-1250), nos3uatuju noa HaaumMkoM Pubonauu v Jopaan
ne Hemop (cpenuna Xl Bexa). PuboHauu je y CBOjUM KHUTrama M TEKCTOBHMA MPEICTaBUO
aparcke M MH/MjCKe Hjieje eBPONICKOM JAPYINTBY, YK/byuyjyhu u uyBene dubonauujese bpojese?.
Jle Hemop je mpBH €BpOINCKM MareMaThyap KOju je OuHomHe Koeuyujenme PACIOPEANO Y
Tpoyrao. OBo je HewTo panuje Beh Ouno npumeheno Ha CpenmweM u [lanekom ucroky. Jlanac ce

oBaj Tpoyrao HasuBa ITackanos®.

! [launusam je, y3 XMHIyH3aM U CUKUTHM3aM, jeJIHa O]l TP HajBehe MHMjCKe penuruje

2 dubonaumjeBu OpoOjeBU NpeCTaBJbajy HU3 OpojeBa y KojeM 30Mp MpeTXo[Ha JBa 4lJaHa HU3a Jaje BPEIHOCT
crneneher wiaHa Hu3a. 3a TIOYETHE BpeTHOCTH y3umace fy =1uf; =1

3 b. Iackan (Blaise Pascal) — ¢ppaniycku marematuuap, 1623-1662
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1 10 45 120 210 52 210 120 45 10 1

Cnuka 1. ®uboHaun Cnuka 2. ITackanoB Tpoyrao

Maremarnuapu Ilackan u Haj6HHu4 JOTIPUHENN CYy KOMOMHATOPHUIIM CBOJUM pajoM Ha
dbopMarHUM J0Ka3uMa KOMOMHATOPHHUX MpoOiieMa Kao W HHXOBUM JoBOhemeM y Be3y ca
TeopujoM BepoBaTHohe. YpaBo 300T TOra Cy Mpo3BaHU OCHUBAYUMA MoOdepHe KOMOUHAMOPUKe.

Jlo maHammUX JaHa, KOMOWHATOPUIM Cy JONPHHEIM MHOTH €BpOIICKM yMmMoBU. HaBemumo
HajBa)KHU]E:

e AOpaxam jge MyaBp — (paHIlyCKH MaremMaTthdap, Haiiao arnpoKCHMAIHjy OHHOMHHUX
Koe(ulrjeHaTa, MpoHaNiao MOJUHOMH]AITHU Pa3Boj;

e Jleonapa Ojnep — mBajuapcky MareMaTu4ap, 0aBUO ce KOMOMHATOPHUM IpoOiieMuMa y
TEOpHUjU BepOBaTHONE;

e Huxonac bepHynu — mBajiiapcku MmaremaTuyap, poHanas3ad (pyHKIMja reHepaTpuca.

Cauxa 3. bnes Ilackan Cnuka 4. Tordpun Bunxenm Jlajonurg

4 T. B. Jlajonun (Gottfried Wilhelm Leibniz) — nemauku marematuuap, $unozod, ucropuuap, AMILIOMAaTa W
MOJINTUYKHU CaBETHHK, 1646-1716
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2 3AIITO N HITA NPEBPOJABATHN?

Wneja oBor pajia je 1a MOKaxke Ja ¢ HeKU MaTeMaTH4KH MPOoOJIeMHU HE MOPajy peliaBaTé CTPOTro
¢dopmamHuM nokasuma, Beh na mocToju GUHMjM TYT KOJUM MOXEMO CTHNM /10 >KEJHEHOT
onpenumTa. CBU JIOKa3W y OBOM paay Omhe CBeleHM Ha KIacHMYHO MpedpojaBame, Tj.
npebpojaBame Ha JBa pa3innuuTa HaunHa. OBako kopuitheH Metos npedpojaBama Boanhe HAC 10
JIETIOT, YECTO jeTHOCTABHOT, ]I BEOMa KOHKPETHOT JIOKa3a.

Peu ,,ymemnocm* y HacnoBy paja npencraBjba yrpaBo JIENOTY KOjy OBH JJOKa3u Hoce ca coOoMm, a
IITa je OCHOBHA CBPXa YMETHOCTH JIO J]a CITY)KH JICTIOM.

VY mornaepuMa Koja ciene, ouhe odpaheHo Buine tema, koje Hehe 00aBe3HO OUTH Y TUPEKTHO]
BE3W jeHE ca Jpyruma, am he cBako of pelierma 3aaaTix mpobiaemMa OUTH CBOJCTBEH JTOTIPUHOC
eJICTaHTHOM JIOKa3MBamby Y KOMOMHATOPHUIIH.

Y3umam 3a mpuMep HeKH o1 HeHTUTeTa y komOnHaropunu. Jlokasu he ce cacrojatu u3 cinenehux
KOpaka:

e ®dopMupaMO NHTakHE KOj€ j€ EKBHBAJICHTHO jEAHAKOCTU (MIEHTHUTETY) KOjy Tpeba
JIOKa3aTH.

e Pemewy npuctynamo W3 JBa yria, jelaH OJrOBOp j€ JIeBa CTpaHa HJIEHTHTETA, APYTH
OJITOBOD j€ JICCHA CTPaHA UICHTHUTETA.

e 3akJbydak: MomTo cy o0a oAroBopa pemmia UCTH MpodieM mnpedpojaBama, OHU MOPajy
OUTH jeTHAKY.

WnyctpyjMo 0Baj MOCTyNaK Ha IpUMEpHMa.
Mpumep 2.1. JlokazaTh UICHTUTET: Z%:o(;cl) = 2™ ,neN.

Jla 6ucMO MPUCTYNWIM pellaBamky OBOT MpolOiieMa, MOTPeOHO je Ja ce yImo3HaMo ca JBeMa
neduHHAII]ama.

Jegpununyuja. daxropujen npupoaHor Opoja n je MPOU3BOJA CBUX MPUPOJHUX OpojeBa KOJHU CY
MamU WU JeTHaKH Opojy N, y o3Haiu n!.

Hpyrum pedanma, n! =n-(n—1)-...-3-2- 1.

Jegunuyuja. buaomun koehuMjeHT MPUPOIHUX OpojeBa n U k, y o3HaNn (Z), padyHa ce 1o

n!
dbopmyu: (Z) = m 3an = k, OMHOCHO (Z) = Oszan<k.

Y koMOHMHATOPHOM CMUCITY, TPETXO/IHU U3pPa3 Mpe/icTaB/ba Opoj HAUMHA Ha KOJU CE U3 CKYyIa KOju
CaJp KM N elleMEeHaTa MOXKe N3a0paTH MOJICKYM O Ta4HO k eleMeHara.

Bparumo ce pemaBamwy npobiema. [locmarpajmo cnenehy curyanujy. Onesbermy o N y4eHHKa
PEUeHO je J1a OCHY]Y BPIIHAYKH TUM OJ] IPOU3BOJFHO MHOT'O YYEHHUKA.
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. n
AKO je BpuImbauku TUM GopMupan of ,,0 ydeHHUKa, To c€ MOIJIO U3BPIIUTH Ha ( 0) Ha4yuHa, ako
) . n
je THM (opMHUpaH O jeHOT YY€HHKa, TO CE MOTJIO U3BPIIMTH Ha (1) HauuH uta. KonauHo, ako

. n
je Tum opmupan oa k yuenuka (n = k), To ce MOIJIO U3BPILUTH Ha i) HAUUHa. Jakie, ykynaH

Opoj HauMHA Ha KOj€ CE€ MOXE W3BPIIUTH CEJEKIHMja WIaHOBA BPIIHAYKOT THMA, TAE je Opoj
n3abpaHuX y4eHHUKa IPOM3BOJbAH MPEACTaBIba CYMY:

> )

I'menano ca apyre cTpaHe, Kako IOl BPIIWIN CEJIEKIN]y YYCHUKA, 32 CBAKOT O IUX MOCTOjE JIBE
MOTyhHOCTH KOj€ Cy HaM Ha pacroJjaramy, Tj. CBaKi YUeHUK MOke OUTH n3abpaH uiu HeusabpaH,
na 300T YUILEHUIIE /1a UX j€ YKYIHO N, Jo0ujamMo 1a je moryhe odhopMuTu:

2 n pPasiInuInuTUX TUMOBA.

[Tomto cMo HOOMIIM 1Ba pa3InyUTa pElIeHa JeHOT MpobdiemMa, TOTHYKHU Ce 3aK/bydyje 1a Cy OHa
jenHaka, ma cTora u Jia je IOYeTHH U3pa3 TayaH 3a MPOU3BOJbaH MPUPOAAH Opoj n. W

Ipumep 2.2. Jlokazatu 1a 3a CBakd MPUPOAAH OpOj N BaKu: (Z) = (n;l) + (Z:i) ,k €N,
k<n.

AHaJNOrHO MPETXOJHOM MpUMeEpy, nocMarpaheMo ofie/bemhe 0] N YUeHHKA, KOJeM je OBOT IyTa
peueHo aa hopMHUpajy Jeneranujy oJl TayHO K yyeHHKa.

JleBa cTpaHa jeqHAKOCTH TpeACTaB/ba Opoj HAUMHA HA KOJU C€ JeJeraimja y4yeHUKa MOKe
n3abpati.

ITocmaTpajmMo cazna jeqHOr KOHKpEeTHOr YydeHuka. HazoBumo ra ydeHuk A. Y ciydajy aa

yUEHHMK A HUje n3abpaH Kao 4jiaH jaejeraiuje, octaje HaMm n — 1 y4eHUK of] Kojux Tpebda nuzabpaTtu
n-1 . .

k ¥ TO MOXXKEMO YYUHUTH HA ( K ) HaynHa. AKO je Tak yuyeHuK A u3albpaH Kao Jeo Jeneraiuje,

ocraje HaM 1 — 1 yueHuk u k — 1 cno6oH0 MecTo y TUMY. OBaKBa cesieKIrja ce MOXKe U3BPILIUTH

n-—1 . . .
Ha (k—l) HaunHa. Kako cmo IMOKPpHJIN CBC CJIy4ad]CBC, MOKCMO Ja TBPAUMO Jia J€ YKYIIaH 6pOJ

OBuM je u 10Ka3 3aBpIlcH. W



3 ®PUBOHAYUNJEBU UJIEHTUTETHU

WneHTuTeTy U3 OBOT MOrJaBjba y AMPEKTHO] cy Be3u ca PuboHaunjeBUM OpojeBUMa KOje CMO
CIIOMEHYJIH Y YBOJHOM IOIJIaBIbY.

Jegunuyuja. Huz OpojeBa 3agatux pekypeHTHOM ¢(opmyinom F, = F,_; + F,_, u 3a uuje
nmoveTHe wiaHoBe Baxu F; = 1 u F, = 1, 30By ce Qubonauujesu dpojesu.

3.1 KomOuHaTOpHA MHTepHpeTanuja

Ocobune ®uboHaumjeBux OpojeBa MPUCYTHE CY KOJ MHOTUX Apyrux Huzosa. Iloriemajmo
cnenehu mpumep.

Ipumep 3.1. Heka je (f,,) Hu3 OpojeBa y KojeM n-TH WiaH MpeJICTaBba Opoj HauWHA 3aIHCHBAbha
Opoja n y oOJIMKy 30Mpa jeTuHUIA W/ WU IBOJKH, TIPH YeMY je BaKaH peaocie] cabupaka.

Tako 3a n =5, gobujamo fs; =8 u To je mako mokazatu: 1+1+1+1+1, 1+1+1+2, 1+1+42+1,
14+2+1+1, 2+1+1+1, 1+2+42, 2+1+2, 2+2+1.

Jla OucMo JeTajbHO WCHHMTANIM IOHAIIAKE N-TOI YiaHAa HU3a, Ka0 M HETrOBY 3aBUCHOCT O]
NPETXOJHHUX YIAHOBAa HU3a, JOBOJHHO je J1a MCKYTYjeMO 0 IIPBOM cabHpKy y u3pasy. Heka je f,
9JIaH KOjU MOocMaTpaMo. AKO je MpBU 4YiaH y ,,pa3Bojy Opoja n“ jeaunHwuia, 30up cabmpaka y
OCTaTKy u3pasaje n — 1, ma MoxeMo TBPAUTH Ja je Opoj HaurHa MpeACcTaBbamba Opoja n 'y 00Ky
30upa jeAMHUIIA U JBOJKM TaKO Ja je NMPBU WIAH jeAMHUIA MCTU Kao U Opoj pa3iMuUTHUX
npeacTaBibama 6poja n — 1. Axo je, nak, IpBU 4WiaH y ,,pa3Bojy Opoja n* aBojka, Moxxe ce pehu
1a je Opoj HauMHa OBAKBOI MpE/ICTaBJbamkba Opoja 1 UCTH Kao U Opoj pa3IMUUTHX MpPECTaB/bamba
opoja n — 2. Kako cmo mokpwin o0a ciydaja, TO c€ KOHAYHO MOKE U3BECTH U3pa3 3a N-TH WIaH
HU3a, KOJU TJIacH:

fa = facr + faoz

Bpeanoctu oBux HHM30Ba ce MOry 00jaCHUTH M Kao ,,0p0j HauMHa Aa ce Tabne 1 X n momioda
kBagpatuma 1 X 1 u nomunama 1 X 2. Crneneha teopema, unju je Behu geo Joka3a JaT U3HAT,
roBopu o Be3u uzmely @uboHauejor u oBOr HHU3A.

TEOPEMA 1. Hexa je (f,,) nperxoaHo nepuHncaH HA3, a (F,) ®ubonaunjeB Hu3. Tamga 3a cBako
neN Baxu f, = Fy4q.



3.2 Upenrurtrerun

VY Behunm cnenehux mpumepa, mohu hemo nma mocmarpamo o6a mpeTxoaHO AepuHUCAHA HU3A.
[Tomro hemo ce KOHIIEHTpUCATH Ha MPOOJIeM TOIUIoYaBama, OMhe HaM 3rOAHH]E J1a UICHTUTETE
noKka3zyjemo kopuctehu ocodune T3B. ,,kopuroanor @ruOoHaYMjeBOT HU3A™.

Hpumep 3.2. lokazatu na Baxu: fo + f1 + fo + -+ f = fuez — 1, YV € N,

[Ipobnem ce cBomu Ha cienehe mutame: ,,Ha xonmmko HaunmHa je moryhe morutodatu TadIy
1 x (n + 2) Tako na ce uckopuctu O6ap jenHa jommuHa?*

Ca jenne ctpane, f,,, je Opoj HauMHA MoOIUIOUaBame jaare Tabie. VckibyynBameM MOryhHOCTH
MOTI0YaBama Tabie camo KBaJpaTuma, 1001jaMo YKYHO f,,, — 1 HauuHa.

Ca npyre cTpaHe, HeKa I MPeICTaBIba MO3MIIH]Y ITpBe henuje mocieme JOMUHE Ha Ta0JId, TJIeJaHO
ciieBa Ha JiecHO. 3Hajyhu BpenHoct Opoja i, 3HAMO U J1a Ce MOCIe MOCIeAke TOMIUHE Ha Tabuu
Hayiaze camo KBajapaTH. KoHauHO, MOXe ce 3aKJbyYUTH Ja Pa3IHuUTHX TOIUIOYaBama Tadlie ca
MOCIICAHOM JOMUHOM Ha [-TOj MO3UIIUJH UMa YKYITHO f;_. 3HaMo jaa i y3uma BpeaHocTd o1 1 1o

n + 1, na cyma Z?:ll fi—1 maje onroBop Ha MOCTaBILEHO MHTAKLE.

Jloru4ku 3aKJbydyjeMo Ja ¢y cajaa J00UjeHU U3pa3u jeTHaKH, T1a je I0Ka3 OBUM 3aBpIICH. M

Mpumep 3.3. 3an > 0 nokasatu 1a Baxu: fo + fo + fo + - + fon = fon+s1-

[Ipobnem je exBUBaleHTaH MuTawmy: ,,Ha Konuko HauuHa je Moryhe mnorutouaTu Taby
1x(2n + 1)?¢

[To neduHUIUjHN, TPBH OTOBOP HA MOCTABIEEHO MUTAHE j€ YIIPABO foy, 4 1.

bpoj 2n + 1 je menapan, mTO HaM TOBOPH Ja C€ Ha J1aToj Tabiu Hama3u Oap jedaH KBajpart.
AHAJIOTHO MPETXOJHOM MPHUMEPY, HeKa je i Mo3ullfja MoCleqmker KBaapaTa Ha tadim. To HaMm
TOBOPH JIa Ce MOCJe TOT KBajpaTa Ha TaOliM Hamaze camo JoMuHe. Jlakie, Tabiau Kol KOjux ce
MOCNeAbH KBaApaT Hala3u Ha [-TOj MO3ULIMjU UMa f;_4. Kako i Moxe y3eTn HemapHe BPeIHOCTH

on 1 no 2n+ 1 (jep 3a noMuMHE Mopa ocTaTH MapaH Opoj MecTa) TO je IpPYI'M OATOBOp Ha

2n+1
MOCTAaBJbCHO MMUTAKEC YIIPABO CyMa i=1 HemapHO i—1- 1

Mpumep 3.4. JlokasaTu 1a Baxku UAEHTUTET: f;2 + 21 = fonsz, N € Np.
ExBuBaneHTHO nuTame: ,,Ha KoJIMKo ce HaunHa MOXKe MOTIovYaTH tadia BenmuuuHe 1x(2n + 2)?7°.

[To nedwmHuIMju 1OOKjaMO TPBHU OATOBOP HA MOCTABJFEHO MUTAHE, OTHOCHO f7y, 4 7.



[Tocmarpajmo oBy Tabiy kao jaBe crojeHe Tabie Bemmuuna 1X(n + 1). Mmamo aBa ciyuaja 3a
pasmarpame.

AKO TOCTOjM JOMHHA 4YWja Ce jelHa jeIMHWYHA IUIOYMIA HAJIa3W Ha MPBOj MOJOBHHU Tabie, a
Jpyra Ha APYyroj MOJOBUHU TabJie, TO 3Ha4YH Jja HaM OCTajy J1Ba IMCjyHKTHA Jiena Talie BelnnynHa
1Xn, a oHu ce MOTy normoyaTyu Ha f;2 nauuna (Cruxa 9).

Hpyru ciydaj je ciaydaj Kajua ce Ha ,,CpeIuHU * MpBOOWMTHE Tabjie HE Hala3u JoMuHa. Tana je
Moryhe monenutu Tabily Ha OBe jeAHake Talie BenuuyuHa 1X(n + 1) KOoje ce HEe3aBHUCHO MOTY
norioyaBatu. [lommouaBame cBake on Tabiu moryhe je, mo nedUHHINjU, U3BPIIATH HA fi 44
HAuYMHA, OJHOCHO, TOIIoYaBamke obe Table, Moke ce 00aBUTH Ha f,2,, HauuHa. Cabupamem
BPEIHOCTHU KOje CMO J00U/IM 32 0BA JIBA ClIyyaja Jajy HaM KOHA4HO peliewe: f;2 + f,2, 1. |

Ll [ s | . | - | 1]

1 2 3 n-1 nn#1 n+2 n+3 n+4 2n+2

LI [ & HE N | ]

§: 2 3 n1 n n#¥1 n+2 n+3 n+d 2n+2

fn.+1 fn+1

Cnuxa 9. Unycrpanmja [pumepa 3.4

Mpumep 3.5. fiin = ffn + fm—1fn-1, M, n € Ny. lokazaru.

Ogaj nmpo0OJieM HUje HUIITa JPYTO J0 YOorTemke TBphema u3 [lpumepa 3.4. EKBUBAJICHTHO MUTARE
3a oBaj mpobieM je: ,,Ha konmko HaumHa ce MOXKe IorIovyaTu Tadma auMensuja 1x(m + n)?*.

ITo nepunuIMjU, TPBU OJTOBOP HA OBO MUTABE J€ [ 47

Hpyru oaroeop y cebu cajpKu IHUCKYCH]y IO ,,JJOMJbMBOCTH Talie Ha m-ToM MecTy™. Ha
Cruyu 10 nat je rpaduuke MpuKas Jpyror oAroBopa.

AKko ce Tabsa MOKe TIOJICNIUTH Ha JiBe Tabie, TuMeH3uja 1xm u 1xn, 6e3 1oMibera JiejoBa Tade,
TO 3HAYM Ja UMaMo JIBa JMCJyHKTHA Jiejia Tabsie KOje MOKEMO HE3aBUCHO Jia pa3maTpamo. [IpBu
7eo (IyXHHE M) MOXKEMO Ja TMOIJIOYaMo Ha f,, HauyWHa, a Ipyrd (Iy)XHHE Nn) Ha f, HauWHA.
VYKymHo, 1esty Tabiy y 0BOM cilydajy Moryhe je momsiovaru Ha f, f,, HauMHa.

AKO TIOCTOjH TIOMHHA TIOCTaBJbEHA TAKO J1a jeJIHA FheHa JeIMHINYHA TIJI0YNIIa TIPHUTIaIa IPBOM JIeTTy
TabJe (eny ca m IJI0YMIla), a Apyra MpuUIiaia ey ca n miodriia, Moryhe je 0JIBOJUTH JiBa Jiefia
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TabJIe ¥ MOCMaTpaTH UX HE3aBUCHO: TIPBH JIco YrHE TpBUX m — 1 henuja, Koje ce Mory moruioyaTH
Ha fp,_1 HauMHA, a APYrd €0 YuHe nocieamux n — 1 hemwja, Koje ce MOry momioyatu Ha
fn—1 Haumna. OBO HaM y JpyroMm cCiyd4ajy Aaje YKYIHO f,,_;fn—1 Ha4MHA, Ma cabupameM ca
IPBHUM cly4ajeM Jo0HjaMo Ja je moruiouaBame Tabne 1x(m + n) moryhe u3Bpmmty Ha fp, f, +

fm—1fn_1 HAaUKHA.

1 2 m—-1 m m+]m+ m+n

In i

E -2 m—=L m m+lm+2 m+n

In-r -1

Cnuxa 10. Jluckycwuja ,,I10 JIOMJBUBOCTH Ta0JIe

OBUM je 10Ka3 3aBpIIcH. W
_yn (n
Tpumep 3.6. Jlokasatu UAEHTUTET: [o,_1 = i=1(i)fi—1’ neN.

Ca jenne crpane, Ha f,,_, HaYMHA Ce MOXe TOoIUIoUaTH Tabna qumensuja 1x(2n — 1).

[TpumeTnMoO 11a je 3a mormsioyaBame Tabsie OBUX JUMEH3H]ja MOTPEOHO HajMambe N /1e10Ba, a MOIITO
ce Ta0a cactoju U3 HemapHor 0poja henuja, To hemo npu nomjao4yaBawby MOpPaTH 1a HCKOPUCTUMO

. . . n
HajMame jefaH kBaapaT. IlocmarpajMo mpBux n nenoBa Ha Tabmu. Ha (1) HauYMHA MOXKEMO

n3abpatu a TauHo I nenoBa Oyny kBaapatu. Ha oBaj HaumH, Mel)y mpBHUX N JelI0Ba, OCTaje HAM
n — [ JOMHHA, KOje 3ay3umajy 2n — 2i henuja tabne. KoHauHo, Ha oBaj HAUMH CMO 3ay3elid
2n — i henuja, Te HaM ocTaje Aa morutoyamo jour { — 1 henujy. Ilo nedpunMMjHU, TO MOXKEMO

n n
VYUHUTH HA f;_; HauuHa. J[akiie cyma Zizl( i ) fi—1 npencrasiba APYru OIrOBOP Ha MOCTABIHEHO

nuTame.

3.3 Jlpyrayuje TeXxHUKe J0KA3UBaHa

[Tocnenwsum npumepuMa M3 OBOT IMOTJIaBJba MPUCTYNMUNEMO HOBUM METOAAaMa, MOTUBUCAHHU Ja
HCIIUTaMO HEKe Jpyre CTpaHe KOMOMHATOPHUX JI0Ka3a.

VY npumepy koju cieau hemo GopmupaTi aBa cKymna mpu 4emy he ce o Hac TpakuTH aa Opoj
eJeMeHarTa jeHor cKyma Oyjae x myTa MamH o1 Opoja eleMeHara npyror ckyma. Jlasbe he Ham
OWTH 3a/1aTaK J1a CBAKOM O] eJIeMeHaTa MPBOT CKyIa JAOACTMMO TAYHO X €IIeMEeHaTa U3 JIPYyror
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CKyma. AKO IMOKakKeMO J1a CY CBH €JIEMEHTH OBHX CKYIOBa UCKOpUITheHH Ta4HO jelaHMyT, T0Ka3
he OuTH 3aBpIIICH.

Ipumep 3.7. Jokazatu na3an = 2 Baxu: 2f, = fp41 + fuz-
[IpBu ckym je ckym HauWHa J1a ce moruiova tadia 1xn. bpoj enemenara oBor ckyna je f;,.

Jlpyru CKyn MpeicTaB/ba CBa MoIuiovyaBama Ttabme 1x(n+ 1) wmm Tabme 1x(n — 2).bpoj
eJIeMEeHAaTa OBOT CKYMa je fr11 + fn_2-

[Tokaxxumo 51a IPBH CKYI UMa J[Ba ITyTa Mame eJIeMeHaTa OJ] IPyror CKyma, Tj. JIa C€ CBAaKOM O]
eJIeMeHaTa IIPBOI' CKyIla MOTY JIOAEJIUTH Ta4HO JBa €JIEMEHTA U3 IpYror CKyIa, I10J] yCJIOBOM Ja
CE CBU €JIEMEHTH UCKOPHUCTE TAYHO jeTHOM.

Enemente kxomOunyjemo Ha cneaehu nHaumH. IlocMarpajMo mpowW3BOJPHO MOIJIOYaHY TaOIy
nuMensuja 1xn. Heka je To Tabna T. Jonespyjemo joj Tabmy 1x(n + 1), momnoyaHy Tako LITO ce
npBux n henuja nmoayxaapajy ca npBux n henuja tabne T, a Ha MOCIENHLEM MECTY je MOCTABIHEH
kBazpar. [lpyra Tabia ce moaesbyje y 3aBUCHOCTH OJ IOCIEIE-E IOCTaBJbeHOr jena tabdie T.
Jakine, ako je mociueamu 1eo Ha Tadmu T KBaapat, oay3MMaMo jOj Taj KBaapaT U IMOCTaB/HAMO
JIOMUHY (Ha OBaj HaYMH Jo0ujaMo Tabiy auMensuja 1x(n + 1)). Ako je, mak, IOCIEImH 1e0 Ha
TabIu JOMHHA, J€IHOCTABHO CKJIalkbaMO Ty JIOMHHY (Ha OBaj HAYMH 100MjaMO Tabily TMMEH3Hja
1x(n — 2)).

VBepuMO ce Ja CMO HMCKOPUCTHIHM CBE €JIEMEHTE M3 00a CKyma, M Ja CMO CBaKH €JIEMEHT
HCKOPUCTHIIM TadyHO jeaHOM. KpeHuMo y cympoTHOM cMmepy mocMarpajyhu moruioyaBarba
aumensnja 1x(n + 1) u 1x(n — 2).

[Touynumo ca momnoyanuMm tabsnama 1x(n + 1). Ako je nmocneamu 1eo Tadie KBagpaT, lerOBUM
yVKIamameM J00ujaMmo ojaroapajyhy Ttabmy 1lxn. Ako je, mak, TMOCIEIHBU €0 JIOMHHA,
VKJIalkamkeM JOMUHE M TIOCTaBJ/hakbeM KBajJpaTa Ha FHEHO MECTO, ONeT J00HjaMO KeJbeHY
nortouany Tabiy. IlocmarpajMo cama cBe Tabie gumensuja 1x(n — 2). JemnocraBHUM
JI0/laBa-eM JIOMHHE Ha Kpaj OBaKBHMX Tabuu, 1o0ujamMo HOBe Tabne 1xn.

KoHnauHO ce 1a 3ak/by4HTH 2 CMO OBUM IOCTYIIKOM 3aKMCTa JOOUIN OOpHYT aJIFOPUTaM OJf OHOT
0J1 KOT' CMO TIOILIY, HITO 3HaYM Jja CMO IOKAa3aJM Ja IPBU CKYIl MMa JIBA IIyTa Mamke €JIeMEHaTa OJ

Apyror cKyna. M

[Tpuuy o ®ubonaunjeBUM UACHTUTETUMA 320KPYKYjEMO MTPoOIeMOM KojeM heMo IpUCTYNHUTH U3
JEeIHOT HOBOT yriia. ¥3 moruioyaBama Tabiau nocmarpahemMo HU30BE Hysa U JeIUHUIIA, IPU YeMY
3axXTeBaMO Jla Ce CBaKa jeJMHMIIA ITOHAIIa MOMYT KBajpaTa Ha Tabiu, AOK he TOMUHE 3aMEHUTH
nap Hyna-jequauna (01, opum penom). Ha oBaj HaunH, ocTajeMo OrpaHUYEHH JBaMa MpaBUIuMa;

1. V oBakBoM Hu3Y nu(apa ce HuKana Hehe M0jaBUTH CyCe/IHE HYIIE,
2. CBakW HHU3 C€ 3aBpIIaBa jEeAMHUIIOM.
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AKO ce JiecH J1a ce HU3 3aBpIliaBa HYJIOM, a TYXKHHE je 1, TO he peAcTaB/baTh NMOII0YaBamke Ta0Ie
mumensdja 1x(n — 1). Y ommrem ciydajy, ako ce y HU3Y T0jaBe JIBE CyCeqHE HyJe, OpUIIeMO
1Ie7Ty CeKBEHIY K0joj cycenHe Hyie nperxoje. Jlakie, ekBuBaieHTHH he OMTH ClTydajeBH:

110100101 n 1101

[Tornenajmo npumep.
Mpumep 3.8. f;, + fno1 + Ynce fr * 2275 = 2™, vn € N,. Jloxasaru.

VY 3amucy OuHapHHUX OpojeBa ce KOPUCTE caMo HYJIE U jJeIMHUIIE, T1a 33 CBAKO O] 1 MeCTa UMaMo
no nBe moryhuoctu. To 3Haum na mocroju 2" pa3iMyuTUX OMHAPHUX CEKBEHLM JY)KHHE N.
JlokaxuMo J1a ¥ Ipyra cTpaHa jeqHakoctu oapelhyje Opoj cBuX OMHAPHUX CEKBEHIIN TY)KHHE M.

[TocmarpajMo IpOM3BOJEHY KOMOMHAIIH]Y HYJIA U JeIMHUIA Ty)KUHE N KOja Pernpe3eHTyje Tadiy
nuMensuja 1xk. OBo 3Hauu fa ce Ha k + 1-BoM u k + 2-0M MecTy Hanase cyce/iHe Hylle, /1a je TO
BHXOBO NIPBO I10jaBJbUBAKE U J]a OCTaTaKk OMHApHOT 3ammca ojdaiyjemo. Jlakie, mocmarpaHa
KOMOWHAIHja HyJIa U jeIMHUIA je 00IHnKa

A, A, . A,00By12Bres - By,

rae cy npBux k nudapa 3anmpaBo IIOUUIE KOjIMa IMOIUI0OYaBaMO Tadiry, a OcTaTak MPON3BOJbHA
OnHapHa CEeKBEHIIA KOjy HE pa3MaTpaMo 300T IMPUCYCTBA CYCEIHUX HYIA.

KombOuHaije y KojuMa ce cyceiHe Hyje He mojaBibyjy (k = n) mocmarpamo kao mpoOiem
norioyaBama Tabne 1xn, a To ce MOXke U3BPIINTH HA f,, HAYHMHA.

Komb6unammje 3a koje je k =n—1 (cexkBeHlla ce 3aBplIaBa HyJIOM), OpojuMo Kao cBa
noriovyaBama Tadne auMensnja 1x(n — 1), a TakBUX NOIUIOYaBamka UMa fp, 1.

Konauno, 3a 0 < k < n — 2, npBu 1eo Tabie ce momioyasa Ha fj HauMHa, J0K c€ y 010a4€HOM

meny Moxe mojaBuTH 2" 27K pasmmumTEx  cexkBeHmHW, ma yKymHO J00MjaMO  CyMy

n—-2 . on—2—k
k=0Jk 2 .

[ToxpuBLIM CBe cay4ajeBe OCTaje HaM jOIll caMo Jia ux cabepemo. 3aucra 100Mja ce jJeBa cTpaHa
JEIIHAKOCTH, T€ j€ APYTH OJrOBOP Ha MOCTABJHEHO MUTAME:

n-—2
futfua+ ) fir 27
k=0

OBuM je 10Ka3 3aBpiicH.

-11 -



4 BUHOMHHU OPHAMEHTH

Ca 6uHOMHHUM KoeduimjeHTHMa cMo ce Beh cycpeTanu y IpeTXoAHuM noriasibuma. Mnak, npuya
0 BbUMa Ce HHMKAKO HE 3aBplIaBa Ty. BpojHM cy /1OKa3u WACHTUTETAa y Be3W ca OMHOMHHM

Koe(uIMjeHTUMA KOjU MOKa3yjy Kako MaTeMaTH4KH JJOKa3 MOXkKe OWUTH eneranTad u (uH, a oneT

Tpelu3al U jacaH. YIIpaBo je TO pasyior 360T KOT OBO TIOTJIaBJbe HOCH aTpubyT ,,0pHAMeHTa ",

4.1 Be3a ca KOMOMHATOPUKOM

. . . n!
Kao mro je Beh pedeno, OMHOMHM KOSPUIMjEHT ca MapaMeTpuma n U kK je u3pas p Y

I(n—k)!
O3HaIHu (Z) .

n .
KOM6I/IHaTOpHO, (k) O3Ha4daBa 6p0_] k-ToumaHux IMOJICKYIIOBA CKYyIIa O N €JIEMEHATa U TO CC JIaKO

J0Kasyje.

4.2 EneMeHTApHM WIEHTUTETH

[Ipe Hero mTo KpeHemo ca 030UJbHUJUM ITPUMEpPUMa, MOTJIEeAajMO HEKE OCHOBHE UICHTUTETE.
ny __ n—-1
IIpumep 4.1. 3a cBako n = k = 0 moka3atu /1a BaxH: k(k) = n(k_1

Ogaj mpo0OeM ce cBoau Ha oipehBame Opoja HauMHA Ha KOjU CE Y OJICJBEHY OJ1 N YICHUKA MOXKE
oopmuTH neneranuja of k yueHuka, a HOTOM U Boha Te Jenerauuje.

. n .
Ca J€AHa CTpaHEC, Ha (k) Ha4yrHa MOXKXEMO I/ISa6paTI/I Aciierain)y on k YUCHUKaA, a ITOTOM Ha k

n
HauKMHa n3a6paTu BLUXoBor Boly. YkymnHo: k ( k) Ha4yWHAa.

Ca gpyre cTpaHe, Ha n HauWHaA OWpaMo MpPBOT WiaHa jejeranuje koju he yjeaHo Outu u Boha.
ITorom, on mpeocranux n — 1 yueHHKa, Ha (Z:i) HaunHa Oupamo k — 1 wiaHoBa. YKymHO

n (Z: i) HaYHHa.

OBuM je 10Ka3 3aBpIlIcH. W

® OpHAaMEHT (J1aT.) — 9MCTO IEKOPATHBHH €JIEMEHT Y JIMKOBHO] YMETHOCTH, BajapCTBY, ADXUTEKTYPH UT/I.
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Ipumep 4.2. /Banoepmonooe® udenmumem/ (m; n) = i‘=0(7:) (krfi)’ vm,n=k = 0.

Jokazatu.

3aMUCIUMO KYTH]y CaIp KK M IPBEHHUX U N TUIABUX KYTJIMIIA, a 33/IaTaK HaM j€ Jia Ha POU3BOJbaH
HauuH m3Bydemo k kxyrimna. [lurtame je: ,,Konmko HaumHa 3a M3BOhEHmE OBOT €KCIIEPHMEHTA
rmocroje?*

[To nedunuUIIMjHU, TPBU OTOBOP je (m; n).

Ca npyre cTpaHe, k Kyriauia Mo)Ke OUTH U3BYYE€HO TaKO IITO ce MPBO ojjadepe [ MPBEHUX KYTJIuIIa,
a motoM k — i umaBux kyriauna. Cymupamem 10 i, koje ce kpehe ox 0 mo k, mobujamo aecHy

CTpaHy jeTHAKOCTH Zi'(:o (7:) ( kn—li) . u

Ipumep 4.3. Jlokazatu 1a 3a ceako n = k = x > 0 Baxu (Z) (ﬁ) = (;l) (Z:i)

JleBa cTpaHa jeAHAKOCTH NpeACTaB/ba OpOj HAUMHA J1a c€ OJ M-TOWJIaHOr cKyma odopmu
k-Tounanu moxckym A, 1 1a ce off eJeMeHaTa ckyna A opopMu X-TOUJIaHH CKYII.

JlecHa cTpaHa npejcTaBiba Opoj HaYMHA Jla C€ U3 M-TOWIAHOT CKyINa u3abepe x eleMeHaTa Koju
he mpunagaty NpeTxoxHO CIOMEHYTOM HOJ-TIOACKYILY, a IOTOM JIa c€ O]l PEOCTaIuX eJIeMeHaTa
nuzabepe k — x unaHoBa koju he mpumagaTi ckyny A, ajau He ¥ CKyny (OpMHUpaHOM O] eJleMeHaTa
ckyna A.

OBa ABa MPUCTYIIa CY CKBUBAJICHTHA, naje J0Ka3 OBJIC 3aBpIICH. W

4.3 Hekmu cJ10KeHUjU UIEHTUTETH

VY HapeIHUM IpuMepuMa, IpeTexHo heMo ce 6aBUTH MpedpojaBameM MOJACKYNoBa ojpeheHux
CKYIIOBA.

n+1

IIpumep 4.4. [lokaszatu n1a 3a cBako n = k > 0, Baxxu Z:;k(;() = (k+1 .

Komuko (k + 1)-ounanux nojackynosa uma ckym {1,2,3,...,n,n + 1}?

. . n+1 . . .
IIo z[e(bI/IHI/ILII/IJI/I, IIPBU OJATOBOD J€ ( K+ 1). I[pyFI/I OAT0BOp ,Z[O6I/IJaMO JUCKYCH]OM II0 HaJBChCM

eJIEMEeHTY MojcKyna. AKo 3HaMo J1a je i + 1 Hajehu eneMeHT mojacKyna, jacHo je J1a OCTanux k

i
CJICEMCHATa TOI' CKyIIa MOXXEMO I/ISa6paTI/I Ha (k) Ha4YuWHa.

6 A. T. Bannepmonn (Alexandre Théophile Vandermonde) — dpanirycku matematuuap, xemudap u Mysuuap (18.
BEK)
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Kako i + 1 moxe y3etu BpeaHoctu ong k +1 nmo n+ 1, to je cyma Z?: k(;{) IpYro pelewme

npobiemMa. |

n+1 n

IIpumep 4.5. Jlokazatu 1a Baxu: 2 (k,) (n l) (2k+1 5 = k = 0.

3ajmatak je eKBUBaJIeHTaH mpobiemy: ,,Komuko mojckymoBa ca (2k + 1) wiaHoBa MMa CKyIl
{1,2,3,..,n,n+ 1}?

n+1

[IpBu oarosop je, o aeduHumjH, (2k+1 '

Bomumo ce ca1MYHOM JIOTMKOM Kao y HPETXOJHOM IMpPUMEpY, CaMO IITO OBOT ITyTa ITOCMAaTpamo
,CPEIIIbH eNeMeHT* y mojackymy. Hamme, momro cBakum moxackynm uma 2k + 1 enemenara,
MPEJCTaBHUK CBAaKoOT mojicKymna ouhe (k + 1)-BU 4iaH 1o BETUYMHY, Tj. OHAj WIAH OJ1 KOT ITOCTOjH
k enemenara BehMx W MCTO TOJMKO MamHX. JaCHO je 1a, Aa OM ce OBO MCITyHWJIO, MOpa OUTH
ucnyweHo: k+1<x <n-—k—1, rae je x OpojHa BpeIHOCT ,.cpelmer enemeHTa”. Ocraie

x—1 n—-x+1 .
eJIeMEHTEe TOJICKyla OupamMo Ha K k , T]. Oupamo k enemeHata MamuUX O X U k

eneMenata Behux on x. YBohemeM cmeHe i = x — 1 1 cymupameM 1o i 1o01jaMo APYTH OATOBOP:

) (5. m

2
IIpumep 4.6. Jlokaszatu 1a Baxu: Z?=O(Til) = (27:1) , Yn € Ny.

[Mocmatpajmo ckym S = {+1,+2,43,...,+n}. JlecHa crpana jeanakoctu je Gpoj MOICKyIOBa
0]l M eJeMeHara ckyna S.

Ha neBoj cTpanu jeqHaKoCTH JielIaBa ce UCTo npedpojaBame. Pasnuka je y Tome mTo Ham Opojay

. . n
[ CIIy>KM Kao I0JIaTak O TOME KOJIMKO MTO3UTUBHUX OpojeBa Oupamo y MoJCKyIly, Ia Ha ( i) Ha4yMHA

. . n .. n .
OupamMo TUX [ MO3UTUBHUX OpojeBa, a MOTOM Ha (n—i) (o je jemHako (i)) Ha4yMHA OMpamo i

HeraTuBHUX OpojeBa. CyMupameM 10 nmapaMmerpy i 1o0ujamMo u3pas ca JieBe cTpaHe. W

Mpumep 4.7. [[pocasno maxmuuerse uz mamemamuxe, |1l pazpeo (4 kam.), Huw 2014. 200/

3a memnpasue mojackynose A u B ckyma {1,2,3,...,n} numemo A < B ako je CBaKHM e€leMEHT
CKyma A MamH O] CBaKOT elleMeHTa ckyma B. Jlokasatu 1a je 6poj mapoBa Hempa3HUX MOICKyoBa
(A,B) ckyma {1, 2,3, ...,n} TakBux 1a je A < B jemnak (n — 2) - 2" + 1.

Pewerve:

3an = 1, He MOCTOjU HU jesaH ypel)eHu map MmoJICKyINoBa, IITO je Y CarjJlaCHOCTH ca (POPMYJIOM.
Pa3zmoTpumo ciyuajeBe kaga je n > 1.
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Heka je |A U B| = k bukcupan. Jlatux k eneMmeHata MOKEMO pacropeiuTd y ckyrmose A u B Ha
k — 1 mauuHa, jep 3a n3abpaHu MaKCUMAaJIaH WiaH CKyna A, jeIUHCTBEHO oapelyjeMo cBe ocTaie
ETOBE CIIEMEHTE, & CAMUM THM H eJIEMEHTE JPYror cKyna (cBu OpojeBU MambH 01 ,,MaKCUMAaITHOT "

notnanajy nox A). Jlasbe, moyetHux k enemeHata MokeMo u3abpaTH Ha (Z) HA4MHAa, IITO HAM

YKYITHO J1aje (Z) - (k — 1) maposa (A, B) 3a ¢uxcupano k.

CymupamweM 10 k, Koje y3UMa BpPETHOCTH OJ 2 10 N, A00HMjaMO KOHA4YHO pEIICHE.
n (n _\n (n. _\yn (n).
k=2(k) (k—1) = k=2(k) k Zk:Z(k) L.

[Ipu ynpomthaBamy mpBe cyme KopucTtuMo uaeHturere u3 Ilpumepa 4.1 n Ilpumepa 2.1 na

. n _ n-1 _ —-1/n-1\ _ -
oo S—s(2) ke = X (D) m = ZAC) = e @71 - 1),
Ha cnnuan HaunH ynporrhaBamo U Ipyry cymy U 1o0ujamo ZZ‘: 2(:) =2"—n—-1.

Ha kpajy, no6ujamo popmyny n(2" 1 —1) —(2"—n—-1)=m—-2)2"1+ 1. m

4.4 AnrepHupajyhe cyme OMHOMHUX KoeduIujeHaTa

Jepunuyuja. Cyma Huza OpojeBa (a,) ce HasuBa aimepuupajyha, ako ce 3HaK caOupaka
HaM3MEHIYHO MeHa, Tj. aKo je k-Tu unan 36upa obmuka (—1)*a,.

Cnuuno mperxonHo] neduHuumju, cienehu npumepu he ce OAHOCUTH Ha MOHANIAKE CyMa
OMHOMHUX Koe(ullMjeHaTa Kaja ce 3HaK HAaU3MEHUYHO MEma.

IIpumep 4.8. 3an > 0, noxazaTu 1a je u3pas Z’;O(—l)i(?) JeHaK HYJIH.

Heka ckym A caap:ku cBe mojckynose ckyna {1, 2, 3, ..., n} ca mapaum Opojem erleMeHaTa, a CKyI
B mozckymose ca HemapHUM OpojeM eleMeHarTa.

Cana ce mpo6sieM cBoM Ha UTame J1a iu A u B umajy uctu Opoj enemeHara.

[Ipo6nemy npucTynamo Tako LITO CBAKOM €JIEMEHTY U3 cKyna A 10/JeJbyjeMOo eeMeHT u3 B, Tako
Jla c€ CBAKH €JIEMEHT U3 00a CKyIa UCKOPUCTU TauyHO J€AHOM.

ITocMaTpajMo POU3BOJBAH MOACKY ckyma {1, 2, 3, ..., n} kKoju uma mapan 6poj enemenara. Heka
je 1o {a;,a,,...,a; } € A, rue je i napan. Enemente je mMoryhe ypeauTH, Tako Ja MOXKEMO Jia
3aXT€BaMoO Ja Baxku aq < ap < -+ < 4;.

Anroputam mo KojeM J00ujaMo eleMeHT ckyma B koju oxroBapa mojickymy {a,,a,, ..., a; } je
cienehu:

(1) ako je a; = 1, uzbamyjemo ra u3 {a,, a,, ..., a; };
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(2) akojemaka; > 1,y{ay,a,, ..., a; } ydamyjemo jeAMHUIY U Y O3HAKAMa CBUX OCTAJIHMX
YJIaHOBA MHJIEKC oBehaBamo 3a jenaH, He OW JIM ce cadyBaja ypeheHOCT.

Jlako je mpumeTuTH Aa (GOpMHUpaHHU MOJCKYN MMa HemapaH Opoj enmemeHata. Ha oBaj HauuH,
peuumo, mnoackyny {2,4,5,7} Oucmo momemwnu {1,2,4,5,7}, a oarosapajyhu ckym
noackyny {1,2,4,5} 6u 6uo {2,4,5}.

Onumumo caja WHBEP3HO NPECIMKABABE MPUMEHOM OIKCAHOT ajJropuTMa Ha €JIeMEHTHMa
ckyna B. Heka je {a;,a,, ...,a; } € B, rie je i Henapan u Heka Baxu aq < d, < -+ < @;. AKO je
a, = 1, usbamyjemMo ra u3 cKyma, rma Jo0MjaMo CKyim {d,,...,a; }. OBaj ckym uma mapad Gpoj
eleMeHaTa W TO j€ YIpaBO CKYIl OJl KOjer ce, IPUMEHOM Kopaka (2), mo0uja MOYeTHU CKYII
{ay,a,, ...,a; }. Axo je a; > 1, yOaiyjeMo jeqMHUIY U Kao rope, HHAeKC nmosehaBaMo 3a jemaH.
IToHoBO ce noOuja CKyIl ca mapHUM OpOjeM elIeMeHeTa M TO YIIPaBO OHAj CKYI 0J1 KOT' CE€ IPUMEHOM
kopaka (1) mobuja mouetHu ckym {a,, a,, ..., a; }.

OBHUM IpeciIMKaBameM ce, Ha mpumep, ox ckyna {1,2 ,4,5,7}, nobuja {2 ,4,5,7},aon {2 ,4,5}
ckyn {1,2,4,5}.

Jlakiie, IOCTYIaK je NoBpaTaH, 1a ce J1a 3aKJbY4uTH Ja je Opoj erneMeHaTa ckynoBa A u B jenHak.
|

Heke on antepuupajyhux cyma y Be3u ca OMHOMHUM Koe(UIIMjeHTUMA Kao pe3yliTaT Jajy BUIIe
Pa3IMUUTHX BPEIHOCTH, 3aBUCHO O NMAPHOCTH mapamerapa. Pagu kpaher 3amuca, yBoae ce HOBe
o3Hake, QyHKLMje 1 u3pasu, a Kponexeposa’ & (menrta) —(pyHKLHja je jeaHa O BHX.

Hegunuyuja. Kponexeposa 6 —bynkunja je byHKIMja A1B€ NPOMEHIbHBE (1, M), Y O3HAIU Oy 1y,
Koja ce aeuHuIIe

s _ {1, 3an =m;
nm 0, WHavye.

IMpumep 4.9. 3a m,n > 0 10Ka3aTH 12 BAXKH Z?zo(?) (é)(—l)i = (—1D)"6ym.
ITonoBo mocmarpamo cky {1, 2,3, ..., n}.
VY ckyn A cmemtamo ypehene mapose (X, Y) 3a koje Baxu (*):

a)X ©{1,2,3,...,n};

0) Opoj enmeMeHara mojckKyna X je rmapas;

B)Y C X;

r) 6poj enemeHaTa ckyma Y je m.

7 JI. Kponexkep (Leopold Kronecker) — nemauku matematuuap u oruuap (1823-1891)
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Bpoj enemenara oBako GopMupaHor ckyna A je ), napHo (?) (7;)
Cnuuno pedunumemo ckyn B, ¢ Tum mTo je Opoj enemeHata moackyna X y OBOM CIIy4ajy
Hemapa. bpoj enemenara ckyna B je X yenapro (TZ) (1;1)

Jla Ou HaBeleHEe CyMe MMaJie BPEHOCTH PAa3IMYUTEe OJ] HyJle, HEOMXOIHO j€ U JIOBOJBHO Jia BAXKHU
n =i > m. butHO je HaNOMEHYTH Ja, Kaja je m > n, obe cTpaHe jeAHAKOCTH Cy HyIa, Ma je
JEeITHAKOCT 3a/I0BOJhCHA.

3an = m, jeqUHK YIaH CyMe KOjH je pa3IuuuT O Hylle je 4iaH (Z) (:) (—=1)™ = (—1)™ Kaxo
jesan=mud, ,, =1, 10 je jelHAKOCT 3a/10BOJbEHA.

VY caydajy n > m, notpe6HO je mokas3aru aa ckymoBu A u B mmajy uctu 6poj enemenara. U3
u3paza n > m u (¥) 3akibydyje ce Ja MocToju 0ap jeJaH eJIeMEHT CKyma [n] Koju He mpumaiga
ckymy Y. Heka je k najehm takaB enement. Axo k € X, cnmuano [lpumepy 4.8, nzbamyjemo ra
u3 X. Axo mak k € X, ybamryjemo ra y X. Ha oBaj Haunn mobujamo ,,mapmake ypehenux maposa
(X,Y) xoju ce ciukajy jenaH y Ipyror.

OBuM je mokaszaHo Ja je Opoj enemeHara ckymnosa A u B jennak, 1j. aa je

> ()=

Kako m3 n > m cnegu n # m, to Baxu u (—1)"6,, ,, = 0.

l

IToxpuBmIM cBe city4yajeBe, MOKEMO J1a TBPAUMO /1A j& I0Ka3 3aBpILICcH. M
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5> IMMAPTUIHUJE U CTUPJIMHI'OBU BPOJEBU

5.1 HHrepnperanuja napruumja

3amucnumMo onesbeme o) 20 yyeHuka. CBaku y4yeHMK je y o0aBe3M J1a Kao M300pHU IpeaMer
onmabepe jemaH OJl MET CTPAHUX je3UKa: HeMAuKu, QpanyycKu, pycku, UMaiujaHcku N WNAHCKU.
Konuko paznuuuTix MOryhHOCTH MOCTOj€ HAaKOH LITO CBAKH OJ] YU€HHKA HAYMHU CBOj U300p aKo
3HAMO J1a je CBaKH O] je3unKa u3abpaH HajMame jenHoMm? [lutame je, OunurieIHo, EKBHBAJIICHTHO
nuramy: ,,Ha komuko HaumHa ce ckym {1,2,3,...,20} MOXxe MOACTUTH HA MET INUCjYHKTHHX
HEMpa3HKX MOJICKYIIOBa YHja je yHuja cam ckym {1, 2,3, ..., 20}?7¢

Jegunuyuja. Hexka cy n w k nupupomau OpojeBH 3a Koje Baxu N = k. Heka je
B = {By, By,...,By}, tne je B; € [n] 3a Vi € {1,2,3,...,k}, B; cy HenpasHu U JUCjyHKTHH Y
naposuma u UX_; B; = [n]. Tana xaxemo na je B napmuyuja ckyna [n)] na k 6roxosa.

WnyctpyjMo mojam napTuigje Ha puMepy.

Ipumep 5.1. TTocroju 15 pasmuuntnx maprunuja ckyna {1, 2,3, 4,5} Ha 18a 610Ka, U TO CY:

{{1},{2,3,4,5}} {{1,2},{3,4,5}} {{2,4},{1,3,5}}
{{2},{1,3,4,5}} {{1,3},{2,4,5}} {{2,5},{1,3,4}}
{{3},{1,2,4,5}} {{1,4},{2,3,5}} {{3,4},{1,2,5}}
{{4},(1,2,3,5}} {{1,5},{2,3,4}} {{3,5},{1,2,4}}
{{5},{1,2,3,4}} {{2,3},{1,4,5}} {{4,5},{1,2,3}}

Cana ce nutamo: ,,Iloctoju nu yomnmrewe oBor npobiema? Iloctoju nu n3pa3 Koju moMaxe y
Halakemy Opoja mapruidja ckyma {1,2,3,...,n} Ha k 610koBa?“ YmosHajMo ce ca ciexehum
II0JMOM.

Jeunuyuja. Hexa cy n u k npuponau 6pojeBu. Tama ce 6poj mapruimja ckyna {1,2,3, ...,n}
Ha k 6110x0Ba 3086 Cmupiunzo6® 6poj opyzoe peda, y o3narm S(n, k).

8 11. Crupnumur (James Stirling) — mkorcku matemaruuap (1692-1770)
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5.2 3amnmc u cBojerBa CTHPJMHIOBHX OpojeBa Apyror peaa

U3 nedunnmmje CtupnuHroBor 6poja apyror pena’, jacro je nas3an < k, S(n, k) = 0.

3a moTpebe pemiaBama HEKUX NpoOJieMa KOju Cy y BE3HM ca MapTunMjama, aeduHHine ce
Crupauaros Opoj apyror peaa ca nmapamerpuma n ¥ 0 xoju uznocu S(n, 0) = 0.

. . . n
CtupiuHroB Opoj APYror peja ce jou 3anucyje y 00Ky { k}, IITO HAC MOXKE MOJICETUTHU Ha 3aITHC

OMHOMHMX Koe(uIrjeHara.

Ha Cnuyu 11 ce Hanase BpeHOCTH {Z} 3an, k<10.

n\k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1
2 1 1
3 1 3 1
4 1 7 6 1
5 1 15 25 10 1
6 1 31 90 65 15 1
7 1 63 301 350 140 21 1
8 1 127 966 1701 1050 266 28 1
9 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1
10 1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1

Cnuxa 11. Heke Bpennoctu CTUPIMHTOBUX OpojeBa APYyror peaa

IMpumep 5.2. [lokaszaTtu a 3a cBaku npupojat o6poj n, Baxu S(n,1) = S(n,n) = 1.

S(n,1) mpencrasipa Opoj maprunmja ckyma {1,2,3,..,n} Ha jeman On0k. Kako yHuja cBHX
O1okoBa Mopa JaT 0OaImn Taj CKym, TO je jacHo ma je cam ckym {1,2,3,..,n} jenuna taksa
MapTUIIHja.

S(n,n) npencrasiba 6poj mapruija ckyma {1, 2,3, ..., n} Ha n 6aokoBa. Kako je HeomxomHo 1a
cBaKkH of 0yiokoBa Oyze HempasaH, Kao U Ja Cy OJIOKOBU JWCjyHKTHHU Yy MapoBHMa TO j€ jeAMHa
MapTHUIHja OBOT CKyIa Ha N OJIOKOBa {{1}, {2}, {3}, ... {n}}. |

° BUTHO je CIOMEHYTH Jia y KOMOMHATOPHIIM MOCTOjU M nojam CTHpIMHIOBOT Gpoja npeoz peda; y Bes3u je ca
npedpojaBameM NepMyTalja ca ojxpeheHnm ocobnHama, Te ce ;ume Hehemo 6aBuTH
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Ipumep 5.3. JlokasaTu 1a 3a cBaKU NpUpojaH opoj n Baxu S(n,2) = 2" 1 — 1.
Mo nedunumuju, S(n, 2) npeacrasiba 6poj MapTunyja ckyma [n] Ha 2 6ioKa.

Ca apyre cTpane, nmocroju 2" ypelhenux maposa ckynosa A u B, 3a koje Baxku A U B = [n], kao u
A N B = @, jep cBaKku o1 eJIeMeHara CKyma [1n] Moxe npunagati win ckyny A uiu ckyny B. Kako
Cce IO MapTUIIMjOM TOpa3yMeBa ,,pa30ujame’ CKyIa Ha HampasHe MOACKYINOBE, TO n3bairyjeMo
moryhunoctu A = @,B = [n]u A = [n], B = @, na Ham ocrtaje ykynHo 2" — 2 ypeheHux maposa.
[Morrro CtupiuaaroB 6poj S(n,2) 6poju mapose O610koBa Meljy KojuMa pemociie Huje OuTaH,
JIeJEHEM MOCIICIBET U3pasa ca 2, 1001ja ce TpakeHa jeTHaKOCT. W

5.3 PekypentHe Be3e uzmel)y CTupjuHroBux o0pojeBa apyror peaa

TEOPEMA. 3a nipupojne O6pojeBe n, k, 3a Koje je n = k, BaxKH:
Smk)=Sn—1,k—1)+k-S(n—1,k).
JHOKA3: Tlo nebpununuju, S(n, k) je 6poj naprunuja ckymna [n] na k 6ioxosa

JlecHy cTpaHy jeHaKOCTH T0OMjaMO TUCKYCH]OM TIO elleMeHTy n. Jlakie, ako mpu pazOujamy
rmocMmarpaHor ckymna Ha k OnokoBa, {n} mpeacraBiba jeman o 0J0KOBa, OHAA ce ocTamux n — 1
elieMeHaTa MOXKe pacropeinTy y npeoctanux k — 1 6;mokosa Ha S(n — 1, k — 1) HaumHa. AKO ce
MakK, eIEMEHT N Hajla3u y HEKOM O] OJIOKOBa KOjH HUje jeJHOWIaH, pobiieM ce cBoau Ha crezehe:
npBo Ha S(n — 1, k) Haumna pacropelyjemo npeocranux n — 1 egemenara y k 6J0K0OBa, a HOTOM
Ha k HaunMHa OMpamo y Koju oJ OJI0KOBa cMemTaMo eneMeHT n. OBO HaM 3alcTa KOHAYHO Jaje
k-S(n — 1, k) moryhux HauuHa.

[TokpuBmm o0a cmyudaja, [goOujaMo JIpyrd  OATOBOP HAa  IIOCTABJbEHO  IUTAE:
Sm—1L,k—-1)+k-S(n—1,k). =

[IperxogHo 1oKa3aHa QopMmyla ce joII Ha3uBa W MpOYeaoHad peKYPeHmHd @dopmyna
Cmupnauneosux bpojesa opyeoe peda, U3 pasiiora ITo y cCaMOM H3pa3y YUeCTBY]y TPU pa3IvyuuTa
CrupnunroBa Opoja. Y cneaechem mnpumepy hemMo ce mo3a0aBUTH JOKa30M BepMUKAIHE
pekypeumue ¢hopmyne y k0joj purypunry CTHPIMHTOBH OpOjeBU KOHCTAHTHOT TIapaMeTpa k.

TEOPEMA. 3a npupojHe OpojeBe n, k, 3a koje je n = k Baxwu:

n

St +1,k) =Z(Til)5(n—i,k—1).

i=0
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JIOKA3: ]JlokaxxuMo 1a JecHa cTpaHa Takolje mpencraBiba Opoj maprtunmja ckyma [n] Hak
0JI0KOBA.

JlecHy CTpaHy jeTHaKOCTH mmocMarpamo Ha cienehu HauuH: GpopmupaMo pBu OJOK TaKo Jia ce y
. n . .
BeMy (TpeHyTHO) Hayazu camo 0poj n + 1. Ha (1) HauyMHA MOXXEMO M3a0paTH joul [ ereMeHaTa

koju he umHHUTH mpBU ONOK 3ajenHo ca einemeHToM n + 1. Ilpeoctamux n — i enemeHata
pacniopehyjemo na S(n — i,k — 1) maunna y npeocranux k — 1 GJI0KOBa, T€ CyMUPAmEM 10 [

1100HMjaMo JPYTH OJrOBOP, 2?:0(?) S(n—i,k—1).

Jlokas je OBUM 3aBpIIcH. W

Ipumep 5.4. [Tokaxxumo dpopmynama TBpheme u3 llpumepa 5.1.
S(5,2) =

= S(4,1)+2-5(4,2)
1+2-[S(31)+2-5@3,2)]

= 142-(1+2-[S21) +2-522)]

= 15.

IMpumep 5.5. [Ipumennmo Gopmyity U3 Apyre Teopeme 3a BpenHoctu n = 6 u k = 3, ocnamajyhu
ce Ha nozatke ca Cruxe 11.

S(7,3) =
¢_o(8)S(6—1i,2)

= (9)s®62)+(5)sG2)+ (D)s@2) + (3)sB.2) + (§)s@.2) + (9)s.2) + ($)s0,2)
= 301.

Cneneha Tteopema HHje HpuUMep peKypeHTHe ¢opMmyne, ajdu je CBakako OUTHO CBOjCTBO
CrupnunroBor 0poja.

TEOPEMA. 3a cako n,x € Nnokazaru na Baxku: X" = Yr_o S(n, k)x(x — 1) .. (x — k + 1).

Komenmap: Wspas x(x — 1) ... (x — k + 1) jom ce 3amucyje u Kao Xy ¥ HasuBa ce onaoajyhu
gaxmopujen.

J[OKA3: EKBUBaJE€HTHO NUTame: ,,Ha KOJMKO HauMHA CE€ M YYEHHKAa MOXKE PACHOPEIUTH Yy X
YYHOHHIIA, aKO j€ I03BOJHEHO Ja YIYHOHHIIE Oyay U mpazHe?

Kako 3a cBaKkor o1 yueHHKa MIOCTOjH X OIIHja, TO j€ IPBH OJATOBOP HA ITUTAamke X .
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Ca zgpyre crpaHe, y 3aBUCHOCTH o1 k, Opoja mckopuirheHux yduoHuna, Ha S(n, k) HaumHa
MOKEMO pacropeauTH yueHuke y k 6mokoBa. [loTom, mpBu OJIOK yueHUKA MOKEMO CMECTHTH Ha
X HA4YMHA Y HEKY O] CJIOOOTHUX YUYHOHHIIA, IpyTH OJIOK Ha X — 1 HaYMHa, UT/.

Vkynao mobmjamo ga mnocroju S(n,k)x(x —1)..(x —k+1) HaunHa 1ga n ydYeHHKA
pacriopeaumo y TayHo k yumonuna. Jlakie, cymmpameMm 1o mapamerpy k nobuja ce Apyra
OJIFOBOP HA MHTAkC. W

Cymupamem CtupnuHroBux OpojeBa mo 0pojy 0yiokoBa 10o0uja ce, jacHo, Opoj CBHX MapTHIUja
Hekor ckyna. 1 oBaj 6poj uma moceOHO ume.

Megunuyuja. bpoj ceux naprunmja ckyna {1, 2, 3, ..., n} Hasusa ce Fenog™® 6poj, y o3narm B(n).

Ha ocnoBy Ciuxe 11 usBenena je Tabena 1 ca Bpemnoctuma benmoBor Opoja 3a mpBuXx aeceT
MIPUPOAHUX OpojeBa.

n 1 2 3 4 5 6 / 8 9 10
B(n) 1 2 5 15 52 203 877 | 4140 | 21147 | 115975

TaGena 1. Bpenqnoctu benosor 6poja3an < 10.
benose Opojese, monyt CTHUPIMHIOBUX, BE3y]y peKypeHTHE (popmyie.

TEOPEMA. Hexa je B(0) = 1. Taza 3a cBaku mpupojiad 6poj n Baxu Gpopmyiia

n

B+ =y (1)B0)

i=0
JIOKA3: Tlokaxumo 1a 0b6e cTpaHe jeHakocT Opoje cBe maprummje ckyma {1, 2,3, ...,n + 1}

ITo nedumnuumju, neBa crpaHa Opoju cBe HapTHIMje mocMmarpaHor ckyma. Ca apyre cTpase,
nocraBuMo Opoj n+ 1 y mpBu Onok maprtunuje. Ha (711) HauMHA MOXKeMO oxalbpaTu jomI i

eJeMeHara cKkymna kKoju Hehe mpumanatu npBom 670Ky. Of TUX [ eleMeHaTa, MOKeMO HAaYWHUTH
B (i) nox-maptuigja, 0K MPeoCcTaINX N — i eIeMEeHaTa CMEIITaMo y TIPBH OJIOK.

0E. T. bexn (Eric Temple Bell) — mxorckn matemarmaap (1883-1960)
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CyMmupameM 10 [ MOKpUBAMO CBE CIIy4ajeBe M Ha Taj HAYWH J00HjaMo Opoj CBHX MapTUIIHja CKyTIa

{1,2,3,...n+1} Xito(7)B(D).

Ogze je moka3 3aBpIlcH. W

5.4 Tlapruumje OpojeBa

3aMucinuMo KyBapa, KOju y CBOM pecTopaHy Tpeba a ucerka 50 mapraperna 3a mro kpahe Bpeme.
l'ocTu cy HecTpIIJbMBH, Na KyBap Ha CBE HaYMHE MOKYIIaBa Ja yop3a cerkame. Y KeJbU J1a 0Baj
mocao 00aBU MITO Tpe, Y pyKe y3uMa BUILE IIapraperna 1 celka ux oajeqHoM. Mehyrum, pyke ra
BPEMEHOM CBE BUIIIE O0JIe, Te KaKO MUHYTH IIpojia3e, Opoj maprapera y ieroBoj pylu ce cMamyje,
Tj. HHjE Yy CTamy Jla CellKa OHOJIMKO IIaprapera KOJUKO je Morao mpe. Ha xoJimko HauynHa KyBap
Moxe rcehu oBux 50 maprapena?

Osgaj mpobiieM ce Ae(GUHUTUBHO MOXE JOBECTH Y Be3y €a MPETXOJHUM MPOOIEMOM HapTHIHje
CKyIIa, C THM IITO OBJEC TOBOPUMO O OpojeBHMaA.

Jegunuyuja. Axo 3a KOHa4YaH HU3 IPUPOTHUX OpojeBa (aq, Ay, ..., Ay ) BAKHA Ay = Ay =+ = 0y
U a +a,+--+a,=n, oHIA ce TakaB HHU3 HAa3UBa NAPMUYUJOM HNPUPOOHOZ Opojan, y
o3HaI p(n).

IMpumep 5.6. bpoj 6 uma 11 pasznuuntux naprunmja, 7j. p(6) = 11:

e (6) e (3,3) e (2,2,2) e (2,1,1,1,1)
e (51) e (4,1,1) e (3,1,1,1) e (1,1,1,1,1,1)
e (42) e (321 e (2,2,1,1)

5.5 ®@epepore purype u Be3a ca napTUIMjaMa NPUPOJIHUX OpojeBa

Depepose! guzype cy jennocrapan, a ca Apyre ctpaHe MohaH anar Mpy HUCIHTUBAKY CBOjCTaBa
napTHIMja NpupoaHux OpojeBa. Jorr ce Ha3uBajy U Pepeposu dujacpamu, Pepeposu obauyYU NI
Depepose mabie.

®depepoBy durypy naprunuje (aq, ay, ..., ;) YAHE KBAPATH KOjU (popMEpajy Jeo MpaBOyraoHe
MpeKe, TaKo LITO MPBU pell PUrype YMHU @, KBajapaTa, IpYTH peld a, KBaaparta, ... , K-TH pel aj
KBaJpara.

1'H. M. ®epep (Norman Macleod Ferrers) — enrnecku maremartuyap (1829-1903)
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Ha Cruyu 12. natu cy HEeKW mpuMepu WHTEpIpETalnje MapTUildja IpUpoIHuX OpojeBa momohy
®epepoBux ¢urypa.
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[1,1,1]

Cnuka 12. Iaptunuje u @epepoBu 00IUIH

JenHo 3aHMMIbKMBO cBOjcTBO DepepoBux Qurypa je u To 1a je Moryhe yBecTH ,,lIpeciuKaBame’
Koje he cBe Qurype noxenauTu y napose, rna he ce TMM IpeciavkaBambeM CBaka o1 (purypa cimkaTH
y CBOT napmaka (1 00pHyTO), kora hemo Ha3uBaTH BEHUM KOHjy2amoM.

VYBOAMMO IpecIuKaBame Ka0 OCHY CUMETPH]jy (purype y onHOCy Ha BeHY IIaBHY AujaroHany. Ha
0Baj HauuH, purype ca Cruke 12 ce cnukajy y cBoje koHjyrate ca Cauke 13.

[5441] [4321] [2,22] [1,1.1] [3]

I ] [T T]

Cnuka 13. KoHjyratu

Cana kana 3Hamo mra cy depepoBe Gurype u y KakBoj Cy Be3u ca CBOJUM KOHjyraTuma, MOKeMO
Jla TorfieiaMo map nmpuMepa Koju he Ham pa3oTKPUTH 3aHUMJBHBE OCOOWMHE MapTHUIIH]a.

IMpumep 5.7. Jlokazatu na 3a cBe MpHpoaHE OpojeBe n = k Baxku jaa je Opoj mapTuimja opoja n
KOje MMajy HajMame k OJokoBa jeaHak Opojy mapTuimja Opoja n 'y Kojuma je Hajeehu O1ok 6ap
BETTUYHHE K.

[TapTummja 6poja n koja caapxu Oap k 61okoBa oarosapa depepoBoj Gurypu Koja iMa HajMame
k penosa.
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Ca nopyre cTpane, naptuija 6poja n uuju je Hajsehu 6510k Oap Benmuune k oarosapa depepoBoj
¢burypu Koja umMa HajMame Kk KoJoHa, jep ce Hajeehu OO0k Hana3u Ha BpXy ¢urype u oapehyje
Opoj KOJIOHA.

AKO CBe MapTHUIFje U3 MPBOT cllydaja CaKyluMO Yy jeJlaH CKYII, a MapTUIIHj€ U3 IPYror ciydaja y
JPYTH CKYII, 3aKJby4yjEMO JIa aKo Ce MapTHUIMja P jaBjba y TPBOM CKYITy, OHJA CE€ BbEeH KOHjyrar
jaBspa y Ipyrom u obpatHo. Jlakie, cBakoj MapTUIIM]HU U3 TIPBOT CKyMa, MOTYhe je 0IeTUTH TaYHO
jenHy mapTUIK]y U3 APYTOT CKyMa Tako Jia ce CBaKa OJ MapTHUIlMja ,,ACKOPUCTH * TAYHO jEITHOM.
Crnenu na oBa Ba cKymna MMajy uctu Opoj erneMeHaTa, ma CMO CaMUM THUM IOKa3aliv Jia TBpheme
BaXH.

Ha Cnuyu 14 je nat npumep ®epepoBux ¢urypa us oBor npumepa 3a k = 4.

OBuM je 10Ka3 3aBpIicH. M

IIpumep 5.8. 3a cBaku npupoman 6poj n, 6poj maprunrja Opoja n y Kojuma cy Ipsa aBa 0yoka
jenHaka UCTH je Kao W Opoj maptuiyja Opoja n y KojuMma je CBakM OJIOK Oap BETUYMHE JBa.
Jokazatu.

Cae nmaprunmje Opoja n y KojuMa cy mpBa JBa 0oka jennaka y Gopmu OepepoBux purypa umajy
IpBa JIBa peaa UCTUX AyKUHA.

Caaka mapTuiuja Opoja n uma cBe ,,cabupke‘ Behe i jegHake 6pojy 2, ako cy MnpBe JIBe KOJIOHE
y 001uky depepoBe purype jeJHaKuX JAyKUHA.

CAanyHO MPETXOAHOM IPHMEPY, CBAKO] MApTUILMJH M3 MPBOT Clydyaja MOXKEMO JOJEIUTH HOj
KOHjyroBaHy MNapTUIM]y KOja ce Hajlla3u y OKBUpPY JApYror ciydaja uckopuctehu cBaky on
NapTUIMja TAaYHO jeJHOM IPpU OBakBoM ymapuBamy (Cruxa 15). OBo Hac BOJM /10 3aKJby4Ka 1 je
Opoj maprtunuja 6poja n U3 MpBOTI ciIydaja jeAHaK Opojy mapTuurja 6poja n U3 APyror ciaydaja.

Jlokas je OBUM 3aBplICH. W

6.53.1] [4.3,3.221] [6,6,3,2] [4,4,3,222]

Cnuxa 14. Unyctpauuja Ilpumepa 5.5. Cnuka 15. nyctpanuja Ipumepa 5.6.
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6 3AK/bYYAK

Y oBoM pajgy obpaleHe cy HEKe 0] Haj3aHUMJBHBHjUX TeMa U3 KoMOnHaTopuke. Kpos Hu3 Teopema
U puUMepa, OKa3aHo je Ja MaTeMaTHIKH JJOKa3u He MOpajy OUTH CTPOTo (popMaiHu, anu Ja UTak
MOTYy 3aJIp’KaTH HPEU3HOCT U KOHKpeTHOCT. CBaKM OJ] HaBeIEHMX KOMOMHATOPHHUX JOKa3a je
CBOJCTBEH NpPHUMEp KpPEaTHBHOI pEIIaBamkba MaTEMAaTUYKOr Mpobiema. MaTeMaTHdKH je3uK
KopuinheH y pany je jeJHOCTaBaH, T€ I'a MOTY pa3yMeTH CPEIH-OLIKONIHN CBUX y3pacTa.

XKeneo 6ux na ce OBOM MPUWIMKOM 3axBaiuM cBoM MeHTopy [p Comu Uykuh, mpBeHCTBEHO Ha
nomohu nipu U360py MOTpedHE IUTEpaType U U3PaAaU Paja, ald U Ha OJJUYHO KOHIIUIIUPAHUM H
MHCIIUPATUBHUM IpelaBambUMa U3 IpeaMeTa Ananusa ¢ aieeb6pom TOKOM CBE UETHPH TOIUHE KOje
cam npoBeo y MaremMaTH4K0j TUMHAa3MjH, a 300T KOJUX caM MaTEeMaTHKY jOII BHIIIE 3aBOJIEO.
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