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Uvod

Iako su prve definicije politopa kao generalizacije poligona i poliedara
naslu�ene jox poqetkom XIX veka, matematiqari su morali saqekati Rimanovo
i Xlafijevo zasniva�e vixedimenzione geometrije da bi se ozbi	nije bavili
ovom oblax�u.

Veze teorije politopa sa drugim matematiqkim oblastima zato nastaju tek
krajem XIX i poqetkom XX veka. U poqetku, matematiqari su se prete�no bav-
ili geometrijskim svojstvima ovih objekata, izuqavaju�i poploqava�a vixedi-
menzionih prostora �ima i pravilne politope. U ovom periodu, veliki uticaj
na razvoj ove oblasti imali su Piter Xut i Alisija Bul.

Polovinom XX veka, Kokseter pixe k�igu u kojoj sumira dotadax�e zna�e
u ovoj oblasti. Nakon ovoga, kre�e se sa definisa�em i istra�iva�em kombi-
natornih osobina politopa, kao xto su �ihovi grafovi, broj strana, temena
itd. Mnoga pita�a postav	ena tada i danas ostaju nerexena. U ovom radu
fokusira�emo se na rad Briona i Erharta, koji su svoje teoreme dokazali kra-
jem XX veka. �ihove teoreme oslikavaju vrlo jako vezu izme�u rexetaka (u
naxem sluqaju celobrojnih) i politopa.

U drugom poglav	u uglavnom se podse�amo gradiva linearne algebre koje
�emo intenzivno koristiti u da	em tekstu. Tre�e poglav	e, slede�i pristup
iz [5], definixe osnovne objekte s kojima �emo raditi. Ovo poglav	e povezano
je s apendiksom A u kome dopu�ujemo dokaz osnovne teoreme o definisa�u poli-
topa. Me�utim, dokaz koji dajemo je drugaqiji nego u [5], zarad ilustrativne
primene polarnosti. U qetvrtom poglav	u dodajemo posled�i tehniqki sas-
tojak potreban za nax dokaz Brionove teoreme, pri qemu dokazi lema u ovom
poglav	u poreklo vuku iz k�ige [1]. Poglav	a 5 i 6 predstav	aju suxtinu ovog
rada, i u �ima se dokazuju i teoreme zbog kojih je cela maxinerija indika-
torskih funkcija razvijena. Pri dokazu Brionove teoreme, sledimo drugi
deo rada [2], dok u xestom poglav	u prikazujemo pristup iz [3]. Erhartova
teorema iz xestog poglav	a mo�e se na isti naqin dokazati i za politope
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2 1. Uvod

sa racionalnim temenima, ali je taj deo izostav	en radi tehniqkog pojednos-
tav	iva�a dokaza. Apendiksi B i V sadr�e dokaze teorema koji su suvixe
tehniqki zahtevni da bi se prezentovali tamo gde se odgovaraju�e teoreme ko-
riste. U apendiksu V teoremu o triangulacijama poliedara dokazujemo sliqno
kao u k�izi [4].

U radu smo qesto te�ili jasnom predstav	a�u ideja, ponekad i na uxtrb
formalnosti. Uprkos tome, u radu nijedna teorema koja se koristi nije os-
tav	ena bez dokaza, iako su nekad ti dokazi premexteni u apendiks. Kako su
politopi s kojima se sre�emo qesto neograniqeni, zva�emo ih poliedrima kroz
ceo rad.

Na kraju, trudili smo se da rad sadr�i xto vixe slika, jer verujemo da su
one k	uqne za stica�e geometrijske intuicije. Upravo slike oslikavaju jaku
vezu teorije politopa i geometrije.
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Vixedimenzioni prostori

Ovaj rad se prete�no bavi geometrijom vixedimenzionih skupova. Pre svega,
interesuje nas uopxte�e pojma mnogougla i poliedra na d-dimenzioni prostor.
Qesto �e bax intuicija koja potiqe iz ravni ili trodimenzionalnog prostora
biti k	uqna za dokaziva�e mnogo slo�enijih i opxtijih teorema.

Postoje dva naqina de se pojam poliedra prirodno generalizuje na vixe
dimenzije. Me�utim, pre nego xto budemo mogli da formiramo te definicije,
mora�emo da uvedemo odgovaraju�u notaciju.

Definicija 2.1. Za prirodan broj d, sa Rd oznaqava�emo Dekartov proizvod
R×R×· · ·×R, gde se R pojav	uje d puta. Konkretno, to je skup d-torki oblika
x = (x1, x2, . . . , xd), gde su xi ∈ R. 1

Vrlo qesto �emo Rd posmatrati kao vektorski prostor na po	em R, a d-
torke kao vektore, koje mo�emo sabirati i mno�iti skalarima kao i uobiqa-
jene trodimenzionalne vektore. Preciznije, ako je x = (x1, x2, . . . , xd), a y =
(y1, y2, . . . , yd), onda je x + y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xd + yd). Tako�e, za λ ∈ R,
λx = (λx1, λx2, . . . , λxd).

Operacija skalarnog proizvoda bi�e k	uqna za naxu definiciju polarno-
sti kasnije u tekstu, tako da �emo se podsetiti da skalarni proizvod vektora
x = (x1, x2, . . . , xd) i y = (y1, y2, . . . , yd) definixemo kao zbir x · y = x1y1 +
x2y2 + · · ·+ xdyd. Ovako definisan skalarni proizvod mo�emo iskoristiti da
generalizujemo pojam normalnosti vektora. Za vektore x i y ka�emo da su
normalni ako je x · y = 0.

U tekstu i formulama, vektore (d-torke realnih brojeva) �emo uvek oznaqa-
vati podeb	anim slovima, recimo x,y, z,v itd.

1Svaka d-torka predstav	a koordinate neke taqke. Stoga brojeve xi zovemo koordinate
taqke (vektora).
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4 2. Vixedimenzioni prostori

u = (4, 2)v = (−1, 2)

w = u+ v = (3, 4)

Slika 2.1

Primer 1. Na slici vidimo predstav	a�e dva para brojeva u = (4, 2) i v =
(−1, 2) u ravni. Primeti�emo da su u i v ortogonalni, tj. u·v = 4·(−1)+2·2 =
0.

Poqev odavde, poistoveti�emo taqke i vektore, jer se mogu na isti naqin
opisati d-torkama realnih brojeva. Stoga od sada mo�emo sabirati i mno�iti
taqke kao xto smo vektore do sada. Podsetimo se jox i definicije linearne
nezavisnosti vektora:

Definicija 2.2. Linearna kombinacija vektora x1, ...,xn je izraz oblika
λ1x1 + · · ·+λnxn, gde su λi ∈ R. Brojeve λi zovemo koeficijentima u linearnoj
kombinaciji. Skup svih linearnih kombinacija skupa vektora X = {x1, ...,xn}
zva�emo �ihovim linearnim omotaqem i obele�ava�emo sa span(X). For-
malno:

span(X) = {λ1x1 + · · ·+ λnxn | λi ∈ R ∧ xi ∈ X}.

Qak i ako je X beskonaqan skup, mo�emo i da	e definisati span(X) kao skup
svih mogu�ih linearnih kombinacija konaqno mnogo vektora iz X. Skup X
je linearno nezavisan ako nijedan �egov vektor nije jednak nekoj linearnoj
kombinaciji ostalih.

Zanim	ivo je da span(X) formira vektorski prostor unutar Rd.

2.1 Afina geometrija

Poxto smo uspexno pronaxli prostor u kome �emo �iveti, vreme je da krenemo
da istra�ujemo �egovu geometriju. Stoga i slede�e pojmove prenosimo u Rd:
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Definicija 2.3. Afina kombinacija vektora x1, ...,xn je linearna kombi-
nacija tih vektora za koju je suma koeficijenata jednaka 1, tj.

∑
λi = 1. Skup

svih afinih kombinacija skupa X zva�emo afinim omotaqem, i obele�avati
sa aff(X). Skup X je afino nezavisan ako se nijedan �egov element ne mo�e
predstaviti kao afina kombinacija drugih elemenata.

Sliqno kao xto je span(X) vektorski prostor u Rd, za aff(X) mo�emo re�i
da je to afini prostor. Afini prostori igra�e k	uqnu ulogu u generalizo-
va�u pojma prave i ravni na vixe dimenzije. Zapravo, imamo definicije:

Definicija 2.4. Prava u Rd je skup taqaka koje su kolinearne sa dve date
taqke x i y, tj. skup svih onih taqaka koje se mogu predstaviti kao �ihova
afina kombinacija λx+ (1− λ)y, za λ ∈ R.

Ova definicija odgovara pravoj oblika x+ λv, xto se podudara sa naxom
trodimenzionom intuicijom.

2u+ (−1)v = (4, 4)
1

2
u+ 1

2
v = (− 1

2
,
5

2
) u = (1, 3)

v = (−2, 2)

x1

x2

Slika 2.2

Definicija 2.5. Hiperravan H ⊂ Rd je skup oblika H = {x ∈ Rd | x ·a = b},
za neke a ∈ Rd, b ∈ R.

Ovo znaqi da su taqke hiperravni odre�ene jednom jednaqinom oblika a1x1+
· · ·+adxd = b, xto odgovara intuiciji koju imamo u ni�im dimenzijama. Sada
�emo primetiti da je i hiperravan afini prostor, tj. da svaka afina kombi-
nacija taqaka hiperravni predstav	a i da	e taqku hiperravni. Ovo je taqno
jer ako xi ∈ H, onda je

(
∑

λixi) · a =
∑

λixi · a =
∑

λib = b,
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jer je
∑
λi = 1. Kako je za svake dve taqke x,y ∈ H, a · (x− y) = 0, ka�emo da

je a vektor normale na hiperravan H.

Kako radimo u vixedimenzionim prostorima, va	alo bi i da dobro utvr-
dimo xta smatramo pod pojmom dimenzija. Do sada smo jasno definisali Rd

kao prostor dimenzije d. Me�utim, ostaje pita�e kako definisati dimenziju
proizvo	nog objekta.

Intuitivno, dimenzija objekta je broj stepena slobode koji imamo kada
definixemo �egove taqke. Prava bi bila dimenzije 1, jer postoji samo jedan
parametar λ kojim mo�emo odrediti svaku taqku na pravoj. Ravan je dimenzije
2, jer su nam uvek potrebne dve koordinatne ose unutar ravni da bismo jedno-
znaqno odredili sve �ene taqke. Me�utim, ovakvu intuiciju texko je preneti
na formalnu definiciju, pa moramo pristupiti novom naqinu da definixemo
dimenziju.

Definicija 2.6. Dimenziju objekta (skupa taqaka) X ⊂ Rd definixemo kao
maksimalni broj afino nezavisnih taqaka u X uma�en za jedan, i obele�avamo
sa dimX.

Evo i objax�e�a zaxto ova definicija odgovara naxoj pre�ax�oj intu-
iciji. Neka je k+1 maksimalan broj afino nezavisnih taqaka u nekom afinom
prostoru X, i neka su te taqke recimo x0,x1, ...,xk. Onda je i svaka taqka
oblika x0 + λ1(x1 − x0) + λ2(x2 − x0) + · · · + λk(xk − x0) (λi ∈ R) tako�e u X.
Me�utim, ako bi postojala taqka y ∈ X koja se ne mo�e predstaviti ovako,
onda bi ona bila afino nezavisna od x0, ...,xk, xto je nemogu�e jer je k + 1
maksimalan broj afino nezavisnih taqaka u X. Da	e, iz afine nezavisnosti
x0, ...,xk dobijamo da je svakoj taqki y ∈ X odgovara taqno jedan izbor koefi-
cijenata λi. Dakle, kao da svaku taqku y ∈ X mo�emo opisati sa k koordinata
λ1, ..., λk.

Zanim	ivo je primetiti da je dimX u stvari najma�i broj d takav da X
mo�emo da smestimo u Rd oquvavaju�i �egovu geometrijsku strukturu.2

Definicija 2.7. Kodimenziju skupa X ⊂ Rd definixemo kao codimX =
d− dimX.

Prethodna definicija nije suxtinska, ve� samo olakxava notaciju. Pri-
meti�emo da kodimenzija skupa zavisi od prostora Rd u kome �ivimo.

Primer 2. Hiperravan je objekat dimenzije d− 1.

2Kada ka�emo da X ⊂ Rn i X ′ ⊂ Rm imaju istu geometrijsku strukturu, mislimo na
to da postoji invertibilna transformacija oblika x 7→ Ax+ b (gde je A matrica formata
m× n, a b ∈ Rm) koja slika X u X ′.
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2.2 Konveksnost

Kako se u ovom radu prete�no bavimo konveksnim objektima, podseti�emo se
definicije konveksnog skupa.

Definicija 2.8. Skup X je konveksan ako du� odre�ena sa svake dve �egove
taqke u celosti pripada skupu X.

U Rd ova definicija zahteva geometrijsku intuiciju i definiciju du�i
izme�u dve taqke. Stoga, slede�a definicija daje ekvivalentan algebarski
zapis:

Definicija 2.9. Skup X ⊂ Rd je konveksan ako za svake dve �egove taqke
x,y ∈ X, i za sve λ ∈ [0, 1] va�i λx+ (1− λ)y ∈ X.

Primer 3. Na slici je primer jednog nekonveksnog skupa taqaka u ravni.
Tako�e, svaki skup sa n taqaka u Rd je nekonveksan, kada je n prirodan broj
ve�i ili jednak 2.

Slika 2.3

Prime�ujemo da je izraz koji se pojav	uje u prethodnoj definiciji λx +
(1 − λ)y u stvari afina kombinacija vektora x,y sa uslovom λ ∈ [0, 1]. Onda
mo�emo generalizovati ovakav izraz na skup vektora:

Definicija 2.10. Neka je V = {v1,v2, ...,vn} skup vektora. Konveksnu kom-
binaciju tog skupa definixemo kao afinu kombinaciju u kojoj su svi ko-
eficijenti pozitivni. Konkretno, konveksna kombinacija je izraz oblika
λ1v1 + λ2v2 + · · ·λnvn, gde je

∑
λi = 1 i λi ∈ R+

0 . Konveksni omotaq skupa
taqaka je, sliqno kao i u ranijim definicijama, skup svih konveksnih kombi-
nacija poqetnog skupa. Konveksni omotaq skupa V obele�ava�emo sa conv V .

Primer 4. Na slici je konveksni omotaq skupa taqaka u ravni. Va	a pri-
metiti da nisu sve taqke ,,neophodne''da bi konveksni omotaq imao ovaj oblik.
Recimo, i ako izabcimo neku od centralne tri taqke iz skupa, konveksni omotaq
zadr�a�e svoj oblik.
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Slika 2.4

Konveksni omotaq skupa X je zapravo najma�i konveksan skup kome X pri-
pada. Ovo zapravo i nije texko dokazati jer sve taqke iz convX sigurno
moraju pripadati konveksnom skupu koji sadr�i X jer su konveksne kombi-
nacije taqaka iz X. S druge strane, convX jeste konveksan skup, pa odatle
dobijamo �egovu minimalnost.
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Poliedri

3.1 Definicije

Konveksni mnogouglovi u dve dimenzije su suxinski odre�eni svojim temenima.
Svakom mnogouglu odgovara jedinstven skup temena, a od skupa temena se uvek
mo�e konstruisati mnogougao. Taqka X pripada mnogouglu M ako se nalazi
unutar konveksnog omotaqa �egovih temena. Odatle dobijamo prirodnu defini-
ciju poliedra u vixim dimenzijama:

Definicija 3.1. Neka je dat skup V = {v1, ...,vn}. Tada V-poliedar nad tim
skupom definixemo kao skup svih konveksnih kombinacija skupa V .

Primer 5. Uzmimo skup V = {(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} ⊂ R3. �egov
konveksni omotaq je tetraedar sa temenima u taqkama V .

Sada �emo iskoristiti naxu novu definiciju da generalizujemo pojmove kocke
i piramide u Rd.

Primer 6. Hiperkocku u Rd mo�emo definisati kao konveksni omotaq 2d

taqaka oblika (ε1, ..., εd), gde su ε1, ..., εi ∈ {0, 1}.

(0, 0, 0)

(0, 0, 1)

(0, 1, 0)

(1, 0, 0)

(1, 1, 0)

(1, 0, 1)

(0, 1, 1) (1, 1, 1)

Slika 3.1

9



10 3. Poliedri

Slika 3.2

Primer 7. Nad bilo kojim poliedrom P ∈ Rd mo�emo definisati piramidu
sa osnovom P . To radimo tako xto u Rd+1, u hiperravan xd+1 = 0, smestimo
poliedar P , i definixemo piramidu nad P kao skup conv{(0, ..., 0, 1)} ∪ P .

Definicija 3.2. Sve poliedre koje mo�emo predstaviti kao konveksni omo-
taq d+ 1 afino-nezavisne taqke u Rd zva�emo d-simpleks.

Me�utim, u ovoj definiciji su temena na neki naqin istaknuta, i ne znamo
kako da definixemo stranice tog poliedra. Stoga, ravanski mnogougao mo�e-
mo i drugaqije okarakterisati: mnogougao je presek poluravni odre�enih �e-
govim ivicama. Naime, svakoj ivici mo�emo dodeliti poluravan koja je odre-
�ena pravom koja sadr�i ivicu, tako da ceo mnogougao pripada toj poluravni.
U Rd, poluprostor bi bio skup sa jedne strane hiperravni. Formalnije, taj
skup bi imao oblik {x | x · a ≤ b}, gde su a ∈ Rd, b ∈ R. Odatle imamo slede�u
definiciju poliedra:

Definicija 3.3. Neka je dat skup vektora a1, ...,an ∈ Rd, i brojevi b1, ..., bn ∈
R. Tada je H-poliedar skup svih taqaka x ∈ Rd, takvih da za sve i ∈ {1, ..., n}
va�i x · ai ≤ bi.

Primer 8. Zainteresovanom qitaocu predla�emo da V-poliedar iz primera
5 predstavi kao skup rexe�a nejdnaqina kao u definiciji 3.3.

Na ovaj naqin, poliedar definixemo kao skup rexe�a nekih linearnih
nejednaqina. Na prvi pogled, uopxte nije jasno kakva je veza izme�u prethodne
dve definicije. Qak i vixe, preda�emo qitaocu da se uveri da ove dve defini-
cije nisu ekvivalentne qak ni u ravni. Evo slede�eg primera:

Primer 9. Posmatrajmo H-poliedar u ravni definisan samo jednom nejed-
naqinom x1 ≤ 1. Rexe�a ove nejednaqine formiraju jednu poluravan koju
texko da mo�emo predstaviti kao konveksni omotaq konaqno mnogo taqaka.
Problem koji se postav	a je neograniqenost ove poluravni, jer su konveksni
omotaqi konaqnog broja taqaka ograniqeni. Stoga, moramo pobo	xati naxe
definicije.
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Postoje dva naqina da razreximo ovaj problem. Prvi je da ka�emo da H-
poliedri moraju biti ograniqeni, tj. da ne smeju sadr�ati polupravu. Onda
skup ograniqenih H-poliedara zapravo jeste isti kao skup V-poliedara (mada
ovo nije trivijalno pokazati bez definicija kupa).

Drugi naqin da pobo	xamo definiciju jeste da na neki naqin dozvolimo
konveksnim omotaqima da budu beskonaqni, tj. da dozvolimo da taqke u konveks-
nim kombinacijama budu taqke u beskonaqnosti. Za qitaoca upu�enog projek-
tivnu geometriju, ovo mo�emo uraditi na sliqan naqin kao xto definixemo
RP 2.1

Definicija 3.4. Dat je skup vektora V = {v1, ...,vn}. Kupu sa temenom u
a nad tim skupom vektora definixemo kao skup K = {a +

∑
λivi | λi ∈ R+

0 }.
Vektore v1, ...,vn zva�emo generatorima kupe.

Primer 10. U R2 kupa nad generatorima (1, 0) i (0, 1) bi bila ceo prvi kva-
drant koordinatnog sistema, jer je (x1, x2) = x1(1, 0) + x2(0, 1), a ovakvo pred-
stav	a�e je mogu�e samo za x1, x2 ∈ R+

0 .

Primer 11. Ako kupa nema generatora, onda se sastoji od samo jedne taqke,
�enog temena a.

Sada su kupe upravo ono xto �e nam dati potrebnu beskonaqnost u defini-
ciji V-poliedara.

Definicija 3.5. Za date skupove X, Y ∈ Rd definixemo sumu Minkovskog

ta dva skupa kao

X + Y = {x+ y | x ∈ X,y ∈ Y }.

Sada konaqno imamo ekvivalenciju koju smo do sada tra�ili:

Teorema 3.1. (Furije { Mockin) Neka je dat skup X ⊂ Rd. Onda je X H-
poliedar ako i samo ako se mo�e predstaviti u obliku conv V + K, gde je
V konaqan skup vektora, a K neka kupa. One skupove X koji se mogu tako
predstaviti zva�emo poliedrima.

Kako bi nas dokaz ovog tvr�e�a skrenuo s puta ka Brionovoj teoremi, prene-
�emo ga u apendiks A. Odavde direktno sledi da su svi ograniqeni poliedri
u stvari V-poliedri, jer je conv V + K ograniqen ako i samo ako se K sastoji
od samo jedne taqke.

1Naime, mo�emo ceo nax prostor Rd smestiti kao hiperravan xd+1 = 1 unutar prostora
Rd+1. Zatim, poliedre iz Rd mo�emo predstaviti kao presek kupe sa temenom u 0 i hiper-
ravni xd+1 = 1. Ovaj postupak poznat je kao homogenizacija i prvi je korak u dokazu da su
naxe dve definicije poliedara ekvivalentne.
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3.2 Strane poliedra

Intuitivno, strane poliedra treba definisati kao strukture na granici po-
liedra. Me�utim onda se postav	a pita�e kako formalno odrediti granicu
poliedra. Evo jednog pristupa.

Definicija 3.6. Nejednakost a ·x ≤ b zva�emo taqnom za poliedar P ako je
zadovo	ava svaka taqka x ∈ P .

Definicija 3.7. Neka je nejednakost a · x ≤ b taqna za poliedar P . Skup
svih taqaka koje zadovo	avaju a · x = b zva�emo stranom F poliedra P . Za
nejednakost a · x ≤ b re�i �emo da odre�uje F .

Definicija 3.8. U zavisnosti od dimenzije strane, mo�emo klasifikovati
strane kao temena (strane dimenzije 0), ivice (strane dimezije 1), facete
(strane dimenzije dimP − 1).

Primer 12. Posmatrajmo trougao u ravni sa temenima (0, 0), (1, 0), (0, 1). On
ima 8 strana, prazan skup, tri strane dimanzije 0, tri strane dimeznije 1 i
jednu stranu dimenzije 2.

• Prazan skup je strana koja je odre�ena nejednakox�u x1 ≥ −1. Ova ne-
jednakost jeste u skladu s naxom definicijom jer je ekvivalentna sa
(1, 0) · (x1, x2) ≥ −1.

• Strane dimenzije 0 u naxem trouglu jesu upravo �egova temena. Linearne
nejednakosti koje ih odre�uju prikazane su na slici.

{ Strana {(0, 0)} je odre�ena sa x1 + x2 ≥ 0, tj. (1, 1) · (x1, x2) ≥ 0.

{ Strana {(1, 0)} je odre�ena sa x1 ≤ 1, tj. (−1, 0) · (x1, x2) ≥ −1.

{ Strana {(0, 0)} je odre�ena sa x2 ≤ 1, tj. (0,−1) · (x1, x2) ≥ −1.

Slika 3.3
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• Strane dimenzije 1 su ivice naxeg trougla:

{ Du� (0, 0)(1, 0) je odre�ena sa x2 ≥ 0, tj. (0, 1) · (x1, x2) ≥ 0.

{ Du� (0, 0)(0, 1) je odre�ena sa x1 ≥ 0, tj. (1, 0) · (x1, x2) ≥ 0.

{ Du� (0, 1)(1, 0) je odre�ena sa x1 + x2 ≤ 1, tj. (−1,−1) · (x1, x2) ≥ −1.

• Ceo trougao jeste tako�e strana po naxoj definiciji. On je odre�en
sluqajem jednakosti u nejednakosti 0 ≥ 0, tj. (0, 0) · (x1, x2) ≥ 0.

Lema 3.1. Strana F poliedra P je i sama poliedar.

Dokaz. Neka je F odre�ena nejednaqinom a0 · x ≤ b0. Ako je N = {ai · x ≤ bi}
skup nejednakosti koji opisuje P , onda skup N ∪{a0 ·x ≤ b0,a0 ·x ≥ b0} opisuje
stranu F .

Lema 3.2. Ako su F i G strane poliedra P , imamo da je i F ∩ G strana P .

Dokaz. Ako su F i G odre�ene sa aF · x ≤ bF i aG · x ≤ bG, onda nejednakost
(aF + aG) · x ≤ bF + bG odre�uje F ∩ G.

Pa�	ivi qitalac primeti�e da smo temena poliedra dosad pomi�ali u
dva razliqita konteksta, kao elemente konveksnih kombinacija kojima defin-
ixemo P i kao strane dimenzije 0. Zaxto su ova dva opisa temena ekviva-
lentni?

Lema 3.3. Neka je P = conv V , gde je V skup taqaka u Rd. Ako je vertP skup
temena poliedra P (kao strana dimenzije 0), onda je vertP ⊂ V . Qak i vixe
P = conv(vert(P )).

Zastanimo na qas da analiziramo tvr�e�e ove leme. Prvi deo leme daje nam
da temena poliedra mogu biti samo one taqke koje smo koristili u konveksnim
kombinacijama, dok nam drugi deo tvr�e�a daje da su zapravo temena dovo	na
da bi se konveksnim kombinacijama rekonstruisao poliedar.

Dokaz. Za poqetak �emo iz skupa V izbaciti sve one taqke v koje se mogu pred-
staviti kao konveksna kombinacija ostalih. Ovo poliedar P ne�e promeniti
jer se u svim konveksnim kombinacijama koje uk	uquju v, ta taqka mo�e za-
meniti konveksnom kombinacijom ostalih.

Tvrdimo da je preostali skup taqaka upravo vertP . Jasno, odavde slede oba
dela tvr�e�a.

Izaberimo sada taqku v ∈ V . Ona se ne mo�e predstaviti kao linearna
kombinacija taqaka iz V ′ = V \{v}, te v /∈ conv V ′. Odatle postoji linearna
nejednakost takva da a · v > b, i a · v′ ≤ b, za sve v′ ∈ V ′. Me�utim to znaqi
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da je a · x ≤ a · v upravo nejednakost koja u poliedru P odre�uje stranu {v}.
Dakle, v ∈ vertP .

Uzmemo li sada taqku v ∈ vertP , mo�emo na�i nejednakost a ·x ≤ a ·v koja
je odre�uje kao stranu. Kako za sve ostale taqke x poliedra va�i a ·x < a · v,
da bi se v dobila kao konveksna kombinacija elemenata skupa V , taj skup mora
sadr�ati neku taqku v1 sa svojstvom a · v1 ≥ a · v. Ali qitav poliedar P
sadr�i samo jednu takvu taqku, i to bax v. Dakle, v ∈ V .

Primer 13. Na tetraedru sa temenima u V = {(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}
iz primera 5 ilustrova�emo dokaz ovog tvr�e�a. Ako bismo uzeli da je v =
(0, 0, 0), imali bismo da v /∈ conv V \v, pa je mogu�e razdvojiti v i V \v nejednako-
x�u x1 + x2 + x3 ≥ 1

2
. To znaqi da nejednakosti x1 + x2 + x3 ≥ 0 odre�uje v kao

stranu. Istu nejednakost bismo koristili i da poka�emo v ∈ vertP .

3.3 Polarnost

U ovom delu teksta podrazumeva�emo da je P pune dimenzije, tj. dimP = d.

Definicija 3.9. Za svaki poliedar P ⊂ Rd, definisa�emo �egov polarni

poliedar P∨ kao skup taqaka y ∈ Rd za koje va�i x · y ≤ 1, za sve x ∈ P .2

Ovde nije sasvim jasno da je P∨ uopxte poliedar, na osnovu naxe defini-
cije poliedara.

Lema 3.4. Ako je P ⊂ Rd poliedar, onda je i P∨ tako�e poliedar.

Dokaz. Za fiksno y0 ∈ Rd, pokuxa�emo da odredimo da li y0 ∈ P∨. Na osnovu
naxe definicije polarnosti, mora biti x · y0 ≤ 1 za sve x ∈ P .

Stoga �emo posmatrati funkciju fy0
(t) = t · y0, za t ∈ Rd. Ovo je linearna

funkcija, pa se �ena maksimalna vrednost na P dosti�e u nekom od temena vi
poliedra P .3

Ako je fy0
(vi) ≤ 1 za sva temena vi, onda je fy0

(x) ≤ 1 za x ∈ P . Me�utim,
ako je fy0

(vk) > 1, onda oqigledno y /∈ P∨, jer vk · y > 1, a vk ∈ P .
Dakle, dovo	no je proveriti da za y0 va�i y0·vi ≤ 1 za i = 1, ..., n. Me�utim,

ovo je sistem linearnih nejednaqina, pa je skup rexe�a P∨ upravo poliedar.

Primer 14. Sada �emo sraqunati polaran poliedar u najprostijem sluqaju,
i to kada je P = x, samo jedna taqka. Onda uslov y · x ≤ 1 dolazi prirodno i

2U literaturi se, umesto polarnog, sre�e i izraz dualni poliedar.
3Na ovom tvr�e�u se zasnivaju mnogi algoritmi maksimizacije linearnih funkcija na

poliedrima. Oblast koja se bavi ovime zove se linearno programira�e.
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odre�uje jedan poluprostor, ,,ispod'' hiperravni x · y = 1, i to poluprostor sa
one strane te hiperravni sa koje se nalazi 0. Evo jox jedne korisne leme.

Lema 3.5. Ako P ⊂ Q, onda Q∨ ⊂ P∨.

Dokaz. Posmatrajmo koja se ograniqe�a (u smislu linearnih nejednaqina koje
zadovo	avaju) posta	aju na P∨, a koja na Q∨. Naravno, kako je P ⊂ Q, svako
ograniqe�e koje imamo na P∨, sigurno va�i i za Q∨. Dakle, na Q∨ imamo
stro�a ograniqe�a nego na P∨, pa je Q∨ ⊂ P∨.

Polarnu konstrukciju mo�emo vixe puta za redom primeniti na poliedar,
tj. mo�emo konstruisati polar polarnog poliedra. Formalnije, polar po-
larnog poliedra bio bi skup (P∨)∨ = {x ∈ Rd | x ·y ≤ 1 ∀y ∈ P∨}. Uz odre�ene
uslove, polar polarnog poliedra je u stvari poqetni poliedar, pa se zato qesto
polarnost zove i dualnost.

Lema 3.6. Ako 0 ∈ P , onda je (P∨)∨ = P .

Dokaz. Dokaz ovog tvr�e�a sastoja�e se iz dva dela: P ⊂ (P∨)∨ i (P∨)∨ ⊂ P .
Za poqetak, ako x ∈ P , sigurno imamo da je x · y ≤ 1 za sve y ∈ P∨, po

definiciji poliedra P∨. Me�utim, to je upravo uslov da x ∈ (P∨)∨, pa smo
upravo dokazali P ⊂ (P∨)∨.

Ostaje da se poka�e da (P∨)∨ ⊂ P . Ovo �emo pokazati principom kon-
trapozicije, tj. pokaza�emo x0 /∈ P ⇒ x0 /∈ (P∨)∨. Ako x0 /∈ P , onda postoji
neka nejednaqina oblika t · a ≤ b takva da x · a ≤ b, ∀x ∈ P , ali x0 · a > b.
Kako 0 ∈ P , onda i 0 zadovo	ava nejednaqinu 0 · a ≤ b, pa imamo b > 0. Tada
imamo lako da 1

b
a ∈ P∨, jer x · (1

b
a) ≤ 1, ∀x ∈ P . Me�utim, onda x0 · (1

b
a) > 1,

pa imamo x0 /∈ (P∨)∨.

Sa F (P) oznaqava�emo skup svih strana jednog poliedra. Struktura skupa
strana poliedra P i �emu polarnog poliedra P∨ jako su povezane, to jest
struktura skupa F (P) potpuno odre�uje strukturu skupa F (P∨).

Lema 3.7. Ako je F ∈ F (P), onda skup

F3 = {y ∈ Rd | x · y = 1 ∀x ∈ F ∧ x · y ≤ 1 ∀x ∈ P\F}

predstav	a stranu poliedra P∨.

Dokaz. Neka su v1, ...,vk temena strane F . Kao i u dokazu leme 3.4, zak	uqujemo
da je:

F3 = {y ∈ Rd | x · y = 1 kada je x teme F ∧ x · y ≤ 1 kada x nije teme F}
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Ako su v1, ...,vk temena strane F poliedra P , posmatra�emo skup nejednakosti
oblika vi ·y ≤ 1. Jasno, sve one va�e za poliedar P∨, pa imamo da je F3 upravo
odre�ena nejednakostima vi · y ≤ 1. Konkretnije, F3 je odre�ena kao presek
strana Fi koje su odre�ene nejednakostima vi · y ≤ 1. Kako polemi 3.2 znamo
da je presek dve strane poliedra i da	e strana poliedra, dobijamo da je i F3

zapravo strana P∨.
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Indikatorske funkcije

Indikatorske funkcije �e biti centralni alat pomo�u koga �emo formulisati
i dokazati sva tvr�e�a vezana za predstav	a�e politopa kao zbir kupa.

Definicija 4.1. Svakom (mogu�e neograniqenom) poliedru P ⊂ Rd pridru�u-
jemo indikatorsku funkciju 1P : Rd → R takvu da 1P(x) = 1 kada x ∈ P i
1P(x) = 0 inaqe.

Indikatorske funkcije mo�emo sabirati na slede�i naqin: (1P + 1Q)(x) =
1P(x) + 1Q(x). Tako�e, ovakve funkcije mo�emo i mno�iti realnim broje-
vima (skalarima) na slede�i naqin: (η1P)(x) = η(1P(x)). To znaqi da indika-
torskim funkcijama mo�emo pridru�iti strukturu vektorskog prostora nad
po	em R. Deta	niji opis ovog prostora mo�e se na�i u k�izi [1]. Da bismo
stekli ose�aj za rad sa indikatorskim funkcijama, a i kao pomo� za kasniji
dokaz Brionove teoreme, dokaza�emo slede�u lemu.

Lema 4.1. Neka su P1,P2, ...,Pn ⊂ Rd poliedri i λ1, λ2, ..., λn ∈ R takvi da
va�i

∑
i λi1Pi(x) = 0 za sve x ∈ Rd. Tada va�i i

∑
i λi = 0.

Dokaz. Ovu lemu dokazujemo indukcijom po d.
Za d = 0, dovo	no je primetiti 0 =

∑
i λi1Pi(0) =

∑
i λi, to jest sraqunati

funkciju u taqki x = 0.
Sada pretpostav	amo da u svakoj afinoj (d−1)-hiperravni tvr�e�e leme va�i.
Konkretno, ono xto �emo koristiti jeste da kako god preseqemo nax skup
poliedara Pi nekom hiperravni H, suma koeficijenata uz poliedre koji seku
H bi�e 0. Ovo va�i jer je

∑
i λi1Pi = 0 svuda na Rd, pa je nula i unutar H.

Dakle, za svako H dobijamo
∑
Pi∩H 6=∅ λi = 0.1

1Ovde implicitno koristimo pretpostavku da je presek poliedra sa nekom hiperravni
i da	e poliedar. Ovo jeste taqno, na osnovu diskusije o Furije{Mockinovoj teoremi iz
apendiksa A

17
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Ideja indukcijskog koraka jeste da napravimo linearnu kombinaciju nekih
hiperravni tako da se svaki Pi ,,pojav	uje''u taqno jednoj ravni. Konkretnije,
posmatra�emo hiperravni Hτ oblika Hτ = {(x1, x2, ..., xd) ∈ Rd | xd = τ}. Iz
tehniqkih razloga uze�emo jox ε > 0 koje je jako malo. Konkretno, treba nam
da je ε ma�e od najma�e nenulte razlike me�u xd koordinatama temena nekih
od Pi.
Prime�uju�i induktivnu hipotezu na hiperravni Hτ i Hτ−ε, dobijamo slede�e
dve jednakosti:∑

Pi∩Hτ 6=∅

λi = 0
∑

Pi∩Hτ−ε 6=∅

λi = 0

Ako uzmemo da je τ minimalna xd koordinata nekog od Pi i oduzmemo gor�e
jednaqine, dobijamo∑

Pi∩Hτ 6=∅∧Pi∩Hτ−ε=∅

λi = 0

xd = τ

xd = τ − ε

Slika 4.1

Primeti�emo da ne postoje poliedri Pi koji seku Hτ−ε, a ne seku Hτ , jer bi
onda to znaqilo da neko �ihovo teme ima xd koordinatu izme�u τ − ε i τ , xto
je nemogu�e zbog definicije ε. Upravo zato su minimalne xd koordinate svih
poliedara koji figurixu u gor�oj sumi jednake bax τ . Stoga, gor�u jednaqinu
mo�emo preformulisati na slede�i naqin:∑

τ=minx∈Pi xd

λi = 0.
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Ova jednaqina nam daje da je suma koeficijenata uz poliedre sa istom mini-
malnom xd koordinatom jednaka. Na neki naqin, uspeli smo da isfiltriramo
poliedre u zavisnosti od �ihove minimalne xd koordinate. Sada je lako na�i
sumu u kojoj se svaki poliedar pojav	uje taqno jednom.
Ako prosumiramo ovo po xd koordinatama svih temena svih poliedara Pi, svaki
poliedar �e se raqunati taqno jednom, jer svaki poliedar ima jedinstvenu
minimalnu xd koordinatu. Dobi�emo da je suma koeficijenata uz poliedre
ograniqene odozdo po xd koordinati jednaka 0.
Ostaje da se u sumu uvrste i oni poliedri koji mogu imati proizvo	no male
xd koordinate. Ali to je lako, dovo	no je uzeti jednaqinu za Hτ , gde je τ ma�e
od xd koordinate svih temena svih poliedara Pi. U tu sumu �e u�i taqno oni
poliedri koji imaju proizvo	no male xd koordinate, pa to znaqi da je suma
koeficijenata uz sve poliedre jednaka 0, to jest

∑
i λi = 0.2

4.1 Teorema o indikatorima i polarnosti

Sledi jedna jako interesantna i duboka lema, koja povezuje indikatorske fun-
kcije i transformaciju polarnosti. Naime, transformacija polarnosti pro-
lazi kroz zbirove indikatorskih funkcija. Preciznije, imamo slede�u lemu.

Lema 4.2. Neka su P1, ...,Pn ⊂ Rd poliedri i λ1, ..., λn ∈ R takvi da va�i∑
i λi1Pi(x) = 0 za sve x ∈ Rd. Tada va�i i

∑
i λi1P∨i (x) = 0 za sve x ∈ Rd.

Dokaz. Napixemo li jednaqinu
∑

i λi1P∨i (x) = 0, za fiksno x ∈ Rd, vidimo da
u �oj figurixu samo qlanovi koji potiqu od poliedara Pi, takvih da x ∈ P∨i .
Xtavixe, za one Pi takve da x ∈ P∨i , na osnovu leme 3.5 imamo da Pi ⊂ x∨.
Sada nam je ci	 da odredimo x∨. Zapisa�emoH = {y ∈ Rd | x·y = 1}, pri qemu
H deli Rd na dva otvorena poluprostora H+ i H−, tako da 0 ∈ H−. Sada je x∨
zatvoreni poluprostor odre�en sa x∨ = {y ∈ Rd | x · y ≤ 1}, tj. x∨ = H ∪H−.
Dakle, ostaje da poka�emo:∑

Pi⊂(H∪H−)

λi = 0.

Ovo �emo pokazati indukcijom po dimenziji d, koriste�i da je
∑

i λi = 0 kad-
god va�i

∑
i λi1Pi = 0.

Ovo tvr�e�e koristi�emo na slede�i naqin. Ako je G neka (d−1)-hiperravan, a
Qi = Pi∩G, onda je

∑
i λi1Qi = 0. Kako je G u suxtini isto xto i Rd−1(mo�emo

2Ova lema je zapravo dovo	na za definiciju Ojlerove karakteristike bilo koje linearne
kombinacije indikatorskih funkcija, ali to je van opsega ovog teksta. Zainteresovanog
qitaoca upu�emo na [1].
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afino slikati jedan u drugi), imamo da je
∑
Pi seqe G λi = 0. Dakle, suma ko-

eficijenata uz one poliedre koji seku neku hiperravan jednaka je nuli.
Ideja je da se sa uslova Pi ⊂ (H ∪H−) prebacimo na uslov Pi ∩ (H ∪H−) 6= ∅.
Jedini qlanovi koje bismo dobili u sumi sa drugim uslovom, a ne pojav	uju se
u poqetnoj sumi, odgovaraju onim poliedrima Pi koji seku i H+ i H.
Dovo	no bi bilo dokazati da je suma koeficijenata uz takve poliedre jed-
naka nuli. I zaista, postoji neko ε > 0 dovo	no malo tako da hiperravan
Hε = {y ∈ Rd | x · y = 1 + ε} seqe bax one poliedre koji seku istovremeno H i
H+. Onda je po pre�axnoj diskusiji

∑
Pi seqe Hε λi = 0.

Sada �emo dokazati da∑
Pi∩(H∪H−) 6=∅

λi = 0.

Umesto svakog Pi posmatra�emo P ′i = Pi ∩ (H ∪ H−). Sada nastav	a da va�i∑
i λi1P ′i = 0, a u toj sumi su indikatorske funkcije poliedara koji ne seku

(H ∪H−) jednaki nuli svuda. Onda preostaje da je zbir koeficijenata uz sve
one poliedre koji seku (H ∪H−) tako�e jednak nuli, xto smo i tra�ili.
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Brionova teorema

Nada	e, svi poliedri koje razmatramo bi�e celobrojni, tj. ima�e celobrojna
temena. Pre nego xto uvedemo Brionovu teoremu, treba definisati notaciju
kojom �e ona biti izra�ena, i to pre svega transformaciju IPT1. Osnovna
ideja IPT-a je da svakoj taqki a = (a1, . . . , ad) ∈ Zd dodelimo monom oblika
za1

1 z
a2
2 · · · z

ad
d , gde su z1, . . . , zd promen	ive. Tako �emo proizvo	nom poliedru

dodeliti zbir monoma pridru�enih celobrojnim taqkama koje se nalaze unutar
�ega. Umesto za1

1 z
a2
2 · · · zann , pisa�emo za.

5.1 IPT poliedra

Definicija 5.1. Za poliedar P , definixemo �egovu IPT transformaciju

kao funkciju σ : C→ C za koju va�i σP(z) =
∑

a∈P∩Zd z
a.

Pa�	ivi qitalac �e sada sigurno primetiti da suma u definiciji mo�e biti

beskonaqna. Ako imamo sabira�e beskonaqnog broja monoma, to znaqi da σP(z)
nije polinom. Jox gore, mo�e se desiti da suma ne konvergira analitiqki ni
za jedan izbor z. Me�utim, nastavi�emo da radimo sa ovim sumama kao for-
malnim redovima, koje mo�emo sabirati i oduzimati, mno�iti polinomima.
Za deta	nije i formalnije obrazlo�e�e, pogledati apendiks B.
Me�utim, u sluqaju da je poliedar konaqan, σP(z) nam daje puno informacija
o P . Prostim ubaciva�em z = (1, 1, ..., 1) dobijamo broj celobrojnih taqaka u
poliedru. Ovu vezu �emo kasnije iskoristiti da pove�emo IPT poliedra i
�egov Erhartov polinom.

1Ova transformacija se pod sliqnom skra�enicom sre�e i u stranoj literaturi, jer IPT
potiqe od integer point transform.

21
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5.2 Tangentne kupe

Definicija 5.2. Neka je data strana F poliedra P . Tangentnu kupu nad
stranom F poliedra P definixemo kao

TP(F) = {x+ λ(y − x) | x ∈ F ,y ∈ P , λ ∈ R+
0 }.

Na prvi pogled, mo�da i nije oqigledno da TP(F) zaista jeste kupa.

Slika 5.1

Lema 5.1. Ako su v1, ...,vn temena politopa P , a g te�ixte strane F (ili
bilo koja druga �ena unutrax�a taqka), onda je TP(F) kupa sa temenom u g i
generatorima {vi − g}.

Dokaz. Ovo nije texko dokazati jer se za bilo koju taqku x + λ(y − x) kupe
TP(F), razlika x+ λ(y−x)− g mo�e predstaviti kao konveksna kombinacija
vektora {vi−g}, a x,y se mogu prikazati kao konveksne kombinacije v1, ...,vn.
Neka su x =

∑
i ηivi, y =

∑
i ζivi, gde je

∑
i ηi =

∑
i ζi = 1 i ηi, ζi ∈ R+

0 . Onda
imamo da je x+ λ(y−x)− g = λ(y− g) + (1− λ)(x− g) = λ

∑
i ηi(vi− g) + (1−

λ)
∑

i ζi(vi − g).

Iako �e slede�e tvr�e�e izgledati skoro trivijalno, vide�emo da �e nam biti
od k	uqnog znaqaja kada kasnije budemo analizirali tangentne kupe.

Lema 5.2. Ako je F strana poliedra P , imamo da aff F ⊂ TP(F).

Dokaz. Za x,y ∈ F , imamo da x+ λ(y − x) prolazi kroz ceo aff F .

Zapravo, TP(F) je najma�a kupa koja sadr�i aff F i P .
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5.3 IPT tangentnih kupa

U ovom poglav	u za zadatak �emo imati da saznamo vixe o IPT-ovima tan-
gentnih kupa poliedra P . Ako P ima celobrojna temena onda �e i sve �egove
tangentne kupe biti celobrojno definisane. Me�utim, tangentne kupe strana
pozitivne dimenzije ima�e IPT jednak nuli. Ovo tvr�e�e zvuqi priliqno
neverovatno samom qi�enicom da sabiramo beskonaqno sabiraka i da dobijamo
rezultat jednak nuli. Zato �emo prvo dokazati prostiji identitet:

∑∞
i=−∞ x

i =
0.

Iako ne�emo ulaziti u deta	e iz apendiksa B, bitno je pojasniti xta taqno
ovde radimo. Ideja je da svakom stepenom redu pridru�imo jednu racionalnu
funkciju. Ovo smo ve� radili kad smo sumirali redove poput

∑∞
i=0 x

i = 1
1−x .

Ono xto tra�imo je zapravo linearno preslikava�e izme�u stepenih redova i
racionalnih funkcija. Konkretno, ovo znaqi da kada saberemo dve racionalne
funkcije pridru�ene dvama redovima dobi�emo racionalnu funkciju pridru-
�enu zbiru tih redova.

Ako posmatramo racionalnu funkciju pridru�enu stepenom redu
∑∞

i=−∞ x
i

imamo

∞∑
i=−∞

xi =
−1∑

i=−∞

xi +
∞∑
i=0

xi =
1
x

1− 1
x

+
1

1− x
=

1

x− 1
+

1

1− x
= 0.

Drugaqiji naqin da se ista stvar doka�e je
∑∞

i=−∞ x
i = R(x), odakle imamo

R(x) = xR(x), odnosno (1− x)R(x) = 0. Onda mora biti R(x) = 0.
Uzmimo sada celobrojnu kupu K koja sadr�i pravu p. To znaqi da kada

transliramo K po toj pravoj za neki vektor v ∈ Zn kupa ostaje ista, tj. K =
K+ v (ako v ima isti pravac kao p). Naravno, va�i onda i σK(z) = σK+v(z) =
σK(z)zv, pa je σK(z) = 0.

Kada prethodni pasus primenimo na kupu TP(F), gde je dimF ≥ 1, dobijamo
da TP(F) sadr�i pravu po lemi 5.2, a odatle imamo da je σTP (F)(z) = 0.

5.4 Brionova teorema

Teorema 5.1. (Brion) Neka je dat poliedar P , sa skupom temena V . Tada va�i:

σP(z) =
∑
v∈V

σTP (v)(z).

Dakle, IPT jednog, mogu�e konaqnog, poliedra mo�emo predstaviti kao
zbir IPT-ova nekoliko beskonaqnih kupi. Qak i vixe, IPT celog poliedra
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je predstav	iv lokalnim doprinosima, tj. sabricima koji su vezani samo za
temena.

Ideja dokaza Brionove teoreme koji �emo ovde prikazati jeste da beskonaqne
kupe polarnom transformacijom prenesemo u konaqne objekte s kojima je lakxe
raditi. Ova transformacija zasniva se na qi�enici da se polarizacijom
objekata ne gubi jednakost indikatorskih funkcija (na osnovu leme 4.1), a
samim tim ni jednakost IPT-ova.

Dokaz Brionove teoreme. Za poqetak, translira�emo P tako da 0 ∈ P . Sada
�emo odrediti figure polarne tangentnim kupama. Definisa�emo v3 = {y ∈
P∨ | v ·y = 1} (ovo je definicija iz leme 3.7). Kako je v ·y ≤ 1 kadgod y ∈ P∨,
zak	uqujemo da je v3 strana poliedra P∨.

Lema 5.3. TP(v)∨ = conv{0,v3}

Dokaz leme. Napiximo izraz za y ∈ TP(v)∨:

(v + λ(x− v)) · y ≤ 1.

Ovo je linearna funkcija po λ, a nejednakost mora biti zadovo	ena za x ∈
P , λ ∈ R+

0 . Napiximo ovu nejednakost u zgodnijem obliku:

λ(x− v) · y + v · y ≤ 1.

Zak	uqujemo da mora biti (x− v) · y ≤ 0 (ovo dobijamo kada pustimo λ→∞)
i v · y ≤ 1(ovo dobijamo kada je λ = 0). Zapravo, ova dva uslova su dovo	na
da nejednakost uvek va�i. Da	e je ovo ekvivalentno sa x · y ≤ v · y ≤ 1 za sve
x ∈ P . Iz prethodne jednaqine, jasno je da y ∈ P∨.

Sada �emo uzeti y′ = µy takvo da y′ · v = 1, µ > 1. I da	e imamo y′ ∈ P∨,
ali dobijamo i y′ ∈ v3, iz definicije v3. Dakle, y = 1

µ
y′ ∈ conv{0,v3}. S

druge strane, jasno je da je svaka od prethodnih operacija invertibilna, tj. da
svako y ∈ conv{0,v3} mo�emo dobiti ovako, pa imamo tra�enu jednakost.

Ovde va	a napomenuti da je v3 zapravo facet poliedra P∨.2 Pri tome,
va�i i da za svaki facet F poliedra P∨ postoji teme v polidera P takvo da
F = v3. Dakle, postoji bijekcija izme�u temena poliedra P i faceta poliedra
P∨.

Sada vidimo da je TP(v)∨ zapravo piramida nad facetom poliedra P∨ sa
vrhom u nuli. Tvr�e�e koje �emo u nastavku koristiti jeste da se poliedar
P∨ mo�e razlo�iti na zbir indikatorskih funkcija oblika conv{0, v3}, pri

2Ovo je taqno jer postoji d linearno nezavisnih linearnih funkcija oblika a · x koje se
maksimizuju bax u v, a conv{0,v3} sadr�i upravo one funkcije koje se maksimizuju u v, pa
zak	uqujemo da je dim conv{0,v3} = d, tj. dimv3 = d− 1.
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qemu �e se neki (d− 1)-dimenzioni regioni (preseci gore opisanih piramida)
mogu�e brojati vixe puta. Oduze�emo sve piramide ma�e dimenzije da dobijemo
identitet

1P∨ =
∑
v∈V

1conv{0,v3} ± poliedri ni�ih dimenzija.3

Kada polarizujemo prethodnu jednaqinu imamo

1P =
∑
v∈V

1TP (v) ± polari poliedara ni�ih dimenzija.

Sada mo�emo uzeti IPT obe strane da dobijemo

σP(z) =
∑
v∈V

σTP (v) ±IPT polara poliedara ni�ih dimenzija.

Sada nam ostaje da poka�emo da je IPT polara poliedara ni�ih dimenzija
jednak nuli. Zapravo, pokaza�emo da svaka od polara tih poliedara jeste kupa
koja sadr�i pravu. Posmatrajmo neki celobrojni poliedar Q dimenzije ma�e
od d. Tada on le�i u nekoj hiperravni odre�enoj celobrojnim vektorom normale
a. Ako taqka y pripada polaru Q∨, onda imamo i y + λa ∈ Q∨, jer je y · x =
(y+λa) ·x za sve x ∈ Q. Dakle, Q∨ ima strukturu poliedra koji je transliran
po jednoj pravoj. Ali onda se naxe rezonova�e iz dela 6.2 prime�uje i lako
dobijamo σQ∨ = 0. Dakle, izraz za σP(z) postaje:

σP(z) =
∑
v∈V

σTP (v)(z).

Relacija kojom smo izrazili 1P preko 1TP (v) mo�e se zapisati i u egzaktni-
joj formi, taqno opisuju�i poliedre ni�ih dimenzija. Ta formula zove se
Brijanxon{Gramova.

Teorema 5.4.1. (Brijanxon{Gram) Ako je F (P) skup strana politopa P ⊂ Rd,
onda imamo slede�u formulu:

1P =
∑
F∈F (P)

(−1)codim(F)1TP (F). (5.1)

Na�alost, dokaz ove formule daleko je van domaxaja ovog rada jer koristi
napredna svojstva Ojlerove karakteristike. Zainteresovanog qitaoca upu�ujemo
na k�igu [1].

3Poliedri koji se ovde pomi�u zapravo su svi piramide s temenom u nuli, ali to nije
k	uqno za nax dokaz.
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Erhartovi polinomi

U ovom poglav	u �emo izvesti quvenu Erhartovu teoremu, koja opisuje broj
celobrojnih taqaka u celobrojnim poliedrima.
Neka je P ograniqeni poliedar sa celobrojnim temenima. Definixemo �egovu
t-dilataciju tP kao �egovu sliku pri homotetiji sa koeficijentom t i centrom
u 0. Formalnije, tP = {tx | x ∈ P}. Primeti�emo da za t ∈ Z, poliedar tP
ima celobrojna temena.

Definicija 6.1. Neka je P poliedar sa celobrojnim temenima. Onda defin-
ixemo L(P) kao broj celobrojnih taqaka koje pripadaju poliedru P1. Formal-
nije:

L(P) =
∑

a∈P∩Zd
1.

Ideja Erhartove teorije jeste da posmatramo funkciju LP(t) = L(tP). Ona

predstav	a broj celobrojnih taqaka unutar t-dilatacije poliedra P .
Teorema 6.1. (Erhart) Ako je P poliedar sa celobrojnim temenima, onda je
LP(t) polinom po t, za t ∈ Z.
Pre nego xto pristupimo dokazu ove teoreme, moramo jox malo preciznije
odrediti maxineriju IPT-a razvijenu u proxlom poglav	u. Konkretnije,
da�emo naqin da se IPT tangentnih kupa eksplicitno odrede.

6.1 Osnovni paralelepiped kupe

Definicija 6.2. Za kupu sa linearno nezavisnim generatorima ka�emo da
je simplicijalna.2

1U L(P) brojimo i taqke na granici poliedra.
2Presek ovakve kupe sa bilo kojom hiperravni je ili simplicijalna kupa ili simpleks.

27
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Definicija 6.3. Za simplicijalnu kupu K sa temenom 0 i generatorima
w1,w2, . . . ,wd ∈ Zd, definisa�emo osnovni paralelepiped kupe K kao

Π = {λ1w1 + λ2w2 + · · ·+ λnwn | λi ∈ [0, 1)}.

Slika 6.1

Translacijama paralelepipeda Π mo�e se bez preklapa�a poploqati cela
kupa K. Naime, za taqku x ∈ K, imamo x =

∑
i λiwi =

∑
ibλicwi +

∑
i{λi}wi.

Prva suma predstav	a linearnu kombinaciju generatora wi sa nenegativnim
celim koeficijentima, tj. vektor za koji treba translirati osnovni par-
alelepiped da bi mu x pripadao. S druge strane, druga suma predstav	a onu
taqku unutar osnovnog paralelepipeda Π koja se slika u x pri ovoj translaciji.

6.2 IPT simplicijalnih kupa

Neka nam je data simplicijalna kupa K sa temenom a i generatorima {gi}. Ako
su generatori celobrojni vektori, mo�emo lako sraqunati IPT cele kupe.

Da bismo stekli ose�aj, prvo �emo izraqunati IPT dvodimenzionalne kupe
K sa temenom u (0, 0) i generatorima (1, 3) i (3, 2). Ideja je da celu kupu
poploqamo translacijama osnovnog paralelograma ove kupe. Osnovni paralel-
ogram Π ima temena u (0, 0), (1, 3), (4, 5) i (3, 2). Za svaku �egovu translaciju
mo�emo lako izraqunati IPT jer σΠ+v(z) = zvσΠ(z), za v ∈ Zn. Dakle
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napisa�emo K kao uniju translacija Π, tj.

K =
∞⋃

i,j=0

(Π + i(3, 1) + j(2, 3)).

Kako se svaka celobrojna taqka pojav	uje taqno jednom i sa leve i sa desne
strane gor�e jednaqine, imamo jednakost IPT-ova:

σK(z) =
∞∑

i,j=0

σΠ+i(3,1)+j(2,3)(z) =
∞∑

i,j=0

σΠ(z)z3i+2j
1 zi+3j

2 =

σΠ(z)
∞∑
i=0

(z3
1z2)i

∞∑
j=0

(z2
1z

3
2)j = σΠ(z)

1

1− z3
1z2

· 1

1− z2
1z

3
2

.

Dakle, da bismo sraqunali σK(z), koja je beskonaqna suma, dovo	no je samo
da izraqunamo σΠ(z), xto je jedna konaqna suma.

I u vixim dimenzijama, sliqna ideja i raqun �e dovesti do formule σK(z) =
σΠ(z)∏
i(1−zgi )

. Formalnije, napisa�emo

σK(z) =
∞∑

λ1,...,λk=0

σΠ+
∑
i λigi

(z) =
∞∑

λ1,...,λk=0

σΠ(z)z
∑
i λigi =

σΠ(z)
k∏
i=1

∞∑
λi=0

zλigi = σΠ(z)
k∏
i=1

1

1− zgi
.

6.3 Triangluacije tangentnih kupa

U ci	u da iskoristimo jednostavne formule za IPT simplicijalne kupe koje
smo malopre dobili, razlo�i�emo svaku kupu na uniju simplicijalnih kupa.
Posmatrajmo kupu K koja, bez uma�e�a opxtosti, ima vrh u 0. Ona u pre-
seku s nekom racionalnom hiperravni3 formira poliedar sa racionalnim
temenima. Dilatacijom takvog poliedra, mo�emo dobiti poliedar P sa celo-
brojnim temenima.

Po teoremi iz apendiksa V, P mo�emo podeliti na simplekse Q1, ...,Qn sa
temenima iz vertP , pri qemu va�i da su preseci tih simpleksa upravo �ihove
strane (koje su tako�e simpleksi). Sada, svaki od Qi definixe simplicijalnu

3Hiperravan je racionalna ako je odre�ena sa a · x = b, gde su a ∈ Qd, b ∈ Q.
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kupu sa vrhom u 0 na slede�i naqin: ako su v1, ...,vd temena ovog simpleksa,
imamo da je simplicijalna kupa Ki kupa sa vrhom u 0 koja se generixe up-
ravo vektorima vi. Ovi vektori jesu linearno nezavisni jer je Qi simpleks.
Primeti�emo da je unija kupa Ki upravo K.
Sada mo�emo predstaviti 1K kao zbir 1Ki po principu uk	uqe�a i isk	uqe�a:

1K =
∑
i

1Ki −
∑
i 6=j

1Ki∩Kj + · · ·

Zanim	ivo je primetiti da je presek dve simplicijalne kupe sa istim
temenom i da	e simplicijalna kupa, jer je presek svaka dva simpleksa Qi i
da	e simplicijalna kupa. Naravno, ovo va�i i za preseke konaqno mnogo sim-
plicijalnih kupa. Stoga, funkciju 1K mo�emo predstaviti kao zbir indika-
torskih funkcija simplicijalnih kupa. Onda je σK(z) tako�e zbir IPT-ova
simplicijalnih kupa, pa zak	uqujemo da je σK(z) racionalna funkcija po z,
za svaku kupu K.

6.4 Dokaz Erhartove teoreme

Dokaz. Broj celobrojnih taqaka u poliedru mo�emo izraziti kao vrednost �e-
govog IPT-a u z = 1. Me�utim, IPT politopa mo�emo izraziti kao zbir
konaqno mnogo racionalnih funkcija xto �e nam dati dobru kontrolu nad
celim izrazom. Imamo:

LP(t) = L(tP) = σtP(1) =
∑
v

σTtP (v)(1).

Sada �emo sraqunati σTtP (v)(1). Imamo:

TtP(v) = t{v + λ1w1 + · · ·+ λnwn | λ1, ..., λn ≥ 0} =

{tv + tλ1w1 + · · ·+ tλnwn | λ1, ..., λn ≥ 0} (6.1)

Ako sada uvedemo smenu µi = tλi, jednaqina postaje:

TtP(v) = {tv + µ1w1 + · · ·+ µnwn | µ1, ..., µn ≥ 0} =

(t− 1)v + {v + µ1w1 + · · ·+ µnwn | µ1, ..., µn ≥ 0} =

(t− 1)v + TP(v)

Ova jednakost implicira i jednakost IPT-ova:

σTtP (v)(z) = z(t−1)vσTP (v)(z).
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Ako se vratimo na jednakost LP(t) =
∑

v σTtP (v)(1), vidimo da zapravo nema
smisla ubaciti z = 1 u funkcije σTtP (v)(z), jer one mogu biti nedefinisane
u toj taqki (mo�e se desiti da delimo nulom). Onda �emo umesto izraza∑

v σTtP (v)(1) posmatrati graniqnu vrednost te funkcije kada z → 1. Sada
imamo identitet:

LP(t) = lim
z→1

∑
v

σTtP (v)(z) = lim
z→1

∑
v

z(t−1)vσTP (v)(z).

Da bismo sraqunali kraj�i izraz koristi�emo Lopitalovo pravilo. Naime,
mo�emo sve racionalne funkcije svesti na zajedniqki imenilac. Onda �emo
uzimati izvod i imenioca i brojioca sve dok brojilac ima vrednost 0 u z = 1.
Primetimo da sve vreme znamo da ova graniqna vrednost postoji, jer znamo
da je jednaka broju LP(t). U ovom procesu uzima�a izvoda, qlanove oblika zt

imamo samo u brojiocu, pa �emo svaki put kad uzmemo izvod brojioca dobiti
qlanove koji se mno�e sa t samo u brojiocu, pa stoga imamo da je ono xto nam
ostane na kraju polinom po t.

Sada �emo postupak opisan u dokazu prethodne teoreme primeniti da odred-
imo Erhartov polinom hiperkocke C ⊂ Rd. Prvo �emo odrediti IPT-ove �enih
tangentnih kupa.
Kako je C hiperkocka, sve ivice iz datog temena v imaju pravac koordinatnih
osa. Smer ivica, tj. generatora tangentne kupe u pravcu koordinatne ose xi
zavisi samo od vi: ako je vi = 0, onda je smer od xi = 0 ka pozitivnim brojevima,
a inaqe je smer od xi = 1 ka negativnim brojevima. Zato imamo slede�i izraz
za IPT tangentne kupe:

σTP (v)(z) =
∑

w∈Zd∩TP (v)

zw =
∑

w∈Zd∩TP (v)

∏
i

zwii =
∏
i

∑
w∈Zd∩TP (v)

zwii .

Sada svaku od suma koje su qinioci u ovom proizvodu mo�emo nezavisno
izraqunati. Ako je vi = 0, onda odgovaraju�a suma ima oblik z0

i +z1
i +z2

i + · · · =
1

1−zi . Ako je ipak vi = 1, onda suma iznosi z1
i + z0

i + z−1
i + · · · = zi

1
1−z−1

i

=
−z2

i

1−zi .

Sada �emo ove izraze ubaciti da dobijemo konaqan izraz za IPT tangentne
kupe:

σTP (v)(z) =
∏
vi=0

1

1− zi

∏
vi=1

−z2
i

1− zi
=
∏
i

1

1− zi

∏
vi=1

(−z2
i ).

Vreme je da izraqunamo LP(t), po formuli iz dokaza prethodne teoreme:
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LP(t) = lim
z→1

∑
v

z(t−1)vσTP (v)(z) = lim
z→1

∑
v

∏
i

1

1− zi
z(t−1)v

∏
vi=1

(−z2
i ).

Ako iskoristimo da je zv =
∏

vi=1 zi, onda se prethodna formula svodi na:

LP(t) = lim
z→1

∏
i

1

1− zi

∑
v

∏
vi=1

(−zt+1
i ).

Primeni�emo Lopitalovo pravilo tako xto �emo po jednom diferencirati
po svakom zi i brojilac i imenilac. Ovo smemo da uradimo jer znamo da je
LP(t) konaqan, pa tra�eni limes uvek postoji. Neophodno je diferencirati
po svakom i jer 1 − zi figurixe u imeniocu za sve i. Samo jedan qlan sume
u brojiocu ne�e biti nula nakon diferencijacije po svakom zi: to je upravo
onaj qlan koji sadr�i sve zi. �egov izvod bi�e (t + 1)(−zt1) · · · (t + 1)(−ztd) =
(−1)d(t + 1)d

∏
i z

t
i . Izvod imenioca bi�e (−1)d, pa je konaqno tra�eni limes

LP(t) = (t+ 1)d.
Naravno, do ovog rezultata mo�e se do�i na mnogo razliqitih naqina, ali
smatramo da je ovo vrlo ilustrativna primena IPT-a.
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Zak	uqak

Teoreme predstav	ene u ovom radu nalaze svoju primenu u kako u teoriji poli-
topa, tako i xire. Jedan od naqina na koje se ovde razvijena teorija prime�uje
dat je u poglav	u 6, gde smo dokazali Erhartovu teoremu i odredili Erhartov
polinom hiperkocke priliqno lako koriste�i generatorne funkcije.

Nezavisno od Brionove teoreme, postoji i drugaqiji naqin da se ideja IPT-
a primeni u dokazu Erhartove teoreme. Zainteresovani qitalac deta	e mo�e
prona�i u k�izi [3].

Na sliqan naqin kao u ovom radu mogu se izvesti formule analognoj Brio-
novoj, na primer formula Lorensa i Varqenka. Rad [2] dokazuje i ovu teoremu.

Na kraju, Brionova teorema osnov je efikasnog algoritma za raquna�e Er-
hartovih polinoma politopa. Iz samog tvr�e�a teoreme, imamo predstav	a�e
cele IPT funkcije politopa kao zbir lokalnih doprinosa u temenima. Med-
jutim, ono xto i da	e mo�e predstav	ati prepreku za efikasno raquna�e
Erhartovog polinoma jeste qi�enica da se IPT osnovnog paralelepipeda kupe
mo�e sastojati od velikog broja monoma. Zato se uvodi pojam unimodularne
kupe, kao kupe qiji osnovni paralelepiped sadr�i samo jednu taqku.

Ovakvo razlaga�e mo�e se iskoristiti da se IPT politopa predstavi kao
relativno malog broja racionalnih funkcija. Na sliqnom razmatra�u zas-
niva se i Barvinokov algoritam za izraqunava�e broja celobrojnih taqaka u
politopu.
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Apendiks A {

Furije{Mockinova teorema

Teorema 8.1. (Furije{Mockin) Neka je dat skup X ⊂ Rd. Onda je X H-
poliedar ako i samo ako se mo�e predstaviti u obliku conv V + K, gde je
V konaqan skup vektora, a K neka kupa. One skupove X koji se mogu tako
predstaviti zva�emo poliedrima.

Dokaz. Uvedimo notaciju koju �emo koristiti u dokazu: za skup nejednakosti
ai ·x ≤ bi pisa�emo Ax ≤ bi, pri qemu s leve strane imamo mno�e�e matrice i
vektora, a na vektorima definixemo relaciju ≤ ako su sve komponente jednog
vektora ma�e ili jednake od odgovaraju�ih komponenti drugog vektora. Kupu
sa vrhom u 0 generisanu skupom vektora V = {v1, ...,vn} oznaqava�emo sa coneV .

Da bismo tehniqki uprostili dokaz, posmatra�emo prostor Rd+1 i u �ega,
u hiperravan xd+1 = 1, smestiti skup X. Tada �emo definisati �egovu homog-
enizaciju kao skup coneX.

Ako je X H-poliedar, onda je coneX mogu�e predstaviti u obliku Ax ≤ 0,
a ako je X V-poliedar, onda dobijamo da je coneX zapravo obiqna, konaqno
generisana kupa, sa vrhom u 0. Ako poka�emo da su ova dva oblika ekviva-
lentna, lako mo�emo to preneti na obiqne poliedre u Rd. Kupe nastale kao
homogenizacija H-poliedra zva�emo H-kupe, a one nastale homogenizacijom V-
poliedara zva�emo V-kupe.

Ideja dokaza je slede�a: prvo �emo dokazati da se svaka V-kupa mo�e pred-
staviti i u obliku projekcije H-kupe iz neke vixe dimenzije na prostor Rd,
a zatim �emo pokazati da je projekcija svake H-kupe i da	e H-kupa, pa oda-
tle nalazimo jedan smer teoreme. Drugi smer teoreme dobi�emo iz svojstva
polarnosti, jer je polar svakog V-poliedra (V-kupe) upravo H-poliedar (H-
kupa) i obratno.

Posmatrajmo V-kupu K = coneV ⊂ Rd. Ako skup vektora V posmatramo kao
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36 8. Apendiks A { Furije{Mockinova teorema

matricu sa kolonama vi, mo�emo pisati K = {
∑

i λivi | λi ∈ R+
0 } = {λV | λ ≥

0}, za vektor λ = (λ1, ..., λd). Tada je

K = {x ∈ Rd | ∃λ ∈ Rn,λ ≥ 0,x = λV }.

Ovako zapisana, kupa K je projekcija skupa {(x,λ) ∈ Rd+n | λ ≥ 0,x = λY } na
prvih d koordinata. Ovu projekciju mo�emo postepeno dobiti, tako xto redom
projektujemo po samo jednoj koordinati. Zato �emo pokazati da projekcijom po
k-toj koordinati ne gubimo H opis kupe.

Lema 8.1. Neka je K ⊂ Rd kupa odre�ena sa Ax ≤ 0, onda su i elimk(K) =
{x− tek | x ∈ K, t ∈ R} i projk(K) = elimk(K)∩{x ∈ Rd | xk = 0} tako�e H-kupe,
pri qemu je elimk(K) opisana skupom nejednakosti A′x ≤ 0, gde je

A′ = {ai | aik = 0} ∪ {aikaj + (−ajk)ai | aik > 0, ajk < 0}.1

Dokaz leme. Za poqetak, ako sa K1 oznaqimo kupu odre�enu sa A′x ≤ 0, jasno
je da K ⊂ K1 jer je svaka od nejednakosti u A′ linearna kombinacija nejed-
nakosti iz A s pozitivnim koeficijentima. Kako se u nejednakostima iz A′

k-ta koordinata ne pojav	uje, lako imamo i elimk(K) ⊂ K1.
Sada ostaje da poka�emo da �e za sve x ∈ K1 postojati neko t ∈ R takvo da

x− tek ∈ K. Posmatra�emo ovo kao sistem nejednaqina po t i odrediti kada on
ima rexe�a. Kada je aik > 0 imamo nejednakosti tipa aikt ≥ aix, pa je dovo	no
da imamo t ≥ maxi

1
aik
aix. Sliqno, za ajk < 0 nam treba t ≤ minj

1
−ajk

ajx.

Dakle, ako imamo maxi
1
aik
aix ≤ minj

1
−ajk

ajx, tra�eno t postoji. Me�utim, ovaj

uslov va�i oqigledno jer x ∈ K1. Dakle, za svako x ∈ K1 imamo x ∈ elimk(K),
pa je elimk(K) upravo odre�ena sa A′.

Kako je elimk(K) H-kupa, onda je to oqigledno i projk(K), jer u nejednakos-
tima iz A′ ne figurixe k-ta koordinata.

Na osnovu prethodne leme, imamo da je svaki V-poliedar ujedno iH-poliedar.
Sada �emo primenom polarnosti dokazati drugi smer ove teoreme.

Potpuno isto kao u dokazu leme 3.4 imamo da je polar svakog V-poliedra
upravo H-poliedar. Sada �emo dokazati i obratno, da je polar svakog H-
poliedra upravo V-poliedar.

Naime, ako je P opisan nejednakostima aix ≤ 1, onda �emo pokazati da je
P∨ = conv{ai}. Jasno je da convai ⊂ P∨ jer(∑

i

λiai

)
· x =

∑
i

λi(ai · x) ≤
∑
i

λi = 1.

1Ovde je sa aik oznaqena k-ta koordinata i-tog vektora u matrici A.
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Ostaje jox P∨ ⊂ convai. Umesto �ega, dokaza�emo tvr�e�e conv{ai}∨ ⊂ P ,
pa �emo po lemi 3.5 lako dobiti i tra�eno tvr�e�e2. Me�utim, za sve x iz
convai

∨ va�i ai · x ≤ 1, pa oqigledno x ∈ P . Sada, po lemi 3.5, imamo
P∨ ⊂ convai, pa zapravo va�i P∨ = convai. Dakle, polar svakog H-poliedra
je V-poliedar.

Uzmimo sada proizvo	an H poliedar P . �egov polar P∨ je V-poliedar,
i stoga je i H-poliedar. Ali, onda je (P∨)∨ V-poliedar, pa je, po lemi 3.6
i P V-poliedar. Ovime smo konaqno dokazali ekvivalenciju izme�u naxe dve
definicije poliedra, te ih nada	e mo�emo koristiti uporedo.

2Ovde va	a primetiti da koristimo (conv{ai}∨)∨ = conv{ai}, ali to znamo po lemi 3.6
jer mo�emo P preprocesirati tako da 0 ∈ conv{ai}. Bitno je jox napomenuti da smo lemu
3.6 zapravo dokazali za H-poliedre, ali znamo da je svaki V-poliedar istovremeno i H-
poliedar, pa je conv{ai} H-poliedar.
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Apendiks B { Algebra stepenih

redova

Definicija 9.1. Formalan stepeni red je kolekcija brojeva an, indeksir-
anih d-torkama celih brojeva n ∈ Zd. Takav red zapisujemo kao∑

n∈Zd
anz

n =
∑

(n1,...,nd)∈Zd
a(n1,...,nd)z

n1
1 · · · z

nd
d .

Red
∑

n∈Zd anz
n mo�emo posmatrati kao funkciju promen	ive z kada ta suma

konvergira. Redove
∑

n∈Zd anz
n i

∑
n∈Zd bnz

n mo�emo sabrati da dobijemo red∑
n∈Zd(an+bn)zn. Sliqno, formalni stepeni red mo�emo i mno�iti monomom

zv da dobijemo zv
∑

n∈Zd anz
n =

∑
n∈Zd anz

n+v. Mno�e�e formalnog ste-
penog reda polinomom definisa�emo tako da zadovo	ava distributivni zakon
i prethodnu relaciju u specijalnom sluqaju kada je polinom kojim mno�imo u
stvari monom.

Sada je jasno da svaki σTP (v)(z) predstav	a stepeni red koji je u saglas-
nosti s definicijom 8.0.1. Da bismo mogli ove redove da interpretiramo kao
racionalne funkcije, imamo slede�u teoremu. Neka je zato S vektorski pros-
tor generisan redovima oblika σK(z) gde je K kupa, a R(z) vektorski prostor
svih racionalnih funkcija po z1, ..., zd sa realnim koeficijentima.1

Teorema 9.0.1. Postoji jedinstveni homomorfizam ϕ : S → R(z) takav da je
ϕ(zv) = zv.2

Dokaz. Kako je ϕ homomorfizam, imamo da je ϕ(f) = f za svaki polinom f ∈
R[z].

1Oba vektorska prostora su nad po	em realnih polinoma.
2Preslikava�e ϕ : S → R(z) je homomorfizam ako quva sabira�e i mno�e�e monomima i

konstantama u datim skupovima.
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40 9. Apendiks B { Algebra stepenih redova

Da bismo opisali ϕ(σK), primeni�emo sliqnu tehniku kao u poglav	u 6.
Naime, indikatorsku funkciju 1K predstavi�emo kao

∑
i±1Ki , gde su Ki sim-

plicijalne kupe. Onda �e va�iti ϕ(σK) =
∑

i±1Ki .
Kada je Ki simplicijalna kupa generisana sa w1, ...,wd, lako se pokazuje da

va�i (1− zw1) · · · (1− zwd)ϕ(σKi(z)) = σΠi(z).
Sumiraju�i ove identitete po svim kupama Ki, dobijamo identitet oblika

g(z)ϕ(σK(z)) = f(z). Onda definixemo ϕ(σK(z)) = f(z)
g(z)

∈ R(z). Ovakva
funkcija φ mo�e se linearno proxiriti na ceo skup S. ϕ jeste jedinstvena
jer je jedinstveno definisana na simplicijalnim kupama, a nakon toga se samo
linearno proxiruje na ceo skup.

Kada bismo ranije u ovom radu ,,raqunali'' ili ,,sumirali'' neki stepeni
red, mi bismo zapravo prime�ivali ϕ na �ega da bismo dobili racionalnu
funkciju kojoj je on ekvivalentan. Vredi primetiti da se pri ovom preslika-
va�u sve kupe koje sadr�e pravu slikaju u 0.
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Apendiks V { Triangluacije

poliedara

Teorema 10.0.1. Neka je dat konaqan poliedar P ∈ Rd. Tada postoje simpleksi
Q1,Q2, ...,Qn takvi da su �ihova temena iz vertP , i takvi da je presek bilo
koja dva simpleksa strana oba simpleksa.

Dokaz. Posmatra�emo proizvo	nu funkciju φ : Rd → R. Poliedar P pos-
matra�emo kao da se nalazi u hipperravni xd+1 = 0 prostora Rd+1. Svakom
temenu v poliedra P pridru�i�emo polupravu Av = {(v, x) | x ≤ φ(v)}, i
posmatra�emo Gφ, konveksni omotaq svih tih pravih. Ovako smo definisali
poliedar Gφ koji kada projektujemo na hiperravan xd+1 = 0 dobijamo P .

φ(v)

φ

Slika 10.1
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Sada, Gφ ima konaqne i beskonaqe strane, pri qemu �emo se mi fokusirati
na one konaqne. Konaqne strane su upravo one koje qine gor�i deo granice
poliedra Gφ. Ako su sve te strane simpleksi, onda �emo, kada ih projektujemo
na P upravo dobiti podelu P na simplekse. Dovo	an uslov da nijedna od
konaqnih strana Gφ ne bude simpleks jeste da svakih k + 1 temena Gφ budu
linearno nezavisni1.

Primeti�emo da su temena Gφ upravo taqke (v, φ(v)), gde su v temena P .
Uslov linearne zavisnosti za nekih k + 1 temena glasi:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

v1 φ(v1)
v2 φ(v1)
...

...
vk+1 φ(v1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

Me�utim, ovakav uslov jeste linearan uslov po φ, tj. uslov da φ ne pri-
pada nekoj hiperravni u prostoru funkcija. Kako bismo preciznije defin-
isali prostor funkcija kao vektorski prostor, mo�emo posmatrati prostor
polinoma ograniqenog stepena, tj. vektorski prostor generisan monomima
{1, x, x2, ..., xN−1}. Dimenzija ovog prostora je N . Za dovo	no veliko N , znamo
da postoji funkcija φ ovog prostora za koju nijedan od

(
n
k+1

)
linearnih uslova

ne va�i, pa imamo da je svaka ograniqena strana Gφ zapravo simpleks. Sada
projektova�em ovih strana na hiperravan xd+1 = 0 dobijamo tra�enu podelu
P na simplekse.

1Ovde su simpleksi dimenzije ≤ k − 1, jer su na stranama Gφ, pa sadr�e ≤ k temena.
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