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YBOI

WNako cy npse jgeduHUIH]E TOJUTONA KAO T'eHepan3aldje TOJUIOHa U HOJIHeIapa
nacayhene jour mouerkom XIX Beka, MaTeMaTwIapH Cy MOpaJIn cadeKaTw PuMaHOBO
u [1l1acdujeBo 3acHuBame BUllleIMMEH3MOHE reoMeTpHje Jia 0u ce 030u/bHIje DaBUIN
oBOM obJtarihy.

Bese Teopuje nouTona ca JpyruM MaTeMaTHYKUM OOJIaCTHMA 3aTO HACTA]Y TEK
kpajeM XIX u mogerkom XX Beka. ¥ MOYETKY, MATEMaTUIaAPHU Cy €€ MPEeTeKHO HaB-
UJIA TeOMETPUJCKUM CBOjCTBUMA OBUX 00jeKaTa, n3ydaBajyhu momioYaBama BUIIE M-
MEH3UOHUX TTPOCTOPA IbUMa U MIPABUIHE MOJUTOIE. Y OBOM MEPUOY, BETUKHU YTHUIIA]
Ha pa3Boj oe objactu umasu cy [urep Hlyr u Anucuja Bya.

[TosioBunom XX Beka, Kokcerep nuiiie KibUI'y y KOjOj CyMupa JOTA/AIIHE 3HAHE
y oBoj obsactu. Hakon oBora, kpehe ce ca gedunncamem u nCTpakuBameM KOMOU-
HATOPHUX OCOOMHA TOJIMTOIA, KAo IMITO Cy HUXOBU rpacdoBu, Opoj cTpaHa, TeMeHa
uTA. MHOra muTama IMOCTaB/beHa Tajla W JIAHAC OCTAJy HepelreHa. Y OBOM pajiy
dokycupahemo ce Ha paj bpuona u Epxapra, Koju cy cBoje TeopeMe TOKa3aJId Kpa-
jem XX Beka. Fbuxoe Teopeme ocauKaBajy BPJO jako Be3y usmehy pemeraka (y
HAIeM CJIy4dajy HeJ00pOJHIX) U MOIUTOINA.

Y apyrom morjiaB/by yriaBHoMm ce nojcehamo rpajuba JuHeaphHe ajrebpe koje
heMo MHTEH3UBHO KOPUCTHUTH y jajbeM TekcTy. Tpehe nornasibe, cienehu mpuctyn
u3 [5], medunurre ocHoBHe 0GjekTe ¢ KojuMma fiemo paguru. OBO MONIABHE OBE3AHO
je c aneHguKcoM A y KoMe JTOMYybyjeMo JI0Ka3 OCHOBHE TeopeMe O JedhuHuCAIbY TOJTH-
rona. MebhyTuMm, j0Ka3 Koju JajeMo je apyraduju Hero y [5], 3apaj wiycrpaTuBHe
HpUMEHE [OJAPHOCTH. Y YeTBPTOM LOIJIABJ/bY JIOJAJEMO HMOC/E b TeXHUYKH CAC-
TOjaK MoTpedaH 3a HAIll JIOKa3 bpuoHoBe Teopeme, P YeMy JOKa3! JIeMa Y OBOM
OTJIaBJbY MOPEKJIO BYKY U3 Kibure [1]. Tlormassba 5 u 6 mpecraBibajy CymTuHy OBOT
pajga, U y ImHEMa ce JIOKa3yjy U TeopeMme 300r KOJUX je Iej1a MallnHepuja WHIUKA-
Topckux bynknuja paspujena. llpm mokaszy BpumonoBe Teopeme, ciaeguMo Ipyru
Je0 pajia [2], JOK y HIecToM morsasiby npukasyjemo npucryn u3 [3]. Epxaprosa
TeopeMa U3 MIeCTOr TOrJIaB/ba MOYKE €€ Ha UCTH HAYMH JOKA3aTH U 3a MOJUTOIe
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ca pallMOHAJIHUM TeMeHUuMa, aJju je Ta] 1e0 W30CTaB/beH PaIi TeXHUIKOT T0jeTHOC-
TaB/bUBaMa JT0Ka3a. Amenamkcu b m B cagp:ke mokase Teopema KOjH Cy CYBHIIIE
TeXHUYKH 3aXTEeBHU Ja OU ce Mpe3eHTOBAJIH TaMo Tje ce oaroBapajyhe teopeme Ko-
pucte. ¥ anenaukcy B TeopeMmy o TpuaHrysamyujama mojimeaapa J0Ka3yjeMo CAUIYHO
Kao y Kibusu [4].

Y pajy cMO 4YecTO TeKUJIU jJaCHOM IIPeJICTaB/baby Hjeja, MOHeKaJ W Ha YIITpO
dopmasnocT. YIPKOC TOMe, yV PaJy HHjeJTHa TeopeMa KOja ce KOPHCTH HHUje OC-
TaB/heHa 0e3 JI0Ka3a, HaKO CYy HeKaJ TH JOKAa3W MpeMellTeHn y amenaukc. Kako cy
HOJIUTONN ¢ KOjuMa ce cpehemo decTo nHeorpannyenu, 3saheMo ux nojuepuma Kpos
1eo paj.

Ha kpajy, Tpyauau cMo ce Ja paji caJipKu [ITO BUIIE CJIHKA, jep BepyjeMo Ja Cy
OHe KJbYUHe 3a CTUIAlbe reoOMeTPHUjcKe MHTYUIHje. YIPaBO CJIUKe OCJIHKABAJy jJaKy
Be3y TeopHje MOJUTONA U TeOMeTpHje.
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BuinenmMmeHn3noHu nmpocTopu

OBaj paj ce mpeTeKHO OABU NeOMETPHjOM BHINEINMEH3NOHHX CKymoBa. lIpe cBera,
HHTEpecyje HAC YOIIITEeHhe 0jMa MHOTOYIJIA U O/ Ipa Ha d-TUMEH3UOHU TPOCTOP.
Yecro he 6am naTYHIEja KOja TOTUYE U3 PABHU WJIM TPOIUMEH3MOHATHOT IIPOCTOPA
OMTH KJ/byUHA 32 JIOKA3UBAE MHOTO CJIOYKEHUJUX U OIIINTUJUX TeopeMa.

IToctoje nBa HavmHa Jie ce MojaM TOJMEApPa MPUPOIHO TeHepaIN3yje Ha BUIIE
gumensuje. MehyTum, npe Hero mro Oyjgemo Morau jga bopmupamMo Te aedunuImje,
Mopahemo na yBegemo ogrobapajyhy HoTalujy.

Hedunummuja 2.1. 3a npupogan 6poj d, ca R? oznauasahiemo Jlekapros mpon3Bos
RxRx--- xR, rae ce R mojamwyje d myra. Konkperno, To je cKyn d-TOpKH 00JIUKa
x = (r1,%9,...,2q), T Cy T; € R. F_:]

BpJio gecto hemo R? mocmarpatn Kao BEKTOPCKM IPOCTOP Ha mosbeM R, a d-
TOpPKe Kao BEKTOpe, KOje MOXKeMO cabHpaTH W MHOXKUTH CKAJApHMa Kao M yoOmda-
jene Tpommmemnsuonasane BekTope. llpemmsuumje, ako je @ = (1, x9,...,24), & Y =
(Y1, Y2, - -, Ya), onja je € +y = (x1 + y1, T2 + Y2, ..., Tqg + ya). Taxobe, 3a A € R,
A = (Azy, Axg, ..., A\xg).

Onepanuja ckaaapHOT Tpou3Boaa O6uhe K/byduHa 3a Hamry aepUHUANM]Y TOJAPHO-
CTU KaCHHUje Yy TEKCTY, TAKO Jia NeMo ce HMOJACeTuTH /1a CKaJIaPHU ITPOU3BOJL BEKTOPA
x = (v1,29,...,2q) Y = (Y1,Y2,.-.,Yq) AeduHUIEMO Ka0 30Up & - Yy = X1y +
ToYs + -+ + Tqyg. OBaKo AeduHUCAH CKAJTAPHU ITPOU3BOJL MOXKEMO UCKOPHCTUTH JIa
reHepaIn3yjeMo MojaM HOPMAJHOCTH BEKTOPa. 3a BEKTOPE & W Y KarKeMoO 13 CY
HOPMAJTHH aKo je x -y = 0.

VY rekcry u opmynama, BekTope (d-Topke peaanux 6pojea) hemo yBek o3Haua-
BaTH OAe0/baHUM CJIOBHMA, PEIUMO &, Y, Z, U UTI.

!Cpaka d-TOopKa TIpeicTaBsba KOOpAMHATE HeKe Tauke. CTora GpojeBe x; 30BEMO KOODIMHATE
Tavke (BEKTODA).
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A w=u+v=(34)

v=(-1,2) | u=(4,2)

\J

Cauka 2.1

ITpumep 1. Ha comnm BugumMo mipencraBbame Japa napa 6pojepa u = (4,2) n v =
(—1,2) y pasuau. Ilpumernliemo ga cy w u v oproronanau, tj. u-v = 4-(—1)4+2-2 =
0.

IToues omapne, momcroBeTnheMo TaYKe M BEKTOPE, jep C€ MOIY Ha MCTH HAYHUH
onucaru d-Topkama peaanux opojeBa. Crora o cajga MOKEMO CADUPATUH U MHOKUTHU
TadKe Kao IITO CMO BeKTope 10 caza. [loacerumo ce jom u geduHUIUje JUHEAPHE
HE3aBHCHOCTH BEKTOPA:

Hedbununuja 2.2. Jluneapra xombOuHayuja BEKTOPa &1, ..., T, je U3pa3 00JUKA
M@+ -+ Ay, Tae cy A; € R, Bpojese \; 30Bemo koedutmjeHTIMA Yy JTUHEAPHO]
kombunauju. CKyI CBUX JIMHeApHUX KoMOHHaImja cKyna Bektopa X = {xq, ..., x,}
3BalieMo BUXOBUM auneapHum omomavem u obenexapahemo ca span(X). Dop-
MAJIHO:

span(X) = { @1 + -+ \zn | s e RA; € X

Hak u ako je X GeckoHa4YaH CKyI, MOXKeMO U aasbe fAedunncarn span(X ) Kao cKyt
cBUX MOryhux JIHHeapHUX KOMOWHaIHja KOHAYHO MHOro BekTopa m3 X. Crym X
je AuHeapHo Hedasucar aKo HUjeJaH eroB BEKTOp HUje jelHaK HeKO] JUHeapHO]
KOMOMHAIIAJU OCTAIUX.

Banumbubo je ga span(X) dopmupa BekTopckE npocTop yayTap RY.

2.1 Adwuna reomerpuja

[TomrTo cMo ycrenHo HpoHalLId IPOCTOP y KoMe heMo KupeTu, BpeMe je jia KpeHeMOo
Nla HCTPaKyjeMo merosy reomerpujy. Crora u cienehe mojMose npenocumvo y R%:
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Hedbunnmumja 2.3. Aduna xombuHnayujo BEKTOpa X, ..., &, je JAHEAPDHA KOMOH-
HallFja THX BEKTOpA 3a Kojy je cyMma koeduimjenara jeqnaka 1, tj. Y A\; = 1. Cryn
cBuX auaux KomOuHANHKja ckyna X 3BaheMo adunum omomavem, 1 obeIeKaBaTU
ca aff(X). Ckyn X je aguno mesasucan ako ce HUjelaH FHETOB €JIEMEHT He MOXKe
NpeJICTaBUTH Kao aduHa KOMOMHAIM]a JPYTUX eIeMEeHaTa.

Cmrano kao mro je span(X ) sekropcku npocrop y RY, 3a aff(X) moxemo pehn
na je To adunau npocrop. AdwuHu npocropu urpahe K/bydHY yJIOTY Yy T€HEPaJn30-
Bamby TOjMa TPaBe W PAaBHHU Ha BUINNE JUMEH3HUje. 3ampaBo, nMaMmo gAeduHumnmje:

Hedunumuja 2.4. ITpasa y R? je ckyn Tayaxa Koje Cy KOJMHeapHE Ca JBe JaTe
TayKke T U Y, Tj. CKyI CBUX OHHUX TadaKa KOje ce MOrY IIPEeJCTaBUTH KO HHbUXOBA
abura kombunammja Ax + (1 — Ny, 3a A € R.

Opa gpeduHnInja oaroBapa npaboj obJUKa € + Av, MITO ce TMoAyAapa Ca HAIITOM
TPOIUMEH3HOHOM HHTYHIIH]OM.

x2 ‘\
: . 2u+ (—1)v = (4,4)
su+50=(-3,3) u=(1,3)
v=(-2,2)
ZL’1>
Cauka 2.2

Hedununuja 2.5. Xuneppacan H C R je ckyn obiuxa H = {x € R? | - a = b},
3a neke a € RY, b € R.

OBo 3HaYM Ja Cy TauKe XUIeppaBHU oapeheHe jeTHOM je THATIMHOM OOJIUKA, (11 +
<o 4 aqrgy = b, MITO ONrOBapa MHTYUIN)U KOjy UMaMO y HUKUM nuMmensujama. Caia
hemo npumeruTu 1a je n xuneppasaH apuHU TPOCTOP, Tj. Ja cBaka adpuHa KoMOU-
HAIlja Tavaka XUIepPaBHU MPEJICTaB/ba U Ja/be TauKy xuieppasau. OBO je TauHO
jep ako x; € H, onya je
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jep je >_ A = 1. Kako je 3a cBake jiBe tauke ¢,y € H, a - (x — y) = 0, Kaxemo 1a
je a BeKTOp HOpMaJe Ha XumneppaBaH H.

Kako pagumo y BUIIeIMMEH3UOHUM TTPOCTOPUMA, Basbajao OU U jia J0OpO YTBP-
JEMO TITa CMaTpaMo II0J MojMoM amMensuja. /Jlo caga cmo jacno medpunncamnm RY
Kao mpoctop aumensuje d. MehyTum, ocraje nutame Kako JepUHUCATH TUMEH3H]Y
HPOU3BOJbHOI 00jeKTa.

WuryutusHO, auMeH3uja objekTa je Opoj cremeHa cjaobojie KOJjU UMaMO Kaja
nedbunumeMo mwerose Tauke. IlpaBa om O6mra aumensuje 1, jep MOCTOjU caMo jeJaH
napaMeTrap A KOjUM MOXKEMO OJIPeJIUTH CBAKY TA4yKy Ha IpaBoj. PaBaH je JuMeH3uje
2, jep ¢y HaM yBek moTpebHE JBe KOOPMWHATHE OCe YHYTap PaBHU ja OHCMO jeTHO-
3HAYHO OJIPE/INJIN CBe IheHe Tauke. MelyTuM, OBaKBY HHTYUIU]Y TEIIKO je TPEeHeTH
Ha hOpMaTHY JedUHATIN]Y, TTa MOPAMO MPUCTYIHATH HOBOM HAUHUHY Ja JTeUHATIIEMO
JTUMEH3H]Y.

Jedununuja 2.6. Jumensujy objexta (ckymna tavaka) X C R? nedbunumenmo kao
MaKCHMaJITHi Opoj adpmHO HE3ABUCHUX Tavaka y X yMambeH 3a jejaH, u odegerkaBamMo

ca dim X.

EBo n ofjammema 3amro oBa JgedUHUIU]a OJroBapa HaIoj npehalrmoj uuTy-
unuju. Heka je k+ 1 makcumanan 6poj adpuHO HE3aBUCHUX TadaKa y HEKOM ahUHOM
npocTopy X, W HEKa Cy Te TadKe PEIuMO &g, L1,...,Lr. OHJIA je U CBaKa TadKa
obsnka g + A\ (x1 — o) + Ao(@2 — ) + -+ + Me(xp — o) (N € R) Tarohe y X.
MehyTum, ako 6m moctojana Tauka y € X Koja ce He MOYKe MPEJICTABUTH OBAKO,
onjia 6u ona Omja adpuHO HE3aBHUCHA O/ Xy, ..., Lk, MTO je Hemoryhe jep je k + 1
MakcuMmaJsian Opoj acdpuno HezapucHux tavaka y X. Jlame, u3 adpune He3aBUCHOCTH
Ty, ..., T} 100MjaMo J1a je cBakoj Tauyku Yy € X ojroBapa TadHO jejaH m300p Koedu-
nujeHata ;. Jlakie, Kao ma cBaky Tauky y € X MOXKeMO OMHCATH ca k KOOpIWHATA
Ay eeey Ak

SarnMspuBO je mpuMeTuTH Ja je dim X y crBapu HajMamu 6poj d takas ma X
MOzKeMo 113 cMectuMo v RY ouyBaBajyhin meropy reoMeTpujcky CprKTypy.

Hedbununuja 2.7. Kodumensujy ckyna X C R? nedpunummemo xao codim X =
d—dim X.

[Iperxonna aedunHuIMja HUje CYIITHHCKA, Bell camo onaxmasa HoTanujy. [lpu-
MeTulieMo Ja KOANMEH3Hja CKyTa 3aBHCH o1 IpocTopa RY y KoMe :KuBHUMO.

ITpumep 2. Xuneppasan je objekar aumensuje d — 1.

?Kagma xaxemo ga X C R™ u X’ C R™ umajy HCTY TeOMETPHjCKY CTPYKTYPY, MHCIAMO Ha
TO Ja MOCTOju MHBepTUOUIHA Tpanchopmanuja obnnka € — Az + b (rae je A marpuna dpopmara
m X n, abeR™) koja cuka X y X',
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2.2 KoHBeKCHOCT

Kako ce y oBom pajiy mperexkno 0aBUMO KOHBEKCHUM OOjeKTuMa, nojceruhemMo ce
JiebuHUIIIje KOHBEKCHOT CKYTIA.

Hedbunnmuja 2.8. Ckyn X je xonsexcan ako ayK onpeheHa ca cBake IBe Hmerose
TadKe y NeJOCTH TpHunaga ckymy X.

VYV R? oBa gedunnnyja 3axresa reOMeTPUjCKY UHTYUIH]Y U AeDUHULA]Y LYK
u3mehy npe tauke. Crora, ciaemeha geduHUIMja 1aje eKBHBAJEHTAH aaredapcKu
BaINC:

Hedunnmuja 2.9. Ckyn X C RY je xonsexcarn ako 3a cBake IBe IErOBe TAauKe
x,y € X, u3acse \€|0,1] Baxu \x + (1 — Ny € X.

IIpumep 3. Ha cannm je mpuMep jeTHOT HEKOHBEKCHOT CKyIla Tadaka y PaBHH.
Takobe, cBaku ckyn ca n tadaka y RY je HekoHBeKkcaH, Kaja je n IPUPOAAH OPOj
Behu mwm jeqnak 2.

Cauxka 2.3

[Ipumehyjemo sa je u3pas Koju ce mojassbyje y HPETXOAHO] JePUHUNMIU AT +
(1 — ANy y crBapu adbuna KomOuHanmja BeKTOpa &,y ca ycaosom A € [0, 1]. Onga
MOZKEMO TeHEePAJN30BaTH OBAKAB M3Pa3 Ha CKYI BEKTOPA:

Hedbunnuuja 2.10. Heka je V = {v,vs, ..., v, } ckyn BekTopa. KoHBEKCHY KOM-
duHanMjy TOr cKyna jeduHuIeMo Kao adHuHy KOMOMHAIM]Y V KOJO] CY CBH KO-
edpunmjenTn nmo3uTuBHU. KOHKpeTHO, KOHBEKCHa KOMOWHAIIMja je u3pa3 ObJIMKA
AU+ AUg + - AU, THE Je DN = 1u A € Rf{. KonBekcHu omorad cKyna
Ta4yaka je, CJIMYHO Kao U y paHujuM JiebuHUNIjaMa, CKyll CBUX KOHBEKCHUX KOMOU-
Halyja moderHor ckyna. KomBekcHu omorad ckyna V' obenexkaBahemo ca conv V.

IIpumep 4. Ha counm je KOHBEKCHH OMOTad CKyIa Tadaka y paBHU. Baspa mpu-
METHUTH JIa HUCY CBe TavKe , HeonxoaHe” 1a 61 KOHBEKCHH OMOTad HMAoO OBaj OOJIHK.
Penumo, n ako n3abiuMo HEeKY 0J1 IeHTPAJIHE TPU TauKe U3 CKylla, KOHBEKCHI OMOTaY
3ajprxkahe cBOj 00JHK.
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Cauka 2.4

Kounpekcuu omorau ckyna X je 3alpaBo HajMarmbU KOHBEKCAH CKyIl KoMe X IpH-
naga. (OBO 3ampaBO W HHUje TENIKO J0KA3aTH jep CBe Tadke w3 conv X CHTYPHO
MOPajy IPHUIAJIATH KOHBEKCHOM CKYIIY KOju cajpzku X jep cy KOHBEKCHe KOMOH-
Hanuje Tadaka w3 X. C gapyre crpane, conv X jecTe KOHBEKCAH CKYI, Ha OJaTe
J1061jaMO THeroBY MHUHUMAJIHOCT.
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Ilonuenpu

3.1 Jedunuruje

KonBekcHM MHOTOYTJIOBH ¥ JIBe JIUMEH3Hje Cy CYITUHCKU ojpel)eHn cBOjuM TeMeHnMa.
CBakoM MHOTIOYTJIY OJIIOBapa jeIMHCTBEH CKYII TeMeHA, a OJ CKYIIa TeMeHa Ce YBEK
MOKe KOHCTpyHcaTH MHoroyrao. Tauka X mpumajga muooroyriy M ako ce HaJia3u
YHyTap KOHBEKCHOT OMOTa4a IheroBux TeMeHa. Omarie 1o0ujaMo MpUPOaHY AedhuHH-
NHjy TOJUeIPa Y BAIIMUM JUMEH3UjaMa:

Hedbunnunuja 3.1. Heka je nar ckyn V = {vy, ..., v, }. Taga V-noauedap wax tum
CKyIIOM JIeDHHUIIEMO KAo CKYI CBUX KOHBEKCHUX KoMOMHanuja ckyna V.

IIpumep 5. Yammmo ckyn V = {(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} C R3. Fberos
KOHBEKCHHU OMOTAY je TeTpaejap ca TeMeHuma y radkama V.

Cajia heMo UCKOPUCTHUTH HAITYy HOBY JAeMUHUIN]Y Ja TeHePATN3yjeMO MOjMOBE KOIKe
u mupamuie v RY.

IIpumep 6. Xunepkonky y RY moxkemo nedpuHHCaTH Kao KOHBEKCHH oMoTad 29
Tavaka 00JMUKA (€1, ...,E4), TJI€ CY £1,...,& € {0,1}.

oLy (111

(0,0,1), :
(0,1,0) .1 (1,1,0)

(0,0,0) (1,0,0)

Cauka 3.1
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v

Cauka 3.2

IIpumep 7. Hazg 6o xojum noameapom P € RY mozkemo jedbunucaTy mupaMuLy
ca ocaosom P. To pamumo tako mro y Ry xuneppasan x4, = 0, cmecTuMoO
nonuenap P, u gedunumnemo mupamuny Hag P kao ckymn conv{(0,...,0,1)} UP.

Hedununuja 3.2. Cse nmoameape Koje MOXKEMO TTPEACTABUTH KAa0 KOHBEKCHU OMO-
tau d + 1 aduno-nesapucue tauxe y R? 3pahiemo d-cumnaexc.

MebhyTum, y oBoj jepuHunmju cy TeMena Ha HEKM HAYWH UCTAKHYTa, U HE 3HAMO
KaKoO J1a JepUHHAIITEMO CTPaHuIle Tor moaueapa. Crora, paBaHCKH MHOTOYTa0 MOXKe-
MO H JIpyravuje OKapaKTepHCATU: MHOTOYTAo je MpeceK TMOJyPaBHU oapeleHux mhe-
ropum uBHiiama. Haume, cBakoj MBUIM MOXKEMO JIO/IEJNTH 1IOJIypaBaH Koja je ojpe-
hena mpaBoM KOja CapKu WBUILY, TAKO [ M0 MHOTOYTa0 HPHUIAJIA TOj Oy PDABHH.
Y R%, nosymnpocrop 6u 6mo ckyn ca jegHe crpade xuneppasan. PopMasHHje, Taj
cKyn 6u umao o6k {x | - a < b}, rae cy a € R% b € R. Onarae umamo caezehy

JebUHANIN]Y TTOJIHEIpa.;

Jedununmja 3.3. Heka je 1aT CKyl BeKTOpa @, ..., @, € R?, u 6pojesu by, ..., b, €
R. Taga je H-noauedap ckyn cBux Tadaka € R Takpux 1a 3a ce i € {1,....,n}
BaXu T - a; < b;.

ITpumep 8. BamHTEepecOBAaHOM YHTAOIY MpeIIazKeMo Ja V-Tonauesap u3 mpuMepa
5 mpe/icTaBU Kao CKYT pellerha HejaHavnHa Kao y JepuHumju 3.3.

Ha oBaj mauwmn, nosmemap AedUHUNTIEMO KaO CKYIl Pellera HEeKHX JUHEAPHUX
HejeHavnHa. Ha npBu norjiesi, youinre HUje jaCHO KaKBa je Be3a u3Mehy mpeTxo/iHe
nBe nedurunmje. Yak u BuIlle, mpeazkeMo YUTAOILY /1 Ce YBepH Jla OBe /iBe JeUHH-
Iyje HICY eKBUBAaJEHTHe YaK HU y paBHU. EBO cienelier mpumepa:

IIpumep 9. Tlocmarpajmo H-mosmmenap y paBHH JedUHUCAH CaMO jeTHOM Heje-
naunaoMm 1 < 1. Permema oBe HejegnaunHe hopMHUpajy jeaHY MOJIypaBaH KOjy
TEIIKO JIa MOYXKEMO IIPEJCTABUTH KAa0 KOHBEKCHH OMOTAY KOHAYHO MHOI'O Tadaka.
[IpoGsiem Koju ce mocTaBsba je HEOTPAHUYEHOCT OBE IMOJYPABHHU, jep CY KOHBEKCHHU
OMOTa4M KOHAYHOI Opoja Tadaka orpanmdenu. (Crora, MOpamo OOO/bINATH HAIIE

nedbununmje.
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[locToje nBa HadmHa j1a pa3pemuMo oBaj npodseM. [IpBu je ma Kaxkemo ja H-
HOJIME/IPA MOPajy OWTH OTpaHWYEHU, Tj. Jla He cMejy caapzKaTh moaynpaBy. Onpaa
CKYII OPpaHuueHnX H-Mmoueiapa 3apaBo jecte UCTH Kao CKyI V-mosmenapa (Maia
OBO HUje TPUBHjaJHO [OKa3aTH 6e3 JeduHUIMja KyTa).

Jlpyru navyun ja nodosbiaMo jeUHUNN]Y jecTe Jia Ha HEKH HAYUH JI03BOJUMO
KOHBEKCHUM OMOTaunMa /1a Oy1y OeCKOHAYTHH, Tj. Ja JO3BOJIUMO JIa TAUKe ¥ KOHBEKC-
HUM KOMOWHAaImjaMa Oyay Tadke y OECKOHAYHOCTH. 3a YUTAONA YIyheHOr Mpojek-
THUBHY T€OMETPHU]Y, OBO MOYKEMO YPaUTU HA CANYAH HAYUH KA0 MITO /1ePUHUIIEMO

RP2[

Hedbunnuuja 3.4. /ar je ckyn Bekropa V = {vq,...,v,}. Kyny ca TemeHOM y
a HaJ| THM CKyloM BekTopa gedunnmemo kao ckyn K = {a + Y. \v; | \i € R}
Bekrope vy, ..., v, 3BalieMo remeparopuma Kylie.

IIpumep 10. YV R? xyna nax remeparopuma (1,0) u (0,1) 61 6m1a meo NpBu KBa-
JIPAHT KOODAMHATHOL cucTeMa, jep je (x1,x2) = x1(1,0) + 22(0,1), a oBakBO Hpes-
craB/baibe je Morylie camo 3a 1,19 € Ry

IMpumep 11. Ako Kyma Hema reHepaTopa, OHJA Ce CACTOJH O CAMO jeHe TauKe,
BEHOT TeMeHa a.

Caja cy Kyre yrnpaBo OHO MITO he HaM JaTh MOTPeOHY OECKOHAYHOCT y TehuHIM-
nmuju V-nosmenapa.

Hedbunumuja 3.5. 3a gare ckynose X,Y € R? nedunumemo cymy Munkosckoes
Ta J[BA CKyIla Kao

X+Y={zx+y|lxeX yeY}

Caja KOHAYHO MMaMO eKBUBAJIEHIIH]Y KOJY CMO JI0 CaJla TPaKUJIU:

Teopema 3.1. (Pypuje — Moukun) Hexa je gar ckyn X C R% Onga je X H-
HoJTHEeap aKO M CaMO aKO ¢e MOXKe IpeacTaBuTu y obauky convV + IC, rme je
V komauan ckyn BekTopa, a K Heka kyma. One ckymoBe X KOju Ce MOT'Y TaKO
HIpeJICTAaBUTU 3BaheMo IoJIneIpuMa.

Kako 6u Hac moka3 oBor TBpherma CKpeHyo ¢ myTa Ka BprnonoBoj TeopeMu, mpeHe-
hemo ra y anmenguxc A. OgaBae IHPEKTHO CJAEIU Ja Cy CBA OIPAHHYEHHU MOJIUEIDU
y ctBapu V-noaueapu, jep je conv V + K orpannden ako m caMo ako ce K cacroju
0/ CaMO jeJIHe TadKe.

'Haume, mozkemo 1eo nam npocrop RY cMecTuTu Kao Xunmeppasan Tqri = 1 yHyTap IpOCTOpa
R+, Sarum, nonuenpe u3 R? mozemo [IPEJICTABUTHU KAO Ipecek Kyie ca TemeHoMm y 0 u xunep-
paBaM 2441 = 1. OBaj mocTymak mo3HAT je Ka0 XOMOTEHH3AIMja U TPBH je KOpak y J0Ka3y na Cy
Haile JABe AeduHUInje ToJIneIapa eKBUBAJIEHTHE.
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3.2 Crpane nosmeapa

NuaryntusHo, cTpane noJjmeapa Tpeda pepunucaTi Kao0 CTPYKTYpe Ha TPAHUIU T10-
auespa. MehyTuM oHjia ce MocTaB/ba MUTAkEe KAKO (POPMaIHO OJIPEIUTH TPAHUILY
noauepa. EBo jeaHor mpucTyma.

Hedbununuja 3.6. Hejennaxocr a - x < b 3sahemo maunom 3a mosmenap P axo je
3a10BOJbaBa CBAKa Tadyka x € P.

Jedbununuja 3.7. Heka je nejeqnakoct a - x < b Tauna 3a noaumemap P. Cxym
CBHUX Tadvaka Koje 3aJi0Bo/baBajy a - x = b 3Bahemo cmpanom F nonuenpa P. 3a
HejeTHAKOCT a - ¢ < b pehu hemo na odpehyje F.

Hedbunnnuja 3.8. V 3aBuCHOCTH 0] JUMEH3Hje CTpaHe, MOXKEMO KJIacH(pHKOBATH
crpare kKao memena (crpame naumensuje 0), usuye (cTpane mumesnje 1), dayeme
(crpane mumensuje dim P — 1).

ITpumep 12. Tlocmarpajmo Tpoyrao y pasau ca remenuma (0,0),(1,0),(0,1). Oxn
nMa 8 cTpaHa, Tpa3aH CKyN, Tpu cTpaHe gauMmaniuje (), Tpu crpane numesnnje 1 u
JeTHy CTpaHy JAWMeH3uje 2.

e [Ipasan ckyn je crpaHa koja je oapebena nejemmakomhy x; > —1. Oba He-
jeJTHAKOCT jecTe y CKJaJdy C HamioM JeUHHUIAJOM jep je eKBHBaJIeHTHa Ca
(1,0) : (%1,.132) > —1.

e Crpane qumen3suje () y HAaIITeM TPOYTJIY jeCy yIIPaBo HeroBa TeMeHa. JInneapre
HejeIHAKOCTU Koje ux ojpelyjy npukasaHe cy Ha CJHIH.

— Crpana {(0,0)} je ompehena ca x; + 25 > 0, 1j. (1,1) - (21, 22) > 0.
— Crpana {(1,0)} je onpebena ca x; < 1, 1j. (—=1,0) - (21, 29) > —1.
— Crpana {(0,0)} je ompehena ca xo < 1, 1j. (0,—1) - (z1,22) > —1.

b

AN

Cauka 3.3
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e CrpaHe quMeH3Hje 1 cy WBHUIE HAIIET TPOYTJIA:

— yx (0,0)(1,0) je onpehena ca x5 > 0, 1j. (0,1) - (z1,29) > 0.
— Hyx (0,0)(0,1) je onpehena ca z1 > 0, 1j. (1,0) - (z1,29) > 0.
— Hyx (0,1)(1,0) je ompehena ca x1 +x2 < 1, 1j. (=1, —1)- (21, 29) > —1.

e Ileo Tpoyrao jecre Takohe crpana mo Hamoj gedwrunujn. O je oxpehen
caydajeM jeqnaxkoctu y Hejenpnakoctu 0 > 0, 1j. (0,0) - (zq1,22) > 0.

Jlema 3.1. Crpana F nosmejnpa P je u cama moJimeaap.

Jlokas. Heka je F onpehena nejeqaadunoM ag - € < by. Ako je N = {a; - x < b;}
CKYI HejerHakocTH Koju onmcyje P, ouga ckyn N U{ag-x < by, ag-x > by} onucyje
crpany JF. ]

Jlema 3.2. Ako cy F u G crpane nosmenpa P, umamo 1a je u F NG crpana P.

Jloxas. Axko cy F u G oapehene ca ar - < by u ag - * < bg, OHJa HEjeTHAKOCT
(ar +ag) - < br + bg onpehyje FNG. L

[Tak7puBE uMTaTAIl pUMeTHNe A3 CMO TeMeHa MOJIMe/Ipa J0CAJT MOMUMATIA Y
JIBa PA3ININTa KOHTEKCTa, KAo eeMeHTe KOHBeKCHUX KOMOWHAIja KojuMa JTebuH-
uniemo P u kao crpane jgumensuje (. 3amTo cy oBa JBa ONKCA TEMEHA €KBUBA-
JIeHTHHU !

Jlema 3.3. Hexka je P = convV, tae je V ckyn Tagaxa y R%. Axo je vert P cxkym
remena nosmenpa P (kao crpana qumensuje 0), onga je vert P C V. Yax u puine

P = conv(vert(P)).

3acTaHnMo Ha 9Yac Jia aHaan3upamo Tepheme ose eme. [IpBu neo jeme naje zam
J1a TeMeHa ToJInepa Mory OUTH caMO OHe TauKe KOje CMO KOPUCTHUIN ¥ KOHBEKCHUM
KoMOMHaIMjaMa, JOK HaM JPYIH Jieo TBpherba jaje Ja cy 3anpaBo TeMeHa JI0BOJbHA,
J1a O ce KOHBEKCHUM KOMOMHAIIMjaMa PEKOHCTPYHCAO TOJTHEIap.

Joxas. 3a modyerak hemo u3 ckymna V n3banuTi cBe OHE TaYKe v KOje ce MOTY Tpe/I-
CTABUTH Ka0 KOHBEKCHa KoMOHMHAIHja octajuxX. OBo moauenap P Hehe npoMeHUTH
jep ce y ¢BHM KOHBEKCHHM KOMOHMHAIIjaMa Koje YKJbY4UY]y v, Ta TadyKa MOXKe 3a-
MEHUTU KOHBEKCHOM KOM6I/IH&HI/IJOM OCTaJIUX.

TBpaumo 7a je nmpeocTaju cKyl Tadaka yupaso vert P. JacHo, omasie ciene 00a
Jiesia TBphema.

Nzabepumo cajga Ttauky v € V. Ona ce He MOXKe NPEJACTABUTH KAaO JUHEAPHA
kombunaiuja radaka uz V' = V\{v}, te v ¢ convV’. Onarie nocroju jmueapua
HejeJHAKOCT TakBa 1a a - v > b, u a-v' < b, 3a cee v/ € V'. Mehyrum 10 3na4m
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Ja je a-x < a-v ympaBo HejeJHAKOCT Koja y moaueapy P oapehyje crpany {v}.
Hakmne, v € vert P.

V3memo Jn cajia Tauky v € vert P, Mmoxkemo Hahu HejepHAaKOCT @ - < @ -V KOja
je onpebyje kao crpany. Kako 3a cBe ocrase Tauke & MOJUEPA BaXKU @ - & < @ - U,
Jla 6u ce v mobMITA Ka0 KOHBEKCHA KOMOWHAIMja eleMeHaTa cKyna V', Taj ckym Mopa
caJpyKaTh HEKY Ta4Ky ¥; Ca CBOJCTBOM @ - v > a - v. Ajum uuras monumemap P
CaJIpzKM caMo jeJIHy TakBY Tadky, u 1o Oamr v. Jlakie, v € V. O]

ITpumep 13. Ha rerpaenpy ca remennmay V = {(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)}

u3 npumepa 5| maycrpoBahemo mokas oBor TBphema. Ako GucMo y3enm 1a je v =

(0,0,0), mmamum 6ucmo 1a v ¢ conv V'\v, na je moryhe paznsojuru v u V'\ v nejeanako-
mhy x; + x9 + 13 > % To 3naum ma HejemHAKOCTHU T1 + X9 + x3 > 0 oapehyje v Kao

crpany. Vcry HejeHakocT OMCMO KOPUCTUJIM M J1a MOKaxkKeMo v € vert P.

3.3 Ilosgapnoct

Y oBom ey TekcTa nojpazymeBahemo na je P myne aumensuje, Tj. dim P = d.

Hedbunumuja 3.9. 3a cpaku nonuegap P C RY, nedbunucahemo meros noaapu
noauedap PV xao ckyn Tadaka y € R? 3a xoje Baxku -y < 1, 3a cBe T € 77.

Ogze Huje cacBEM jacHO fa je PV yommre noamesap, Ha OCHOBY Haime neddHHU-
nuje moJmeaapa.

Jlema 3.4. Axo je P C R? nommenap, onga je m PV Taxohe moimenap.

Jokas. 3a buxcno y, € R, nokymahemo ga oapeaumo ga au y, € PY. Ha ocnosy
Halre JedUHUINje TOJapHOCTH, Mopa OUTH T - Y, < 1 3a cBe € P.

Crora hemo nocmarparn dynkunjy fy (t) =t -y, 3a t € R% Opo je mmeapua
dbyukmmja, na ce meHa MAKCHMAJIHA BPEJHOCT HA P JIOCTHZKE Y HEKOM O] TeMeHa v;
nommepa P

Axo je fy,(v;) <1 3a cBa remena v;, onga je fy () < 13a x € P. Mehyrnwm,
axo je fy (vy) > 1, onga ounrnenno y ¢ PV, jep v, -y > 1, a v, € P.

Jlake, TOBO/bHO je MPOBEPUTH Ja 33 Y, BaXKN Y,-v; < 13ai = 1,...,n. MehyTnwm,
OBO je CHCTeM JIMHeapHUX HejeJHadnHa, 14 je CKyl pemerma P ynpaso IoJuenap.

]

ITpumep 14. Cana hiemo cpadyHaTH mojapaH MOJHEIAP YV HAJIPOCTHjeM CIyUajy,
1 TO Kaja je P = x, camo jenna tauka. Onjga ycaoB y - @ < 1 J107a30 IPUPOIHO U

2V nuTeparypum ce, yMecTo HOJapHOT, cpelie n m3pa3 dyaany HoJuesap.
3Ha oBoMm TBpljemy ce 3aCHWBAjy MHOTH aJTOPUTMN MaKCUMU3AIUje JUHeapHUX (BDYHKINja Ha
monmenpuma. O0acT Koja ce OaBU OBUME 30BE C€ JIMHEAPHO MTPOTDAMUPAIHE.
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ojpehyje jesan moynpocTop, ,,HCIol” XUIEeppaBHA & - Y = 1, U TO IOJYIPOCTOP €a
OHe cTpaHe Te XHIeppaBHU ca Koje ce Hajasm 0. EBo jomn jesHe KopucHe Jieme.

JIema 3.5. Axo P C Q, onma Q¥ C PV.

Jlokas. Tlocmarpajmo Koja ce orpaHndersa (y CMHCIY JHHEADHHX HejelHAYnHA KOje
3a/10B0o/baBajy) mocrabajy Ha P, a koja wa QY. HapasHo, kako je P C Q, cBako
orpaHmuee Koje mMaMo Ha PV, curypuo Baxku u 3a QY. Jlakie, ma QY mmamo
CTPOXKa OrpaHHuerba Hero Ha PV, ma je QY C PV. ]

[TosrapHy KOHCTPYKIK]Y MOXKEMO BUIIIE IIyTa 3& PEJIOM MPUMEHUTH HA IMOJIHeap,
Tj. MOKEMO KOHCTPYMCATH HOJAD nojapHor mommenpa. PopmanHuje, moaap mo-
napror noaueapa 6uo 6u ckyn (PV)V ={x € R? | -y < 1Vy € P'}. V3 oapehene
YCJI0BE, TOJIAP TOJIAPHOT MOJUEPA j€ Y CTBAPH MOYETHH MOJUENAD, A Ce 3aTO TCTO
MOJTAPHOCT 30B€ U JIYAJTHOCT.

Jlema 3.6. Ako 0 € P, ouga je (PY)Y =P.

Jlokas. Jlokas oor Tephema cacrojahe ce uz aga nena: P C (PY)Y u (PY)Y C P.

3a moveTak, ako € P, curypHo mmaMo qa je -y < 1 3a cBe y € PV, 1o
nedbununujn noaueapa PY. Melyrum, o je ympaso yciaos ga « € (PY)Y, ma cmo
ypaso mokazaaun P C (PY)V.

Ocraje na ce nokaxe na (PY)Y C P. Oso hemo nokasarum mpuHIUIOM KOH-
Tpanosunuje, Tj. mokazahemo xy ¢ P = xo ¢ (PY)Y. Ako xy ¢ P, omga nocroju
HeKa HejeaHadnHa obuka t-a < b takBa ma - a < b, Vx € P, anu xy - a > b.
Kako 0 € P, onga u 0 3amoBosbaBa Hejeanaduny 0 - a < b, na umamo b > 0. Taxa
IMaMO JIAKO 1A %a e PV, jep - (%a) <1, V& € P. Mehyrum, ouna xg - (%a) > 1,
na umamo o ¢ (PV)Y. O

Ca F(P) osnauaBahemo cKym ¢BuX cTpana jegnor noaneapa. CTpyKTypa cKyna
CTpaHa moJaHeapa P U meMy IoJapHOr moameapa PV jako cy HmoBe3ame, TO jecT
crpykTypa ckymna F(P) normyno oapelyje crpykrypy ckymna F(PY).

JIema 3.7. Ako je F € F(P), ouna ckyn
Fo={yecRl|z-y=1Vxc FAx -y<1VxcP\F}
NpeICTaB/ba cTpany noaueapa PV.

/oxas. Heka cy vy, ..., v, TeMena cTpae F. Kao ny mokasy jeme [3.4] 3akpydyjemo
Ja je:

Fo={yecR!|z -y=1xanajex reme FAx -y <1 xaza x nuje Teme F}
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Axko cy vy, ..., Uy TeMeHa cTpaHe F moaneapa P, mocMmarpalieMo CKyIl Heje THAKOCTH
obsmKa v; -y < 1. JacHo, cBe oHe BazKe 3a moauegap PV, ma nmamo aa je F° ympaso
ompehena HejemmakocTIMa v; -y < 1. Komkpernmje, F© je ompebhena kao mpecex
crpana J; Koje cy oxapehene nejeqnakocruma v; -y < 1. Kako mosemu 3HAMO
1A je TIpeceK JBe CTpaHe TOAMeApPa M Ja/be CTpaHa Moaneapa, 1obujamo aa je u F°
3anpaBo crpana PV. ]
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NnaukaTopcke pyHKINje

Nuankaropcke pynknuje he Outn nenrpasnu anat nomohy kora hemo popmynucaru
W JIOKa3aTHh CBa TBphema Be3aHa 3a MpeJICcTaB/bame MOINTONa Kao 30up KyTa.

Hedunnmuja 4.1. Cpakom (Moryhie neorpanudenom) noaueapy P C RY upuapyxy-
jemo unduxamopexy dymxyujy 1p : R — R taxsy ga 1p(x) = 1 xaga o € P u
1p(z) = 0 unaye.

Unankaropcke dyHkuuje Moxkemo cabuparn Ha cuaegehn naunn: (1p + 1g)(z) =
1p(x) + 1g(x). Taxkobe, oBakBe dyHKIHje MOKEMO ¥ MHOXKHUTH PEATHUM Opoje-
BrMa (ckamapuma) Ha ciegehiu vaunn: (nlp)(z) = n(1p(z)). To 3HaUM na WHIUKA-
TOPCKUM (DyHKIMjAMa MOXKEMO IIPHAPYKUTH CTPYKTYPY BEKTOPCKOL POCTOPA, HAJL
nosbem R. Jlerabauju omuc oBor mpocropa Moxke ce Hahm y kmusu [1]. Jla 6ucmo
crekyim ocehaj 3a paJi ca MHAMKATOPCKAM (PYHKIHjamMa, a U Kao MoMoh 3a KacHUjU
Joka3 bpuonose Teopeme, jrokazaliemo cieehy Jemy.

Jlema 4.1. Hexa cy P1,Ps, ..., P, C R? mommenpn n A, Ao, ..., \, € R Taxksu na
Baxu Y ; \ilp, (@) = 0 3a cee & € R%. Taja saxu u Y, \; = 0.

Jokxas. OBy JjileMy J0Ka3yjeMo HHIYKIHjOM 110 d.

3a d = 0, moBospHO je mpumerntn 0 = Y . \1p,(0) = > .\, To ject cpadynarn
dyukiujy y taukn x = 0.

CaJa mpeTmocTaB/baMo J1a y ¢Bakoj aduuoj (d— 1)-xumeppasnu TBpheibe JeMe BazKu.
KonkperHo, oHO 1mTO fieMO KOPHUCTHTH jecTe Ia KaKO TOJ HpecedeMoO Halll CKYII
noJineiapa P; Hekom xuneppaBuu H, cyma koeduimjenara y3 1moJime/ipe KOju Cexy
H outie 0. Oso Baxu jep je >.. \1lp, = 0 cBysa na R% na je uyaa u ynyrap H.
Hakne, 3a ceako H mobujamo ZPmH;éU) i = O.ﬂ

!Opne uMIIMIUTHO KOPHUCTAMO IPETIOCTABKY [Ia je MPeceK IOJINe/Ipa Ca HEKOM XUIIePPABHU
n gase nosuenap. OBo jecTe TauHO, HA OCHOBY auckycuje o ®ypuje—MOIKUHOBO] TEOpEMU U3
)
anmengukca A

17
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Weja MHIYKIXJCKOI KOpaKa jecTe ja HAlPaBUMO JUHeapHYy KOMOWHAIIM]Y HEKUX
XUTePPABHU TaKO Jia ce CBaKW P; ,0jaBsbyje”’y TauHO jeqHoj paBHU. KoHKpeTHHje,
nocmarpahemo xuneppasun H, obmuka H, = {(z1,79,...,74) € R? | 24 = 7}. U3
TEeXHUYKHUX pazjora y3ehemo jorur € > 0 koje je jako masio. KoHkperHo, Tpeba Ham
Jla je € Mame 0J1 HajMarme HeHy/ITe pasjmke Mely x, KOoOpAmHaTaMa TeMeHa HEeKUX
o1 P;.

[Ipumermyjyhu HHAYKTUBHY XUoTe3y Ha xuneppasuu H, u H,_., nobujamo ciaeaehe
JIB€e jeTHAKOCTH:

PinH,#£0 PinHr—e#0

AKo y3MeMo 71a je 7T MHUHMMAJHA Ty KOOPAHHATA HEKOT 01 P; W 0Iy3MeMO TOpHhe
jesHavune, j1001MjaMo

PiNH-ADAP;NH =0

Cauka 4.1

[Ipumeruhiemo na He mocroje noaueapu P; koju cexky H,_., a e ceky H,, jep ou
OHJIa, TO 3HAYMJIO /I8 HEKO IbUXOBO TeMe UMa Xy KOOPAUHATY u3Mely 7 — & u T, IITO
je memoryhe 306or jebunuImje €. Yupapo 3aT0 Cy MUHUMAJIHE Ty KOOP/IMHATE CBUX
noJsiveiapa Koju (hUTypuIly y ropmoj cymu jegaake Oarn 7. Crora, Topmy jeIHAIHHY
MOKeMO IipedpopMy/IncaT Ha ciejehn HaUMH:

Z A = 0.

T=mingep, Td
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OBa jemHaumHa HaM Jaje /1a je cyma KoedHIHjeHATA Y3 MOJIUEIpe ca UCTOM MUHU-
MAJTHOM X4 KOODJAMHATOM jeHaka. Ha Hekwm Ha4YWH, ycneau cMo 1a UCHUITPHPAMO
NOJIME/IPE Y 3aBUCHOCTH O] ThUXOBe MUHUMAJIHE T4 Koopaunate. Cazga je mako nahm
CYMY Y KOjOj ce CBakKu IMOJIMeIap MOjaBsbyje TaTHO jeTHOM.

Ako mpocymMupamo 0BO MO Ty KOOPAWHATAMA CBUX TEMEHA CBUX MoJmenapa P;, cBakm
nosieap he ce padyHaTH TAv4HO jeJHOM, jep CBAaKH IOJUEIAP HMa jeIUHCTBEHY
MUHHEMAJIHY T4 KoopaumHary. JlobmheMo na je cyma KoedunmjeHara y3 HOJTHEIPE
OrpaHWYeHe OJI03/10 M0 Ty KOOpAuHATH jerHaka (.

Ocraje n1a ce y cyMy yBpCTe W OHU MOJIHEIPH KOju MOTY MMATH ITPOU3BOJ/HHO MaJie
Tq KoopamHaTe. Ay TO je J1aKo, TOBOJBHO je y3eTn jeanaduny 3a H,., rae je 7 Marmbe
071 T4 KOODJAWHATE CBUX TeMeHa CBUX moJuenapa P;. Y Ty cymy he yhu tayHo onm
MOJIMEIPU KOJU MMajy MPOU3BOJBHO MaJjle Xy KOOpJAWHATe, Ma TO 3HAYU Jla je cyMa
Koedbunujenara y3 cse mnoameape jentaka 0, To ject » . \; = O.E] O]

4.1 Teopema o mHAUKATOpPUMAa W MOJAPHOCTU

Cnenu jeqHa jako MHTepecaHTHA U AyOOKa JeMa, Koja MoBe3yje HHANKATOpcKe (pyH-
KIuje u TpancdopMmanujy nojgapuoctu. Hamme, TpancdopMmaryja mogapHOCTH TPO-
Jla3u Kpo3 306upoBe uHAnKaTopckux ¢yukimja. [Ipenusuuje, umamo ciejgehy Jjiemy.

Jlema 4.2. Heka cy Pi,...,P, C R? nosmueapu u A\i,...,\, € R TakBu na Baxu
> Ailp,(x) = 0 3a cee & € RY. Taza paxu u ), \jlpy(x) = 0 3a cee & € R?.

/loxas. Hammmemo m jepnadumy Y, A\ lpy () = 0, 3a duxcho x € R?, BumumMo 1a
y 0] (PUTYPHUIITY CAMO WIAHOBU KOjJU MOTHYIY OJ1 moJuesapa P;, TakBux ga & € P, .
HIrasumre, 3a one P; TakBe na & € P, HA OCHOBY JieMe umamo ga P; C xV.
Casa nam je musb jga oapeanmo V. 3armucahemo H = {y € R? | z-y = 1}, npu wemy
H nenu R? na gsa orBopena nosynpocropa HT u H—, tako 1a 0 € H—. Cazua je
3aTBOpeHH HoaynpocTop oapehen ca ¥ = {y e R |z -y <1}, 1j. ¥ = HU H".
Jlakse, ocTaje J1a MOKAXKEMO:

PiC(HUH™)

OBo hemo nokaszarn uHAyKnujoMm no pumensuju d, kopucrelin ga je > . \; = 0 Kaz-
rox Baxu » . \ilp, = 0.

Oso TBpheme kopuctuhemo Ha ciaeaehu Hauna. Ako je G neka (d—1)-xuneppasaH, a
Q; = P;NG, onnaje Y. \ilg, = 0. Kako je G y cymrunn ucro mro n R4 (mozxkemo

20Ba nema je 3ampaBo JO0BOJbHA 3a medununujy OjrepoBe KapaKTepHCTHKE OUIIO0 Koje JITuHeapHe
KOMOWHaIMje WHANKATOPCKUX (PYHKIMja, aJid TO je BaH OIMCera OBOT TEKCTa. J3aWHTEPeCOBAHOT
umraora ynyhemo ma [1].
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abUHO CMKATH jeaH y JIPYTH), IMAMO Ja je D p ... ¢ Ai = 0. Jaxme, cyma xo-
eduImjeHaTa y3 oHe MOJHEIPe KOjU CeKy HeKY XuIleppaBaH jeHaKa je HYJIH.

Uneja je ga ce ca yeaosa P; C (H U H™) npebamumo Ha yeiaos P; N (H U H™) # 0.
JeiuHn 4aHOBH KOje OMCMO JIOOWIN y CYMU €a JPYIUM YCJIOBOM, a He M0jaBJbyjy ce
y TIOYeTHO] CyMH, OAroBapajy OHUM mojuenpumMa P; xoju ceky u H u H.
JloBo/pHO OM OmJI0 JOKa3aTu Ja je cyMa KoedHIlldjeHaTa y3 TaKBe IMOJuepe jej-
Haka mysau. UV 3amcra, moctoju HeKo € > () J0BO/FHO MAJIO TaKO Jla XUIEppaBaH
H.={yceR?|x-y=1+c¢} ceye Gam oHe noame pe Koji ceKy ucroppemeno H u
H*. Onpa je no npeharmuoj MCKyCHjn D p e g Ai = 0

Cana hemo moxasaru 1a

Z A = 0.

PiN(HUH =)0

Yumecro cBakor P; mocmarpahemo P! = P; N (H U H™). Cazna HacraB/ba Ja BaxKu
> )\ilpl{ = 0, a y TOj cyMH Cy UHIWKaTOpCcKe (DYHKIMje MoJnegapa KOju He CeKy
(H U H™) jenmaku mynu cByga. Onga mpeocraje ja je 36up KoedunujeHarta y3 cBe
oHe nosmesipe Koju cexky (H U H™) takolje jeHak HYJIH, IITO CMO W TpayKuau. [
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bpuonoBa Teopema

Hajtaspe, cBu nosineipu koje pazmarpamo ouhe nesiodpojuu, 1j. umahe nemodbpojHa
temena. lIpe Hero mrTo yeejgemo BpuonoBy Teopemy, Tpeba neduHHCATH HOTAIH]Y
kKojom he oHa OMTM mM3parkeHa, W TO Tpe CBera TpaHcdOpMaIn]y I/IHTH OcHoBHa

uneja UIIT-a je ga ceakoj Tauku @ = (ay,...,aq) € Z% nogesumMo MoHOM 06GJIMKa
2129?29t THe ¢y z,.. ., 2q mpoMersbuBe. Tako fieMo HpOW3BO/BHOM TOJIHEIDY
JOAETUTH 30U MOHOMA NMPHAPYKEHUX IIeJT00POJHIM TauKaMa Koje ce HaJaa3e YHyTap
mera. Yymecto 271 z5% - -+ 20" nucahemo z¢.

5.1 MHWIIT nmoaueapa

Hedbunnnnuja 5.1. 3a noauegap P, pedbununiemo mweropy UIIT mpanchopmauugy
kao pyuknujy o : C — C 3a xojy Baxu op(2) = Y cprze 2%

[Tak/puBu ynTastal he caja CUrypHO IPUMETHTH Ja CyMa y JeUHUIIIJU MOYXKe OUTH
GeckoHavHa. AKO mMaMo cabupame GecKOHaYHOT 6poja MOHOMA, TO 3HAYH 14 0p(Z)
HHU]je MOJUHOM. JOII rope, MOXKe ce JIeCHTH Jla CyMa He KOHBEPrupa aHaJIUTHIKU HU
3a jeman usbop z. Mehyrum, nacraBuhemo mga pagmmo ca OBEM cyMaMa Kao dop-
MaJHUM PeIOBHMA, KOje MOXKeMO cabupaTH U OAY3MMATH, MHOYKUTH MOJTHHOMHUMA.
3a nerapHuje n dopMaIHnje 00pa3I0Kemhe, MOrIeIaTH alneHInKe b.

Mebhyrtum, y caydajy fa je noimenap KoHadaH, op(2z) HaM jaaje myHo nHdOpMAaIuja
o P. Tlpocrum ybanusamem z = (1,1,...,1) gobujamo 6poj meso6pojHUX Tadaka y
nosmesipy. OBy Besy hemo KacHmje uckopuctutu ja nosexkemo UIIT mommenpa u
meros EpxapToB momHOM.

1Osa Tpancdopmanuja ce mox camdaHoM ckpahernnom cpehe u y crpanoj mureparypu, jep UIIT
moTuve of integer point transform.

21
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5.2 TaHreHntHe KyIe

Hedbunnnuja 5.2. Heka je mara crpana F nomauenpa P. Taneewmmy wyny HAL
ctpanoM JF mosueapa P peduHumeMo Kao

Tp(F)={xz+ANy—x) |z e F,ye P,A€R}}.

Ha npsu norses, Mox/aa u Huje oduryienno aa Tp(F) 3aucta jecte Kyma.

)

Cauka 5.1

Jlema 5.1. Ako cy vy, ..., v, TeMeHa moauTona P, a g Texkuinre crpane F (wiam
OUJI0 KOja JIpyra FheHa YHYTpallha Tadka), oHaa je Tp(F) Kyna ca TeMEHOM y g W
rermeparopuma {v; — g}.

Jlokas. OBO HEje TemKO J0Ka3aTH jep ce 3a Ouao Kojy Tadky & + Ay — x) Kyme
Tp(F), paznuka  + A(y — ) — g MOkKe IpeJICTABUTH Ka0 KOHBEKCHA KOMOUHAIH]a
BekTOpa {v; — g}, a &,y ce MOry IPUKA3aTH Ka0 KOHBEKCHE KOMOHHAIIU]E V1, ..., Vp,.
Heka cy & = Y, nvi,y = >, Gui, tae je Yom = .G = 1un, G € Rj. Onna
nvamo naje T+ ANy —x) —g=MNy—g)+(1-AN(@x—g)=A>;ni(vi—g)+ (1 -
A) Zz Gi(vi — g). ]

Nako he craenehe TBpherbe usrienaru ckopo TpuBHjaIHo, Buaehemo 1a he nam 6utu
OJ1 K/bYUHOT 3Ha4Yaja KaJa KacHuje Oyg1eMo aHAJM3upAIH TAHT€HTHE KYIIe.

Jlema 5.2. Ako je F crpana noaneapa P, umamvo na aff F C Tp(F).

Jlokas. 3a x,y € F, umamo jga € + A(y — x) uposaszu kpo3 ueo aff F. O

Banpaso, Tp(F) je Hajmama Kyna koja caapzxu aff F u P.
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5.3 WUIIT tanreHTHNX KyHna

Y oBOoM TOIMIAB/bY 3a 3ajaTak hemo mmaTu ja casunamo sume o WIIT-ouma Tan-
reHTHUX Kymna nojaueapa P. Axo P uma mesobpojua remena onja he u cBe mwerose
TaHTeHTHe Kyne ouTH 1ea006pojuo aedpunucane. Mehyrum, TanrenTHe Kyie cTpaHa
nosutupHe auMensuje mmvahe UIIT jennak mymm. OBO TBpheme 3BydnM MPUINUHO
HEBEPOBATHO CAMOM YHILEHUIIOM Ja cabupamMo 6eCKOHAYHO cabupaka u Ja J00ujaMo
pe3yJITaT jejHak Hyad. 3aro hemo npBo J0Ka3aTH IPOCTUJH HAEHTHTET: » ©  x' =
0.

Nako nehemo ynazurn y aeraspe u3 amnenjukca b, OUTHO je OjaCHUTH MITA TAYHO
oBJie paanmo. Meja je 1a cBAKOM CTEIIEHOM peIy MPUAPYKUMO jeTHY PaIluOHATHY
dbyukiujy. OBo cMo Beh paauiu Kaj cMO CyMHpaIH pejoBe HOLyT » ooz’ = ﬁ
OHO IITO TPaXKUMO je 3alpaBo JUHeapHO IpecauKaBame u3Mely cremenux pejgosa u
parnuonaannx GpyHKIrja. KoHKpeTHo, 0BO 3HAUN /1a KaJ1a cabepeMo IBe PalroHaTHe
dbyHKIMje npuapyKeHe aBaMa peJoBruMa JJo0nheMo panuonaany OyHKIUjy IpUugpy-
JKeHy 30Upy THX peJioBa.

Ako mocMarpamo paroHa Hy GbyHKIU]Y TPUAPYKEHY CTEIeHOM PeLy »

nUMaMO

o] A -1 A oo‘ 1 1 1 1
lezzxur;xl:l_% l-2 2-1 1-uz

1=—00 1=—00

0 7
i=—00

81
_|_
Il
_.I_
Il
o

JIpyraumju HAUMH Ja Ce MCTa CTBap JOKaxke je » oo _ x' = R(z), omaxmue mMamo

R(x) = zR(x), ommocuo (1 — z)R(z) = 0. Onna mopa 6urn R(z) = 0.

¥YaMmumo cafa neaodpojuy Kymy K Koja caiap:ku mpaBy p. 1o 3HaUM Ja Kaja
rpancupaMo K 110 TOj 1paBoj 3a HEKU BEKTOp v € Z™ Kymna ocraje ucra, 1j. K =
K + v (ako v uma uctu npasai kao p). Hapasro, Baxku oHZa 1 0k (2) = 0x10(2) =
ox(z)z¥, ma je o(z) = 0.

Kama nperxoan nacyc npumennmMo Ha Kyiy Tp(F), rae je dim F > 1, qobujamo
na Tp(F) campzKu mpaBy MO JIeMH a ofaTiIe UMaMo Ja je op,(r)(z) = 0.

5.4 DbpuoHoBa Teopema

Teopema 5.1. (Bpuon) Heka je gat nosmenap P, ca ckynom Temena V. Tana paxku:
op(2) = Y orp(w)(2)-
veV

Hakge, UIIT jemnor, moryhe kona4dnor, nojigejpa MOKEMO IIPEJICTABUTH Kao
30up UIlT-oBa nekonmuko Geckonaunux kynu. Hak n suire, UIIT memor nosuenpa
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je IpeJcTaB/bUB JOKAJTHUM JONMPUHOCHMA, Tj. CAOpHUIMMAa KOJU Cy BE3aHH CaMO 33
TeMeHa.

N neja nokaza Bpuonose Teopeme Koju hemo oBie mpukasaTu jecte j1a OeCKOHaTHe
KyTIe TIOJIJApHOM TPaHCOPMAIMjOM TTPEHECEeMO Y KOHAYHE 00jeKTe ¢ KOJUMa, je JIaKIe
paautu. Oa TpancdoOpMaIyja 3aCHUBA Ce HA YUHEHUIN /13 Ce MOJAPU3AIjOM
objekaTa He TyOM jeTHAKOCT WHIMKATOPCKUX (yHKIHUja (HA OCHOBY Jieme , a
camuM TuM HE jegHakocT WIIT-osa.

Jokas Bpuonose meopeme. 3a noderak, Tpancanpahemo P rako ga 0 € P. Cana
hiemo ozipesutu durype nosaphe ranrenTHIM Kynama. Jleduunncahemo v¢ = {y €
PV |v-y =1} (oBo je nedurnnmja us teme [3.7). Kako je v-y < 1 kamrony € PV,
3aKJpydyjeMo fa je v crpana mommenpa PV.

Jlema 5.3. Tp(v)Y = conv{0,v°}
Joxas neme. Hanmmumo uzpas 3a y € T’p(’U)vI
(v+AMx—wv)) -y<1.

OBo je smHeapHa (QYHKIHja MO A, a HejeTHAKOCT MOpa OUTH 33JI0BObEHA 32 & €
P, € R}. Hanumumo oBy HejeHAKOCT y 3roJHUjeM OOJIHUKY:

Mz —-v) - y+v-y<1

Baksbyuyjemo jia Mopa 6utu (x — v) -y < 0 (0Bo m06UjaMO Kajia MyCTHMO A — 00)
uv-y < l(oBo mobujamo kajga je A = 0). BampaBo, oBa JiBa ycJioBa €y JOBOJHHA
Jla HejelHaKOCT yBeK Baxku. Jlajbe je 0BO ekBUBaJIeHTHO ca € - Yy < v -y < 1 3a cBe
x € P. U3 nperxoane jenqnadune, jacHo je ga y € PV.

Caga hemo ysern y' = py takso ga ¢y’ -v =1, u > 1. U name umamo y' € PV,
anu nobujamo u y' € v°, us nedunummje v°. lakie, y = /%y’ € conv{0,v°}. C
JIpyre crpaHe, jacHO je Jia je cBaka O/l IPeTXOHUX Ollepalinja HHBePTUOUIHA, Tj. J1a
ceako y € conv{0, v’} MoxemMo JOOUTH OBAKO, I1a UMaMO TpaKeHy jejHakocT. [

Osje Basba HanomenyTu ja je v° 3saupaso damner nojaueipa PVE] [Tpu Towme,
BaxKU U J1a 3a ceaku daner F noauenpa PV mocroju Teme v noamgepa P TakBo 12
F = v°. Jlakze, nocroju 6ujeknuja namehy Temena moamepa P u dgamera moaneapa
PV.

Caga Bugumo na je Tp(v)Y 3anpaso nupamuaa was danerom noaneapa PV ca
BpxoM y Hy/au. TBpheme kKoje heMo y HACTaABKY KOPHCTUTH jecTe Ja Ce MOJueIap
PV MoKe pazsioxuTH Ha 30Up MHAMKATOPCKUX (yHKIMja obauka conv{0, v}, npu

20B0 je Tauno jep mocToju d JEHEAPHO HE3aBHCHUX JHHeapHUX (DYHKIHja OOIHKa @ - T Koje ce
MakcuMu3yjy Garm y v, a conv{0,v°} caap:xku ynpaso one (byHKIIHje Koje ce MaKCUMU3Yjy ¥ v, Ma
3axspyIyjemo aa je dimconv{0,v°} = d, 1j. dimv® =d — 1.
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demy he ce Heku (d — 1)-7uMeH3HOHE pernoHd ([IPeCcel rope OMUCAHUX THPAMUJIA)
moryhe 6pojatn Bume nyta. Omy3ehieMo cBe MupaMuie Mame TUMeH3H]je 1a J001jeMo
HJICHTUTET

1pv = Z lconv{o,v0} & MOMMEAPU HUZKHX ,ZLI/IMGHSI/IjaEI
veV

Kama momapusyjeMo TpeTXoaHy jeITHATMHY UMaMO

1p = Z 17, (») &= MOMApM noaMesaApa HUKUX JTUMEH3H]a.
veV

Caga moxkemo yzeru UTIT obe crpane mga mobujemo

op(z) = Z 0rp(w) £ VIIIT mosapa nosmeapa HUZKIX JHMEH3H].
veV

Cajta mam octaje j1a nokazkemo ja je UIIT monapa noauesapa HHKUX TUMEH3H]a
jeaHak HyJad. 3alpaBo, MokaszaheMo 1a cBaka oJ1 moJapa THX HoJIHeIapa jecTe KyIa
KOja caapku npasy. llocmarpajmo Hekn 1eo0pojun mouenap Q JUMeH3Nje Mambe
on d. Taja oH JieXKu y HEKOj XulieppaBHE oj1peheHoj 11e100pojHuM BEKTOPOM HOPpMAJIe
a. Ako tauka y npunazga nosapy QY, ouga uMaMo u Yy + Aa € QY. jepjey - x =
(y+Xa) -x3acse x € Q. Jakie, QY uMa CTPYKTYPY MOJUEIPA KOJH je TPAHCTUPAH
0 je/IHOj TpaBoj. AJiM OHJA ce Hallle pe30HOBarbe u3 jefaa 6.2 mpuMermbyje U JaKo
nobujamo ogv = 0. /lakse, nspas 3a op(2z) nocraje:

op(2) = Y 07 (2)-

veV

[]

Pesanmnja kojom cmo uspasuin 1p npexko lp,,) MOXKe ce 3alucaTi Uy ersakTHU-
joj dopmm, TauHo onucyjyhu noameape HUXKUX JuMeH3Hja. Ta dopmysia 30Be ce
Bpujarwon—I'pamosa.

Teopema 5.4.1. (Bpujanmon—I'pam) Ako je F(P) ckyn crpana nosurona P C RY,
OHJa UMaMo ciaejgehy dpopmyy:
Ip= Y (=1 g, ). (5.1)
FeEF(P)

Hazkasiocr, 1oka3 ose dopmyJie JajieKo je BaH joMalllaja OBOI' pajia jep KOpUCTH
HampeaHa ¢BojcrBa OjrepoBe KapaKTepUCTHKe. 3anHTEPECOBAHOT YNTAOIA YIIyhyjemo
Ha Kmury [1].

Tlommeapy Koju ce OBJe MOMHIGY 3alpaBO Cy CBU MHpPaMUIe C TeMEeHOM y HyJH, aal TO Hije
KJbY4YHO 33 Halll JJOKA3.
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EpxapToBu nmoJumHOMN

Y oBoMm morsiabpy hemMo m3BecTu 4dyBeHYy EpxapToBy TeopeMmy, Koja omucyje Opoj
1eJ100POJHUX TadaKa y 1eJI00POjHIM IIOTHEIPHMA.

Heka je P orpanuvenu noJjimejiap ca 1ejodopojuum remenuma. ledunuieMo merosy
t-nunataiujy tP Kao beroBy CJAUKy IMPH XOMOTETH]jH ca KOeUIMjeHToM t 1 IeHTPOM
y 0. @®opmannuje, tP = {tx | x € P}. Ipumeruhiemo na 3a t € Z, noauenap tP
uMa 1eJ100pojHa TeMeHa.

Hedbunumnuja 6.1. Hexa je P mosmenap ca mesobpojunm remernnma. Omjga gedun-
umemo L£(P) kao 6poj 1mes00pojHIX Tadaka Koje HPUIIAIa]y MOJHePy PE] Popwmadi-
HUj€:

LP)= > L

acPNZe

Uneja Epxaprose teopuje jecre ga mocmarpamo dyukuujy Lp(t) = L(tP). Ona
npejicTaB/ba OPOj 1eJ00POJHUX Tavyaka YHyTap t-jujaartaiuje moJmeapa P.
Teopema 6.1. (Epxapr) Ako je P monuenap ca negobpojHAM TeMeHHMa, OHJA je
Lp(t) momunom no ¢, 3a t € Z.

[Ipe Hero mTo MpUCTYHUMO JIOKA3y OBE TeopeMe, MOPaMoO jOIl MaJjo HPEu3Huje
oapeautu mammuepujy WUIIT-a pazsujeny y npornioMm morjiasby. KoHkperHwuje,
nahemo wauwn ga ce UII'T TtanrenTHUX KyIta eKCIUINIIUTHO OIPE/Ie.

6.1 OcHoBHU mapaJjiejienurie]] Kyre

Hedbunnunumja 6.2. 3a Kymny ca JUHEAPHO HE3ABUCHUM IeHEPATOPHMa KarxKeMO 13
je CUMn/LuuujanHa.ﬂ

LY L(P) 6pojumo u Tauke Ha rpaHUIE TOIUEIPA.
’TIpecek oBaKkBe KyIe ca OHI0 KOjOM XHTIEPPABHH je MW CHMILIHINjaJIHa KyHa UH CHMIIIEKC.

27
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Hedbunnunuja 6.3. 3a cummmunujasiny kyny K ca temenom () u remeparopuma
Wy, W, ..., wy € Z, gebunucahemo ocrosnu napasesenuned xyme K xao

II = {)\1’1171 + )\2’1,02 + -+ /\n'wn ’ )\z € [O, 1)}

Cauka 6.1

Tpancranujama napasestenunega II moxe ce 6e3 mpekanama TOILIOYATH 114
kyna K. Hamme, 3a Tauxy € K, umamo © = Y Aw; = > | Ni]w; + > { )\ }w.
[IpBa cyma npejicraB/ba JuHeapHy KOMOMHAIM]y eHEpaToOpa w; Ca HEHEraTUBHUM
neJiuM KoebuIujeHTuMa, Tj. BEKTOP 3a KOju Tpeba TpaHC/IUpATH OCHOBHHU Tap-
ajenqenunes; 7a o6u My x npunamao. C apyre crpane, Apyra cyma HpeJCcTaB/ba OHY
TauKy YHyTap OCHOBHOT mapaJiesnenunefa [I koja ce ciuka y & npu 0BOj TpaHCIAIU]H.

6.2 WUIIT cuMmnimnujajdHNX Kyna

Heka HaMm je nara cummnnujaina Kyma K ca TeMeHOM a u reHeparopuMa {g,}. Ako
Cy reHepaTopH IeJ00pojHr BEKTOPH, MOxKeMo Jako cpauynatu WUIIT nene kyme.

Ila 6ucmo crekan ocehaj, npro hemo m3pauyunaru UIIT apomumven3sunonasHe Kyrre
K ca memenom y (0,0) u remeparopumva (1,3) u (3,2). Uneja je ma meny Kymy
MOILIOYAMO TPAHCIANUjaMa OCHOBHOT HapaJenorpaMa ose Kyme. OCHOBHE mapaJiei-
orpam IT uma remena y (0,0),(1,3),(4,5) u (3,2). 3a cBaKy HWeroBy TpPaHC/IALK]Y
mozkemo Jjako uspadyHatu UIIT jep omien(z) = 2%mn(z), 3a v € Z". Jlakie
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nanucahemo K kao yuujy tpauncaamnuja 11, Tj.
K= J@+i3,1)+(23).
i,j=0

Kako ce cBaka mesobpojHa Tadyka IOjaB/byje TadyHO jeJHOM H Ca JiIeBe M €a JecHe
CcTpaHe TOpHe jeIHadnHe, nMaMo jegHakoct MIIT-osa:

o0 0
- o 3i+25 i+35
z) = E UH+1;(3,1)+j(2,3)(Z) = E :UH(Z)Z1 g T =
i,j=0 1,j=0
o0 (o)
1 1
on(z) E 2329)" E 2223) = on(2) o 55
1— 2720 1—27%
=0 7=0

Haxie, ma 6ucMo cpadyHatn ox(z), Koja je OecKoHAYTHA CyMa, JOBOJBHO je CaMo
Jla u3padyHamo oy(z), mro je jejHa KOHAYHA CyMa.

U1 y BuImm JuMeH3rjaMa, CInIHA uieja u padyH fie qosectu 10 dbopmysie ox(z) =

Hf(?—EZz)g) ®dopmannuje, nanucahemo

e o0
UK(Z) - Z O-H+Zi Aigi(z) - Z O'H( ) 2 Nigi —
>\1, 7>\k70 Alv 7/\}@70
koo k 1
() [[ D2 =onlx) [[ -
i=1 A;=0 el S

6.3 Tpuanriayanmuje TAaHT€eHTHUX KyTia

Y muspy ma uckopuctuMo jeanoctaBae popmysie 3a UIIT cummiunmjaine Kyme Koje
CMO MaJonpe TOOWIN, PA3JIOKUNEeMO CBAKY KYIy Ha YHU]Y CUMILTUIUjATHUX KYIIA.
[Tocmarpajmo kymy K koja, 6e3 ymamema ommroctu, uma Bpx y 0. Ona y mpe-
CeKYy C HEKOM DAIMOHATHOM XHITeppaBHU)| OPMIpa MOJHEJAD €A DAHOHATHEM
TemMeHuMa. JlmaranmjoMm TakBOT TOJIMeApa, MOXKEMO J00UTH Toaueaap P ca 1meio-
OPOJHIM TE€MEHHMA.

[lo Teopemu u3 amengukca B, P MoxkeMmo mojeauTu Ha cuMiLiekce Qi ..., Q,, ca
TeMeHuMa u3 vert P, pu ueMy Barku Jia Cy HIPeCcelu TUX CUMILJIEKCA YIIPaBO HhUX0OBE
crpate (koje cy takohe cummiekcn). Caja, cBaku o Q; neduHUIIE CHMILTHITHJATHY

3Xuneppasan je payuonaana axo je onpehena ca a-x =b, riae cy a € Q% b € Q.
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Kymmy ca BpxoMm y 0 Ha ciemehm Ha4YWH: aKko cy vi,..., V4 TeMeHa OBOT CUMILIEKCA,
IMaMo Ja je cuUMILTHIHjaJHa Kyna K; kyma ca BpxoM y 0 Koja ce rerepwuire yi-
paBo BekTOopuMa v;. OBH BEKTOPHU jecy JIMHEAPHO HEe3aBUCHH jep je Q; CHMILIEKC.
[Tpumeruhemo 1a je yauja kyma KC; ynpaso K.

Cajia mozkeMo 1pejicTaBuTu 1 Kao 30up lx, M0 IPUHIUITY YK/bYYeha U HCKJIbY YeHha:

1k 221/@- —Zlicimicj + -
i i#j

3aHUM/BUBO je MPUMETUTH Ja je TpeceK JBe CHUMILTUIUjaJIHe KyIle ca UCTUM
TEMEHOM W Jajbe CHMILIAIMjaIHa Kyla, jep je mpecek cBaka JBa CHUMILIeKca Q; u
JlaJbe CUMILTAIIjaHa Kyna. HapaBHo, OBO BaKu 1 3a IMpeceke KOHAYHO MHOTO CHM-
naunujaranx Kyna. Crora, dyHKNH)Y 1 MOXKEMO MpeICTaBUTH Kao 30Up WHIMKA-
Topckux dbyHKIHja cuMmnujatanx kyna. Omga je ox(z) Takohe 36up UllT-oBa
CUMILTAIUJATHAX KYTa, Ta 3aKbydyjeMo Ta je ox(z) parmuonaana (byHKIHja To Z,
3a cBaky Kymy K.

6.4 Jloka3z EpxapToBe Teopeme

Zlokas. Bpoj nesjodpojHUX TavdaKka y IOJHEIPY MOXKEMO H3PA3UTH KAaO BPEJIHOCT Ihe-
ropor UIIT-a y z = 1. Mehyrum, UIIT nmonmurona mMoxKkeMo HM3pa3suTH Kao 30U
KOHAYHO MHOI'O paruoHaJHuX (pyHKmuja mro he Ham jgatum g100py KOHTPOJIY HaJ
nesimM u3paszom. mamo:

Lp(t) = L(tP) = 01p(1) = Y 07w (1).

Cazna hemo cpauynarn or,,(v)(1). Nmamo:

Tip(v) =t{v+ \w; + -+ \w, | Ay, A >0} =

Axko caja yBesieMo cMeny p; = tA;, jeHaAUHA TTOCTaje:

EP(U) - {t’U +,u1w1 + - +H7zwn ’ Hi, -5 Un > 0} -
(t = Do+ {v+pmws + -+ pawy | i, iy > 0} =
(t—1)v+ Tp(v)

Osa jemmakoct nmminnupa u jegnakoct UITT-ora:

(t—1)v

OLp(v)(2) = 20,0 (2).
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Axo ce BpaTuMO Ha jegHakocT Lp(t) = Y 07,,(v)(1), BUIEMO 12 3a1paBo Hema
cvucta yoamutn z = 1y GyEKIEje 07,,(v)(2), jep ome Mory 6mTH HegeduHICAHE
y TOj Tauku (Moxke ce jgecutu jaa jgesumo Hyaom). Ownga hiemo ymecro uspasa
Y 0 0Ty (v) (1) mocMarparu rpanunany Bpegnoct Te dyHkimje xkajga z — 1. Cana
MMaMO UJICHTHTET:

Lp(t) = il_% Z OTep( v) - ilfi z(t_l)UJTP(v)(z)'

Jla dbucmo cpadyHaIu Kpajibu nu3dpas kopuctuhemo Jlonuranoso npasusio. Haume,
MOXKEMO CBe paluoHaJiHe (byHKIHje cBecTH Ha 3ajeauuyukn umenmaan. Ompa hemo
y3UMaTH U3BOJ U UMEHHOIA U Opojuolia cBe oK Opojunal uma Bpearoct 0y z = 1.
[Tpumernmo @ cBe BpeMe 3HAMO Jla OBa I'DAHUYHA BPEJHOCT IIOCTOjH, jep 3HAMO
na je jennaka 6pojy Lp(t). Y oBoM mpomecy y3ummama M3BOJa, YiaHOBE o0jnka 2z
uMaMo camo y Gpojuolty, ma hemo cBaku myT KaJl y3MeMO U3BOJ Opojuora J1o0uTu
YJIAHOBE KOjH ce MHOXKe ca t caMo y OpojuolLy, Ia cTora UMaMo Jia je OHO IITO HaM
OCTaHe Ha Kpajy MOJHHOM TIO t. O

CaJta hemo nocTymak onmca y JI0Ka3y IpeTXoIHe TeopeMe IPUMEHUTH J1a OJIPe/I-

mvo EpxapTos moaunom xunepkonke C C R?. [Ipso hemo ogpennrn UITT-oBe mernx
TaHI'e¢HTHUX KYIIA.
Kaxko je C xumepkorika, cBe UBHIE W3 JATOr TeMEHA ¥ UMAjy MPaBall KOOPINHATHUX
oca. Cwmep mBHIa, Tj. reHeparopa TAHTE€HTHE KYIle y IIPABIy KOOPJIUHATHE OCe I;
3aBUCH €CaMO OJI v;: ako je v; = 0, onga je cmep oj x; = (0 Ka HO3UTUBHUM OpojeBHMA,
a MHave je cMep ol x; = 1 Ka HeraTUBHUM OpojeBHMa. 3aTo UMamo ciaeaehn nspas
3a MIIT ranrenrne kyue:

URNEREED ST S | E1 | M SR

weZAINTp (v) weZiNTp(v) . weZiNTp(v)

Caga cBaky o cymMa KOje Cy YMHHOIU Y OBOM IPOU3BOLY MOYKEMO HE3aBUCHO

1/13paquaT1/1 Ako je v; = 0, onga oxrosapajyha cyma nma O6JH/IK Dtz 4224 =

2
— OIS SR

1 ” . Axo je mmak v; = 1, onga cyma usHocH z} + 20 + 274 - = s i

Cajma hemo oBe m3paze ybamuru ja go0ujemo konadaH u3pas 3a UIIT tanrenThe
KyIe:

1 e 1
orow(x) = [ y=5 [T 7= =T y=5 I1-=)

'UZ‘:O 'Ui:l 1 'Ui:l

Bpewme je na uzpaaynamo Lp(t), mo dopmysin u3 goKa3a MPETXoIHe TeopeMe:
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Lp(t) = il_{% z(tfl)’vo.T’P — B_)ﬂ} Z H — Z t v H< )

v v;=1

Axko uckopucrumo 1a je z¥ =[], _, z;, o2 ce nperxonna dhopMyIa CBOIN Ha:
=

—iﬂnl_zzn f+1

v v;=1

[Tpumennhemo JlonuTaaoBo NMpaBujo TAKO IHMITO heMo 1Mo jeHOM audepeHIupaTu
o CBaKOM z; W Opojuian m uMenuaan. (OBo cMeMO Ja ypajauMo jep 3HaAMO 1a je
Lp(t) KoHAYAH, Ma TpayKeHH JIHMeC YBeK mocrtoju. HeomxomHo je mudepeHnumpary
o cBaKOM ¢ jep 1 — z; durypurne y mmeHuony 3a ce ¢. CaMo jegaH 4IaH cyMme
y Opojuoiy nehe OGutu Hys1a HakOH judpepeHijalnje M0 CBaKOM Zz;: TO je YIpaBo
OHAj “WJIAH KOjUu CaJapKu cBe z;. Iberos masox Omhe (¢ + 1)(—2) - (t+1)(—2) =
(=)t + 1)T], 2f. UsBox mvennona 6uhe (—1)%, na je koHa¥HO TparkeHM JuMec
Lp(t) = (t+1)%

Hapasno, 10 oBor pesyiarata MoxKe ce JONM Ha MHOI'O PAa3IHYUTUX HAYUHA, AU
cMaTpaMo Jia je oBo BpJio miycrparusHa nupumena NIIT-a.
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3akJpy4dak

Teopeme nipejicTaB/beHe Yy OBOM PaJIy HaJia3e CBOjy MPUMEHY Y KaKO Y TEOPUjU TI0JIH-
TOIla, TAKO U IHpe. JeJaH oJ] HaUWHa Ha KOje ce OB/le pa3BHjeHa TeOopHja MpUMemnyje
JIaT je y moryiasiby 6, rie cMo Jokasaan EpxaproBy Teopemy u onpenuan Epxapros
HOJIMHOM XHIIEPKOIKE IPUJIMYHO JaKo Kopuctehu reneparopue gpynkiyje.

Hezasucuo ox bpuonose Teopeme, nocroju u apyravdnju Hauut ja ce ujieja UITT-
a IpUMEeHH y J0Ka3y EpxapToBe Teopeme. 3aWHTEPECOBAHM UUTAJAI JETAHE MOYKE
npornahu y kmusn [3].

Ha commyan HayuH Kao y OBOM PaJly MOTY ce u3BecTu (hopMmysie aHaoruaoj bpuo-
HOBOj, Ha nupumep dbopmy.a Jlopenca u Bapuenxa. Paj [2] nokasyje u oBy reopemy.

Ha xpajy, bpuonoBa Teopema ocHOB je epukacHOr aJropuTMa 3a padyHame Fp-
XapTOBUX MOJUHOMA nosuTona. 13 camor TBphema Teopeme, UMaMoO IIPEICTAB/bATHE
nesje UIIT dynknuje nomurona Kao 36up JIOKAJTHUX JOINPHHOCA ¥ TeMeHuMa. Meji-
JjYTHM, OHO IITO U JIa/be MOXKe IPEJICTAaB/baTH IPEIpeKy 3a e(MUKACHO pavdyHarbhe
EpxaproBor momunomMa jecte unmbenuria ja ce UII'T ocmosror mapasenenumnesa Kyme
MOZKE CaCTOjaTH OJ BEJHKOI Opoja MOHOMA. 3aTO Ce YBOIM II0jaM yHUMOIY/JIapHe
KyTle, Ka0 KyIe Yiji OCHOBHHU HapaJiesieluIe]] CaJpKA CaMO jeTHy TadKy.

OBakBO pasjarame MozKe ce uckopuctutu ja ce VII'T momurona npegcraBu Kao
peJaTUBHO MaJior Opoja panmoHaaHux pyuknuja. Ha camunom pasmarpamby 3ac-
HHBa ce U BapBHHOKOB aJropuTaM 3a H3padyHaBaibe Opoja IeJ00pOjHUX Tavdaka y
MTOJINTOILY .
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Anenaukc A —
dypuje—MonknHoBa TeopeMa

Teopema 8.1. (Pypuje-Monkun) Hexa je mar ckym X C R?Y Onga je X H-
HoJTHeap aKO M CaMO aKO ce MOxKe IpeJcTaBuTu y obauky convV + I, rue je
V komauan ckym BekTopa, a K Heka kyma. Omne ckymoBe X KOjH ce MOTY TaKO
IpeacraBuTu 3Bah€MO noJjimmeapuMa.

Jloxaz. YBeaumMo HOTAIM]Y KOjy heMO KOPUCTUTH y JO0Ka3y: 3a CKYyIl HejeJHAKOCTH
a; - x < b; nucahemo Ax < b;, npu 4eMmy C JeBe CTpaHe HMaMO MHOZKEH€ MATPHUIE I
BEKTOPA, & HA BEKTOPUMA JIe(PUHHIIEMO Pesalujy < aKo Cy CBe KOMIOHEHTE jeIHOT
BEKTOpPa Maibe WIH jeJHaKe Ol 0roBapajyinux KOMIOHEHTH JApYyror BekTopa. Kymy
ca BpxoM y 0 renepucany ckymnom Bekropa V = {vy, ..., v, } o3nagasahemo ca cone V.

Jla 6HCMO TeXHHYKH yIPOCTHIN A0Ka3, nocMarpahemo mpocrop R4 u y mera,
y xurneppaBaH T4, = 1, cmectutu ckyn X. Taza hemo nedunucaru meroBy romoez-
eHu3aUUjy Kao cKyt cone X.

Axo je X H-nmonmemap, onmga je cone X moryhe npeacrasutu y obmky Ax < 0,
a ako je X V-noJsmenap, onjga jgobujaMo Ja je cone X 3alpaBo oOMYHA, KOHAYHO
reHepHucaHa Kyma, ca BpxoM y 0. AKo mokakemo Ja cy oBa JBa 0OJIMKA eKBUBa-
JeHTHA, JJAKO MOYKeMO TO TIpeHeTH Ha obmdaHe moameape y RY. Kyme mactaze Kao
xoMmoreHuzaiuja H-mosmeapa 3sahemo H-kyie, a oHe HAacTa e XOMOT€HU3AINjOM V-
nosinetapa 3sahemo V-kyrte.

Wneja nokaza je ciemeha: mpso hemo gokaszaTu j1a ce cBaka V-Kylia MOYKe ITpe/I-
CTABHTH U y OOJHKY IpOjeKImje H-Kylle U3 HeKe BHIIe JUMeH3Hje Ha mpocTop RY,
a 3aTuM heMoO TOKa3aTw! Jia je MpOojeKInja cBake H-Kyle W Jajbe H-Kyma, ma ofia-
TJIe HAJIA3UMO jeJaH cMmep Teopeme. Jlpyrum cMep Teopeme j1o0mheMo H3 CBOjCTBA
IOJIAPHOCTH, jep je mosap cBakor V-mosmeapa (V-kyue) yunpaso H-noaumemap (H-
KyTia) 1 00paTHO.

[Tocmarpajmo V-kymy K = coneV C R Axko ckyn BekTopa V IOCMAaTpaMo Kao
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MATpHILY ca KOJOHaMa v;, Mozkemo mucatn K = {>° . \v; | i e R{} = {AV | A >
0}, 3a BekTOp A = (A1, ..., Ag). Tana je

K={xcR'| IACR* A >0,z =AV}.

Omaxo 3ammncana, kyma K je npojexmuja ckyna {(z,X) € R™™ | X >0,z = AY'} na
npBux d KoopauHata. OBy MPOjEKIN]y MOYKEMO TTOCTEeHO JTOOUTH, TAKO TIITO PEIOM
IPOjeKTYjeMo 1O caMO JeTHOj KOODAWHATH. 3aTo ieMo MOKa3aTH Ja MPOjeKITHjoM IO
k-T0j KOOpAMHATH He I'yduMo H omuc Kyiie.

Jlema 8.1. Heka je K C RY xyma oapebena ca Az < 0, ouga cy u elim,(K) =
{x—tey |z € K,t € R} u proj,(K) = elim,(K)N{x € R? | 7, = 0} Taxohe H-kyme,
npu demy je elimy(K) omncana ckymnom mejeauakocrn A'x < 0, r7e je

A, = {ai | i = O} U {aikaj + (—Clljk)ai | ik > O, Qg < O}EI

oxas aeme. 3a moderak, ako ca Kp o3Hauumo Kyiy oapeheny ca A'x < 0, jacHo
je ma KK C K jep je cBaka on mejeqHakoctu y A’ 1uHeapHa KOMOWHAIUja Hejel-
nakocru u3 A ¢ nosurusauM Koedunujenruma. Kako ce y mejegnakocruma uz A’
k-ta koopnmHara He HOjaBsbyje, Jako umamo u elimy () C K.

Cajza ocraje ma mokazkeMo 1a he 3a cee x € K moctojatu Heko t € R TakBo 71a
x —te;, € K. Tlocmarpahemo oBo Kao cucteM HejeIHAYNHA 10 T U OAPEINTH KaJia OH
nMma perrerba. Kaja je a;; > 0 umMaMo HejeITHaKOCTH THIA a;xt > @;&, Ta je JTOBOJHHO
Ja uMamo t > max; a%kai:c. Cmuuno, 3a aj; < 0 Ham Tpeba ¢ < min; #jkajw.
Jlakme, ako IMaMO max; ﬁ
YCJIOB BazKu ouuriaenno jep x € K. Jlakre, 3a cBako x € K1 mmamo x € elimy (),
na je elimg(KC) yupaso onpebena ca A’

Kako je elimg(K) H-kyna, ouga je To ounrienno u proj,(K), jep y HejemHakoc-
tuma u3 A’ me dpurypume k-ta KoopauHara. O

a;x < min; #jka]’az, Tpaxkeno t nocroju. Mehyrum, oBaj

Ha ocHOBY mpeTxo He TeMe, IMaMo J1a je CBaKu V-ToJIueIap yjeaHo u H-moaneaap.
Caza hemo npuMeHOM IMOJTAPHOCTH JOKA3aTH JAPYTH CMEP OBE TEOpeMe.

[lToryHO MCTO Kao y JIOKA3y Jieme UMaMO JIa je MoJap CBAKOr V-TOJIHeIpa
yupaso H-nosmenap. Caga hemo jokasaru m oOparHO, Ja je mojap cBakor H-
HOJTHEIPa YIPABO V-TOJIHEIAP.

Hauwme, ako je P onucan nejegnakocruma a;x < 1, onja hemo nokasaru ja je
PY = conv{a;}. Jacno je xa conva; C PV jep

(;)‘iai) 'a’:;)\i(arw) S;)\izl.

1Osne je ca a;, o3HaYeHa k-Ta KOOPIMHATA, i-TOT BEKTOPA, ¥ MATPUIE A.
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Ocraje jomr PY C conva;. Ymecro mera, jgokaszaliemo tepheme conv{a;}” C P,
na hemo mo Jiemu JIAKO JTOOUTH U TPaXKEHO Tpre}beﬂ MebhyTum, 3a cBe x u3
conva;” Baxu a; - x < 1, ma ounrnenno x € P. Cazma, mo gemn [3.5, mmamo
PV C conv a;, na 3anpaso saxxku PY = conv a;. Jdaxie, nojap ceakor H-moaueapa
je V-tonmenap.

Vamumo caga npousposbad H nosmegsap P. Hberos momap PV je V-nonmenap,
u crora je u H-nomwenap. Aumu, ouga je (PY)Y V-noimenap, na je, mo JiemMu
u P V-nonuenap. OBuMe cMO KOHAYHO JOKa3aJM eKBUBAJCHIH]Y W3Mel)y Halire 1Be
jgeduHUIKje mone/pa, Te X Haa/be MOYKEMO KOPUCTUTH YIIOPEI0.

]

20Bae Basba npumerntu ja kKopuctumo (conv{a;}v)" = conv{a;}, anu To 3HaMO 110 JEMU
jep moxkemo P mpenponecuparu Tako n1a 0 € conv{a;}. BuTHO je jom HamomeHyTH 18 CMO Jiemy
B-6] sampaso mokazanm 3a H-mosmwenpe, aam 3HAMO Ja je CBaKM V-TOIHEIAp UCTOBPEMEHO U H-
nosnneap, na je conv{a;} H-momauenap.
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Anenaukc b — Aarebpa creneHux
peaoBa

Hedbununuja 9.1. Popmanrar cmenenu ped je KoJeKimja OpojeBa ., WHICKCHP-
aHnX d-ropkaMma nesnnx 6pojesa m € Z4. Taxap pej 3amuCcyjeMo Kao

n __ ni Nq
E Anz = E a(nl,,,_vnd)zl "'Zd .

nezd (n1,...,nq)EZ?

Pen ), cza @n2™ MOXKeMO HOCMATPATH Kao (pYHKIN]jY TPOMEH/BUBE 2 KaJa Ta CyMa
xouseprupa. Pegose i an2™ u Y, ,1bp2™ Mokemo cabparu ja 100ujemMo pejy
Y nezd(n+by)2z™. Comano, hopMaanu CTENEHN PeJi MOKEMO M MHOXKHTH MOHOMOM
v : v n o __ n+v
z¥ pa gobujemo 2V aap2Z™ = Y . ,aa,2"Y. Muoxeme dopmasHor cre-
HEHOT pejia MOJTUHOMOM JepuHucahieMo Tako Jia 3a0B0/baBa JUCTPUOYTUBHH 3aKOH
1 TIPETXOJHY pealnjy v CIelujaTHOM Caydajy Kaja je TOJTUHOM KOjUM MHOYKHAMO Y
CTBapu MOHOM.

Cajna je jacHO Ja CBaKH 07, (v)(2) HIpeJCTaB/ba CTEIEHH PeJ KOjH je y carjac-
noctu ¢ jgedpurunmjom 8.0.1. la 6Gucmo MoOT/IM OBE pejioBe Jia WHTEPITPETHPAMO Kao
paronaane dpyHKIMje, uMaMo ciaegaehy Teopemy. Heka je 3aTro S BeKTOPCKH IpOC-
TOp TeHepucaH pemoBuMa obmka ox(z) rae je K kyna, a R(z) BeKTOpCKE TpocTOp
CBUX DANHOHATHHX (BYHKIH]a TO 21, ..., Zg Ca peaTHnM Koedbummjertavall]

Teopema 9.0.1. Ilocroju jenmuucrBenn xomomopduzam ¢ @ S — R(z) takas ma je
p(z%) = 2"[

Jlokas. Kaxo je ¢ xomomopdusam, nmamo na je ¢(f) = f 3a cBaku monuuom f €
R[z].

1O6a BeKTOpPCKa OpOCTOpa Cy HAJ HOJHEM PEeaHHX IOJTHHOMA.
*IIpecnkasame ¢ : S — R(z) je xoMmoMopdu3am ako uyBa cabupare I MHOXKEHe MOHOMHUMA
KOHCTaHTaMa Y JaTUM CKYIOBUMA.

39
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Ha 6ucmo omucanu p(ox), mpuMeHulieMO CJIUYHY TEXHUKY Kao y MOraaBiby 6.
Hanwme, unnuxaropeky dyukimjy 1x npeacrasufiemo kao ), £1x,, rae cy K; cum-
naunyjanse kyne. Onna he Baxurn p(ox) = ) . +1k,.

Kana je IC; cumiminnujaaHa Kyla TeHepHCcaHa ca wi, ..., Wy, JAKO ¢e IMOKa3yje 1a
panc (1= 2) - (1 = 2%)p(0, (2)) = om, (2).

Cymupajyhu oBe maeHTHTETE 1O CBUM KymaMma K;, mobujaMo HIeHTHTET 00JIUKA
9(z)p(ox(z)) = f(2z). Omma gedumumemo p(ox(z)) = % € R(z). Osaksa
dyHKIMja ¢ MOXKe ce JIMHEeAPHO MPOIIMPUTH HA IEO CKYI S. ¢ jecTe jeTMHCTBEHA
jep je jeauHcTBeHO JledbruHuCcAHA HA CUMILIAIIMjaJHIM KyllaMa, a HaKOH TOra ce caMo

JIMHEAPHO MPOIHPYje Ha 1Me0 CKYTI. ]

Kana 6ucMo paHmje y 0oBOM pajy ,padyHaJu’ HIA ,,CYyMUpPAJIn’ HEKH CTEIIeHH
peJl, M OMCMO 3alpaBO NMPUMEHUBAIN © HA bera Ja OMcMO JI00U/IN PAIMOHAJHY
byHKIM]y KOjOj je OH eKBUBAJICHTAH. Bpeiu NpuMETHTH Ja Ce MPU OBOM IPECIUKA-
Bamby CBe KyTe Koje cajprke TpaBy cjaukajy y 0.
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Anenaukc B — Tpuanrayamnuje
moJimeapa

Teopema 10.0.1. Heka je mar xonagan noamesap P € RY. Taza mocroje cuMIiekcu
91, Qs, ..., Q, TAKBHU JIa CY IbUXOBa TeMeHa u3 vert P, U TaKBH Ja je IIpecek OO
KOja JIBa CHEMILIEKCa CTpaHa 00a CHMILIEKCa.

Jloxas. Tlocmarpahemo mnpoussosbny dynkiujy ¢ : R4 — R. Tloamenap P noc-
MarpaheMo Kao 7a ce HATa3H y XUIIeppaBHH T4, = 0 mpocropa R Ceakom
TemMeHy v noaneapa P npuapyxuhiemo noiaynpaBy A, = {(v,z) | z < ¢(v)}, u
nocMarpahiemo (g, KOHBEKCHE OMOTad CBHX THX IpaBux. OBako cMo JedHHUCAIN
nosnuenap Gy Koju KaJla IIPOjeKTyjeMo Ha XulleppabaH Z4+1 = 0 gobujamo P.

v

Cauka 10.1

41
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Cagna, G uMa KoHauHe U OecKOHade cTpaHe, IIpu deMy hiemo ce Mu doKycupaTn
Ha OHe KoHauHe. KoHadHe cTpaHe Cy yIpaBO OHe KOje YMHe TOPHH J1e0 IpaHHIle
nosnuenpa Gg. AKO cy cBe Te cTpaHe CUMILIEKCH, OHJa fieMo, KaJla IX IPOjeKTyjeMo
Ha P yupaso nobutu nogeny P na cumiuiekce. JloBosbaH ycjoOB Jla HEjeIHA O]
KOHauHUX cTpaHa (g He Oyme cuMmmIekc jecte na cBakux k + 1 Temena G, Oymy
JINHEAPHO HE3aBUCH

Ilpumernhemo na cy temena G, ympaso tadke (v, ¢(v)), rae ¢y v temena P.
Yea0B MuHeapHe 3aBUCHOCTH 3a HEeKUX k + 1 TeMeHa riacu:

vy P(v1)
vy P(vy) —0
Vip1 P(v1)

MebhyTum, oBakaB yCJIOB jecre JimHeapaH yCJOB 10 ¢, Tj. YCJOB jJa ¢ HE HpH-
najia HEeKOj XureppaBHu y npoctopy dynknuja. Kako 6ucmo npenusnuje jgecun-
ucajau mpocTop (bYHKIHja KAa0 BEKTOPCKH IPOCTOP, MOXKEMO HOCMATpPATU MIPOCTOP
NOJIMHOMA OTPAHUYEHOT' CTeleHa, Tj. BEKTOPCKU MPOCTOP TeHePUCaH MOHOMUMA
{1, 2,22, ..., N1}, JIumensuja osor mpocropa je N. 3a 10Bo/bHO Beauko N, 3HAMO
Jla 1ocToju (pyHKIMja ¢ OBOI' IPOCTOPA 3a KOjY HUjeIaH O/ (kil) JIMHEAPHUX yCJI0BA
He BayKH, IIa IMaMO 2 je cBaka orpaHmdueHa crpana Gy 3anpaso cumiekc. Cazma
POJEKTOBAILEM OBUX CTPaHa Ha XurneppaBaH Ty 1 = (0 g1obujamMo TparkeHy MOy

P Ha cuMmILiekce. O]

1OBne cy cummaexen muvensuje < k — 1, jep cy na crpanama Gy, ma canpxke < k Temena.
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