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YBoa

OcHOBHe 3ac/iyre 3a OCHUBamwe Teopuje rpadoBa Kao nocebHe MaTeMaTH4YKe JUCLUIIUHE,
NPUIKCUjyMO HIBajapckoM MaTeMmatuuapy Jleonapay Ojnepy. beMy cy TokoM 60paBka y
KeHuHrcbepry MelTaHy NocTaBuJIM npob6JieM Jja npehe npeko cBux cegam MoctoBa (Koju
cnajajy obasne peke [Iperen mehyco6Ho, U ca ABa OCTpBa), TaKO Ja MPEKO CBAKOT MOCTa
npebhe TayHo jeaHoM. OjJiep je pekao Ja je Tako HemTo HeMoryhe. 'ogune 1735, Ojaep je
IIpe3eHTOBa0 CBOj paJ Ha oBoM npobsieMy CaHKT-IleTepcOypriukoj akaZeMuju Hayka
Jlokasyjyhu fa je TakaB ob6uJiazak HeMoryh, y3 HamoMeHy Ja ce HeroB MeTOJ, MOXKe
NpPOLIMPUTH Ha IPOM3BOJbAH pacmopes; ocTpBa M MocToBa. TayHuje, Ojiep je camo
dopmyrcao noTpebHe U LOBOJbHE YCI0BE [a TakaB 00MJIa3aK MOCTOjH, ajik HUje CMaTpao
/la je TOTPeOHO /a MOoKaXke JJOBOJbHE YCJIOBe y ONIITEM Cay4ajy. [[pBU MOTNYHO KOpeKTaH
JloKa3 oBOT TBphema je nao XupxoJep (HeMaykyd Matematuuap). Ojyep je 1736. roagune
HanuMcao 4aaHak [Ipo6sieM kKeHUHrcOepIKUX MocToBa (M CTOra ce Ta rojUHa y3uMa Kao
rofilMHa OCHUBaka Teopuje rpadoBa) U OH je NpBHU NyT objaBbeH 1741. roauHe, anu je
Tajla npobyAuo MaJjio UHTepeca Meby ocrasiuM MateMaTuyapuMa. OBaj mpobsieM U
pe3yJTaT Cy OCTa/IM MaJio IO3HATHU A0 Kpaja 19. Beka, Kazja Cy ra eHrJeCKU MaTeMaTHU4apu
Jlykac u boJsl yK/by4uJIM y CBOje KibUre O peKpeaTUBHO] MaTeMaTulu. [lojam Ojieposor
rpada 3a rpad Koju ce MOXe HaLpTaTU 6Oe3 MoAM3amka OJIOBKE ca Mamupa ce ybps3o
ogomahuo, 3axBasbyjyhu KeHury, Koju ra je UCKOPUCTHO y CBOjOj MMOHUPCKO] KHU3U O
Teopuju rpadosa (1936. rogune).

Teopuja rpadoBa ce noJsiako pasBujajia. MHOrM MaTeMaTH4yapu Cy Jlajid CBOj JONPHUHOC.
O6uMHUjU pa3Boj Teopuje rpadoBa je 6HM0 BoheH U MHCIIUPUCAH MTPO6JIEMOM YETHPH O0je,
KOjH je rojrHaMa 610 HepelleH.

IIpo6siem yeTupH 60je TBpAH Ja ce CBaka reorpacka Kkapta Moxe OOO0JUTH ca YeTHPH
b6o0je Tako sla cBaka fp)kaBa 6y/e ob0jeHa jefHOM 0J 6oja U Ja Cyce/He Jp>KaBe He 6yAy
obojeHe uctoM 60jom. Ilog cyceaAHUM JApkaBama ce MoApa3yMeBajy JAp)KaBe Koje UMajy
3ajeflHUYKY rpaHU4YHy JHHHjy. Takobe, cMaTpa ce fa je cBaka Ap»aBa CacTaB/b€HA U3
jeaHor gesa. OBaj npo6JjieM ce OHOCY HE caMO Ha CTBapHe reorapQcke KapTe, HEro u 3a
CBaKy KapTy Koja ce MOxe 3aMHUCJIUTH, Tj. Tpeba ra I0Ka3aTH 3a IPOU3BOJbHY KapTy.

OBaj npobsem cy pemunau Kener Anen u Bosdpranr Xeken 1976. rofaydHe 3aMplieHOM
KOMIIjyTEPCKOM aHa/IM30M Koja je caZipasia aHanu3y 1936 ocHOBHUX KoHUrypauuja.
buxoB f0Ka3 je BeoMa Ayr U KOMIJIMKOBAH U OCJaka Ce Ha TEOpPUjCKe pe3y/iTaTe HU3a
MaTeMaTH4yapa NpeTXOJAHHUKA Kao U Ha 3HayajaH paj, padyyHapa. Taja je yTpOLIEHO OKO
1200 caTu (oko 50 faHa) payyHapCKOT BpeMeHa.



HUcropujaT npobsema

Enrnecku Matematuuyap ®pancuc 'ytpu je 1852. roguHe, 60jehr Ha KapTH eHrJiecKe
rpodoBHje, youro Ja My 3a TO HUje OTPeOHO BUIIE O YeTHUPH 6Goje. 3annUTaO ce jecy Jin
yeTHUpH 60je JO0BOJbHE 3a CBAKy KapTy U aKo jecy, LITa je y3pOK TOMEe, aJli HUje Morao Aohu
o peulewa. [locsao je cBoje Gesnewke muaheMm 6paty ®Ppelepuky Koju UX je Jabe
npocsenuo ceoM npodecopy Asrycty Jemoprany. [lomro npodecop HUje 3HA0 OATOBOD,
CaoMUITHO je npobsieM Buinjamy XaMu/ATOHY KO/, KOTa je Mpo6JieM 0CTAao He3alaKeH CBe
o 1878. roguHe, Kajja je HayyHa 3ajeJHULA YIIO3HATa ca NpPobJeMOM YeTUPHU 60je, Kpo3
caonurewe Aptypa Kejiuja Ha cactaHky JloHOHCKOT ApyuiTBa MaTeMaTu4dapa. Caenehe,
1879. roaune, Kejiu je dopmysavcao mpobJsieM y mnpBoj cBecuu PajoBa kKpasbeBCKOT
JpyuTBa reorpada. Y6p30 HaKOH TOra je 6pUTAHCKU aJIBOKAT (M aMaTep MaTeMaTU4yap)
Andpen Kemn gao moka3 Koju HUje oBOheH y nmuTawe BUllle 0J; JeleHuje. Mmak, 1890.
rofivuHe, OpUTAHCKM MaTeMaThyap XUTBYJ je NpoHawao rpewky y KemnoBom papay.
KemnoB “mokas” je cBakao Hajlo3HATHjH, aJIU HUje jeJUHU. Y JTUTEPATYPH Ce Y MOCAebUX
CTOTHUHAK ro/iMHa IM0jaBUJIO BUlle “/l0Ka3a“ KOju Cy ce 0/iMax WM HAaKOH HEKOr BpeMeHa
nokasasiu HeTauHUMM. OBaj /loka3 je OUTAH jep Ce HEroBOM NMpPepajioM MoKa3yje caabuje
TBphewe, npobseM mnet 6oja (a ce cBaka KapTa MoKe 000juTH ca neT 6oja). Pa3Boj
npo6JieMa 4yeTUpHU 60je je Tekao BeoMa cropo, a 1976. roauHe je npo6sieM KOHAYHO pelleH.

PemaBamwe npo6sieMa yeTupu 60je mocje TOJUMKO BpeMeHa 0Ji OCTaBKe caMor npobJieMa
je 03HauMuJIO NpEeKPeTHULY Y UCTOPUjU TeopHje rpadoBa. TeMa je J0KHUBesa €KCIJIO3MBHU
pacT, 3axBasbyjyhu (y BeJIMKOj MepH) CBOjOj YJI03U OCHOBHE CTPYKTYype KOje JIeXKH Y OCHOBU
caBpeMeHe NpUMeweHe MaTeMaTuke. UHpopMaThka U KOMOMHATOPHA ONTUMU3alLUja Cy
ce TMOCeO6HO OCJOHWJIe Ha JomnpuHoce Teopuje rpadosa. llltaBuiie, y cBeTy rze je
KOMYHHUKalMja 0Jf IpUMapHOT 3Hayaja, CBeCTPAaHOCT YMHU rpadoBe HEONXOAHUM ajlaTUMa
3a IU3ajH U aHAJIU3y KOMYHHUKALlMOHUX Mpexka. ['JlaBHM pasJ/ior 3a 0BaKO BeJIMKU PACIOH
NpUMeHa JIeXXH Y jaCHOj TeOMeTPUjCKOj Mpe/iCTaBU Kojy rpad caapKU U Koja je 6JrcKa
MHTYWTHUBHO] NMpPeJCTaBM KOjy YOBEK MMa O OCOOMHaMa M MOHalllaky objekaTa Koju ra
okpyxyjy. Teopuja rpadoBa je nmocrasa no3HaTta U Npu3HaTa MaTeMaTU4Ka JUCLUIIJIIMHA
KOja je Haulla INpPUMEHe U Yy XeMWjHU, JIMHTBUCTULH, TEHETHUIH, eJIeKTPOTEeXHUIY,
reorpaduju, apxuTEKTYPH, U MHOTUM JpyrMM 06J1acTUMa Koje YaK Ha IPBU IOrJieJ, HeMajy
HUKAKBe Be3e ca MaTeEMAaTHUKOM.



1. OcHOBHM OjMOBU Teopwuje rpadoBa

'padoBu cy MaTeMaTH4YKH 06jeKTH KOje BeoMa yecTo cpeheMo y CBaKO/JIHEBHOM >KUBOTY.
Ako mocmaTpaMo HekKy reorpadcky Mamy ca MHOUITBOM TpajioBa KOjU Cy MOBe3aHU
NyTeBUMa, J06ujaMo jefaH rpad. Y cKymy JbyJu Ha HEKOM MeCTy HeKH ce MehycobHO
M03HAjy, a HEKU He - aKO CBe JbyJie NMpeACTaBMMO TayKaMa, a CaMO OHe KOjU Ce MO3Hajy
CIojuUMO JIMHUjaMa, flo6uheMo jeaaH rpad, Koju HaM Aaje Ao6pPy CAMKY MO3HAHCTaBa Mehy
JbyArMMa Ha ToM MecTy. CTpyKTypHa popmysia HEKOT MOJIEKYJa WM jelUiberha U 1ieMa
eJIEKTPHUYHOT K0JIa Y TEOPUjU KoJla TaKkohe npescTaB/bajy rpadose.

Unyctpyjmo jenan TakaB rpad. Hekacy , u  Tpu ocobe. Ako Mehy kbrMa BaXkH Jla CBAaKO
CBAKOT 03Haje, rpad Koju oAroBapa 0OBOM MO3HAHCTBY je Ha caunu 1.1(a), ako Ha mpuMep
ocoba He Mo3Haje ocoby , amo3Haje ,M U ce MehycoObHO NO3HAjy, oJroBapajyhu
rpad je kao Ha cauiy 1.1(6), a ako ce Mo3Hajy caMo M, OHJA je oaroBapajyhu rpad Ha
cavu 1.1(B).
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Cnuka 1.1(a) Cmukal.1(6) Cnuka 1.1(B)

HaBeaumo caza nebununujy rpada.

Jedununuja 1.1. (TIlpoct) rpadp G=G(V, E) je ypeheHu map kKoju ce cacToju oJ cKymna
YBOpOBAa M CKyIlla rpaHa , IJe je , IpY YeMY je  CKYI ABOYJIAHUX MOJACKYIOBa
o/

Kaja je jacHo Ha 1mITa ce MUC/IH, KOpUCTUNEMO 03HAKY yMECTO

YsopoBu Cy CyCeiHH aKo je , Tj. aKO MIOCTOjU I'paHa Koja Ux craja. AKo je
, KaKeMo Jla rpaHa UMa KpajeBe M , MOXXeMO IUCAaTU U . /lBe
rpaHe y rpady Cy CyceiHe aKO UMajy 3ajeJHUYKHU YBOP.

Ha ciunu 1.1(6), yBOopoBM W HHUCYy cyceAHU,a U jecy.['paHe 15 Cy cyceJiHe.



Hamomena: OBOM JeQHHHIHjOM CMO O6YXBATHJIH CaMO HEOPHjeHTHcCaHe rpagpoBe 6e3
MeT/bH U BULIECTPYKHX IpaHa (H3Meby cBaka jjBa 4Bopa MOCTOJH HajBHIIIE jeJHA TPAHA).
Heopujentucanu rpad je rpag kog kora Yu,v € V Baxu:

{u,v} € E nossaun ga {v,u} € E.
I'pagoBu Kox Kojux ce usMeby Heka JBa YBOpa HAJIa3H BHIILE 0/ jefjHe I'PAHe HA3HBAjy ce
mysarurpagosH. [let/ba je rpaHa Koja HMa 06a Kpaja y HCTOM YBOpY.
OBje heMo ce yr/1aBHOM 6aBHTH IOpe HaBEAEHHUM, IPOCTHM I'pagoBHMA.

['padoBU ce reoMeTpPUjCKU MpPeACTaB/bajy TAaKO IITO YBOPOBE O3HAaYaBaMO TaykaMma (WU
Kpy>kuhuMa), a rpaHe JiMHHjaMa Koje noBe3yjy oJpeheHe Tauke, cyceHe YBOpPOBe, Kao HA
cavkaMma 1.1.

Jepuuunuja 1.2. CteneH yBopa v y rpady G(V,E), y o3Hanu d(v), npejcraBba 6poj
YBOpOBA CyCeJHUX YBOPY v (M1 OPOj rpaHa Koje U3 mwera ussase). YBop Koju HeMa cycesa
Ha3MBa Ce U30JI0BaH YBOp (CTelNeH My je HyJIa).

Hajmamu ctenen uBopa y rpady G(V, E) o3nauaBamo ca 6(G), 6(G) = min{d(u),u € V}.
HajBehu ctenen uBopa y rpady G (V, E) o3nauaBamo ca A(G), A(G) = max{d(u),u € V}.
I'pad G je r-perynapan ako je §(G) = A(G) = r, Tj. aKo je cTeneH CBaKOr 4YBopa 7.

['pad ca cauke 1.1(a) je 2-peryJsiapaH, a cTeneHU YBOpoBa U, v, w Ha caunu 1.1(6) cy pegom
1,1, 2.

JAepuuunuja 1.3. Mloarpad nocmatpanor rpada G(V,E) je rpad G1(V4,E;) TakaB ja je
Vi€VuE{CEN (21) Ykonuko je V; =V mnoarpad Gi1 Ha3uBaMoO pasanumbyhum
nojrpagom rpada G.

Ykonuko Baxu V., €EVwu E;=EnN (Vzl), Taza G1 Ha3MBaMO MHAYKOBaHUM MoArpapom
rpada G, a o3HauyaBamo ca G1= G[V4].

I'pad G — v npepcrassba rpad koju ce fob6uje kaja ce U3 rpada G YKJIOHU YBOpP V U CBe
rpaHe Koje ra cagpxe (IpuMep UHAYKOBaHOT noAarpada).

['pad G — e npeacTassba rpad Koju ce 1o6uje Kaza ce U3 rpada G YKJIOHU rpaHa e.

Pazanumwyhu noarpad rpada ca cauke 1.1(a) je Hop. rpad ca cavke 1.1(6)

AKo ce He HarJlacu Apyrayuje Heka je 6poj YBopoBa y rpady n u Heka je m 6poj rpaHa.
Y Teopuju rpadoBa 4eCTO ce MojaBJbyjy U U3/iBajajy ciaesiehe kiace rpadoBa:

1) Ipasanrpad K je rpad Koju HeMa HUjeHY TpaHYy.
2) KommneraH rpa¢ Ki je rpad koj kora usmebhy cBaka JiBa UBopa NoCTOjH IrpaHa.



3) KommieraH 6umaptuTaH rpad je rpad kKoju mMa ABe KOMIIOHEHTe ([Ba HelpasHa
CKyIla YBOpPOBA), TaKo Jla HUKOja JBa YBOpPA U3 UCTE KOMIIOHEHTEe HUCY CIojeHa
rpaHoM, a u3Meby cBaka /Ba YBOpa KOjU HUCY U3 UCTe KOMIIOHEHTE MOCTOjU IPaHa.
BunaprtuTaH rpad je 6uso koju noarpad KoMmaeTHOT 6uUnapTUTHOr rpada. OBaj
nojaM ce Moxe npouupuTy Ha k-napTutHe rpadose, ca kK KOMIIOHEHTH YMECTO /iBeE.

4) Nyt n» ca 4BOpoBa je rpad ca CKyloM 4YBOpOBa 1, 2 n U
CKYIIOM IpaHa oot
®
L
2 ®
4 4 33 P4
5) Lukiayc (koHTypa) ncCa 4BOpOBa je rpad ca CKymnoM 4BopoBa

) n U CKyIIOM IpaHa b+l n 1 /JApyrum
peyrMa, HUKJIYC je 3aTBOPEH MYT.
KonType ce mory aebuHucaT U y cay4dajy kajga Hucy npoct rpad. Iletsma u rpad ca
JiBa YBopa usMehy Kojux MOCTOje ABe rpaHe, MPeACTaB/bajy KOHTYpE.
6) Toyak i je rpad koju ce J06Hja O KOHTYpPe n-1 JOAABAHEM jeJJHOT YBOpa KOjH
CrajaMo rpaHaMa ca CBUM OCTaIMM YBOPOBUMa.
7) IletepcoHoB rpad je npumep 3-perysapHor rpada (CBaku YBOp My je cTereHa TPH).

Cs Ws [leTrepcoHoB rpad

Jedpununyja 1.4. 'pad je moBesaH ako mocToju nyT usMelhy cBaka JjBa Herosa 4Bopa. ¥
CYIPpOTHOM, je HellOBe3aH.

(TloBe3aHe) koMnoHeHTe rpada Cy HeroBM MaKCUMaJIHU NoBe3aHu noArpadosu. tbuxos
6poj 03HaYaBaMo ca

Y rpady uBOp je Be3SUBHHU YBOpP aKO Ce HEroBUM yKJawamweM noBehaBa 6poj
KOMIIOHEHTH, Tj. aKO

[pana je MocT yrpady ako ce beHUM yKJIawakbeM noBehaBa 6poj KOMIOHEHTH rpada,
Tj. aK



3a npuMep noBe3aHor rpada MoxkeMo y3eTH 6UJI0 KOjU 0Jf TOpe HaBeJleHHUX, OCUM MTPa3HOT
rpada. 3a rpad ca cauke 1.1(6), uBOp je Be3uBHU 4BOp (Kaja YKJOHHUMO 6poj
KOMIIOHEHTH ce oBeha Ha AiBa),a3arpad 4,rpaHa 2 3 je MOCT.

Ha caunu 1.2 je npukasaH HenoBe3aH rpad, jep He nocToju nyT usMehy cBaka /jBa kerona
4yBOpa, HIp. usMeby U He moctoju nyT. OBaj rpad cajp>Kyd [ABe KOMIIOHEHTE
MOBE3aHOCTH, Ca CJUKE je jaCHO Jla Cy TO JiBa TpoyraoHa rpada.
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Cinuka 1.2
Jedununyja 1.5. Iloxg okosHOM 4YBOpa rpada ce mnojpasyMeBa CKyIl

YBOPOBA KOjH Cy My CyCeJJHU
OxosiiHa 4yBOopa ca cauke 1.2 je ckyn

Jedununuja 1.6. Ctabsio je moBe3aH rpad 6e3 nukayca. 'pad koju He cafp KU LUKJIIYCE, Tj.
rpad 4yMja je cBaka KOMIIOHEHTA IOBE3aHOCTHU CTabJ10, Ha3MBa Ce LIyMa.

[Ipumep ctab6aa je rpad a4

Jedununuja 1.7. [loackyn yBopoBa rpada je KJIMKa ako Cy CBakKa JBa 4YBopa
, CyceiHa y , Tj. IOBe3aHU cy rpaHoM. Ilogckyn yBOpoBa rpada

je He3aBMCaH CKyN aKO HHMKOja JiBa YBOpa HUCY cyceJiHa Y
Kiuvka rpada ca ciavke 1.2 je HOp. cKyn , @ He3aBUCaH CKyI TOT rpada je cKyn
Jedununuja 1.8. 3a rpadose 1 , 1 U 2 2, 2) KakeMo Jia cy U30MOpOHHU aKo
NOCTOjU OUjeKIHja 1— 2 TaKoO Ja je 1 aKO U CaMoO ako je 2.

dyukuuja ce HasuBa u3oMmopdusaM rpadoBa, a YHEHHULY Ja cy TpadoBU 1 U 2
M30MOpPOHU 0O3HAYaBamMo ca 1 2.



JNebununmja 1.9. I'pad  je koMmaeMeHT rpada  aKo je N
cycefHa y  aKO M CaMoO aKO HHCY CyCeJHH Y
n3oMopdaH ca CBOjUM KOMILJIEMEHTOM.

Y JiBa 4BOpa Cy
. I'pad je camokommieMeHTapaH ako je

['padoBu Ha cauny 1.3 cy mehycob6HO n3oMopdHU.

X A

Ciuka 1.3
I'pad s5je npumep caMokoMiieMeHTapHor rpada (ciavka 1.4(a)). Ha ciunu 1.4(6) je pat

HeTrOB KOMILJIEMEHT, KOjU MY je yjeaHO U u3omopdan rpad. Ako yaMeMo CBe rpaHe o6a Ta
rpada, ca UCTUM CKYyIIOM YBOPOBA, A06UjaM0O KoMIJIeTaH rpad, ciuka 1.4(B).

R W

Cnuka 1.4(a) Cnuka 1.4(6) Cnuka 1.4(B)

Jedpununyja 1.10. /iBa rpada cy xomeomopdHa ako ce o6a MOry A0GUTH 0J, UCTOT rpada
ybalBakbeM HOBUX YBOPOBA CTEIEHA /jBa Y beroBe TpaHe.

Ha npumep, cBaka AjBa LiuKIyca cy XoMeoMopdHa, Kao u rpadpoBu Ha caunu 1.5.

\- \:\\ -

Ciuka 1.5



Jedpununyja 1.11. T’pad ce Moxke KOHTPAKOBATU HA 5UJIU 33 AKO MOXEMO JJOOUTH 5
WJIM 33 TaKO IITO KOHTPaKyjeMo HeKe o/, uBuLa rpada

Ha npumep, [leTepcoHoB rpa¢d ce Moke KOHTPAKOBAaTH Ha 5, Kao Ha caunu 1.6. UBuie
KOje ce KOHTpPaKYjy cy nojieb/baHe.

Ciauka 1.6

Jedpununyja 1.12. [loBe3an rpad je OjinepoB ako MOCTOjU 3aTBOPeH NyT (LUKIYC) KOjU
CaZIp>kU CBaKy rpaHy rpada TadyHo jegHoM. TakaB myT ce HasuBa OjiepoBa KOHTypa.
O6pHyTO, rpad je He-OjepoB, ako TakaB YT He MOCTOjH.

Jedununyja 1.13. 'pad  je mony-OjiepoB aKo MOCTOjU MYT KOjU CAJPKU CBAKY T'paHy
Ta4yHO jefHOM. TakaB nyT ce Ha3uBa Oj1epoB NyT.

Ha caunu 1.7 cy npukasanu pegom Ojsiepos, He-0jiepoB u noay OjiepoB rpad.

P X XD

Ciuka 1.7

Buie o OjsiepoBuM rpadoBrMMa MOXKeTe MPOYUTATH Y HAPEJLHOM OJ1e/bKY.



2. OjiepoBu rpadoBU

[Ipo6siemu ca OjsiepoBUM rpadgoBuMa Cy ce IPBOOGUTHO M0jaBUJIM Y KibTaMa peKpeaTUBHe
MaTeMaTuKe. TunuyaH npo6JseM je 60 HAPTATU HEKY QUTYPY Y paBHU jeJHUM OTE30M
6e3 moju3ama O0JIoBKe ca mnanupa. [IpobseM o Kora je moTek/ja 4YdMTaBa MpHya O
OjnepoBuM rpadoBuma je [IpobseM KeHUHICOEPLUIKUX MOCTOBA, KOjU IOCTaBJ/ba MUTakbE Ja
JI1 je Moryhe npeKo CBaKoOr 0Jf ceJjaM MOCTOBa npehu TayHO jeIHOM, TaKO /ia Ce BpaTUMO y
No4YeTHYy TayKy (0 OBOMe CMO FOBOPHUJIM Yy YBOJHOM Jey). OBO je eKBUBaJIEHTHO MUTaby
Jla JIU IOCTOjU 3aTBOPEH MYT KOjU CaZp>KU CBaKy rpaHy rpada TauHo jeZJHOM, 3a AATH rpad
MocToBa. [lomrto je Jleonaps Ojsiep NpBU YOBEK KOjU je Taj MpoOJIEM pelIno, TaKaB MyT je
no wemy nA06uo HasuB 0jyiepoB, a rpad y KojeM nmocToju TakaB nyT je OjiepoB rpad. Ha
cavny 2.1 cy npuKasaHU CKULa KeHMHICOepUIKMX MOCTOBa U oAroBapajyhu rpad, koju je
Myaturpad, jep Hip. usMehy A u C nocToje ABe UBULE.

Ciauka 2.1

Cana ce HaMehe MUTakb€, KOjU Cy NOTPEOHU U HEONXOJHU yCJI0BU Jla 6U rpad 6uo Ojiepos.
HaBenumo npeTtxoHo noMohHO TBphemwe, 1eMy.

Jlema 2.1. Ako je rpad 4uje je cBako TeMe cTeneHa 6ap /iBa, Tafjla CaJp>KU KOHTYPY.

Jlokas. Ako caJpKu NeT/by UM je MyJaTUrpad, jacHo je Ja 3a/10B0/baBa TPAXKEHHU YCJIOB.
[IpeTnocraBuMo Aaje mnpoct rpad. Hekaje mnpousBosbaH 4yBop rpada. Koncrpyrucahemo
HU3 rpaHa 1 2... Haciaegehu HauMH: 1 je MoBe3aH ca U 3a CBAKO BaXKU /A
je i+1 TOBe3aH ca j W NPUTOM je i+1 pa3jiMYUTO Of i-1./la je OBaj yca0B yBeK Moryhe
3a/I0BOJbUTH rapaHTyje HaM MpeTNOoCTaBKa /ia je CTelleH CBaKor 4yBopa 6ap Asa. [lowrto

MMa KOHAa4YHO MHOI'0 YBOPOBA, jaCHO je Aa he ce HeKW YBOp Yy HU3Y NOHOBUTU. O3HAYMMO
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YBOp KOjU Ce MPBU MOHOBU ca k. OuursiesHo je Jja leo HU3a M3Mehy mpBOr U Apyror
MojaB/bUBaa k IPEJCTAB/ba KOHTYPY. |

Teopema 2.2 (Ojnep 1736). IloBe3aH rpad je OjyiepoB ako U caMoO aKo je CBAaKU YBOP
rpada mapHOr CTeneHa.

Jlokas. ( [IpernoctaBumo fa je OjsnepoBa koHTypa rpada IlocmaTpahemo cnegehu
noctymnak: pegom hemo 6pucaTtu rpaHe U3 . O4ur/eHO je Jia MpU CBAKOM IMPOJIACKY
KpO3 HeKU YBOp OpUIlIEMO TayHO JBe rpaHe. Ha Kpajy oBOT MOCTyIKa CTelleH CBaKOT YBOpa
he 6uTu HyJ1a. [laksie, cBakK 4BOp rpada je mapHOT CTeneHa.

Jloka3 hemo u3BecTH UHAYKLHjOM MO 6pojy rpaHa rpada  I[loumrto je  moBesaH,
CTeNeH CBAKOT 4YBopa je 6ap /ABa, a M0 MPETXOAHO JJ0Ka3aHoj JieMu ciequ fa G capxu
KOHTYypy . Ako CaJip>Kl CBaKy rpaHy oJi , J0Ka3 je 3aBpuieH. Y CYNpOTHOM,
yKJIOHMheMO M3  CBaKy IpaHy KoOjy  CaJp>XU U OBUM MOCTYNKOM GOpPMHUPATH HOBU
(Moryhe HemoBe3aH) rpad  Koju cafip>KU Makbe IpaHa HEro , ajiv je CBaKW YBOP U Jajbe
napHor crerneHa. [lo MHAYKIMjCKOj XUNOTE3H, CBaKa KOMIOHeHTa rpada  je OjnepoBa
KoHTypa. [lomiTo cBaka KoMHoHeHTa rpada  uUMa 6ap jelaH YBOpP 3ajeJHUYKHU ca
nocMmaTpajyhu OjjiepoBe KOHTYpe CBaKe 0] KOMIOHEHTHU M , Jako dopmupamo
OjnepoBy KOHTYypy rpada (cauka 2.2). |

Ciauka 2.2

Teopema 2.3. [loBe3aH rpad je nmosy-OjiepoB ako U caMO aKO CaZp>Ky HyJla UJIW Ta4yHO
JiBa YBOpa HEMapHOT CTeNeHa.

Jlokas. Axo rpa¢p nocepnyje OjyiepoB nyT (MU KOHTYpPY), TaZa aHAJIOTHO Kao U y
IPeTX0/IHOj TeopeMHU A06HMjaMo Jla CBaKU YBOp (OCUM MOK/a MOYETHOT U Kpajer ako Cy
pa3/IMYMTH) MMa NapaH CTeMNeH .

Axo rpad MMa HyJla YBOpOBAa HeNapHOI CTelleHa, OH/Ja 33a/0BO/baBa yCJIOBE
TeopeMe 2.2, naje OjnepoB rpad, caMum TuM U nouy-0jiepoB. Ako rpad uMa TayHo JBa
YBOpa HeNapHOT CTelNeHa, KaZjla yballuMo y ’era joll je/JHy IpaHy, Koja IoBe3yje yIpaBo Te
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YBOPOBE KOjU Cy HeNapHOT CTemleHa, AobujaMo rpad Koju HMMa CBe 4YBOPOBE NApHOT
CTeleHa, nna no teopeMu 2.2 taj rpad cagpxu OjiepoBy kKoHTYpy. 3b6anuBameM caja Te
HOBe rpaHe u3 OjjsepoBe KoHType jgobujamo 0jepoB NyT, KOju UMa MOYeTaK U Kpaj y
YBOpPOBHUMaA HemnapHor creneHa. /lakie, rpad je nosy-0jiepos. ]

Jlaksie, kajja y HekoM rpady Tpeba Aa Hahemo OjsiepoB myT, yBek Tpeba Ja KpeHEMO O/
HeKOT o/ iBa Moryha 4Bopa HeMmapHOT CTeNeHa.

[Ipumep 2.1. 3a koje BpegHOCTH cy rpadoBu n U n OjepoBu rpadoBu?

Peweme. [lo3HaTo je aa je kog rpada ,cCBaka rpaHa cTeleHa , 11a je 110 TeopeMu 2.2,
Taj rpad OjyepoB Kaja je napaH, OJHOCHO HemapaH 6poj.

[Tomrto kog rpadpa n mocToju YBOpOBA CTelleHa TPH Kaja je , 110 TeopeMHu 2.2.
rpad Huje Ojepos. A

[Ilpumep 2.2. /la 1 je moryhe ¢durype ca ciavke 2.3. HaUpTaTH y jeAHOM MoOTe3y, O6e3
no/JM3ama 0JI0BKe ca nanupa?

Cinka 2.3

Pewmemwe: AKo npeacTaBuMo oBe ¢urype kao rpacdoBe, MpobJieM ce CBOAY HA HaJlaXKerme
OjnepoBor nyTta. [lo Teopemu 2.3, rpad Mopa Ja caJpd WM HyJa WIMA JiBa 4YBOpa
HemapHor creneHa. /lakyie, caMo Tpeba Jla MpebpojuMo KOJMKO OBU TpadoBU HUMajy
YBOpOBa HeMapHOr cTemeHa. AKO youyMMO 4BopoBe rpada kao Ha caunu 2.4, Jako
npeb6pajamo.

[IpBu rpa¢ uma TavyHO JBa YBOpA HEMApPHOT CTeneHa, mosja3ehu of jeHOT of HUX JIAKO
¢dopmupamo OjnepoB nyT. [pyru rpad MMa 4yeTHpPU YBOpA HEMAPHOT CTeNeHa, Na Huje
moryhe ¢opmupatu OjnepoB nyT. Tpehu rpad¢ uma, kao ¥ mpBH, TAa4yHO JiBa 4YBOpa
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HeMmapHOI CTeleHa, NMa je W y OBoM ciay4ajy Moryhe ¢opmuparu OjnepoB myT.

Civka 2.4
[lakse, oATOBOPHU Cy: /13, He, Ja. A

[Ipumep 2.3. 'pad kKeHUHrcOepHUIKUX MOCTOBA MMa 4YBOpoBe cTemeHa 5, 3, 3, 3, ma mo
TeopeMH 2.2 He nocToju OjiepoBa KOHTypa (3aTBOpEH MyT), a 10 TeOpeMHU 2.3 He NOCTOjU
yak HU QjiepoB nyT. A
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3. [lnanapHu rpadoBuU

Y oBoj rs1aBu hemo ce 6aBUTHU BaXXKHOM U J0CTa M3y4aBaHOM kJacoM rpacdona. [Ipobsem
IJlaHapHUX rpadoBa je 610 jeslaH 0/ Haj3aHUMJ/bUBHjUX OTBOPEHUX NIPO6JIeMa [IBaleCeTUX
rofiuHa npomior Beka. [lobcku ™artematudyap KypatoBcku je 1930. rogune
K1acuPUKOBaO MJaHapHe rpadoBe U [o0Ka3ao (KacHUje MO HbeMy Ha3BaHy) TEOpeMYy O
nJlaHapHUM rpadoBuMa (Teopema 3.2 y 1a/beM TEKCTY).

JlebuHuIIMMO cajia LITa peACcTaB/ba IJIaHapaH rpad.

Jedpununuja 3.1. I'pad je miaHapaH ako ce MOXKe HaLPTATHU y paBHHU TAKO Jja My Ce HUKOje
JiBe TpaHe He CeKy y YHYTpalllkbOj TayKH, Tj. FpaHe HeMajy JpPyryX 3ajeJHUYKUX TadakKa
OCHM eBEeHTYaJ/IHO y YUBOpOBUMa rpada.

[Ipumep 3.1. 'pad K4 je nyiaHapaH 3aTo IITO ce MOXe HAIPTATU Y PaBHU TAKO Jla My Ce
rpaHe He CeKy, aJli HUje CBaKa lheroBa MHTepIpeTaliyja JiaHapHa.

Cnuka 3.1(a) Cnuka 3.1(0) Cnuka 3.1(B)

Ha cnunu 3.1(a) je rpad 4 mpeAcTaB/beH TAKO Jja MOCTOjU Mpeceljalhe rpaHa, ajiv ra je
Moryhe npeJcTaBUTH y paBHU 6e3 TOT Mpecelama, Kao IITO je MpPUKa3aHO Ha CIMKaMa
3.1(6) u 3.1(B).

Yo6yayhe hemo cmaTpatu Aa cy cBu rpadoBU KOjU Cy IJIaHAPHHU AATH Y CBOjOj IJIAaHAPHO]

uHTepnpeTtanuju. Hamehe ce nutame, kazia je rpad miaaHapas, Tj. Koje ycaoBe Tpeba Ja
3a/loBoJbaBa rpad Jja 6u 6uo niiaHapaH. HapeHe TeopeMe HaM [J1ajy HEKe OJITOBOpE.

Teopema 3.1. 'padoBU sU 33 HUCY VIAHAPHH.

Jlokas. [locmatpajmo rpad Kiz3. To je koMmIjieTaH 6UNApTUTAH rpad U CaAPNKU LUKIYC
nyxkuHe 6. 06esiexxrMo YBopoBe. Heka cy y mpBOj KOMIIOHEHTH ay
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JpyToj (upau kpyxwuhwu). Tama je KoHTypa . CBaku
MJIaHapaH LpTexX oBor rpada Mopa cajpKaTH OBAKBY KOHTYpY, [aKJje LIeCTOyrao
(cnuka 3.2).

U 4

Ciauka 3.2

[lomiTo je oBaj rpad kKommaeTaH OUNapTUTaH rpad, MopamMo I[OBe3aTH UBOPOBeE
CaMo jeHa oJf TUX IpaHa MOXKe JIeXXaTH YHyTap LUIECTOYTJIa, IpeocTase
JiBe MODajy BaH, jep y CYIPOTHOM [10J1a3U [0 Nipeceljatha. He ymawyjyhu onurtoct MoxeMo
y3€eTH /la je rpaHa  YHyTap llecToyrJa. AKo cajia CliojuMo , BUJUMO Jia je HeMoryhe
CIOjUTH Tako JlarpaHa  Hecederpany ./lakie, rpad 33 HUje MJaHApaH.

[TocmaTtpajmo caga rpad Ks. OH cagp:ku LUKIYC AyKUHE TeT, l1a CBaKa Hherosa IJlaHapHa
pelnpeseHTalMja Mopa [ja CaZpKu netoyrao. Heka cy keroBu YBOpoBH U Heka je
IUKJIYC

.I
|

AN

Cismka 3.3

[lowTo je rpad KoMmIeTaH MOpa UMATH TpaHe . Camo JiBe o/ TUX rpaHa
MOTY GUTH YHYTap MeToyrJia, KOHType. be3 yMamwema OMUITOCTH HeKa Cy YHyTap

BaH KOHType HCTO MOXeMo 6e3 mpeceljatba HAIPTAaTU JIBe TpaHe, ONEeT MOXXeMO
NPEeTHOCTAaBUTH Ja CYy TO . [lpeoctana je jenHa rpaHa , a by He MOXEMO HHU
YHYTpa HU BaH, jep Yy CBAKOM CJIy4yajy A0J1a3u 0 Mpeceljamka ca HeKoM o/ rpaHa. [lakie,
rpa¢ s HHUje [JIaHApaH.
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Jla 61 yhTaoUMu CTeKJU 60/bU YBHUJ O BAKHOCTH MpETXOJHe TeopeMe, HaBeAuMo (6e3
JloKa3a) /iBe BeoMa GUTHE TEOPEME KOje Ce Ha by 0C/Iambajy.

Teopema 3.2. (KyparoBcku 1930) I'pad je myiaHapaH ako U caMO aKo He CaJp>KH Kao
noarpad HujegaH rpad xomeomopdaH ca 33 UJIU 5.

Teopema 3.3. 'pad je miaaHapaH ako U caMO aKO He cafpXu noArpad Koju ce Moxe
KOHTpPAaKOBaTH Ha 5 WJIHW HAa 33.

O6e TeopeMe Jjajy moTpebaH U JOBOJbAH YCJIOB 3a IJIAHAPHOCT rpadoBa.
JacHo je ma je cBaku noarpa¢ niaaHapHor rpada mjaHapaH, a /ja CBaKU HelJlaHapaH rpad

caapku noarpad koju Huje miaaHapaH. Jlakie, rpad Koju caApXKu 33 WIM 5 Kao
noarpadoBe He MOXKe GUTH IJIaHAPaH.

OjnepoBa ¢popmysia

Axo umaMo mJiaHapaH rpad , OH JieJi paBaH y K0joj je mpe/cTaB/beH HA 06s1acTU (OpOj
THX 06JIaCTH 06GUYHO 03HAYaBaMo ca ). Ha mpumep, rpadoBu Ha ciuuu 3.4 nese paBaH
Ha 0caM, O/JHOCHO YeTHUpH 06s1acTu. O6s1acT 4 je y 06a ciydaja HeorpaHHU4YeHa 06.J1acT.

Ciauka 3.4
OjnepoBa ¢opmyJia, Koja cjaequ y Ja/beM TEKCTy, HaM TOBOPH Ja MPH Ma KaKBOM

MJIaHApHOM NpeJicCTaB/bakby HEKOT rpada y paBHH, 6pP0oj 06/1aCTH HA KOje OH JleJIM paBaH je
MCTH, U Y TIOTIYHOCTH 3aBUCH 0] 6p0ja YBOpOBa U rpaHa Tor rpada.
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Teopema 3.4 (OjnepoBa ¢opmysa). Heka je G moBe3aH MaHapaH rpad, U Heka cy
n,m, f peaoM 6poj YBOpoBa, 6poj rpaHa U 6poj o6JsIacTU Ha Koje rpad Jesu paBaH. Taja
BaXKU:

n-m+f =2

/Jlokas. JlokasyjeMo HUHAYKIMjOM IO 6pojy uBHIa rpada, m.

Axo je m = 0, rpad uMa jesiaH 4yBOp, Tj. n = 1(IOLITO je MOBe3aH He MOKe UMATH BUIIIE), A
6poj 06J1acTH Ha Koje Jlesiv paBaH je jegaH, f = 1. Bugumo a oBU 6pojeBU 3a/10B0JbABajy
jenHakoct, 1 — 0 + 1 = 2. OBUM je 3a/j0Bo/beHa 6a3a UHAYKIH]e.

Cazia npeTnocTaBUMO Jja TeopeMa Baxku 3a cBe rpadoBe Koju uMajy m — 1 rpany. Ako je G
ZipBo (moBe3aH rpa¢ 6e3 KoHTypa), Taja je m=n—1uf =1 (Baxu 3a JpBO, MOXe Ce
JloKa3aTy MHAYKIMjOM), Ta Baxxu n —m + f = 2. Ako G Huje pBO, Taja caAp:Ku b6ap jeaHy
KOHTYpy. Heka je e Heka rpaHa y ToM nukiaycy. Kaga nusbanumo Ty rpasy, fo6uja ce rpad
ca m—1 rpaHa u ca f—1 o6sacTH, 3a KOra no WHAYKLMjCKOj MPETHOCTAaBLY BaXKH
dbopmyna, 1j. n—(m—1)+(f —1) =2, a u3 tora cieau ga je n—m++ f = 2, wra je
Tpebasio U J0Ka3aTH. ]

INocnepuna 3.5. Heka je G moBe3aH maHapaH rpad, U Heka cy n,m, f u k pejoM 6poj
YBOpPOBA, 6poj rpaHa, 6poj o6/1acTU HA Koje rpad AesiuM paBaH U O6POj KOMIIOHEHTH rpada.
Taja BaXku:

n—-—m+f=k+1

/Jokas. TlocMaTpajMo CBaKy KOMIIOHEHTY MOCe6HO W NPHMEHUMO Ha CBaKy OJf HUX
OjnepoBy popmy.ty. CabupamweM CBUX k jeiHAYMHA ca JieBe CTpaHe Jobujamo n-m + ' =
2k,rpe je n 6poj cBUX YBOPOBA, M 6poj cBUX rpaHa, ay f (kaj cabepeMo cBe 06J1aCTH) CMO
006J1aCT Koja pa3ZBaja KOMIIOHEHTe pauyyHaiu k myTa, a HoTpebHO je caMmo jeaHOM. 360T
Tora, 6poj o6Jsactu f’ Tpeba nace cMmawu3za k — 1 (f' = f + k— 1), nma caMmum TUM Tpeb6a
Jla CMawbUMO U JecHy cTpaHy. Cajja uMaMo jeiHauyuHy n-m + f = 2k — (k — 1), wro je
TpebaJsio U J0Ka3aTH. |

Teopema 3.6.

(i) Heka je G moBe3aH MpoCT NJiaHapaH rpad ca n yBoposa (n = 3) U m rpasa, Taja je
m < 3n—6.

(ii) Ako matu rpad HeMa TpoyraoHe KOHTYpe, Tajiajem < 2n — 4.

/Jlokas. (i) llocMaTpajmo oBaj rpad y paBHU. [lomiTo je cBaka rpaHa 3ajeAHUYKaA 3a JiBE

006J1aCTH, a CBaKa 006J1aCT caZip>KH HajMake TPU rpaHe, TO MpebpojaBamkbeM CBUX IpaHa 0KO
cBake obJsiacTu fob6ujamMo HejefHakocT 3f < 2m (3a nJlaHapHe rpadoBe BaXu ¢opMyJia
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, rne je Jly’KMHa KOHType Koja orpaHu4aBa o6sacT ). 3aMeHOM
oBe HejeHakocTH y OjsiepoBy dopMyJiy, 4O0OHjaMO TPAXKEHY HejeTHAKOCT.
PasMaTpameM Kao y NpeTXoAHOM /J0Ka3y, 3aK/by4yjeMo Ja je , Tj. , Ta
3aMeHOM OBe HejeJHaKOCTH y OjiepoBy GopMyJy 10O6UjeMO TpaXKeHy HejeJHAKOCT.

HanmomeHa: TeopeMa 3.1 ce MoxKe JOOUTH Kao NocJeulla OBe TEOPEME:

AKo mpeTnoctaBMMO Ja je rpad¢ s IJIaHapaH, IO TeOpeMH MOpa [Jla Baxu
3a oBaj rpad je . Taga 6u Tpebasio Aa BaXKu ,

IITO HUje TA4yHO, I1a je MPEeTIOCTAaBKa NOrPELIHa, 5 HUje [JIaHapaH.

CinyHo ce fo6uja 3arpad 33. [lowrTo oBaj rpad HeMa TpoyraoHe KOHType, npuMeHrheMo

Jlpyry neo TeopeMe. Y OBOM Cayu4ajy je o TeopeMu 3.6  Tpeba Ja BaKu
Tj OmneTt cMo J106MJIM KOHTPAJUKIMjy, Ta Tpad 33 HUje

IJIaHapaH.

Teopema 3.7. CBaky NpoCT IJIaHapaH rpad caZpxuy 6ap jeJlaH UYBOp CTeleHa HajBUILeE MeT.
Jlokas. be3 yMamwema ONIITOCTH MPETNOCTAaBUMO Ja je rpad NMoBe3aH U Jla UMa HajMame
TpU 4YBOpa. AKO CBaKM YBOp HMMa CTelleH HajMawe WIeCT, TaJa Baxku (M0 O3HaKaMma U3
TeopeMe 3.6) , IITO je y KOHTPaAWKLUjU ca TeopeMoM 3.6( . [
[IpeTxoaHa Teopema he HaM GUTH 0/1 BeJIMKe KOPUCTH 32 [J0OKa3UBakbe TEOPEME O NeT 00ja,
U JIpyTuX TeopeMa Be3aHUX 3a Oojewe rpadoBa, a 0 ToMe he GUTU peyd y HapeLHOM
0/1eJbKY.

[Ipumep 3.2. [leTepcoHoB rpad HUje MaaHapaH.

Pemewe. [leTepcoHOB rpad ce Moke KOHTpakoBaTH Ha rpad s (cauka 1.6), ma mo
TeopeMH 3.3 OH He MOXKe OUTH IJIaHApaH. A

[Ipumep 3.3. Ha caiunu cy gate Tpu Kyhe u Tpu 6yHapa. [loBe3aTu cBaky kyhy ca cBakum
O6yHapoM Tako Jia He fohe 10 npecenamwa nyTeBa.

t & ¢
S = =

Cauka 3.5
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Pememe.

[IpumeTrMo Ja je rpad uyuja cy TeMeHa Kyhe W OyHapu, a rpaHe TpPaKEHU MYTEBH,
KOMILJIETaH OGUNapTUTHU rpad 33 (cauka 3.6). [lomrto Taj rpad mo Teopemu 3.1 Huje
IJIaHapaH, TO HUje Moryhe moBe3aTH CBaKy Kyhy ca cBakMM OyHapoM, a [ila ce IyTEBU He

)? o o o
LN & B
&3
£ &3

Jyannu rpa¢poBu

360r 6ojera Mamna y HapeJHOM MOTIJaB/by, IOTPEGHO je YBECTH I0jaM AyaJyHor rpada 3a
JaTu rpad

Jedununuja 3.2. Ako HaM je AaT maaHapaH rpad , KoHcTpyumumo rpad *, cienehu
HapeJHe JiBe eTale:

1) Yuyrtap cBake obsiactu i rpada ,6upamMo Tadyky i*. OBe Tauke Cy YBOPOBH HOBOT
rpada *.

2) Ceakoj rpanu rpada Jojes/byjeMo * Tako Jla OHA ceye , ajid He cevye HU jeIHY
Jipyry rpany rpada U moBe3dyje UBOPOBe * KOju NpHNaZAAjy o6JacTUMa Koje
orpaHHUyYaBa .

OBako fo6ujeH rpad *ce Ha3uBa (reoMeTpHUjCKH) Ayas rpada

Ha npumep, ayanan rpad 3a rpad reorpadpcke kapTe ce MoOKe JOOUTH TaKO LITO 3a
YBOpOBE TOr JAyajJHOr rpada y3MeMo [JIaBHe TpajioBe MNpeJCTaB/bEHUX [ApKaBa, a
MOBEXEeMO TIpaHaMa caMO T'pajijoBe CyCceJHUX [Ip>KaBa, Tj. OHUX Koje HMMajy 3ajeJHUYKY
UBUILLY.
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[TocTtynak 3a go6ujamwe ayanHor rpada Hekor rpada G je uaycTpoBaH Ha caunu 3.7, rae cy
yBopoBU rpada * mnpejcTraB/beHU KBaApaTWhuMa, a HeroBe rpaHe MCIpPeKUJaHUM
JIMHUYjaMa.

Ciouka 3.7

Jlema 3.8. Heka je nulaHapaHrpad ca 4YBOpoBa, TIpaHa U 006JIaCTU U HEKA je HeroB
JyanaHu rpad * koj Kora je 6poj yBopoBa *, 6poj rpaHa *wu 6poj obsactu *. Tama
BaXKU:

Jlokas. [IpBe ABe pesalnyje caejie HenmocpeAHo U3 JebruHuuje rpada, 1ok Tpehy penanujy
Jlokazyjemo npuMeHoM OjiepoBe TeopeMe HarpadoBe u *, cieu AUPEKTHO U3 be. M

[lowTo je ayasan rpa¢ * nsa”HapHor rpada  Takobhe MaHapaH, MOXKEMO MOHOBUTH
ONMCaHy KOHCTPYKLHU]jy U 106UTHU rpad ayanaH rpady * (o3HayaBahemoraca **).Ako je
G nmoBe3aH u3BellheMo peJsaliyje Koje Baxke usmehy u  **

Teopema 3.9. Heka je G nyiiaHapaH noBesaH rpad, Taza je ** usomopdan ca

Jlokas. TBphemwe je ekBUBaJieHTHO TBphewy Aa je rpad ayasad rpady *. IlomTo HaM je
MO3HATO Jja cBaka rpaHa rpada G ceye TayHo jejHy rpaHy rpada * u Jja je mpu ToOMe CBakKa
rpaHa rpada * mpecedeHa, OCTaje HaM Jila MPOBEPHMO Jia JIM CBaka ob6JsiacT rpada *
caZp>Ku Ta4yHO jefjaH 4yBop rpada . Ouur/esHo je U3 MOCTYNKAa KOHCTPYKIHje Za CBakKa
06J1aCcT Mopa Ja caApku 6ap jeJaH 4yBop, a U3 pesanuje * 3aK/by4yjeMo Jia CBaka
006J1aCT CaAP>KU TAYHO je/IaH YBOP, LITO je Tpebasio U JJOKa3aTH. |

[Ipumep 3.4. /lokasaTH Jia je TO4aK n caM CeOH Jyadl.

Pemewe. , MMa TauyHO KOHAYHUX U je/IHy 6eCKOHAauHYy 06Ji1acT. tberos ayasnaH rpad
he ouursiefHo 6uTH nMoBe3aH. [locMaTpajMo YBOp Koju npumaza 6eckoHayHoj ob6acTu. OH
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je MoOBe3aH ca CBAaKMM 0/ YBOPOBa KOjU MpHUMaJajy KOHAaYHUM ob6JacTuma. [locmaTpajmo
rpa¢ Koju 061jaMo UCK/bYYMBakbeM U3 AyaaHOr rpada 4yBopa Koju npumnajia 6eCKOHa4YHOj

006J1aCTH U CBUX IpaHa KojuMa npunajia. ['pad koju ocTaje je noBe3aH 1 ©Ma YBOp OZ

KOjHX je CBaKM CTelleHa /iBa, lakJe To je n.1. [lakie, rpad ayanan rpady nje o, LITO je

Y TpebaJsio fokasaTu (cavka 3.8). A
Cnuka 3.8
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4. bojemwe rpadoBa

'pad ce Moxke 60jUTH TAaKO LITO AOJAe/byjeMO 60je HEroBUM YBOPOBHMA UM HETOBUM
rpaHaMa, I1a TaKo MO>KEMO T'OBOPUTHU 0 6ap JiBe BpcTe 6ojera rpadoBa. Y 0BOM MOrJIaB/by
heMo ce 6aBUTH 60jerbeM 4YBOpoBa rpada M MOKa3aTU aHAJOTCHOCT HM3MeDhy mpobJsema
60jera Mamna ¥ npobJsiemMa 60jera YBopoBa rpada.

YBeauMmo aebuHULYjY.

Jedpununyja 4. 1. Heka je  npoct rpad (6e3 neT/bu U BUILECTPYKUX I'paHa). Kaxkemo aa
je  -060jUB aKO MOXXeMO JOJIeJIUTH jeIHy oJi 60ja CBAaKOM YBOPY TaKO Ja Cy CyCeJHHU
YBOPOBU 000jeHH pPaA3JIUYUTHUM 6GojaMa. AKO je -000jUB, aju HHUje -060jUB,
KakeMo Ja je rpad -XpOMAaTCKH, WJIU [la je HEeroB XpOMAaTCKA Opoj , U MUILIEMO

Ha ciunu 4.1 jerpad 3a kora je , 60je cy 03HaUeHe IPUKUM CJIOBUMA.

Cinka 4.1
JacHo je ma je Kn , Ta mocToje rpadoBU ca MPOU3BO/HHO BEJHKHUM XPOMATCKHUM
opojeM. Ca ipyre cTpaH aKo ¥ caMo aKo je mpasaH rpad.
AKo je HempasaH 6unapTUTaH rpad Taja j . [lpumMeTHMO /12 je U CBAKO CcTabJI0

2-000juBO, Kao ILITO je U CBAaKHU LUKJIWYaH rpad ca mapHUM 6pojeM yBopoBa (cauka 4.2,
60je cy o03Ha4YeHe OpojeBUMa).
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Cinka 4.2

[Ipumep 4.1. Hahu xpomaTcke 6pojeBe 3a [UKJIYC, TOYAK Ca HEMApPHUM OpojeM YBOpOBa U
3a [leTrepcoHoB rpad.

Pememwe: ¥Y3mumo nukiayc Cs 3a npeAcTaBHUKA LIMKJIyca ca HENApHUM OpojeM 4BOpOBa.
Ako nokymamo Aa ra o6ojuMo y JBe 60je, He ycrneBa HaM ynpaBo 300r HemapHor 6poja
yBopoBa (060juUMO Hajlpe je/IHY Ta4yKy NPOU3BObLHOM 00jOM, a 3aTUM HeHe cycejie 60joM
KOja je pa3/iMuuTa 0/ IpeTX0AHe, UT/, C1MKa 4.3, 60je cy 03Ha4YeHe bpojeBUMa). Yo4yaBaMo
Jla ra Huje Moryhe 0060juTh ca Mamwe oJ, TpU 0Ooje, ma je 5 . AHaJIoTHO je u

2k+1)

[locMaTpajMo cajia Toyak ca HemapHUM 6pojeM 4YBOpOBa, y3MUMO 4 (ciauka 4.3). Ako
3aHeMapuMO LieHTpaJIHy TaykKy, A06HjaMO KOHTYpPY ca MapHUM OpojeM 4BOpOBa Koja ce
MOXe o6oujuTh y aABe 6Goje. Cajja, MOIUTO je LieHTpasiHa TaykKa NOBe3aHa ca CBUMa
OoCTaJiIMMa, OHa Mopa 6UTH 0060jeHa HeKOM TpehoMm 60joM, ma je 4 . AHasorHo ce
JlobUja U 3a cBe OCTaJle TOYKOBE ca HelMapHUM 6pojeM 4YBOpOBa 2k . MoxeMo Ha
MCTH HAaYWH 3aK/byYUTH U /l1a TOUYKOBU Ca NapHUM 6pojeM YBOpOBA UMajy XpOMaTCKU Opoj
jeJHaK YeTUPH.

Cinka 4.3

[TocmaTpajmo capa [letepcoHoB rpad. OH caZpKK KOHTYpY ca HeNapHUM OpojeM YBOPOBa,
1a He MOXKe 6UTU 060jeH ca Mame o TpHU 60je. Kako je jelHO beroBo 3-60jere NpUKa3aHO
Ha caunM 4.3, 1o6ujaMo a je ¥ ’heroB XpoMaTCKU Opoj jeAHaK 3. A
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[Ipumep 4.2. Ha caunu 4.4 cy npukasaHa 6ojera 3a ofipeheHe rpadoBe. XpoMaTCcKU 6poj
CBAKoOT 0/] HbUX je 4.

O6jammeme. [IpBu rpad cagpxu Ks kao noarpad, na He Moxke 6UTHU 000jeH ca Mambe Of
yeTUpH 60je. Y apyrom rpady nocroje caMo JABa YBOpa KOja HUCY CyceJlHa, [1a CaMO OHU
MOTy 6UTH UCTe Ooje. Jlakjie TOTpeOHO HaM je H6ap yeTHPH 60je 3a keroBo 6ojemwe. Tpehu
rpad cajp>Xu HenmapHy KOHTypy kao noAarpad. [locMaTpajMo cnosbalimby KOHTYpY rpada
Jly?>KUHe TeT. 3a ’eHo 60jeme je moTpebHO 6ap Tpu 60je. Heka cy To 1, 2 u 3. Heke aBe o/
bUX he ce jaB/baTH ABa NyTa, a je/lHA jeIHOM. be3 yMamemwa OMNIITOCTH HEKA je CUTyaliuja
Kao Ha ciuuu 4.4. U3mely cBaka ABa HecycefHa yBopa (0of; TUX neT) noctoju yBop. [locToju
neT TaKBUX YBOPOBa. YBOPOBM KOjU ce HaJsia3e u3Mehy UBOpoBa pa3jMUMTHUX 60ja, MOPajy
6uTH 060jeHr TpehoM 60joM, Ia MOWTO UMaMo Tpu TakBa napa (1 u 2,1 u 3,2 u 3) To
MOpaMoO Jia MCKOPUCTUMO TpU 6oje 3a 60jerbe THUX MeT YBOPOBA KOjU Ce Haja3e OKO
neHTpaJsHor. [lolTo je LeHTpasHU YBOP Cyce/laH ca CBUX THUX €T, OH MOopa 6UTH 0060jeH
yeTBpTOM 060joM. /Jlakse, HajMame je yeTupu Ooje. I'pad je 4-xpomaTcku. bojema
npeJcTaB/beHa Ha CAMLU 4.4 1OKa3yjy /la ce CBaku o, rpadoBa MoKe 000jUTH ca YeTUPHU
60je. |

“
-

Ciuka 4.4

[Ipumep 4.3. Ha HEKOM yHUBEpP3UTETy Ce OpraHu3yjy IpejlaBaba U Tpeba Ja ce OApPKHU
ceZlaM Mpe/iaBamba, Mo jeaaH U3 ceakor o npeameTta A, B,C, D, E, Fu G.

A|lB|C|D|E[F]G
A + + +
B[+ + + [+
C + + 1+ ]+
D|+ + |+
E + ]+ |+ +
F + 1+ |+ [+

G|+ +
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Y Tabesu je miayceBUMa IpeACTaB/bEHO KOjU O MpeAMeTa ce He MOrY ApXKaTH Yy UCTO
BpeMe. OapeauTd HajMame Moryhe BpeMe 3a Koje ce MOrY OJpXKaTH CBUX ceJjaM
npe/iaBamba.

Pememwe. [logaTke paTe TabGesoM MOXeMO MNpeAcTaBUTH rpadoM, Tako wmTo hemo
npejMeTe MNpPeACTaBUTH YBOPOBMMA, a CyCeJJHU YBOPOBHM he OUTHM caMO OHH KoOjU
Npe/CcTaB/bajy NpeAMeTe KOjU ce He MOTY Ap>KaTH y UCTO BpeMe (cauka 4.5(a)). YacoBu U3
npejMeTa y YBOPOBMMA KOjU HHCY IMOBE3aHU MOTY Ce OJpXXaBaTH y HCTO BpeMe, Tj.
YBOPOBHU KOjU HUCY CyCeJJHU MOTy OUTHU UcTe 6oje. 360r Tora ce mpoGJeM HalaxKera
HajMam€er BpeMeHa 3a Koje ce MOTy O/Ip>KaTH CBa MpeJiaBama (4acoOBU) CBOAY HA MPo6/IeM
HaJlaKelka XpoMaTCcKor 6poja 3a rpad npeameta. Jlakie caja Tpeb6a Hahu MUHUMAaJHO
60jeme 3a rpad ca ciukKe.

Cnuka 4.5 (a) Ciuka 4.5(0)

['pad npeameTa, Ha30BUMO ra , caZp>ku kao noarpad 4 (BCFE), na je 3a vneroBo 60jeme
NOoTpeOHO HajMamwe yeTUpHU 60je. Ha caunu 4.5(6) je npukasaHo jenHo 4-60jewe, 6oje cy
03HayeHe 6pojeBHMMa (IpeMETU UCTe HOje Cy OHU KOjU ce MOT'Y O/Ip>KaBaTH Y UCTO BpeMe).
Jlaksie, xpomaTcku 6poj rpada je yeTupu. Hajkpahe Bpeme 3a Koje ce MOTy 0/ip>KaTH CBUX
ceJlaM Npe/laBama je YeTHPHU Yaca. ]

[TocToju Maso cTBapH Koje MoxkeMo pehu 0 XxpoMaTCKOM 6pojy 3a mpou3BoJbaH rpad. Ako
rpa¢ ©UMa YBOPOBA TaJja KETOB XPOMATCKHU 6pOj He MOXKe MPEKOpPayuTH , U ako rpad
capKu  Kao nmoAarpad , TaZa HEroB XpOMaTCKU O6POj He MOe GUTH Mamwu of, . OBe
YHibeHUIe He /ajy 6alll BeJIMKU JAONPUHOC pelllaBalby OMUITUX MPo6JieMa, alyd ako 3HaMOo
CTeleHe YBOPOBA Ta/ja MOXKeMO JIohH 10 3HAYajHUjUX pe3yJITaTa.

Teopema 4.1 (KenuroBa TeopeMa). HenpasaH rpad je 2-xpoMaTCKu ako U CaMO aKo He
CaJIp>KU KOHTYPY ca HellapHUM O6pojeM 4YBOpoBa (HemapHy KOHTYpY) Kao noarpad.

Jlokas. [IpuMeTHMO Hajlpe Ja je XpOMaTCKU Gpoj HemapHe KOHType jefHak Tpu. CaMum
TUM, rpad 4YUjU je XpOMATCKU 6pOj HajBHIlIe JBa, HE MOXe MUMATH HeNMapHUX KOHTYpa.
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[IpeTrnocTaBuMo cajia Aa rpad He CaAp>KU HU jeJHYy HeMapHy KOHTYPY U JOKaKHUMO Ja je
rpad 2-xpomartcku. U3BpuminheMo epekTUBHO 60jere rpada ca aBe 60je. 060juMo Hajupe
NpPOM3BO/bAH YBOP Ha MpuUMep IJIaBoM 6o0joM. CBe HeroBe cyceiHe YBOPOBe 060jHMO
IIPBEHOM, a HHUXOBE CcyceJle omeT IJaBoM 6ojoMm wuTA. Kazx 3aBpuiiMo ca jegHOM
KOMIIOHEHTOM MOBE3aHOCTH, Mpesa3dMO Ha Jpyry. AKO Ha OBaj HAauYUH 000jUMO CBe
yBopoBe rpada, rpad je 2-xpomaTcku. Y CyNpoTHOM ciaydyajy, HanhuheMo y mpouecy
60jera Ha YBOP KOju Tpeba 060jUTH HA MPUMEDP L[PBEHOM, IPH YEMY je HEKHU HET'OB CyCe[
Beh 060jeH LpBeHOM 60joM. MehyTuM, Tajia o/ MOYETHOT YBOPA Y OBAj UBOP BOJIE /IBA MYTa,
O/l KOjUX je jelaH mapHe AyXWHe, a JIpyrd HemapHe. AKo 006jeJUHMMO OBa JBa MyTa,
Jl00MjaMo KOHTYpPY HelapHe AYXKHHE, IITO je KOHTPAJUKIIMja ca YCI0BOM TEOPEME. |

Teopema 4.2. Ako je G npocT rpad ca Hajehum cteneHoM 4yBopa ,TazajeG +1)-060juB.

Jlokas. Jloka3yjeMo UHAYKLHUjoM 110 6pojy yBopoBa. Heka je G mpocT rpa¢ ca 4BopoBa.
Axo u36pulIeMO HEKM YBOp M TpaHe Koje ra cajipxe, Taja je fobujeH rpad ca
4YyBOpOBa U HajBehu cTeneH yBopa je MakcuMasHo (cauKa 4.6). Ha ocHOBYy MHAyKLMjCcKe
XuInoTe3e, 0Baj rpad je -060jUB. -60jewbe 3a G Jo6ujaMo OojereM YBOpa v
60joM Koja ce pasJiMKyje oJ 60ja YBOpOBa ca KojuMa je oH nmoBe3aH. OBakBa 60ja MocToju
jep uMa HajBuile cycesa. OBUM je loKa3 3aBpIlIEH. [

Cinka 4.6

[IpeTxofHa TeopeMa ce NAX/bUBUjUM papasMaTpambeM MOXKe 0jayaTH, Tako JA06HjaMo
BpykcoBy Teopemy. OBzie heMo je HaBecTH 6€3 Jl0Ka3a.

Teopema 4.3(Bpykc 1941). Heka je mpocT moBe3aH rpad, Koju HUje KOMILIETaH rpad, u
Heka je Hajsehu cTeneH yBopa y ToM rpady ,Tazaje G -o60juB.

AKo ce ycMepUMO caMo Ha IJlaHapHe rpadoBe, [10J1a3UMO /10 3HAa4YajHUjUX pe3yJiTaTa.
Teopema 4.4. CBaky NpoCT MJiaHapaH rpad je 6-060juB.

Jlokas. /lokasyjeMo TeopeMy WHAYKIIMjOM IO 6pojy yBOopoBa. TpHUBHja/HO je 3a MPOCTe
nJiaHapHe rpadoBe ca HajBulle 1ecT YBopoBa. [IpernocTaBuMo fa je G nuiaHapaH rpad ca
n 4YBOpPOBa U Ja Cy CBH NPOCTHU IMJaHAapHU rpadoBU ca yBopoBa 6-060juBu. [lo
TeopeMmu 3.7, G caZlp>kv UYBOP  UMjHU je CTeleH HajBulle MeT. AKO U30OpHUILIEMO YBOp U
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rpaHe Koje ra cajipxe, Taja rpad Koju ce Job6uje Ha Taj HAUMH UMa 4YBOD, Na je 6-
000jUB N0 MHAYKTUBHO] xunote3u (cavka 4.7). Caga 6-6ojewe rpada G go6UjaMo Tako
IITO YBOpP 0060juMO 60jOM Koja je passiMyuTa o 60ja YBOpOBaA KOjU Cy My cyceHU (OBAe
MX UMa IeT, N1a je 1ecT 60ja JJ0BOJ/bHO).

Cinuka 4.7
OBa TeopeMa Takohe Moxke Jja ce ojaya. /lobuja ce TeopeMa o et 60ja.
Teopema 4.5 (TeopeMa o net 60ja). CBaku npocT maHapaH rpad je 5-o60jus.

Jloka3. Kao u y mpeTxo/HOj TeopeMH, Jjoka3 he OUTH HMHAYKIHjOM MO OGpOjy YBOpOBA.
TpuBuHjasHo je 3a mpocTe naHapHe rpadoBe ca CTPOTO Make 0/ IIeCT YBOPOBa.

[IpeTrnocTaBuMoO Jia je  OPOCT MJaHapaH rpad ca  YBOpPOBa, U [Jla je CBAKU MPOCT
IJ1aHapaH rpad ca cTporo Mame 0Jf 4BopoBa 5-060juB. [lo Teopemu 3.7, caap>u YBOp
cTelneHa HajBullle MeT. Kao ¥ y npeTxo/iHOj TeopeMH, OGpPUIIEMO YBOp , U Ao6ujeMo rpad
ca 4YBOPOBA, KOjH je 5-060juB. Hami ju/b je Aa 060juUMo 4YBOp je/lTHOM O/ MeT 60ja u
TaKo JJOBPLIUMO 60jere rpada

Ako je , OHJIa V MO>XeMO 0060jUTH OGUJIO KOjoM 60jOM pa3/IMYMTOM 0/ 60ja HeMy
CyceJJHUX YBOPOBA, YUME JI0BPIIAaBaMO JJ0Ka3 TeoOpeMe.

[IpeTrnocraBumMo caza fja je , U Jla CY }beMy CYCeJHHU YBOPOBU 1, 2, 3, 4 5
pacnopeheHu oko y cMepy Ka3asbKe Ha caTy (cauka 4.8).

Cinka 4.8
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AKo cy cBaka JABa OJ 4BOpoBa 1, 2, 3, 4, 5 Yy3ajaMHO CyCeJHH, Taja CaZip>Ku
HelJlaHapaH rpad s kao noarpad, mro Huje moryhe, jep je  muiaHapad. Cienau fga
HajMambe /iBe YBOpa, peLlMMO 1 U 3, HUCY cyceHU. Cazia heMo KOHTpaKkoBaTHU rpaHe 1H

3. Pe3ysTyjyhu rpad je nsiaHapas rpa¢ ca Mame o 4BOPOBA, M OH je 110 HHAYKI[UjCKO]j
NpeTnocTaBUU 5-060juB. YBOPOBU 14 3Cy [IPU OBOM 60jery 060jeHU UCTOM 60joM Kao
jep cy ugentudukoBanu ca . Cajla BpaTUMO JiBe KOHTpakoBaHe rpaHe. CBM 4YBOPOBHY,
OCUM Cy 000jeHH M TO je MOCTUTHYTO ca neT 6oja. Cycean of, cy 060jeHU ca HajBUIlE
yeTupu 60je (jep cy 1u 3 ucTe 60je).Cafja YBOpy MOKEMO JOJeJUTU NMPeocTany 060jy
Koja HUje ynoTpebsbeHa. [locTUrHyTO je 60jere y neT 60ja. TuMe je J0Kka3 3aBpIlEH.

Cazia ce HaMehe nMTame KaKo 6MUCMO MOTIJIU Jla 0OjadyaMo MPEeTX0HY TEOPEMY, U TO BOJIU Ka

jeIHOM O/ HAjIO3HATHjUX Iyro HepelleHUX MpobJjemMa y MaTeMaTUIY - HPOOJieM YeTUPHU
0oje. OBaj mpo6JieM je y CBOjoj aiTepHATUBHO] GopMynalyju 60 NPBOGHUTHO MOCTAB/bEH
1852, a koHayHo cy ra pemuniau K. Appel u W. Haken 1976. roaune.

Teopema 4.6 (Appel 1 Haken, 1976). CBaku npocT nuiaHapaH rpa¢ je 4-060jus.

Bojemse Mmana

TeopeMa 0 yeTupu 60je je UCTOPUJCKU Yy NUPEKTHOj Be3W ca 6ojerbeM Mamna. AKO HaM je
JlaTa Malna Koja Caip>KM HEKOJIMKO 3eMaJ/ba, MOXKEMO Ce 3allUTaTH KOJIMKO HajMame 60ja
HaM je MOTpe6HO Jla 6MCMO je 0060jU/IHU TAKO A Cy CyceJlHe 3eMJbe, KOje UMajy 3aje JHUUKY
IrpaHUYHY JIMHU]Y, 060jeHe pa3IMYUTUM 6ojaMa. Je/lHA 0/ HajyoObHU4YajeHUjux popMyiaiiyja
TeopeMe 0 4YeTHUPHU 00je je ynpaBo TBphemwe Ja je cBaky Mamny Moryhe 060jUTH ca YeTUPHU
60je. /la 6ucMo mnpeuusupasd dopmyJalujy oBor TBphewa, MoOpaMo OOjaCHUTH IITA
no/ZjpasyMeBaMo 110/, MaloM.

[TowrTo fBe 6oje ca pa3HUX CTpaHa UBHIA Koje pa3jiBajajy cyce/iHe 3eMJ/be MOpajy OUTH
pas/iMyuTe, MOpPaMO [Jla HCK/bYYHMO NOCTOjatbe MocToBa y rpady. Takohe moxemo
MCK/bYYMTH YBOPOBE CTEINEeHa /B3, NOLITO JIaKO MOTy OUTH yKJIOWeHHU (carKa 4.9).

Ciunka 4.9
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Jla 6ucMo MOKpHUJU OBe U CJAUYHE ciaydajeBe AeduHucaheMo many kao 3-moBesaH rpad
KOjU He CaJip>Kh YBOPOBe CTeleHa jelaH W JIBAa HU jelHOYJAHE WJIU JBOYJIAHE CKYIOBe
rpaHa YMjuM OU ce yKJIambambeM 0010 HernoBe3aH rpad (cutsets).

Caga moxkeMo JleprHUCATH 060jUBOCT Marle.

Jedpununyja 4.2. Mana je k-o6ojuBa( ) ( kao , IIITO NpeJicTaB/ba 06J1IaCTU Ha Koje
rpad ey paBaH) ako ce lhbeHe 06J1acTU MOTy 060jUTU Y  60ja, TaKo Jia cyceiHe 06J1acTU
(ca 3ajelHUYKOM MBUIIOM) OYAy 000jeHe pa3IMYMTUM Oojama.

Jla 6ucMo u36ersu Mellame ca yob6uM4yajeHOM HOTalUjoM U JePUHHUIIMjOM 060jUBOCTH
rpada, kopuctumo k-o6ojuBocT( ) Kao O3HAKy 3a yobuyajeHo 60jeme YyBOpoBa rpada
( on -yBop). Ha npumep, Mmana ca ciuke 4.10 je 3-o60juBa( ) u 4-o60juBa( ).

Cinka 4.10

Y nasmeM TekcTy, fokazaheMo eKBUBaJIeHIM]jy U3MeDy ZiBa 06/IMKa TeopeMe 0 YeTUPH Ooje.
3a To cy HaM noTpebHe U ciesehe TeopeMe.

Teopema 4.7. Mana je 2-o60juBa  ako U caMmo ako je Ojsiepos rpad.

Joka3. () 3a cBaku 4yBOp y , 6poj 06JsiacTH OKO MOpa OWUTHU MapaH, MOIITO MOpPaAjy
6uTH 0060jeHe y JBe 60je. 360r TOra CBakd YBOp MOpa UMaTH MapaH CTeleH, Na je Mo
TeopeMHu 2.2 rpad Ojiaepos.

Cimnka4.11
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) Ako je rpad OjnepoB, 60juMO HeroBe 06JacTU y JBe 60je Kao ILITO CJAEJU.
N3abepuMo Heky o6s1acT U 060juMo je upBeHo. CIOjUMO KpPHUBOM TayKy M3 ca
TayKaMa y CBUM OCTaJIUM 006JlacTUMa TaKoO /la He MpP0Jia3MMO Kpo3 YBOpoBe. AKO KpHUBa
npecela napaH 6poj rpaHa 060juMo Ty 06J1aCT Yy LPBEHO, Yy CYIPOTHOM 000jUMO je y IJIaBO
(cauka 4.11). OBo 60jeme je 106po AedprHUCAHO, jep ako 06MheMOo LIMKJ OKO HEKOT YBOpa
6poj rpaHa Koje TaZa IpecedyeMo je mapaH (360r Tora IUTO je CTelNeH CBAaKOT 4YBOpa IO
TeopeMHU 2.2 mapaH), a YBOp OJF KOra KpeHeMo Tpeba Jjla ©UMa MCTy 60jy Kao 4BOp MOCie
Ipeceka KpuBe ca MapHUM 6pojeM rpaHa. Mcto Tako, cyceau cy pa3Hux 60ja, a 6poj
npeceka je jeZlaH, HerapaH 6poj. TuMe je 10Ka3 3aBpIlIEH.

TeopeMma 4.8. Heka je nuiaHapaH rpad 6e3 neT/bH, U HEKA je * reOMETPUjCKU Jyall Of .
Tapaje  -o60juB( ) ako W camo akoje * -ob6ojuB( ).

Jloka3. (  MoxxeMo NpPeTHOCTAaBUTH a je NPOCT MoBe3aH rpad, Tako Aaje * mamna. AKo
uMaMo -0ojere 3a , Tajla cBaka o6JsacT Haciaehyje 60jy jeAMHCTBEHOr YBOpa Kora
caapxu (ciuka 4.12). He nocToje /iBe cyceHe 06Js1acTy of, * Koje UMajy UCTY 60jy jep cy
YBOPOBH O/ KOje Te 06J1aCTU CaZip:Ke CyCeAHU Y , Ta Cy pa3MuuTo o60jeHu. OBako je *

-000juB.

Cinka 4.12

[IpeTrnocTraBuMoO cajia ja ©MaMo -6ojerbe  3a *. Taja MoxeMO -06OjUTH UBOPOBE
0/ TaKO LITO CBAKU YBOP HacJieAu 60jy 06J1acTH Koja ra caapxu. He moctoje aBe cyceqHe
06J1acTU 060jeHe MCTOM 60joM, Ia TaJla He MOCTOje HU JBa CyceJHAa YBopa y  obojeHa
rnctoM 60joM. OBaKko J06UjeHO Oojerhe 3a  je TpaXKeHo -60jembe.

U3 cBera Tora ciejud Ja cBaka TeopeMa 3a 6ojerm-e YBOpPOBA 3a IJaHapaH rpad naje
TeopeMy 3a 6ojere 06J1acTH 3a Many, U 06pHyTo. [I[puMep Tora je Hape/jHa MoCaeUIIaA.

Iocneauna 4.9. TeopeMa o yeTHpH 60je 32 Marle je eKBUBAJEHTHA TEOPEMU O YUeTUPH O0je
3a n1aHapHe rpadoBe.
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/Jlokas. (=) MoxeMo NpeTnoCTaBUTH Aa je G IpocCT MyiaHapaH rpad. tberos reomeTpujcku
Ayan G* je mama, na je weroBa 4-o6ojuBocT(v) AupeKTHa nocaeguna 4-o6ojuBoctu(f)
rpada G no Teopemu 4.8.

(&) O6pHyTO, Heka je G Mmamna, a G* je weH reomeTpujcku aAyas. Taza je G* mpocT
nJilaHapaH rpad u oH je 4-060juB. /lupekTHO caeau Aa je u G 4-060juB. [

Joi Heka CBOjCTBa XpOMAaTCKOT 6poja

Teopema 4.10. Heka je |[V(G)| = n u Heka je V(G) aucjyHkTHA yHUja ckynoBa V1, Va,..., Vi
V(@G)=ViUVau..UV, VinVi={}, i #)). YKoauko Baxxu Ja 3a cBake 1 <i<j<k
nocroje x € Viu y € Vj Tako Jja x U y HUCy cyceiHu. [lokazartu:

x(G)<n—-k+1.

/Jloka3. JlokaKMMO HejeAHAKOCT UHAYKIUjoM 1o k. Ako je k =1 HejeaHakocT je
TPUBUjaJIHO UcHymeHa. [I[peTnocTaBUMO cajia ja TeopeMa Baku 3a cBaku rpad G’, ako ce
V(G Moxe pa3nokuTH Ha k — 1 ckyn kao y ¢opmysanidju TeopeMe, U Heka je V(G)
JUCjyHKTHa yHMja ckymnoBa Vi1, V,...,Vk Koju 3ajoBoJ/baBajy ycJsioBe TBpbewa. Ilo
VHAYKIUjCKOj IPETIOCTAaBLH, BaXU [J1a je

x(G -V <n—|Vi]—(k—1)+ 1.

O6ojumo rpadp G —Vx 60jama 1,2,3,...,n — |Vx| —k + 2, u npominpuMo 0BO 60jewe 10
6ojetba rpada G jgonesmyjyhu cBakoM TemeHy u3 Vi Heky on |Vk| 6o0ja n— |V
—k+3n—|Vi —k+4, ..., n— k+2 Xohemo jga apyrauuje o6ojumo rpad na ce
ocsoboauMo jefHe of, 60ja. [lo mpeTrnocraBuu 3aZaTKa, cBaku ckyn Vi, 3a 1 <i<j <k,
CaZipKU TA4yKy Yi KOja HUje MOBe3aHa MBHUIIOM Ca HEKOM TadkoM xi € Vi. Kako je 6poj
eneMmenarta ckyna V(G) \ {y1, y2,..., Y1} jeqHak n — k + 1, a KOpucTuiu cMo n — k + 2
60je 3a 6ojere rpada, caeau Jla IOCTOjU HeKa 60ja Koja je kopuuiheHa camMo 3a 6ojere
HEKOT 0/ TeMeHa U3 ckyna {yi, y2,...,Yk1}. He ymamwyjyhu onmrtoct, Heka je To 60ja 1.
[IpoMmeHuMO cajia 60jere Tako Ja CBaKOM TeMeEHy yi KOMe je OuJa jojes/beHa 6oja 1,
JloeuMo 60jy Kojy uMa TeMe xi. OBUM NOCTYNKOM CMO O4UTIJIEJHO JOOUIN J06pO Bojere
Koje kopuctu n — k + 1 60jy. ]

Teopema 4.11. Heko je G npocT rpad can TeMeHa. Taja Baxxu:

x(G)+ x(G) <n+1.
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Jokas. [IpeTnocTraBuMo Aa je U o6ojuMo TeMeHa rpada ca k 60ja {1, 2, ... k}.
Heka je j3a CKyN CBUX TeMeHa rpada Koju cy obojeHu 6ojom . Cienu na 3a

IIOCTOje TeMeHa iU jKoja cy moBe3aHa UBMLOM Yy (y CyIpOTHOM 6MCMO
MOTJIH /1a 10/AeJIMMO UCTY 60jy TeMeHHMa M3 Ta /iBa CKyNa, LITO 61 OUJI0 Y KOHTPaAUKILUjU
ca TUMe Jia je XxpoMaTcku 6poj rpada jenHak k). U3 nepununuje rpada csienu ga takBa

JlIBa TEMEHa HUCYy MOBe3aHa UBUIIOM y , A CKYNOBU 1, 2 k 3a/10BOJbaBajy ycCJiOBe
TeopeMe 4.10. Opatse cieau aa je , T1a je TBphemwe J0Ka3aHo. [ |
Jedununyja 4.3. 'pad G je KpUTUYHO -060jUB AKO je 1

[Ipumep 4.4. Koju rpadoBU cy KpUTUYHO 3-060jUBU?

Pememwe. Heka je  TpakeHu rpad. 3a wera Tpeba Jja BaXKy /ja ako U30pUIIEMO OUJIO KOjy
MBUIy f06HjaMo rpad Koju ce Moxke 060juTHU ca JiBe 60je. [Io KeHurosoj TeopeMu (TeopeMa
4.1) HOBO J0o6uWjeHU rpad He CaJIp>)XU KOHType HemapHe AyxXHHe. /lakiie, Ujau He
caZp>ku KOHType yoniuTe(ApBO) WM CaAPXKU CaMO KOHType HapHe JyKuHe. AKO

caZp>Ku KOHType MapHe JAy:KHHe, KaJla IocMaTpaMoO BHUJAUMO 13, OpUcamkbeM HeKe rpaHe
rpada passMuUTE OJ] KOja je y cacTaBy KOHType MapHe Jy>KHUHe, XpOMaTCKH 6poj ocTaje
ucTtu. /lakje, mpeocraje ApyrH Cay4aj, He caapku KoHType. [lowTo je G 3-XxpoMaTcky,
Mopa caZp:KaTH KOHTYpy HemapHe AyxHHe. To 3Hayu Ja ynpaBo rpaHa Kojy GpuIleMo
npekuia KoHTypy. To Baxku 3a cBaKy I'paHy, 1a je CBaka rpaHa y cacTaBy KOHType. U3 Tora
cneqy Aa je TpaxkeHU rpad ynpaBo KOHTYpa HeNapHe JyKUHE. A

[Ipumep 5.5. KoHCTpyrcaTy KPpUTUYHO 6-XpOMaTCKU rpad HA ~ Tadyaka Tako /Jia je CTeneH
CBaKoOr 4YBOpa 6ap ,TZeje HemapaH 6poj.

Peweme. [I03HATO HaM je Aa je KPUTUYHO 3-XpOMATCKU Ipad KOHTYypa HemapHe AY>KUHE.
[lomiTo je  HemapaH TO je KOHTypa ca  Tayaka KpPUTHUYHO 3-XpoMaTcKu rpad. Ako
MocMaTpaMo JiBe TakBe KOHType (MOIUTO HaM je AATO  Tayaka), o6e cy KPUTUYHO 3-
XpOMaTCKe, yo4yaBaMoO /Jla aKO CBAaKO TeMe jeJlHe CIIOjUMO ca CBAaKUM TEMEHOM Jpyre

JlobujaMo KPUTHYHO 6-XpOMATCKU I'pad, a CTeleH CBAaKOT YBOpa je . Ha cniunum 4.13 je
npe/CTaBJ/beH je/laH TakaB rpad 3a A
3 6
1 5
2 1
Civka 4.13
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3aK/by4akK

OBaj paj, je KOHLIEHTPHUCAH UCK/bYYMBO Ha Oojewe rpadoBa y cMucay ga ce rpad oboju
NPaBUJIHO Ca IIITO Mawe 60ja. Ba’XkHO je HAIOMEHYTH Jila TOCTOjU jOlI je/THO, HUIIITA Makbe
OUTHO, NUTawke y Be3u ca 6ojeweM rpada. A To je: Ha KOJMKO HayMHA ce TO MOXe
y4uHUTU? OJICOBOP HA TAKBO NMMTAakE Jlaje XpOMATCKH [OJIMHOM, a Taj NI0jaM je Yy TeopHujy
rpadoBa yBeo G. D. Brikhoff 1912. ronuHe gebuHMCaBIIM I'a caMo 3a IMJIaHapHe rpadoBe
(ca yusbeM fa y3 nomoh wera pewd npo6sem yetupu 6oje). H. Whitney je renepanucao
XpPOMAaTCKH MOJIMHOM 3a OMNIUTHU ciay4yaj rpada 1932. roauHe. /laHac, XxpOMaTCKH MOJIMHOM
3ay3MMa LIeHTpPaJIHO MeCTO y ajJrebapckoj Teopuju rpadoBa U He3aobuJa3aH je [ieo
Teopuje rpadoBa yomniuTe.

[Topen 60jewa YBOpoOBa rpada HaBeJeHOT Y OBOM pajy, IOCTOje U MHOTa Jipyra 60jema oJ,
KOjUX Cy HajnonyJiapHHuja list-colouring (3a cBaku 4BOp NMOCTOjH JIUCTA JJ03BOJbEHUX 060ja U
YBOPOBHU ce 60je TaKo Jia Cy CyceiHU pa3inuuTe 60je) u 60jewe rpaHa rpada(boje ce Tako
Jla cy cyceJiHe rpaHe pa3inuuTe 60je). CBU HauMHU Oojewa rpadoBa ce Ha HEKU HAYMH
MOTy CBEeCTU Ha 60jere YBOpPOBa, CTOra O0jere YBOpPOBA CIAYXKM Kao OCHOBA 3a OCTaJa
60jema.

Y oBOM pasy HaBeJileHe TeopeMe U 0COOMHe 6ojerba rpadoBa Cy caMo CKpOMaH ajii BeoMa
OUTaH YBO/J, Y BEeJIUKY 06J1aCT TeopHje rpadoBa Koja U3 AaHa y JlaH CBe BHIIe HaNpeayje u
HaJla3u CBOjy NPHMEHY y CBe BHIle 06JsiacTH. 360r Te HeHaJMalllHE BPEJHOCTHU caM U
OJIJTy4YHWJIa J1a 0Baj paji MOCBETUM ynpaBo 60jewy rpadoBa. OBOM NPUTHKOM ce 3axBabyjeM
csoM MeHTOpY /lp Cowbu Uykuh Ha BesIMKOj mogpUId ¥ TOMONY NPUIMKOM MHCAKkA OBOT

paja.
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