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YBOI

Excrpemasina Teopuja rpadosa,
Yy CBOM HajyK€M CMUCJY, je
rpama Teopuje rpacdona Koja je
pa3BHjeHa W BOJHEHA, OJI CTPAHE
Mabapa.

Béla Bollobds

Y oBoMm pajly aHaaM3WpaMo Kako riobajHu napamerpu rpada, Kao IITo Cy
I'YCTUHA UBHILA, WX XPOMATCKU OpPOj, MOTY YTHUIATH HA MMOCTOjahe HEKUX JIOKAJTHUX
nojcTpykypa. Ha npumep, Komuko uBuna mMopa jia uMa rpad, Tako Jla HeBE3aHO 33
TO Kako ¢y one pacrnopebhene rpad yBek cajpzxku Tpoyrao? Wiam derBopoyrao?

[Iurama oBakBe mpupoje cy Mely HajIpHPOAHUJUM y Teopuju rpadoBa, U OHA
BOJE /10 MHOTO 3aHUMHJ/BUBHX pe3yJTara. 3ajeHHYKH, HA3UBA]Y C& EKCMPEMAAHG
meopuja 2padosa.

Excrpemasna Teopuja rpadoBa je peJaTuBHO MJajia objiacT. 3a IbeH MoYeTak
ce yauma 1941. roguna, Kaga je Typan mokazao cBojy Teopemy, KojoM heMo ce mMu
O6aBUTH y OBOM pajy. Jomn jeqHa OWTHA TOAWHA 3a OBY OOJIACT MaTeMaTwke OWJa
je 1975. romuna, kasza je Illemepenn jg0Kka3a0 cBOj pe3y/rar KOju je IJIaBHH JI€O
periemnha MHOTHX €KCTPEMAaTHUX Tpod/ieMa.

C ob3upom Ha TO Ja je OBO jorm mjaja 00J1acT, eHe MPUMeHe HUCY MTOTIYHO
ucrpazkene. Mmak, mocroje mpuMene y objiactu Kpunrorpaduje, IupeKHTe IpuMeHe
y HEKUM aJTOPUTMUMA KAaO M Y 3aIITUTH UHMOPMAIIH]A.

Typanoa TeopeMa je ciiyzKujia Ka0 MOJIeN 3a MHOLE JIpyre TeopeMe 0Be 00J1acTu,
u jenHa on mux je u treopema Epmom Croya. To je jour jeman KaacudaH pe3ysTar
ekcTpemMaJsine Teopuje rpadopa Kojum hemo ce 6aBUTH ¥ OBOM PaJLy.
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YBOJHU IIOJMOBU

2.1 I'pad

Hedbununuja 2.1.1. IIpocm epag je nap G = (V, E) ckynoBa Koju 3aJ0BOJbaBajy
E C [V]? rtme ca [V]* o3nauaBamMo CKyI JBOEJEMEHTHHX TOJACKYNOBa CKyma V.
Hanamwe nehemo narsamasartu jia je rpad npoct, Beh he ce To mogpasymenaTu.

Enementu ckyna V' cy usoposu (win memena) rpada G. Enementn ckyna E ce
Ha3uBajy usuue (nam 2pane) rpada. Y oBoMm pajy hemo denthe KOpuCTUTH Ha3UBe
TEMEHa W UBHIIE.

I'pad koj mma ckyn Temena V Hasmba ce u rpad wad V. Kana ce y tekcry
nomutse Buiie rpadosa, ckyn remena rpada G oznauaBamo ca V(G), a ckyu uBuia
ca F(G). He paznukyjemo yBek rpad u ckyn temena rpacda, tako na hemo nucaru
v e G (ymecro v € V(G)), nm.

Hedbunnunmumja 2.1.2. Teme v je unyudenmmno ca UBUIOM € ako v € e. JIBa TemeHa
y MBUIM cy heHn kpajesu. Upuna {x,y} ce obmano 3amucyje xao xy.

Hedbunnmuja 2.1.3. /Isa Temena z,y rpacda G cy cycedna axo je xy UBHIA Y
rpady G.

Hedunnmnuja 2.1.4. /IBe pasjuaure upuie € u f cy cycedne ako UMajy 3aje JTHUIKH
Kpaj.

Hedbunnumja 2.1.5. Ckyn cyceda (Ha eHITIECKOM je3UKY Ce HA3UBA U KOMUWUAYK )
Temena v y rpady G je ckyn Ng(v) = {y € V|vy € E}. Bpoj cycena remena v ce
osnauasa ca d(v) = |Ng(v)|, n Hasusa ce crenen usopa v.

Taxohe Mokemo mocMaTpaTu cycejie HEKOT CKylla TeMeHa:



4 2. VYBOaHU IIOjMOBU

Hedbuuunumja 2.1.6. Axo je A = {Ul,U27...,Uk} HeKH cKyn TeMena rpada G,
03HAYABAMO

Ng(A) = U Ng(v;).

VI L
Hedunnnnuja 2.1.7. Bpoj |F| (’ 5 |> ce Ha3uBa zycmukna usuya rpada G.

ITpumep 1. 3a rpadose rae cy noBydene cBe moryhe upuie rycruna je 1. 3a cBe
octase ryctuHa je uaMehy 1 u 0.

Jlema 2.1.1. V rpady G Baxku Zd(v) = 2|E|.

veG

Jokxas. 3a cBaky mBunmy xy € FE, jmeBa crpaHa je Opoju aBa IyTa, jeJHOM 3a T, a
JjeTHOM 3a . O

Hedununuuja 2.1.8. Munumasrnu cmenen rpada G je §(G) = min {d(v)‘v € V}.

2.2 r-nmapTUTUBHU U KOMILJIETHU rpadoBu

n
Hedbununuja 2.2.1. Komnaeman epag naj n teMmena je rpad Koju uMa (2)

upuna. O3navasa ce K,.

Cauka 2.1: [Ipumepn kommneraux rpadosa Ks, Ky n Ks.

Hedbunnnnja 2.2.2. Heka je r > 2 mpupogan 6poj. I'pad G = (V| E) ce 30Be
r—napmumuseak ako V 103BOJbaBa MAPTUIHN]y Ha r KJIaca, TAKO Ja CBaKa WBHIA
uMa KpajeBe y pa3jnduTuM Kjaacama. TemMeHa y mCToj Kjiacu He CMejy OuTH cyce/iHa.
Tako, ymecTo 2—mnapTuTuBaH, OOMYHO FOBOPUMO OUITAPTUTHBAH.



2.2. r-mapTUTUBHU U KOMILIETHU rpadoBU 5

Hedbunnnuja 2.2.3. r—napruruBal rpad y KoMe Cy CBaka JBa TeMeHa U3 pa3JiH-
YUTHUX KJIACa CIOjeHA 30BE Ce KOMNAEMAH r—napmumucan. KoMmIieran r—uapTH-
THBaH rpad y KoMe Kjace TeMeHa UMajy pelIoM N, MNs, ..., N, TeMeHa ce JAKIIe 03-
Hagasa K, . .

Croenumjaino, ako je n; = ng = ... = n, = s, ckpaheno o3nauaBamo K.

/,.—--'_ - ________j_‘_'——-:::_____-_________---\ / W\\

"-.,\ o _\) \.' = ‘\ ,>\\
\0 I/ \\ / / \\3 / /

Cawmka 2.2: Bunaprurusan rpad K33 Hanpran Ha TPU HaYUHA.

—

Cuuka 2.3: /Ipa TpunapruTusHa rpada.
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Hedbununnnuja 2.2.4. r—unaptutubai rpad HaI . TeMeHa y KOMe CY BeJIMIUHE KJ1aca

eJIHaKe Wan ,,cKopo jeanake” je rpad K,,. . IOIPU UMY 38 CBAKO § BAXKU N; = | —
” N1yeeeey Ny 1 r

n
mwm n; = |—| + 1. Takas rpadp ce 30Be Typaros epa¢gh u o3uaquasa ce 1, .
1 r )

Cauxka 2.4: IIpumep Typanosor rpada T3 3 = K33 0.

2.3 HezaBucan ckyn y rpady

Hedbununuja 2.3.1. Cxyn temena y rpady, 0/ KOjuX HUKOja JBa HUCY CYCEITHA,
Ha3uBa ce Hezagucar (WU CcabuiaH).

Takobhe ce moxke jiepuHKCaATH U HE3ABUCAH CKYII y OJIHOCY Ha MBUIIE, aJiu he HAC
TPEHYTHO 3aHUMATH CaMO HE3aBHCAH CKYI Y CMHCJY TeMEHA.
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Cuauka 2.5: Ilpumep HezaBucHOr ckyma y rpady, o3HadeH miaBoMm 60jom. 3a jorr jejan
npuMep MoxkeMo noreaat K,. Y meMy Cy HEe3aBHCHKH CKYIIOBH CAMO CaMa TEMEHA.

2.4 Iloarpad

Hedbunaunmja 2.4.1. Heka cy G = (V,E) u G’ = (V', E') aBa rpada. Taga G n
G' HasuBamo usomopPrum, u numemo G ~ G, ako mocroju bujekuuja @ : V. — V'
rakBa jia xy € E < p(x)p(y) € E', 3a cee x,y € V. Takso npeciukapame @ ce
HazuBa usomoppusam. Y caydajy aa je G = G', 30Be ce aymomopdusam.

Hopwmasro me pasnukyjemo msomopdue rpadose. Tako ysek mumemo G = G
ymecro G ~ G'.

Hedbunuunuja 2.4.2. Axo 3a rpacdose G' u G, Baxxu V' C V u E' C E, KaxkeM0
na je G' nodepagp rpada G. Kaxe ce u na G cadporcu G'.

Cauka 2.6: Ilpumep noarpada, ozuauen mpseHom 60jom.
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2.5 Xpomarckmu 6poj rpada

Heduunuuja 2.5.1. Bojerve memena epaga G = (V, F) je upeciukasame ¢ : V —
S Tako ja je 3a paznamumTa TeMeHa v U w, ¢(v) # ¢(w) Kaga roJ €y v U W CyCeIHH.
Enemente ckyna S 30BeMo 6oje.

OHo 1mITO HAC 3aHUMA je BeJUUYUHA CKyTa S: O0OMYHO ce MUTAMO KOjU je HajMarbu
npupojan 6poj k, rako 1a G uma k-6ojeme, 1j. Gojeme ¢ V — {1,... k}.

Hedbunnnuuja 2.5.2. Xpomamcku 6poj rpada G, x(G), je Hajmawu npupogau 6poj
k 3a koju mocroju k-Gojerse rpada G. Ako je x(G) = k, kaxemo 1a je G k-zpomam-
cxu, ogrocHo 3a Y (G) < k kaxemo na je G k-obojus.

ITpumep 2. x(K,) = n, momro cy cBaka jiBa TeMeHa MOBE3aHA MOPajy OUTH pa3yiu-
qure Ooje.

Cumka 2.7: Tlerepcenos rpad. On npeicrasba npumep rpada ca x(G) = 3.



3

I'padoBu 6e3 H-nmoarpadoBa

Heka je H rpad, n nexa je n > |V(H)|. Komuko usuna he 6utn 10B0o/FHO TaKO 12
rpacd Haj n TeMeHna Mopa cajpzxkaru H Kao mojrpad, HeBe3aHo 3a TO KaKO Cy OBe
usnrie pactnopehene? JIpyrum peanma, koju je HajBehu moryhu 6poj mBumna xoje rpad
HAJT N TeMeHa MOXKe J1a uMa, a jaa Hema H kao moarpad? Kako he taj makcumaam
rpad m3rirenaru’ /la u hie 6utu jequncTeen?

I'pad G max n aBoposa koju He caapxku H, ca najsehum moryhum 6pojem nBuna
ce Ha3WBa excmpemanakr 3an u H.

3.1 I'padosmu 6e3 TpoyriaoBa. MaHTes10Ba Teopema

[Ipsu rpad H Koju je mpupomHo mocMmarparu je Tpoyrao. Chenehe Ttepheme je
MOZKJIa U OTBOPHJIO 00J1acT €KCTpeMaJiHe Teopuje rpadosa.

Teopema 3.1.1. (Manten') Axo je G rpad ca n Temena Koju HeMa TpOYLIOBa, OHJIA
2
) n
OH HUMa Ha)BHUIIE Z HnBHUIIA.

Jlokas 1 (Mawmea 1906). TlpernocraBumo na rpad G ca e UBUIA U N TEMEHA HEMA
Tpoyriosa. Ilpumernmo jna 3a cBaky uwBmily xy Baxu d(x) + d(y) < m: 3a cBako
TeMe z Pa3JIMIuTO O T U Y, z MOXKe OUTH CyceJll ca HajBHINE jeJHUM OJ T H Y, jep
6u unaue xryz 6mo Tpoyrao. M3 Tora umamo

Z (d(z) +d(y)) < Z n = |E|n = en. (3.1)

Tyek rycek

!Mantel W, HeMauKn MaTeMaTHIap
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Taxkobe, 3HaMO0 j1a BaxKu

Y odw) =) (d(z) +d(y)).

veV zyck

jep 3a cBako x € V', d(x) = k, Ha ;ecHoj crpanu ce d(r) mojamspyje k myrta, mo
jesHoM 3a cBakKo TeMe y Koje je cycemano ca z. Tako ga d(z) yKymHo mecnoj cTpanu
nonpurece k myTa no k, mro je k* = d(x)?.

ITo mejeqnakocTn Komm-1IIBapma, mmMmaMo 1a BaxKu

> d(v)? > % (Z d@)) = 4%, (3.2)

veV veV

. 4e? n?
ma u3 (3.1) u (3.2), nmamo na je — < en, ofaxJie ciaean e < T O
n

Jlokas 2 (Poakaop). Heka je A makcumasan nHesaBucan ckyn rpadba G u Heka je
|A| = a. Ako 6u 3a Heko vy w3 G 6uno d(vg) > a, nvMaan OM He3aBHUCAH CKYI KOjH
nMa Bulle egeMenara o A, jep y ckyny Ng(vg) He mocToje JBa TeMeHa Koja Cy
CTOjeHa WBUIIOM OAlll 3aTO MTO He TOCTOju Tpoyrao y rpady (. 3Haum Ja 3a CBAKO
v € V nmamo d(v) < a. Takobe, ckyn B =V \ A uma ocobuny Ja cBaKa UBHIA U3
G uma Gap jeman Kpaj y memy. Y CyIPOTHOM O MOCTOjaJia HeKa MBHIA KOja HMa,
oba Temena y A mrro ce kocu ca aepunnnujom ckyna A. Cana, ¢ 063upom 1a cBaka
uBHIa uMa 6ap jenan kpaj y B, a 3uamo |B| = n — a, nmamo

> d(v) > |E|.

veB

Jlasbe, 110 HejeHAKOCTH U3Mel)y apuTMeTHdKe U NeOMEeTPHjCKEe CPeInHe, BayKH:

B <) d(v)<a-(n—a) < (”‘T‘L”)Z:”;

vEB

BuauMo fa jeHaKoCT BayKd aKO M CAMO aKo Cy 3a/0Bosbena ciaejelia npa yeiosa
: n
(1) jemHakocT n — a = a OJJHOCHO a = 5

(2) ycnos na d(v) = a 3a cBako v u3 V.
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OHOCHO, aKO je n HeMapHO, BUAMMO J1a ¢e MAKCUMYM (DYHKIHje a(n—a) J0CTHZKe

)

. n
Ta;pa HUMaMO HeE€3aBHCaH CKYII KOJU UMa G — LiJ TeMeHa, 1 CBaKO TeMe Yy TOM

CKYILy je CIIOJeHO Ca CBHM T€MEHHMMa KOja HHUCY u3 Tor ckyma. Takobe, nomro rpad G
HeMa TpoyrioBa, u3melly temena ckyna Ng(A) Hema uBHIEA, A je U OH He3aBHCAH.
Ceako teme 3 Ng(A) je cnojeno ca cBakuM u3 A, jep Baxku jeaHaxoct. 30601
BeJIMYNHA OBUX CKymoBa Mopa Bakutu Ng(A) =V \ A, na Bugumo 1a je y ciaydajy
jennakoctu rpad G OMIApPTUTUBAH ca jeIHAKHUM HJIU ,,CKOPO jeJIHAKHM’ KJacaMma.
To je rpad 1), 2. O

3.2 TypanoBa TeopemMa

TypanoBa Teopema je yommreme Manrtesioe Teopeme. Hawmme, Tpoyrao mozkemo
nocMaTpaTu Kao moTnyH rpad Haj 3 Temena, ognocuo Ks. Ilpupoano je caia 3a-
IUTATH C€ KOJUKO UBHUIEA, ¥ OJHOCY Ha OpOj TeMeHa, MOXKe UMaTH HeKu rpad mpe
HETO TITO MOXKEMO TapaHTOBATH Ja caapku K1 Kao moarpad, 3a HEKO r > 2.

Teopema 3.2.1. (Typan?®) Ako je G rpad ca n Temena xoju me caapxku K, Kao
(r—1)

noArpad, oHa OH UMa HajBHIITE 5 n’ uBHIA.
T
ITpumernmo na Typawnos rpad T,,, me caapxu K,y xKao noarpad m na je
r—1 r—1
e(T,,) < (2—)712, onuocuo e(T,,) = %nQ KaJa r|n.
r r

Hokas 1 - undyxuyuja. Ipumemyjemo nHayKInjy mo n. Pukcupajmo 6poj r.

3a n < r oBaj Tpad CUTYPHO HE MOXKe caapxkaTu K, Kao noarpad, jep nMa Mame

) n
Temena o wera. ['padp G uma HajBuUIIE <2 upuia. Mmamo

(722> _ n(n2— D _ <n2;1)n2 _ % (1 _ %) n? < % (1 - %) n’® = (7‘2%1)”2,

mro ce u Tpaxkuiao. OBO HAM yjesHO U 0a3a MHIYKIIH]e.

Heka je caja n > r u mpermocraBuMo ja Teopema Baxku 3a cBe ng < n. [locma-
tpajmo rpad M kKoju uma n Temena u HajBehum moryhu Opoj uBHIIa, & Ja UCIIYE-aBa

2Pal Turdn (1910-1976) je 6uo mabapcku mareMaTuvap KOju ce IPUMApHO GABUO TEOPUjOM
6pojeBa. bBumncko je capahuBao ca Epmomem myrux 46 rommna. O6jaBuim cy 28 3ajeHUUKHUX
paoBa.
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yciose Teopeme. C ob3upom ja M mma MakcuMmaJian Opoj UBHILA, TJIe TOJ J1a JI0JaMO
UBHILY €, HApymumo Ou ce yciaoB 1a M + e we caapxku K, 1. 3aro M caapxu K,
6e3 jemne mpuie, na camuM tuM U K. Osmaunmo Taj K, ca X. Heka je F; ckynm
upuia udmehy remena rpacposa M — X u X. Tana Baxu

e(M)=e(M — X)+e(X)+ |E1].
[Tormro vu M — X me cme ja cajpxku K,y 1, 10 WHIYKTUBHO] MTPETIOCTABIA UMaMO
—1
najee(M — X) < (Tz—)(n — )%, Takobe, caxo Teme v u3 M — X je cyceamo ca
r
najpuire r — 1 remesom y X. VY cynporaom 6u X U {v} 6uo K, ;. Tako ga umamo
|Ei| < (r—=1)(n—r)m
e(M)=e(M — X)+e(X) + |Ey|
r—1) r(r—1)
2r 2

OBlie jeTHAKOCT MOYKe BayKUTH y CIAy9ajy Ja je T|n, ¥ TO BUANMO JUPEKTHO U3 TOTA

(r—1)

2r
KOju Makcumusyje 0poj upuna. [Ipumernmo j1a oHJla MOpa BazKUTH J1a je CBAKO TeMe

u3 M — X cycenno ca tauno r — 1 wekux y X. PenatuBno jako ce onjia MHILYKIIHjOM
By fa Oamr 1), , MakcuMm3yje oBaj 6poj msuma. To ce jorr Gosbe Buan y ciaegehem
JTIOKa3y. O

(7"_1) 2
2r "

IN

(n—71)*+ +(r—1n-r)=

mro je taga e(T,,) = n?. Y cayuajy aa je r { n, xohemo jaa nahemo rpac

oxas 2 - Buxosmwesa cumempusavyuja. Ilocmarpajmo rpad G ca n TeMeHa Koju 3a-
JIOBOJbABa, yCJIOBe TeopeMe M uMa HajBehu moryhum 6poj mBumna. [lomro cMo Buen
Jla ce MAKCUMYM MOCTHKE 33 KOMILIETaH 7—NapTUTUBAH rpad, MOKYIIAjMO J1a TOKa-
keMo sia je G KOMILIETaH S—IApPTUTHBAH, 33 HEKO S. 3aT0, HPeTIOCTABHMO JIa
noctoje remena xr,y u z y G rako ga xy u yz aucy usnie rpada G, a rz jecre. AKo
6u 6o d(y) < d(x) morym 6ucMo Yy J1a ,3aMeHIMO” KJIOHOM TeMeHa I, Tj. TeMEeHOM
2’ Koje je OBE3aHO ca CBMM TeMeHHMa Kao M I, a HHje IoBe3aHo ca x. Tana rpad
G’ nobujen opoM TpaHcdoOpMaIyjoM U Jajbe He caiapxku K1 jep xx’' Huje rpana
y G'. Amm e(G') > e(G), mro je kourpajukinuja. Opgariae umamo d(y) > d(x),
u amasgoruo d(y) > d(z). Ako Temena r u z 3aMenuMo Temenuma y u y” Koja
Cy CIOjeHa Ca CBMM TeMeHWMa Kao W Yy W HUCY ClojeHa ca y jgobujamo rpad Gi.
[Tomro umamo d(y') > d(x) u d(y”) > d(z), a uBuna xz ce 6poju JaBa myTta y 36upy
d(x) + d(z), umamo 1a je

e(Gr) = e(G) + (d(y') — d(x)) + (d(y") — d(2)) + 1> €(G).

Augn, rpacd G u paswe He caapxu K.y , a uma Burie Temena o GG, ma 100ujamo
KOHTPAIUKIN]y ca TuMe Ja je (G MaKCHMAaJIaH.
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Cana 3HaMO Jla aKko xy u yz HHUCy wBUIe Vv F, oHna Huje HU xz. 3Haun jga G
MOZKEMO TIOJIeJTUTH Ha KJIace eKBUBAJIEHIIHja KOje ce cacToje U3 CKYIMoBa TeMeHa Koja
HUCy cycemna jemna ca apyrum. [lo medbwnurujun, G je sS—TIapTUTHBAH 33 HEKO S.
[TomTo on mMackummusyje O6poj WBHUIA, OH je KOMILIETAH S—IApPTUTUBAH, a KAaKO y
cebu He cagpxku K, kao nmoarpad, umamo 1a je s < r. Moxkemo npoBepuTu jia o
TaKBUX rpadoBa MaKCcHMasaH Opoj Ipana nMa oHaj 3a s = 7, ognocHo rpad 1), ,. [

Typanosa TeopeMma je OuJia jeaHa oJ OCHOBa eKCTpeMaJjHe Teopuje rpadosa u
nuje usnenahyjyhe na uma nyno npuMena. Mu heMo mpeacTaBuTH jeHy OJ HUX:

Saparak 1. Heka je S ckynm n Tayaka y paBHU Tako na HajBehe pacTojame uzmely
tavaka y ckymy S Huje Behe ox 1. Onpa je 6poj HeypeheHNX mapoBa Tavyaka 4uja je
2

yaa/beHocT Beha o1 — HajBuIle —.

NG 3

1
Joxas. Yeeaumo rpad G(S, E) rne XY € E ako u camo ako je || XY]| > 7 Ako

ou G cagp:xkao Ky, mocrojane 6u getupu tauke A, B,C,D € S, Tako 1a 9eTBOp-

1
oyrao ABC'D uma cBe CTpaHHIE JIyKe O E [lomro je Gap jeman o yrioBa y

YeTBOPOYIVIY TYIl WU NpaB, 6e3 ymaibena ommroctu yrao BAC, umanu 6u ja je
BC > VAB? + AC? > 1/% —i—% = 1, mITo je KOHTPAAWKIMja ca TUMe Ja HajBehe
pactojame Mel)y Taukama ckymna S Huje Behe of 1.

Omnatie crenu ga rpad G ae cagpxku K. Cana Ha mera MOXKeMo 13 IPUMEHIMO
3—1 , n?

TypauoBy Teopemy. Vmamo na je |E| < 53 =3 Kaxko je |E| 6poj uBuna
1 n?
Tako na je yaasmsenocr || XY|| seha of E, Opoj maposa je HajBumIe 3 ]

3.3 Teopema Epgomt CtoyH

[Ipupogno je 3amuTaTé ce KOJUKO WBUIA MOXKe ja uMma rpad G KOju He CaJIpiKu
HeKHU Ipou3Bobal rpad H kao csoj moarpad. Jeauno 3a oxpehene rpadose H
OCTOju er3akTHa (opMy/Ia Koja HaM Karke KOJIUKHU je Taj Opoj mBuna. Mnax, mexkun
pasyJiTaTu Cy HOCTUIHYTH Y OBOM 110J/by M 3a lipou3BoJbHe rpadose H.

EBo joiu jejnor cienujajaHor cjy4daja oBOr nuTamba, Koje je 20 rojiuna 1nocjie cBor
o0jaB/bUBaIba OTBOPUJIO MHOIe MOTYNHOCTH Yy OBOM TI0J/bY MCTParKHBAbA!
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Teopema 3.3.1 (Epmom®un Croyn?, 1946). 3a ce npupomue 6pojese r > 1u s > 1,
u cBako £ > 0, mocroju mpuponan 6poj M = M(r, s, ), Tako ga cBaku rpad ca
n > M remena u 6apem e(T), ) + en? usuna caapxn KT kao noarpad.

Hamomenumo 11a je
2

1 1
n? 4+ en? = (1——+25> n—.
T 2

e(T,,) + en? = !

r
3a J0Ka3 KOPUCTUMO HamM3IJie] 0caab/beHy Bep3Ujy OBe TeopeMe:

Teopema 3.3.2 (Ocnabwena Epmomr u Croys). 3a cBe npupojne 6pojese r > 1 u
s > 1, u cBako € > 0, mocroju npupoman 6poj N = N(r,s,e), Tako ma cBaku rpad

1
can > N temeHa n MuHEMATHUM crereHOM 0(G) > | 1 — — 4+ ¢ | - n uBUIA caIPKK
r
K" xao noarpad.
Jloxas ocaabmwene Epdow u Cmoyn. Pagumo nuayKIujy mo 7.
3a r = 1 Tpeba HAM Ja 3a JIOBO/HHO BeJIMKO 7, (G ca MUHHMAJHHM CTEIEeHOM
d(G) > en cagpxu 6unaprutusan rpad K. Cryuaj s =1 je rpuBnjasan.

[TocmaTpaheMo B, s-To4jaHu CKYII YBOpOBa I'pada KOju uMa 0COOUHY JIa IIOCTOJH
TeMe vg Koje je TIOBEe3aHO ca ceuM TeMeHnMa u3 B, mpu uemy je s > 2. Ako 6u ycmean
Jia Hahemo ojrosapajyhu B TakaB jga nuMamo He jejiHO, Beh s TemeHa vy, ..., Us Tako
aa cy cBu v;, i € {1,2..., s}, moBesaHu ca ceum TemeHuMa u3 B, onga rpad

BU| J{v}
i=1
curypuo caapxu K. Hazosumo taxse B odeosapajyhum, a osaxkas map (vg, B)

do6puM.

[TocmaTrpajmo ckynm A Koju cajKu cBe odzosapajyhe s-tounane ckymnose B, ¢op-
MaJTHO

A= {BQV‘|B| :s,ElveV\B,BQNG(v)}.

Cazia Mozkemo j1a 6pojumo dobpe napose (vg, B) tako gja B € A. OBo pajgumo ja 6u
HAILIN § PA3JIMIUTUX Jo0pus MapoBa Koju uMajy ucto B. Onga 1o nperxo HoM OHHI

4Paul Erdés (1913-1996) je 6uo Mahapcku mareaMTrdap. BaBuo ce MHOrIM 0OTaCTHMAa MaTeM-
aruke, a BehuHa HEroBor paja je 6uiia y Be3u ca JUCKPETHOM MATEMATHKOM.

4 Arthur Harold Stone (1916-2000) je 6wo Gpuranckn matemaTudap. Behuma merosux pajosa
6msa je y 00/IacTH TOMOJIOTH]E.
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caapxke K . 3a o HaM je 10BOsbHO 112 je Opoj dobpux naposa sehu o (s — 1) myra
opoj odzosapajyhur ckynoBa B, jep onma Mopa ja moctoju B Koje ce mehy dobpum
NapoBUMa TI0jaBJbyje bap s myTa.

Bpoj nobpux maposa 6pojumo mo temenuma vg. CBaKO Teme v JIONPUHOCH CA

) d
( f)) Opojy 100pux naposa. 3aTo JOOpHX NapoBa UMa yKymHO () = Z ( <U)>.

s
veV
360r ycioBa cieman

d(v) > m = [en], naje Q zn(m)

Ca apyre crpane m0BOJbHO je fa je Q > (s — 1)|A|. Tlomro cy B paznnant s-

n .
TOYWIAHU CKYMOBH HMaMo ja |A| < , 1A, je JTOBOJLHO 14
s

Q>(s—1) (n)’ OJTHOCHO JIOBOJBHO je Jia n(m) >(s—1) (n)
s s s
Jlobujamo na je JTOBOJHHO Ja je

2=

Kopucrehn 106po nosnare Heje JHAKOCTH 3a OMHOMHE KOeMHIHjEHTE

(3)=()=(F) w20
(") = (@) (7= (@) = (@ =)

S
JacHo je ga mocroju n TakBo ga je n > (s — 1) (—) , I TO N 3aJ0BOJbABA YCJIOB
€
TeopeMe.

[IpernoctaBumMo j1a TBheme Baxku 3a r > 1 u cBe s > 1 u € > 0, moKymaBamo
JIa JIOKazKeMo 3a 1 + 1 u npousBoJbHe ¢pukcupane s > 1 u € > 0. Umamo rpadp G
ca JIOBOJbHO MBHIA (He 3HAMO jOII KOJUKO TO Tpeba ja Oyje), U ca MHHUMATHUM

1
crerresoM §(G) > (1 “ + 8) n. Xohemo ga mahemo K712 y memy.
T
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Wneja je ma mCKOPUCTUMO Ja je

1 1
(5(G)2(1— —|—€>n2(1——+5)n
r+1 T

J1a OM IPUMEHUIH UHIYKTUBHY XUIIOTE3Y HA 7, = © U HEKe JI00PO m3abpaHe €;,q U
Sind- Y3MHMO JIa j€ €y = €, U JIA j€ Sipng = M Koje je Jocra Besmko (mocie hemo
JedpuHICATH TAYHO KOJIMKO). Taja 1mo wHAYKTUBHOj xunore3n y G umamo rpad
KT+l Tlokymahemo na oxn octatka temena y rpady G, rpad KM npommpumo y
KT*2 tako mro hemo nahu mexku ckyn oy s Temena xoja uucy y K'! tako ga cy
OHA MOBE3aHa Ca 1o s TeMeHa y cBakoj o r + 1 knaca rpada K. Taga ona uune
r + 2-ry kacy rpada K12

Jedbunumumo npso ckyn temena Tor noarpada K™ kao V(K') = A =
Ay U -~ U A4, tae je |Ay] = -+ = |A41| = m. Heka je ckyn U = V(G) \ A
cKkyn octayuux Temena y rpady G. Mu xohemo ma nahemo uq, ..., us € U Tako jga 3a
CBAKO % OCTOj! S-TOYWIAHU NMOAKCYN B; ckyna A; Tako 11a je 3a CBaKo j, u; IOBE3aHO
ca cBuM Temenuma u3 By, jep onga By U - U By U{uy, ..., us} curypro cajapxku
K2 kao noarpad.

3arto medwHUIIIMMO CKYT Kardudama 3a u, oHa TeMeHa 3 U Koja MMajy TI0BOJHHO
cycena ma 6u morna ga yhy y npomupusame rpada K™y rpad K72 To cy cBa
ona temena u3 U koja y cBakom o A; umajy 6ap s cycesa.

W= {w c U“Ng(w) N A,

Zs,i:1,2,...,r+1}

[TomTo ce Mmoxke mecuTn ja ABa w U3 W nMajy pa3anduTe s-TOUJIaHe MOJICKYIIOBE
cycena B;,, y Hexkom oz A;, Mopamo u 3a TO Kopurosaru. Bpoj nauuna Ja nzabepemo

r+1
Pa3IHUINTe S-TOWIaHe IMOACKYIOoBe cBakor ox Ay, ..., A, je ( ) .
s
Ako umamo jga je W 10BOJBHO BEJIMKO, MOYKEMO J1a TBPJIUMO I3 TOKE/baH CKYII
r+1
. ) m
wy, . . ., ws nocroju y W. Hauwme ako je |WW| > ( ) (s—1), onga no dupuxieoBom
s

HPUHIAIY TTOCTOje Wy, ..., ws € W, Tako ma mocroje By, ..., B,,1 C A;, Tako aa je
3acBako j = 1,...,sucBakoi = 1,...,7+1, B; C Ng(wj), IITO HAM II0 IPETXOLHOM
rapantyje na uMmamo K2 Caga camo Tpeba Hekako onenutu |W| u moxkasaru ja
hie 3a 1OBO/BHO BEJUKO 1 OHO IIPEMAIINTH OBY I'PAHUILY.

s
Hexka je 3aro m = {—W
€

JIBocTpyko O6pojumo Opoj uBuita Koje Hedocmajy usmehy U u A, 1j. 6pojumo 6poj
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naposa (z,y) € U x A tako na xy ¢ E(G). Heka je taj 6poj Q.
Q je najeuwe m(r + 1)|U| — (ZveA d(v) — 26(A)> <

< (r+1)mlU| = (r + 1)md(v)mimn + m(r +1)m <

r—+ mn T+ mn + e
= - 1 =

S(T+1)mn—(r+1)mn+(r+1)mn(T}rl—5) —

:(7‘+1)mn< ! —g>.

r+1

Q je bapem (|U| — |W])(m — s) jep 3a cBako cBako Teme Koje Huje u3 W Baxn
Ja ako mMa 6ap mr + s cyceqa y A, OHa y CBaKOj OJ KJaca Mopa UMaTh 6ap s ma
npunaga W. BHaun Moxe nmarh HajBuie mr+s = m(r+1) — (m—s). C o63upom
na je s < em, umamo na je @ Gapem (|U| — |W|)(m — me).

Cama mmamo 1a je

(r+ 1)mn (ﬁ _ g) > (|U] = [W])(m — me),

OHIOHCO

1
Dn(———c)>(U| - 1—
(2] 2 (01 - WD - )
na cpehuBameM nMamo cieiehe
(W1 —e) = [U|(1 —¢) —n(l—e(r+1))

Wi(l—e)>n—mr+1)1—¢c)—n(l—c(r+1))
(W|(1—¢)>ner —m(r+1)(1—c¢)
W] > 7= —m(r+1),

TO je MuHeapHO 1o n. [la 3HaMo /1a 3a n TOBOJHHO BEJIUKO BayKH

B (m)<— 1.

ITo nperxoauoM TO HaMm rapauntyje aa umamo K2 na je joka3 3aBprien. O
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Ja 6u To nckopucTmiu Tpebahe HaMm oBa JeMma.

Jlema 3.3.1. 3a cBe mosuTuBHE peasHe OpojeBe €,0 3a Koje je € < 0§, MOCTOjA
upupogan 6poj B = B(e,d), Tako ja 3a cse upupojue opojese n > B axu: Heka
. . 2 .

je G rpad ca n Temena n HajMame 0% mnna. Taga mocroju noarpad G’ rpada G

e

ca MUHHMAJIHUM creneHoMm TeMena 6apem (& — e)|V(G)| n |[V(G')| > 7877,.

Zokas neme 3.3.1. Heka je Gy = G. HreparuBHo KoHcTpywuinemo rpacdose G; 3a
1 =1,2,... Tako jga a00ujemMo rpad ca TpakeHHM CBOjCTBHUMA Ha Kpajy. Ako G; nma
HajMamu crened bapem (0 — ¢)|V(G;)|, orga cMo 3aBpIMIIN, MO MPETHOCTABKOM
na Mo (G KOHCTPYHMCAJM TaKO Ja WMa JOBO/bHO TemeHa. lIpeTmoctaBuMo 3aTo
cynpotHo. Heka je GG;11 rpad koju ce noduja oa (G; TAKO MTO CKJIOHUMO TTPOU3BOJEHO
Teme ca Mame of (0 —¢)(n — i) cycena.
ITporec mopa jia ce 3aBpliu jep ©uMaMo Jia je

n 2

S (E-e)n—i)= (”) (6—e) <ot
— 2 2

TAKO /Ia OBUME He MOXKEMO CKJIOHUTH CBa TemeHna. Heka mporec Tpaje t moreza. Y
TPEHYTKY T UMaMO

(n —t)? n>—(n—1t? t
— - <
- 2 +(0—¢) 2 +2_
n? (n—1t)? t
< (5 —e)— - -
(0 5)2+(1 §+¢) 5 t3
n2
[Tomro je e(G) > 67 IMaMO
n? n? (n—t)?* t
d—<0—e)—+(1-90 —
OJIHOCHO
P SR ek L
2= YT T

AKO je € IOBOJBHO MAJIO & 1 JOBOJBHO BEJUKO, UMaMo 11a je (n — t)? > —n? ogHocHo

VE

n—t>—n.
2

B~ ™

AKO y3MeMO Jia ce HpOoNeC 3aBpIIMO y TPEeHyTKy t, uMmamo ja tajga rpad Gy
UCIIyhaBa yeaoBe Koje cmo rpaxkuiu e Gy = G- n
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Cajta MmoxkeMo Ja JiokazkeMo u Eppom Croyna.

Ocaabrenu Epdow Cmoyn = Epdow Cmoyn. Heka je G rpad ca n temeHa u
1 n? 1
bapem (1 —— 4+ 250) 1 upuna. Taga no Jlemm 3.3.1 craBumo § = (1 ——+ 250)
r r
ue = gy. Mmamo ga nocroju G’ noarpad ox G ca MUHUMAJIHEM CTEIEHOM Oapem
1 1 €
(@) = (1 — — 429 — 50) = <1 - = +€0) V(G| uca |[V(G)| = @n. Jpyru
r r
YCJIOB HaM Jaje Ja je 3a (PUKCHUPAHO £, ‘V(G’)‘ HEOI'PAHUYCHO, a IPBU YCJI0B HAM
je ycaos 3a ocnabmeny Epmom CroyaoBy Teopemy. Kama je mpumenumo Ha rpad
G', nobujamo ykynno ja je K7 noarpadp G’ mro je noarpad G. H

OBa TeopeMa He caMo JIa je HHTepecaHTHa caMa 3a cede, Beli UMa U BeoMa KOPUCHY
1 HEOUEKWBAHY TOCJEINILY KOJy je OBY TeopeMy ycTaJauja Kao jeJHYy O TJIABHUX 3a
eKcTpeMaJiny Toepujy rpadosna.

Hedbununuja 3.3.1. 3a rpad H u npuponan 6poj n Heka je exy(n) Makcumansan
Opoj mBuIA Koje rpad ca n TeMeHa Koju He cajapxKu H moarpad moxke jga mma.

IMocnenuna 1 (Tepheme koje ciequ us reopeme Epmom Croyn). exprii(n) <
e(T,,,) + en® 3a JOBOJLHO BETHKO N.

Aoxas. Ilo reopemu Epmom Croyn umamo ja ako rpad caupzxu 6apem e(T,,,) +
en? UBUIA OHJIA OH CAJAPIKH K;“H 3a JOBOJHLHO BEJIMKO 1. AJjn €$K§+1<n) je najsehu
6poj uBuna Koje rpad MoKe Ja caJpiKu Ipe Hero mTo mopa caiapxkaru KT kao
nojarpad. O

Hedununnja 3.3.2. 3a rpad H gedunummmo my(n) = emggn)
2

busio 6u Beoma mHTEpeCaHTHO Ja je oBa BejqwduHa camo (pyHKimja ox H kako
n — 0o. 3amcra UMaMo cjeaehn pesysarar.

Hedununuja 3.3.3. Typanos 6poj rpada H je 7y = lim wy(n).
n—o0

ITocnenuna 2 (Tephewe koje caenn u3 reopeme Epgom Croyn). 3a csaku rpad
X(H) -2

W e je x(H) xpomarcku 6poj rpada
X —

H ca 6ap jeiHoM UBHUIIOM BaXKU Ty =

H.

Aoxas nocaeduye. 3a oBaj jpokasz nam tpeba to ga e(T, ) ne odemyna mmozo ox re
BpeanocTH 3a rn. To KopucTuMo Kao caexehy Jgemy
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-1

Jlema 3.3.2. lim e(Tm)(n> _r-d
n—00 ’ 2 r

Jlokas neme. Heka je n = rqg +1t rme je 0 < t < r. Tana y rpady 1), nmamo t

Kaaca ca ¢ + 1 uBopom m r — t Kaaca ca ¢ uBopoBa. Cakmu u3 Kjace ca ¢ + 1 gaje

mo n — (q+ 1), a ceaku u3 Kiace ca g gaje (n — ¢) rpasa, jorr Tpeba ypadyHaTH 12

TY CBaKy I'paHy Opojumo jBa myrta. Tama je

tlg+1)(n—qg—=1)+(r—t)g(n—q) =

tthg— ¢ —q+n—q—1)+ (r—t)(ng—¢*) =
=r(ng—¢*) +tn—2¢—q) =

:r(nn;t— (n;t>2> +t(n—2(nT_t)—1>

=n’ (1 — %) + o(n?).

OJHOCHO TIOTITO CBAaKy I'paHy OpPOjUMO JIBa IyTa J0OHjaMO

N\t or—1
lim e(Tnjr)< ) = .

n—00 2 r

]

Bpatumo ce caja Ha j10Ka3 MOCTIEIATIE.

Heka je r = x(H). Ilomro ce H ne moxe obojuru ca r — 1 6oja, umamo mga H
nuje nojrpad 71, ,—; nu 3a koje n. Ila momro je 7, ,_1 jeman ox rpacdosa Koju He
caapxke H, no nebunnuuju je e(1,,_1) < expg(n).

Ca apyre crpane H ce Moxke o0ojuTu ca r 00ja, TakKO 13 3a JOBOJHHO BEJIUKN
opoj s, H je moarpad rpacda K. To Bmaumo axko y3memo ma cy TeMeHa H ucre
boje y mcrToj Kyacu ekBuBaJsieHIuje y rpady K. Illonoso no mgebunmnujn exrg
umaMo exg(n) < ergr(n), 3a cBe TakBe S.

3a Heko (puKcHpaHO S TaKBO, UMaMo Jia 110 Teopemu Epmaomt CToyH 3a cBako
€ > 0 BaxK® J1a je 3a JOBOJHHO N

exxr(n) < e(Ty—1,) +en’.

[To Tome je

ey (n) (Z) P e(Tpr1) (Z) T (’;) o
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= ¢(Tpr 1) (Z) e (1 . %) <

1
<e(Th,-1) (Z) + 4e.

-1 -1
n n

U ca gpyre crpazne je (1, ,_1) (2) <exg(n) (2) na o Teopemu o dea noau-

yajua u o Jlemm 3.3.1 ciequ na je

n>1_r—2 x(H) -2

mi = lim exy(n) (") " im e(Tw_l)(2 R vy

n—o00 2 n—soo

]

Y oBoMm cmucay, bunaprutuBHu rpadoBu H cy oBJe jereHepucaHu CJydajeBu.

Moo 3a wux Baxku x(H) = 2 Buaumo Ja je 3a wux my = 0, OXHOCHO JOBOJBHO je
n

3HATHO Maibe O 5 uBHUIa Jjia o6u rpad Ha n TemeHa Mopao ja caapxku H kao

nojarpad. O
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4

3akJpy4dak

Y oBoM pajty cMo ce HaBHUIN TeMaMa Koje Cy 3aro4esie eKCTPpeMaJIny Teopujy rpadosa.
Ha camowm kpajy pasa cmo nckopuctuin teopemy Epmom-Croyx, Koja HaM rapaHTyje
Jla moctoju crnenududan noarpad y mocmarpanoMm rpady, Ja JIoKaxKeMo TBpherbe
KOje BayKu 3a Mpou3BosbHe rpadose. OBO MoKa3zyje KOJIUKO Cy jeTHOCTaBHA TBPhema
ekcTpemaJsine reopuje rpadposa MOhHa y Jl0Ka3uBamby 0COOMHA HEKUX HPOU3BOJbHUX
rpacoBa. Mako je oBo camo Ma/u J1eo oBe Horare MareMaTuydke 00JacTH, HAJLaM Ce
Ja je umraol j100mo ocehaj npeamMera Kojum ce baBu oBa 00J1acT.

Wckopuctno 6ux oBy HpuauKy Ja ce 3axBajuM MeHTOpy Ap Comu Yykuh Ha
u3y3eTnoj nmocsehenoctu u nomohu npu capiagaBamby MOTPeOHOT I'pa uBa, Kao U HA
0/IBOJEHOM BpPEMEHY J1a MU YIIyTH KOHCTPYKTHUBHE U BeOMa KOPUCHE KPUTHKE.

Taxohe 6ux ce 3axBaJmo ¢BOjuM IpeaMeTHUM podecopuma ap 3opany Kames-
oypry, Muomy Bopuhy, u gp /Iparo/pyby Keukuhy Koju cy mMe yBesin y CBeT MaTeT-
MaTHKe KPO3 HACTaBy IIPe/MeTa aHAJM3e ca aaredbpoM.
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