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1

Uvod

Ekstremalna teorija grafova,

u svom naju�em smislu, je

grana teorije grafova koja je

razvijena i vo	ena od strane

Ma�ara.

Béla Bollobás

U ovom radu analiziramo kako globalni parametri grafa, kao xto su
gustina ivica, ili hromatski broj, mogu uticati na postoja�e nekih lokalnih
podstrukura. Na primer, koliko ivica mora da ima graf, tako da nevezano za
to kako su one raspore�ene graf uvek sadr�i trougao? Ili qetvorougao?

Pita�a ovakve prirode su me�u najprirodnijim u teoriji grafova, i ona
vode do mnogo zanimi	ivih rezultata. Zajedniqki, nazivaju se ekstremalna
teorija grafova.

Ekstremalna teorija grafova je relativno mlada oblast. Za �en poqetak
se uzima 1941. godina, kada je Turan dokazao svoju teoremu, kojom �emo se mi
baviti u ovom radu. Jox jedna bitna godina za ovu oblast matematike bila
je 1975. godina, kada je Xemeredi dokazao svoj rezultat koji je glavni deo
rexe�a mnogih ekstremalnih problema.

S obzirom na to da je ovo jox mlada oblast, �ene primene nisu potpuno
istra�ene. Ipak, postoje primene u oblasti kriptografije, direknte primene
u nekim algoritmima kao i u zaxtiti informacija.

Turanova teorema je slu�ila kao model za mnoge druge teoreme ove oblasti,
i jedna od �ih je i teorema Erdox Stoun. To je jox jedan klasiqan rezultat
ekstremalne teorije grafova kojim �emo se baviti u ovom radu.
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Uvodni pojmovi

2.1 Graf

Definicija 2.1.1. Prost graf je par G = (V,E) skupova koji zadovo	avaju
E ⊆ [V ]2, gde sa [V ]2 oznaqavamo skup dvoelementnih podskupova skupa V .
Nada	e ne�emo naglaxavati da je graf prost, ve� �e se to podrazumevati.

Elementi skupa V su qvorovi (ili temena) grafa G. Elementi skupa E se
nazivaju ivice (ili grane) grafa. U ovom radu �emo qex�e koristiti nazive
temena i ivice.

Graf koj ima skup temena V naziva se i graf nad V . Kada se u tekstu
pomi�e vixe grafova, skup temena grafa G oznaqavamo sa V (G), a skup ivica
sa E(G). Ne razlikujemo uvek graf i skup temena grafa, tako da �emo pisati
v ∈ G (umesto v ∈ V (G)), itd.

Definicija 2.1.2. Teme v je incidentno sa ivicom e ako v ∈ e. Dva temena
u ivici su �eni krajevi. Ivica {x, y} se obiqno zapisuje kao xy.

Definicija 2.1.3. Dva temena x, y grafa G su susedna ako je xy ivica u
grafu G.

Definicija 2.1.4. Dve razliqite ivice e i f su susedne ako imaju zajedniqki
kraj.

Definicija 2.1.5. Skup suseda (na engleskom jeziku se naziva i komxiluk)
temena v u grafu G je skup NG(v) =

{
y ∈ V |vy ∈ E

}
. Broj suseda temena v se

oznaqava sa d(v) =
∣∣NG(v)

∣∣, i naziva se stepen qvora v.

Tako�e mo�emo posmatrati susede nekog skupa temena:
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Definicija 2.1.6. Ako je A =
{
v1, v2, . . . , vk

}
neki skup temena grafa G,

oznaqavamo

NG(A) =
k⋃

i=1

NG(vi).

Definicija 2.1.7. Broj |E|
(
|V |
2

)−1
se naziva gustina ivica grafa G.

Primer 1. Za grafove gde su povuqene sve mogu�e ivice gustina je 1. Za sve
ostale gustina je izme�u 1 i 0.

Lema 2.1.1. U grafu G va�i
∑
v∈G

d(v) = 2|E|.

Dokaz. Za svaku ivicu xy ∈ E, leva strana je broji dva puta, jednom za x, a
jednom za y.

Definicija 2.1.8. Minimalni stepen grafa G je δ(G) = min
{
d(v)

∣∣v ∈ V }.
2.2 r-partitivni i kompletni grafovi

Definicija 2.2.1. Kompletan graf nad n temena je graf koji ima

(
n

2

)
ivica. Oznaqava se Kn.

Slika 2.1: Primeri kompletnih grafova K3, K4 i K5.

Definicija 2.2.2. Neka je r ≥ 2 prirodan broj. Graf G = (V,E) se zove
r−partitivan ako V dozvo	ava particiju na r klasa, tako da svaka ivica
ima krajeve u razliqitim klasama. Temena u istoj klasi ne smeju biti susedna.
Tako, umesto 2−partitivan, obiqno govorimo bipartitivan.
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Definicija 2.2.3. r−partitivan graf u kome su svaka dva temena iz razli-
qitih klasa spojena zove se kompletan r−partitivan. Kompletan r−parti-
tivan graf u kome klase temena imaju redom n1, n2, ..., nr temena se lakxe oz-
naqava Kn1,....,nr .

Specijalno, ako je n1 = n2 = ... = nr = s, skra�eno oznaqavamo Kr
s .

Slika 2.2: Bipartitivan graf K3,3 nacrtan na tri naqina.

Slika 2.3: Dva tripartitivna grafa.
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Definicija 2.2.4. r−partitivan graf nad n temena u kome su veliqine klasa

jednake ili ,,skoro jednake'' je graf Kn1,....,nr pri qemu za svako i va�i ni =
⌊n
r

⌋
ili ni =

⌊n
r

⌋
+ 1. Takav graf se zove Turanov graf i oznaqava se Tn,r.

Slika 2.4: Primer Turanovog grafa T8,3 = K3,3,2.

2.3 Nezavisan skup u grafu

Definicija 2.3.1. Skup temena u grafu, od kojih nikoja dva nisu susedna,
naziva se nezavisan (ili stabilan).

Tako�e se mo�e definisati i nezavisan skup u odnosu na ivice, ali �e nas
trenutno zanimati samo nezavisan skup u smislu temena.
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Slika 2.5: Primer nezavisnog skupa u grafu, oznaqen plavom bojom. Za jox jedan

primer mo�emo pogledati Kn. U �emu su nezavisnki skupovi samo sama temena.

2.4 Podgraf

Definicija 2.4.1. Neka su G = (V,E) i G′ = (V ′, E ′) dva grafa. Tada G i
G′ nazivamo izomorfnim, i pixemo G ' G′, ako postoji bijekcija ϕ : V → V ′

takva da xy ∈ E ⇔ ϕ(x)ϕ(y) ∈ E ′, za sve x, y ∈ V . Takvo preslikava�e ϕ se
naziva izomorfizam. U sluqaju da je G = G′, zove se automorfizam.

Normalno ne razlikujemo izomorfne grafove. Tako uvek pixemo G = G′

umesto G ' G′.

Definicija 2.4.2. Ako za grafove G′ i G, va�i V ′ ⊆ V i E ′ ⊆ E, ka�emo
da je G′ podgraf grafa G. Ka�e se i da G sadr�i G′.

Slika 2.6: Primer podgrafa, oznaqen crvenom bojom.
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2.5 Hromatski broj grafa

Definicija 2.5.1. Boje�e temena grafa G = (V,E) je preslikava�e c : V →
S tako da je za razliqita temena v i w, c(v) 6= c(w) kada god su v i w susedni.
Elemente skupa S zovemo boje.

Ono xto nas zanima je veliqina skupa S: obiqno se pitamo koji je najma�i
prirodan broj k, tako da G ima k-boje�e, tj. boje�e c : V → {1, . . . , k}.

Definicija 2.5.2. Hromatski broj grafa G, χ(G), je najma�i prirodni broj
k za koji postoji k-boje�e grafa G. Ako je χ(G) = k, ka�emo da je G k-hromat-
ski, odnosno za χ(G) ≤ k ka�emo da je G k-obojiv.

Primer 2. χ(Kn) = n, poxto su svaka dva temena povezana moraju biti razli-
qite boje.

Slika 2.7: Petersenov graf. On predstav	a primer grafa sa χ(G) = 3.
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Grafovi bez H-podgrafova

Neka je H graf, i neka je n ≥ |V (H)|. Koliko ivica �e biti dovo	no tako da
graf nad n temena mora sadr�ati H kao podgraf, nevezano za to kako su ove
ivice raspore�ene? Drugim reqima, koji je najve�i mogu�i broj ivica koje graf
nad n temena mo�e da ima, a da nema H kao podgraf? Kako �e taj maksimalni
graf izgledati? Da li �e biti jedinstven?

Graf G nad n qvorova koji ne sadr�i H, sa najve�im mogu�im brojem ivica
se naziva ekstremalan za n i H.

3.1 Grafovi bez trouglova. Mantelova teorema

Prvi graf H koji je prirodno posmatrati je trougao. Slede�e tvr�e�e je
mo�da i otvorilo oblast ekstremalne teorije grafova.

Teorema 3.1.1. (Mantel1) Ako je G graf sa n temena koji nema trouglova, onda

on ima najvixe
n2

4
ivica.

Dokaz 1 (Mantel 1906). Pretpostavimo da graf G sa e ivica i n temena nema
trouglova. Primetimo da za svaku ivicu xy va�i d(x) + d(y) ≤ n: za svako
teme z razliqito od x i y, z mo�e biti sused sa najvixe jednim od x i y, jer
bi inaqe xyz bio trougao. Iz toga imamo∑

xy∈E

(d(x) + d(y)) ≤
∑
xy∈E

n = |E|n = en. (3.1)

1Mantel W, nemaqki matematiqar

9
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Tako�e, znamo da va�i∑
v∈V

d(v)2 =
∑
xy∈E

(d(x) + d(y)),

jer za svako x ∈ V , d(x) = k, na desnoj strani se d(x) pojav	uje k puta, po
jednom za svako teme y koje je susedno sa x. Tako da d(x) ukupno desnoj strani
doprinese k puta po k, xto je k2 = d(x)2.

Po nejednakosti Koxi-Xvarca, imamo da va�i

∑
v∈V

d(v)2 ≥ 1

n

(∑
v∈V

d(v)

)2

=
4e2

n
, (3.2)

pa iz (3.1) i (3.2), imamo da je
4e2

n
≤ en, odakle sledi e ≤ n2

4
.

Dokaz 2 (Folklor). Neka je A maksimalan nezavisan skup grafa G i neka je
|A| = a. Ako bi za neko v0 iz G bilo d(v0) > a, imali bi nezavisan skup koji
ima vixe elemenata od A, jer u skupu NG(v0) ne postoje dva temena koja su
spojena ivicom bax zato xto ne postoji trougao u grafu G. Znaqi da za svako
v ∈ V imamo d(v) ≤ a. Tako�e, skup B = V \ A ima osobinu da svaka ivica iz
G ima bar jedan kraj u �emu. U suprotnom bi postojala neka ivica koja ima
oba temena u A xto se kosi sa definicijom skupa A. Sada, s obzirom da svaka
ivica ima bar jedan kraj u B, a znamo |B| = n− a, imamo∑

v∈B

d(v) ≥ |E|.

Da	e, po nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine, va�i:

|E| ≤
∑
v∈B

d(v) ≤ a · (n− a) ≤
(
n− a+ a

2

)2

=
n2

4
.

Vidimo da jednakost va�i ako i samo ako su zadovo	ena slede�a dva uslova

(1) jednakost n− a = a odnosno a =
n

2
,

(2) uslov da d(v) = a za svako v iz V .
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Odnosno, ako je n neparno, vidimo da se maksimum funkcije a(n−a) dosti�e
za a =

⌊n
2

⌋
.

Tada imamo nezavisan skup koji ima a =
⌊n
2

⌋
temena, i svako teme u tom

skupu je spojeno sa svim temenima koja nisu iz tog skupa. Tako�e, poxto graf G
nema trouglova, izme�u temena skupa NG(A) nema ivica, pa je i on nezavisan.
Svako teme iz NG(A) je spojeno sa svakim iz A, jer va�i jednakost. Zbog
veliqina ovih skupova mora va�iti NG(A) = V \A, pa vidimo da je u sluqaju
jednakosti graf G bipartitivan sa jednakim ili ,,skoro jednakim" klasama.
To je graf Tn,2.

3.2 Turanova teorema

Turanova teorema je uopxte�e Mantelove teoreme. Naime, trougao mo�emo
posmatrati kao potpun graf nad 3 temena, odnosno K3. Prirodno je sada za-
pitati se koliko ivica, u odnosu na broj temena, mo�e imati neki graf pre
nego xto mo�emo garantovati da sadr�i Kr+1 kao podgraf, za neko r > 2.

Teorema 3.2.1. (Turan2) Ako je G graf sa n temena koji ne sadr�i Kr+1 kao

podgraf, onda on ima najvixe
(r − 1)

2r
n2 ivica.

Primetimo da Turanov graf Tn,r ne sadr�i Kr+1 kao podgraf i da je

e(Tn,r) ≤
(r − 1)

2r
n2, odnosno e(Tn,r) =

(r − 1)

2r
n2 kada r|n.

Dokaz 1 - indukcija. Prime�ujemo indukciju po n. Fiksirajmo broj r.

Za n ≤ r ovaj graf sigurno ne mo�e sadr�ati Kr+1 kao podgraf, jer ima ma�e

temena od �ega. Graf G ima najvixe

(
n

2

)
ivica. Imamo

(
n

2

)
=
n(n− 1)

2
=

(n− 1)

2n
n2 =

1

2

(
1− 1

n

)
n2 ≤ 1

2

(
1− 1

r

)
n2 =

(r − 1)

2r
n2,

xto se i tra�ilo. Ovo nam ujedno i baza indukcije.

Neka je sada n > r i pretpostavimo da teorema va�i za sve n0 ≤ n. Posma-
trajmo graf M koji ima n temena i najve�i mogu�i broj ivica, a da ispu�ava

2Pál Turán (1910-1976) je bio ma�arski matematiqar koji se primarno bavio teorijom
brojeva. Blisko je sara�ivao sa Erdoxem punih 46 godina. Objavili su 28 zajedniqkih
radova.
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uslove teoreme. S obzirom daM ima maksimalan broj ivica, gde god da dodamo
ivicu e, naruxio bi se uslov da M + e ne sadr�i Kr+1. Zato M sadr�i Kr+1

bez jedne ivice, pa samim tim i Kr. Oznaqimo taj Kr sa X. Neka je E1 skup
ivica izme�u temena grafova M −X i X. Tada va�i

e(M) = e(M −X) + e(X) + |E1|.

Poxto ni M −X ne sme da sadr�i Kr+1, po induktivnoj pretpostavci imamo

da je e(M −X) ≤ (r − 1)

2r
(n− r)2. Tako�e, svako teme v iz M −X je susedno sa

najvixe r − 1 temenom u X. U suprotnom bi X ∪ {v} bio Kr+1. Tako da imamo
|E1| ≤ (r − 1)(n− r) i

e(M) = e(M −X) + e(X) + |E1|

≤ (r − 1)

2r
(n− r)2 + r(r − 1)

2
+ (r − 1)(n− r) = (r − 1)

2r
n2.

Ovde jednakost mo�e va�iti u sluqaju da je r|n, i to vidimo direktno iz toga

xto je tada e(Tn,r) =
(r − 1)

2r
n2. U sluqaju da je r - n, ho�emo da na�emo graf

koji maksimizuje broj ivica. Primetimo da onda mora va�iti da je svako teme
izM−X susedno sa taqno r−1 nekih u X. Relativno lako se onda indukcijom
vidi da bax Tn,r maksimizuje ovaj broj ivica. To se jox bo	e vidi u slede�em
dokazu.

Dokaz 2 - Zikov	eva simetrizacija. Posmatrajmo graf G sa n temena koji za-
dovo	ava uslove teoreme i ima najve�i mogu�i broj ivica. Poxto smo videli
da se maksimum posti�e za kompletan r−partitivan graf, pokuxajmo da doka-
�emo da je G kompletan s−partitivan, za neko s. Zato, pretpostavimo da
postoje temena x,y i z u G tako da xy i yz nisu ivice grafa G, a xz jeste. Ako
bi bilo d(y) < d(x) mogli bismo y da ,,zamenimo" klonom temena x, tj. temenom
x′ koje je povezano sa svim temenima kao i x, a nije povezano sa x. Tada graf
G′ dobijen ovom transformacijom i da	e ne sadr�i Kr+1 jer xx′ nije grana
u G′. Ali e(G′) > e(G), xto je kontradikcija. Odatle imamo d(y) ≥ d(x),
i analogno d(y) ≥ d(z). Ako temena x i z zamenimo temenima y′ i y′′ koja
su spojena sa svim temenima kao i y i nisu spojena sa y dobijamo graf G1.
Poxto imamo d(y′) ≥ d(x) i d(y′′) ≥ d(z), a ivica xz se broji dva puta u zbiru
d(x) + d(z), imamo da je

e(G1) = e(G) + (d(y′)− d(x)) + (d(y′′)− d(z)) + 1 > e(G).

Ali, graf G1 i da	e ne sadr�i Kr+1 , a ima vixe temena od G, pa dobijamo
kontradikciju sa time da je G maksimalan.
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Sada znamo da ako xy i yz nisu ivice u E, onda nije ni xz. Znaqi da G
mo�emo podeliti na klase ekvivalencija koje se sastoje iz skupova temena koja
nisu susedna jedna sa drugim. Po definiciji, G je s−partitivan za neko s.
Poxto on maskimizuje broj ivica, on je kompletan s−partitivan, a kako u
sebi ne sadr�i Kr+1 kao podgraf, imamo da je s ≤ r. Mo�emo proveriti da od
takvih grafova maksimalan broj grana ima onaj za s = r, odnosno graf Tn,r.

Turanova teorema je bila jedna od osnova ekstremalne teorije grafova i
nije iznena�uju�e da ima puno primena. Mi �emo predstaviti jednu od �ih:

Zadatak 1. Neka je S skup n taqaka u ravni tako da najve�e rastoja�e izme�u
taqaka u skupu S nije ve�e od 1. Onda je broj neure�enih parova taqaka qija je

uda	enost ve�a od
1√
2
najvixe

n2

3
.

Dokaz. Uvedimo graf G(S,E) gde XY ∈ E ako i samo ako je ||XY || > 1√
2
. Ako

bi G sadr�ao K4, postojale bi qetiri taqke A,B,C,D ∈ S, tako da qetvor-

ougao ABCD ima sve stranice du�e od
1√
2
. Poxto je bar jedan od uglova u

qetvorouglu tup ili prav, bez uma�ena opxtosti ugao BAC, imali bi da je

BC ≥
√
AB2 + AC2 >

√
1
2
+ 1

2
= 1, xto je kontradikcija sa time da najve�e

rastoja�e me�u taqkama skupa S nije ve�e od 1.

Odatle sledi da graf G ne sadr�i K4. Sada na �ega mo�emo da primenimo

Turanovu teoremu. Imamo da je |E| ≤ 3− 1

2 · 3
n2 =

n2

3
. Kako je |E| broj ivica

tako da je uda	enost ||XY || ve�a od 1√
2
, broj parova je najvixe

n2

3
.

3.3 Teorema Erdox Stoun

Prirodno je zapitati se koliko ivica mo�e da ima graf G koji ne sadr�i
neki proizvo	an graf H kao svoj podgraf. Jedino za odre�ene grafove H
postoji egzaktna formula koja nam ka�e koliki je taj broj ivica. Ipak, neki
razultati su postignuti u ovom po	u i za proizvo	ne grafove H.

Evo jox jednog specijalnog sluqaja ovog pita�a, koje je 20 godina posle svog
objav	iva�a otvorilo mnoge mogu�nosti u ovom po	u istra�iva�a:
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Teorema 3.3.1 (Erdox3i Stoun4, 1946). Za sve prirodne brojeve r ≥ 1 i s ≥ 1,
i svako ε > 0, postoji prirodan broj M = M(r, s, ε), tako da svaki graf sa
n ≥M temena i barem e(Tn,r) + εn2 ivica sadr�i Kr+1

s kao podgraf.

Napomenimo da je

e(Tn,r) + εn2 =
r − 1

2r
n2 + εn2 =

(
1− 1

r
+ 2ε

)
n2

2
.

Za dokaz koristimo naizgled oslab	enu verziju ove teoreme:

Teorema 3.3.2 (Oslab	ena Erdox i Stoun). Za sve prirodne brojeve r ≥ 1 i
s ≥ 1, i svako ε > 0, postoji prirodan broj N = N(r, s, ε), tako da svaki graf

sa n ≥ N temena i minimalnim stepenom δ(G) ≥
(
1− 1

r
+ ε

)
· n ivica sadr�i

Kr+1
s kao podgraf.

Dokaz oslab	ene Erdox i Stoun. Radimo indukciju po r.

Za r = 1 treba nam da za dovo	no veliko n, G sa minimalnim stepenom
δ(G) ≥ εn sadr�i bipartitivan graf Ks,s. Sluqaj s = 1 je trivijalan.

Posmatra�emo B, s-toqlani skup qvorova grafa koji ima osobinu da postoji
teme vB koje je povezano sa svim temenima izB, pri qemu je s ≥ 2. Ako bi uspeli
da na�emo odgovaraju�i B takav da imamo ne jedno, ve� s temena v1, . . . , vs tako
da su svi vi, i ∈ {1, 2 . . . , s}, povezani sa svim temenima iz B, onda graf

B ∪
s⋃

i=1

{vi}

sigurno sadr�i Ks,s. Nazovimo takve B odgovaraju�im, a ovakav par (vB, B)
dobrim.

Posmatrajmo skup A koji sad�i sve odgovaraju�e s-toqlane skupove B, for-
malno

A =
{
B ⊆ V

∣∣∣|B| = s,∃v ∈ V \B,B ⊆ NG(v)
}
.

Sada mo�emo da brojimo dobre parove (vB, B) tako da B ∈ A. Ovo radimo da bi
naxli s razliqitih dobrih parova koji imaju isto B. Onda po prethodnom oni

4Paul Erd®s (1913-1996) je bio ma�arski mateamtiqar. Bavio se mnogim oblastima matem-
atike, a ve�ina �egovog rada je bila u vezi sa diskretnom matematikom.

4Arthur Harold Stone (1916-2000) je bio britanski matematiqar. Ve�ina �egovih radova
bila je u oblasti topologije.
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sadr�e Ks,s. Za to nam je dovo	no da je broj dobrih parova ve�i od (s− 1) puta
broj odgovaraju�ih skupova B, jer onda mora da postoji B koje se me�u dobrim
parovima pojav	uje bar s puta.

Broj dobrih parova brojimo po temenima vB. Svako teme v doprinosi sa(
d(v)

s

)
broju dobrih parova. Zato dobrih parova ima ukupno Q =

∑
v∈V

(
d(v)

s

)
.

Zbog uslova sledi

d(v) ≥ m = dεne, pa je Q ≥ n

(
m

s

)
.

Sa druge strane dovo	no je da je Q ≥ (s − 1)|A|. Poxto su B razliqiti s-

toqlani skupovi imamo da |A| ≤
(
n

s

)
, pa je dovo	no da

Q ≥ (s− 1)

(
n

s

)
, odnosno dovo	no je da n

(
m

s

)
≥ (s− 1)

(
n

s

)
.

Dobijamo da je dovo	no da je

n

s− 1
≥
(
n

s

)(
m

s

)−1
.

Koriste�i dobro poznate nejednakosti za binomne koeficijente(
N

k

)k

≤
(
N

k

)
≤
(
eN

k

)k

, N ≥ k > 0,

dobijamo(
n

s

)(
m

s

)−1
≤
(en
s

)s (m
s

)−s
=
(en
m

)s
≤
(en
εn

)s
=
(e
ε

)s
.

Jasno je da postoji n takvo da je n ≥ (s − 1)
(e
ε

)s
, i to n zadovo	ava uslov

teoreme.

Pretpostavimo da tv�e�e va�i za r ≥ 1 i sve s ≥ 1 i ε > 0, pokuxavamo
da doka�emo za r + 1 i proizvo	ne fiksirane s ≥ 1 i ε > 0. Imamo graf G
sa dovo	no ivica (ne znamo jox koliko to treba da bude), i sa minimalnim

stepenom δ(G) ≥
(
1− 1

r + 1
+ ε

)
n. Ho�emo da na�emo Kr+2

s u �emu.
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Ideja je da iskoristimo da je

δ(G) ≥
(
1− 1

r + 1
+ ε

)
n ≥

(
1− 1

r
+ ε

)
n

da bi primenili induktivnu hipotezu na rind = r i neke dobro izabrane εind i
sind. Uzmimo da je εind = ε, i da je sind = m koje je dosta veliko (posle �emo
definisati taqno koliko). Tada po induktivnoj hipotezi u G imamo graf
Kr+1

m . Pokuxa�emo da od ostatka temena u grafu G, graf Kr+1
m proxirimo u

Kr+2
s tako xto �emo na�i neki skup od s temena koja nisu u Kr+1

m , tako da su
ona povezana sa po s temena u svakoj od r + 1 klasa grafa Kr+1

m . Tada ona qine
r + 2-gu klasu grafa Kr+2

s .

Definiximo prvo skup temena tog podgrafa Kr+1
m kao V (Kr+1

m ) = A =
A1 ∪ · · · ∪ Ar+1, gde je |A1| = · · · = |Ar+1| = m. Neka je skup U = V (G) \ A
skup ostalih temena u grafu G. Mi ho�emo da na�emo u1, . . . , us ∈ U tako da za
svako i postoji s-toqlani podksup Bi skupa Ai tako da je za svako j, uj povezano
sa svim temenima iz Bi, jer onda B1 ∪ · · · ∪ Br+1 ∪ {u1, . . . , us} sigurno sadr�i
Kr+2

s kao podgraf.

Zato definiximo skup kandidata za u, ona temena iz U koja imaju dovo	no
suseda da bi mogla da u�u u proxiriva�e grafa Kr+1

m u graf Kr+2
s . To su sva

ona temena iz U koja u svakom od Ai imaju bar s suseda.

W =

{
w ∈ U

∣∣∣∣∣∣∣NG(w) ∩ Ai

∣∣∣ ≥ s, i = 1, 2, . . . , r + 1

}

Poxto se mo�e desiti da dva w izW imaju razliqite s-toqlane podskupove
suseda Bi,w u nekom od Ai, moramo i za to korigovati. Broj naqina da izaberemo

razliqite s-toqlane podskupove svakog od A1, . . . , Ar+1 je

(
m

s

)r+1

.

Ako imamo da je W dovo	no veliko, mo�emo da tvrdimo da po�e	an skup

w1, . . . , ws postoji uW . Naime ako je |W | ≥
(
m

s

)r+1

(s−1), onda po Dirihleovom

principu postoje w1, . . . , ws ∈ W , tako da postoje B1, . . . , Br+1 ⊂ Ai, tako da je
za svako j = 1, . . . , s i svako i = 1, . . . , r+1, Bi ⊂ NG(wj), xto nam po prethodnom
garantuje da imamo Kr+2

s . Sada samo treba nekako oceniti |W | i pokazati da
�e za dovo	no veliko n ono premaxiti ovu granicu.

Neka je zato m =
⌈s
ε

⌉
.

Dvostruko brojimo broj ivica koje nedostaju izme�u U i A, tj. brojimo broj



3.3. Teorema Erdox Stoun 17

parova (x, y) ∈ U × A tako da xy /∈ E(G). Neka je taj broj Q.

Q je najvixe m(r + 1)|U | −
(∑

v∈A d(v)− 2e(A)
)
≤

≤ (r + 1)m|U | − (r + 1)md(v)min +m(r + 1)m ≤

≤ (r + 1)mn− (r + 1)mn

(
1− 1

r + 1
+ ε

)
≤

≤ (r + 1)mn− (r + 1)mn+ (r + 1)mn

(
1

r + 1
− ε
)

=

= (r + 1)mn

(
1

r + 1
− ε
)
.

Q je barem (|U | − |W |)(m − s) jer za svako svako teme koje nije iz W va�i
da ako ima bar mr + s suseda u A, onda u svakoj od klasa mora imati bar s pa
pripada W . Znaqi mo�e imati najvixe mr+ s = m(r+1)− (m− s). S obzirom
da je s ≤ εm, imamo da je Q barem (|U | − |W |)(m−mε).

Sada imamo da je

(r + 1)mn

(
1

r + 1
− ε
)
≥ (|U | − |W |)(m−mε),

ondonso

(r + 1)n

(
1

r + 1
− ε
)
≥ (|U | − |W |)(1− ε),

pa sre�iva�em imamo slede�e

|W |(1− ε) ≥ |U |(1− ε)− n(1− ε(r + 1))

|W |(1− ε) ≥ (n−m(r + 1))(1− ε)− n(1− ε(r + 1))

|W |(1− ε) ≥ nεr −m(r + 1)(1− ε)

|W | ≥ nεr

1− ε
−m(r + 1),

xto je linearno po n. Pa znamo da za n dovo	no veliko va�i

|W | ≥
(
m

s

)r+1

(s− 1).

Po prethodnom to nam garantuje da imamo Kr+2
s , pa je dokaz zavrxen.
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Da bi to iskoristili treba�e nam ova lema.

Lema 3.3.1. Za sve pozitivne realne brojeve ε, δ za koje je ε < δ, postoji
prirodan broj B = B(ε, δ), tako da za sve prirodne brojeve n ≥ B va�i: Neka
je G graf sa n temena i najma�e δ n

2

2
ivica. Tada postoji podgraf G′ grafa G

sa minimalnim stepenom temena barem (δ − ε)|V (G′)| i |V (G′)| ≥
√
ε

2
n.

Dokaz leme 3.3.1. Neka je G0 = G. Iterativno konstruixemo grafove Gi za
i = 1, 2, ... tako da dobijemo graf sa tra�enim svojstvima na kraju. Ako Gi ima
najma�i stepen barem (δ − ε)|V (Gi)|, onda smo zavrxili, pod pretpostavkom
da smo Gi konstruisali tako da ima dovo	no temena. Pretpostavimo zato
suprotno. Neka je Gi+1 graf koji se dobija od Gi tako xto sklonimo proizvo	no
teme sa ma�e od (δ − ε)(n− i) suseda.

Proces mora da se zavrxi jer imamo da je

n∑
i=1

(δ − ε)(n− i) =
(
n

2

)
(δ − ε) < δ

n2

2

tako da ovime ne mo�emo skloniti sva temena. Neka proces traje t poteza. U
trenutku t imamo

e(G) ≤ e(Gt) +
t−1∑
i=1

(δ − ε)(n− i) ≤

≤ (n− t)2

2
+ (δ − ε)n

2 − (n− t)2

2
+
t

2
≤

≤ (δ − ε)n
2

2
+ (1− δ + ε)

(n− t)2

2
+
t

2
.

Poxto je e(G) ≥ δ
n2

2
imamo

δ
n2

2
≤ (δ − ε)n

2

2
+ (1− δ + ε)

(n− t)2

2
+
t

2
,

odnosno

ε
n2

2
≤ (1− δ + ε)

(n− t)2

2
+
t

2
.

Ako je ε dovo	no malo a n dovo	no veliko, imamo da je (n− t)2 ≥ ε

4
n2 odnosno

n− t ≥
√
ε

2
n.

Ako uzmemo da se proces zavrxio u trenutku t, imamo da tada graf Gt

ispu�ava uslove koje smo tra�ili te Gt = G′.
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Sada mo�emo da doka�emo i Erdox Stouna.

Oslab	eni Erdox Stoun =⇒ Erdox Stoun. Neka je G graf sa n temena i

barem

(
1− 1

r
+ 2ε0

)
n2

2
ivica. Tada poLemi 3.3.1 stavimo δ =

(
1− 1

r
+ 2ε0

)
i ε = ε0. Imamo da postoji G′ podgraf od G sa minimalnim stepenom barem

δ(G) =

(
1− 1

r
+ 2ε0 − ε0

)
=

(
1− 1

r
+ ε0

) ∣∣V (G′)
∣∣ i sa

∣∣V (G′)
∣∣ ≥ √ε0

2
n. Drugi

uslov nam daje da je za fiksirano ε0,
∣∣V (G′)

∣∣ neograniqeno, a prvi uslov nam
je uslov za oslab	enu Erdox Stounovu teoremu. Kada je primenimo na graf
G′, dobijamo ukupno da je Kr+1

s podgraf G′ xto je podgraf G.

Ova teorema ne samo da je interesantna sama za sebe, ve� ima i veoma korisnu
i neoqekivanu posledicu koju je ovu teoremu ustalila kao jednu od glavnih za
ekstremalnu toeriju grafova.

Definicija 3.3.1. Za graf H i prirodan broj n neka je exH(n) maksimalan
broj ivica koje graf sa n temena koji ne sadr�i H podgraf mo�e da ima.

Posledica 1 (Tvr�e�e koje sledi iz teoreme Erdox Stoun). exKr+1
s

(n) <
e(Tr,n) + εn2 za dovo	no veliko n.

Dokaz. Po teoremi Erdox Stoun imamo da ako graf sadr�i barem e(Tr,n)+
εn2 ivica onda on sadr�i Kr+1

s za dovo	no veliko n. Ali exKr+1
s

(n) je najve�i
broj ivica koje graf mo�e da sadr�i pre nego xto mora sadr�ati Kr+1

s kao
podgraf.

Definicija 3.3.2. Za graf H definiximo πH(n) =
exH(n)(

n
2

) .

Bilo bi veoma interesantno da je ova veliqina samo funkcija od H kako
n→∞. Zaista imamo slede�i rezultat.

Definicija 3.3.3. Turanov broj grafa H je πH = lim
n→∞

πH(n).

Posledica 2 (Tvr�e�e koje sledi iz teoreme Erdox Stoun). Za svaki graf

H sa bar jednom ivicom va�i πH =
χ(H)− 2

χ(H)− 1
gde je χ(H) hromatski broj grafa

H.

Dokaz posledice. Za ovaj dokaz nam treba to da e(Tn,r) ne odstupa mnogo od te
vrednosti za r|n. To koristimo kao slede�u lemu
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Lema 3.3.2. lim
n→∞

e(Tn,r)

(
n

2

)−1
=
r − 1

r

Dokaz leme. Neka je n = rq + t gde je 0 ≤ t < r. Tada u grafu Tn,r imamo t
klasa sa q + 1 qvorom i r − t klasa sa q qvorova. Svaki iz klase sa q + 1 daje
po n− (q + 1), a svaki iz klase sa q daje (n− q) grana, jox treba uraqunati da
tu svaku granu brojimo dva puta. Tada je

t(q + 1)(n− q − 1) + (r − t)q(n− q) =

= t(nq − q2 − q + n− q − 1) + (r − t)(nq − q2) =

= r(nq − q2) + t(n− 2q − q) =

= r

(
n
n− t
r
−
(
n− t
r

)2
)

+ t

(
n− 2(n− t)

r
− 1

)

= n2

(
1− 1

r

)
+ o(n2).

Odnosno poxto svaku granu brojimo dva puta dobijamo

lim
n→∞

e(Tn,r)

(
n

2

)−1
=
r − 1

r
.

Vratimo se sada na dokaz posledice.
Neka je r = χ(H). Poxto se H ne mo�e obojiti sa r − 1 boja, imamo da H

nije podgraf Tn,r−1 ni za koje n. Pa poxto je Tn,r−1 jedan od grafova koji ne
sadr�e H, po definiciji je e(Tn,r−1) ≤ exH(n).

Sa druge strane H se mo�e obojiti sa r boja, tako da za dovo	no veliki
broj s, H je podgraf grafa Kr

s . To vidimo ako uzmemo da su temena H iste
boje u istoj klasi ekvivalencije u grafu Kr

s . Ponovo po definiciji exG
imamo exH(n) ≤ exKr

s
(n), za sve takve s.

Za neko fiksirano s takvo, imamo da po teoremi Erdox Stoun za svako
ε > 0 va�i da je za dovo	no n

exKr
s
(n) < e(Tr−1,n) + εn2.

Po tome je

exH(n)

(
n

2

)−1
≤ e(Tn,r−1)

(
n

2

)−1
+ εn2

(
n

2

)−1
=
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= e(Tn,r−1)

(
n

2

)−1
+ 2ε

(
1− 1

n

)
≤

≤ e(Tn,r−1)

(
n

2

)−1
+ 4ε.

I sa druge strane je e(Tn,r−1)

(
n

2

)−1
≤ exH(n)

(
n

2

)−1
pa po Teoremi o dva poli-

cajca i po Lemi 3.3.1 sledi da je

πH = lim
n→∞

exH(n)

(
n

2

)−1
= lim

n→∞
e(Tn,r−1)

(
n

2

)−1
=
r − 2

r − 1
=
χ(H)− 2

χ(H)− 1
.

U ovom smislu, bipartitivni grafovi H su ovde degenerisani sluqajevi.
Poxto za �ih va�i χ(H) = 2 vidimo da je za �ih πH = 0, odnosno dovo	no je

znatno ma�e od

(
n

2

)
ivica da bi graf nad n temena morao da sadr�i H kao

podgraf.
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4

Zak	uqak

U ovom radu smo se bavili temama koje su zapoqele ekstremalnu teoriju grafova.
Na samom kraju rada smo iskoristili teoremu Erdox-Stoun, koja nam garantuje
da postoji specifiqan podgraf u posmatranom grafu, da doka�emo tvr�e�e
koje va�i za proizvo	ne grafove. Ovo pokazuje koliko su jednostavna tvr�e�a
ekstremalne teorije grafova mo�na u dokaziva�u osobina nekih proizvo	nih
grafova. Iako je ovo samo mali deo ove bogate matematiqke oblasti, nadam se
da je qitaoc dobio ose�aj predmeta kojim se bavi ova oblast.

Iskoristio bih ovu priliku da se zahvalim mentoru dr So�i Quki� na
izuzetnoj posve�enosti i pomo�i pri savladava�u potrebnog gradiva, kao i na
odvojenom vremenu da mi uputi konstruktivne i veoma korisne kritike.

Tako�e bih se zahvalio svojim predmetnim profesorima dr Zoranu Kadel-
burgu, Miloxu �ori�u, i dr Drago	ubu Keqki�u koji su me uveli u svet matet-
matike kroz nastavu predmeta analize sa algebrom.
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