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1 Uvod

Kvaternioni su prvi put opisani 1843. godine od strane irskog matem-
atiqara William Rowan Hamilton-a1. Naime, oktobra 1843. godine, xetaju�i
sa �enom pored reke kako bi stigao na sastanak, Hamilton je bio veoma za-
mix	en. U glavi je izuqavao prvu nekomutativnu algebru - kvaternione.
Morao je da prihvati qi�enicu da je qetvrta dimenzija pogodna za rad
sa tripletima. Kockice su mu se poklopile. Zapisao je formule kvater-
niona:

i2 = j2 = k2 = ijk = −1,

na steni mosta, danas poznatog pod engleskim nazivom kao Broom Bridge.
Nakon ovog veliqanstvenog otkri�a Hamilton je bio svestan znaqaja

kvaterniona u matematici i fizici, pa je ostatak svog �ivota proveo up-
ravo u �ihovom izuqava�u. �ihova prvobitna primena je bila u mehanici
trodimenionalnog prostora, koja je i bila motivacija Hamilton-u za �i-
hovo otkri�e.

U ovom radu se obra�uju osnove kvaterniona, prvenstveno �ihova al-
gebarska struktura i specifiqnost nekomuativnosti mno�e�a. U da	im
poglav	ima je akcenat na �ihovoj xirokoj primeni, prvenstveno u po	u
geometrije i opisiva�u rotacija trodimenzionalnog prostora pomo�u �ih.
Predstav	ena je i Hopfova fibracija2 i �ena povezanost sa kvaternion-
ima. U posled�oj sekciji je osvrt na upotrebu kvaterniona u geometrijama
vixih dimenzija, konkretno qetvorodimenzionalnom prostoru.

1 William Rowan Hamilton ( 4. avgust 1805. - 2. septembar 1865. , Dablin, Irska)
bio je irski matematiqar, fiziqar i astronom, koji je dao znaqajan doprinos razvoju
algebre, optike i dinamike.

2 Heinz Hopf ( 19. novembar 1894. - 3. jun 1971. ) je bio nemaqki matematiqar koji je
radio u oblastima topologije i geometrije.
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2 Osnovno o kvaternionima

Prostor kvaterniona, u oznaci H, jeste skup:

H = {a+ bi+ cj + ck : a, b, c, d ∈ R}

pri qemu va�i i2 = j2 = k2 = ijk = −1. Kvaternioni qine qetvorodimen-
zionalni vektorski prostor, pri qemu je struktura (H,+, ·) telo (prsten
bez komutativnosti), gde su operacije + i · operacije sabira�a i mno�e�a
kvaterniona. Specifiqnost kvaterniona jeste u �ihovom naqinu mno�e�a
- ono zapravo nije komutativno, xto se ispostav	a veoma korisnim.
U ovom poglav	u �emo postepeno graditi prostor kvaterniona i izvesti
pogodne posledice. U da	im poglav	ima �emo se fokusirati na �ihovu
upotrebu. Uvedimo standardne algebarske operacije.

2.1 Vektorski prostor kvaterniona

Definicija 2.1. Sabira�e nad H je binarna operacija + definisana sa:

(∀q1 = a1 + b1i+ c1j + d1k, q2 = a2 + b2i+ c2j + d2k ∈ H)

q1 + q2 = (a1 + a2) + (b1 + b2)i+ (c1 + c2)j + (d1 + d2)k.

Definicija operacije sabira�a qini ure�eni par (H,+) grupoidom.
Lako se pokazuje da je algebarska struktura (H,+) Abelova grupa. Mo�emo
definisati i spo	nu operaciju mno�e�a skalarom nad skupom H, u oznaci
∗, prema slede�em pravilu.

Definicija 2.2. Spo	na operacija mno�e�a skalarom nad skupom H je
binarna operacija ∗ definisana sa:

(∀α ∈ R)(∀q = a+ bi+ cj + dk ∈ H)

α ∗ q = (αa) + (αb)i+ (αc)j + (αd)k.

Ovako definisane algebarske operacije prati slede�a teorema.

Teorema 1. Skup H = {a+ bi+ cj+ ck : a, b, c, d ∈ R} u odnosu na operacije
sabira�a + i mno�e�a skalarom ∗ qini vektorski prostor nad po	em R.

Dokaz. Kako je struktura (H,+) Abelova grupa, ostaju da se doka�u os-
tala svojstva vektorskog prostora koja neposredno slede iz definicija
operacija sabira�a i mno�e�a skalarom.

Dakle, struktura (H,+, ∗) je vektorski prostor nad po	em realnih bro-
jeva R. Kako se svaki element skupa H mo�e na jedinstven naqin pred-
staviti preko vrednosti (a, b, c, d) ∈ R4, uoqavamo da je skup {1, i, j, k} baza
ovog vektorskog prostora.
Vektorski prostor H = 〈1, i, j, k〉 nad R, izomorfan vektorskom prostoru
R4, gde je izomorfizam Φ : R4 −→ H dat sa Φ(e1) = 1,Φ(e2) = i,Φ(e3) =
j,Φ(e4) = k je prostor kvaterniona H.
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2.2 Operacija mno�e�a

Formalan zapis kvaterniona bi bio q = a1 + bi + cj + dk, ali �emo radi
jednostavnosti koristiti zapis q = a + bi + cj + dk. Operaciju mno�e�a
kvaterniona prvo uvodimo relacijama mno�e�a baznih vektora:

i2 = j2 = k2 = ijk = −1,

iz kojih se jednostavnim algebarskim operacijama mogu izvesti vrednosti
izraza:

ij = k, ji = −k,
jk = i, kj = −i,
ki = j, ik = −j.

Iz gore navedene jednakosti zak	uqujemo da proizvod bilo koja dva vek-
tora iz skupa {1, i, j, k} mo�emo izraziti preko taqno jednog od �ih (do na
konstantan faktor −1 ∈ R). Navedenu qi�enicu �emo podrazumevati.

Definicija 2.3. Binarnu operaciju mno�e�a kvaterniona, u oznaci ·,
definixemo kao:

(∀q1 = a1 + b1i+ c1j + d1k, q2 = a2 + b2i+ c2j + d2k ∈ H)

q1 · q2 = (a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2) + (a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)i

+(a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j + (a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k,

xto je, naravno, posledica uslova mno�e�a baznih vektora.

Prema definiciji (H, ·) predstav	a grupoid. Neposredno sledi da je
za algebarsku strukturu (H, ·) zadovo	ena osobina asocijativnosti, neu-
tral predstav	a kvaternion q = 1, kao i da osobina komutativnosti nije
zadovo	ena, xto �emo najbo	e demonstrirati na primeru.

Primer 1.

(7i+ 3j)(2− i+ 5k) = 14i− 7i2 + 35ik + 6j − 3ji+ 15jk

= 14i+ 7− 35j + 6j + 3k + 15i

= 7 + 29i− 29j + 3k

(2− i+ 5k)(7i+ 3j) = 14i+ 6j − 7i2 − 3ij + 35ki+ 15kj

= 14i+ 6j + 7− 3k + 35j − 15i

= 7− i+ 41j − 3k

Iz primera je jasno da operacija mno�e�a nije komutativna.
Kvaternion mo�emo predstaviti i na drugaqiji naqin. Naime, za svaki

kvaternion q = a + bi + cj + dk mo�emo uoqiti skalarni deo - a ∈ R, i
vektorski deo - v = (b, c, d) ∈ R3. U skladu sa tim, kvaternion mo�emo
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zapisivati kao q = (a, v), pri qemu je v = (b, c, d). Kvaternione oblika q =
(a, 0) naziva�emo realni kvaternioni, dok su kvaternioni oblika q = (0, v)
qisti, odnosno imaginarni kvaternioni.

Dakle, kvaternion q mo�e biti zapisan na vixe razliqitih naqina, a
to su:

q = (a, v)

= (a, (b, c, d))

= (a, b, c, d)

= a+ bi+ cj + dk.

Sliqno, sabira�e kvaterniona se tako�e mo�e sprovoditi u skladu sa
svakim od zapisa. Neka su q1 = (a1, v1) i q2 = (a2, v2) dva kvaterniona,
tada je:

q1 + q2 = (a1, v1) + (a2, v2)

= (a1 + a2, v1 + v2)

= (a1 + a2, (b1, c1, d1) + (b2, c2, d2))

= (a1 + a2, (b1 + b2, c1 + c2, d1 + d2))

= (a1 + a2, b1 + b2, c1 + c2, d1 + d2)

= (a1 + a2) + (b1 + b2)i+ (c1 + c2)j + (d1 + d2)k.

U tekstu iznad smo definisali operaciju mno�e�a pomo�u standardnog
zapisa kvaterniona. Ukoliko kvaternione zapixemo u obliku skalarnog i
vektorskog dela, dobijamo:

q1 · q2 = (a1 + v1) · (a2 + v2)

= a1a2 + a1v2 + a2v1 + v1 · v2

Primetimo da va�i:

v1 · v2 = (b1i+ c1j + d1k) · (b2i+ c2j + d2k)

= −(a1a2 + b1b2 + c1c2) + (c1d2 − c2d1)i+ (b2d1 − b1d2)j + (b1c2 − b2c1)k

= −v1 ◦ v2 + v1 × v2,

qime dobijamo fomulu mno�e�a kvaterniona u obliku:

q1 · q2 = a1a2 − v1 ◦ v2 + a1v2 + a2v1 + v1 × v2,

pri qemu su ◦ i × standrardne oznake za skalarno, odnosno vektorsko
mno�e�e vektora u R3. Iz ovakvog zapisa kvaterniona je jasnije zaxto
operacija mno�e�a kvaterniona nije komutativna. Naime, kvaternioni
komutiraju samo ukoliko je �ihov vektorski proizvod 0, odnosno ukoliko
su �ihovi vektorski delovi linearno zavisni.
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2.3 Druga svojstva kvaterniona

Jav	a se potreba za uvo�e�em unarne operacije konjugova�a kvaterniona,
sliqne onoj nad skupom kompleksnih brojeva.

Definicija 2.4. Unarnu operaciju konjugova�a nad H definixemo kao:

(∀q1 = a+ bi+ cj + dk ∈ H)

q̄ = a− bi− cj − dk.

Nad definisanim operacijama sabira�a i mno�e�a kvaterniona, op-
eracija konjugacije ima slede�a svojstva:

p+ q = p̄+ q̄

p · q = q̄ · p̄

xto se lako mo�e pokazati sre�iva�em izraza sa leve i desne strane.
Sliqno kao kod kompleksnih brojeva, konjugat kvaterniona se mo�e

iskoristiti za izra�ava�e realnog i imaginarnog dela. Skalarni (re-
alni) deo kvaterniona q = (a, v) je a = q+q

2 , a vektorski (imaginarni) deo

je v = q−q
2 .

Primetimo da je za dati kvaternion q = a+ bi+ cj+dk vrednost izraza
q · q̄ = a2 + b2 + c2 + d2 pozitivan realan broj. Prethodno svojstvo kvater-
niona �emo iskoristiti za definisa�e norme nad vektorskim prostorom
kvaterniona.

Definicija 2.5. Normu ‖ · ‖ nad skupom H definixemo kao

‖q‖ =
√
q · q̄.

Kako je unarna operacija konjugova�a involutivna, na osnovu defini-
cije norme sledi

‖q̄‖ =

√
q̄ · (q) =

√
q̄ · q = ‖q‖,

kao i
‖pq‖2 = pq · p̄q = pq · q̄p̄ = p‖q‖2p̄ = ‖q‖2pp̄ = ‖p‖2‖q‖2,

odnosno ‖pq‖ = ‖p‖‖q‖, xto znaqi da je norma nad kvaternionima multip-
likativna.

Iz svega prethodnog jasno mo�emo konstruisati inverzni element svakog
kvaterniona u odnosu na operaciju mno�e�a. Naravno, inverzan element
kvaternionu q = 0 nije definisan. Inverz kvaterniona q je

q−1 =
q̄

‖q‖2
.

Na taj naqin smo dokazali slede�e veoma va�no tvr�e�e.
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Lema 2.1. Algebarska struktura (H\{0}, ·) gde je H prostor kvaterniona,

a · binarna operacija mno�e�a kvaterniona, jeste jedna grupa. Kako op-

eracija · nije komutativna u skupu H ova grupa nije Abelova.

Ovim smo konstruisali telo (H,+, ·). Naroqitu pa��u treba posvetiti
jediniqim kvaternionima, kao posebnoj podgrupi kvaterniona.

Jediniqni kvaternion predstav	a kvaternion norme jedan. De	e�em
ne-nultog kvaterniona svojom normom dobija se jediniqni kvaternion Uq:

Uq =
q

‖q‖
.

Naime, svaki kvaternion se mo�e predstaviti u obliku q = ‖q‖·Uq. Prime-
timo i da za svaki jediniqni kvaternion q va�i q−1 = q. Kako su je-
diniqni kvaternioni svi oni norme jedan, oni grade, geometrijski posma-
trano, sferu S3 u qetvorodimenzionalnom prostoru. Hopfova fibracija
koristi ovo svojstvo, xto �emo videti u narednim poglav	ima.

Tako�e, kao posebnu grupu kvaterniona treba izdvojiti i realne kvater-
nione, misle�i pri tom na kvaternione oblika q = a, a ∈ R, kao i qiste
kvaternione, odnosno kvaternione oblika q = ai+ bj + ck, a, b, c ∈ R, koji
�e nam biti od koristi.

2.4 Primene kvaterniona

Fokus ovog rada je na geometrijskoj primeni kvaterniona, ali oni imaju
znaqaj i u drugim oblastima matematike. Kako je mogu�e deliti kvater-
nione, oni qine jednu divizionu algebru ili algebru sa de	e�em. Ova
struktura je sliqna po	u osim xto operacija mno�e�a nije komutativna.
Diviziona R−algebra H zajedno sa svojom normom predstav	a jednu normi-
ranu divizionu algebru. Normirane algebre su veoma retke xto potvr�uje
Hurvicova3 teorema koja ka�e da su jedine takve slede�e qetiri: R,C,H i
O.

Tako�e, Hurvic je predstavio prsten celih kvaterniona, potprsten od
H saqi�en od kvaterniona forme q = a + bi + cj + dk, gde su svi a, b, c, d
celi brojevi ili kongruentni 1

2 modul Z. Ova konstrukcija je upotreb	ena
u dokazu Lagran�ove4 teoreme - svaki prirodan broj se mo�e predstaviti
kao suma najvixe 4 kvadrata prirodna broja.

3 Adolf Hurwitz (26. mart 1859. { 18. novembar 1919.) je bio nemaqki matematiqar
koji je radio na po	u algebre, analize, geometrije i teorije brojeva.

4 Joseph-Louis Lagrange (Turin, 25. januar 1736. { Pariz, 10. april 1813.) je bio
italijanski matematiqar i astronom. Ostvario je neverovatna dostignu�a u po	ima
analize, teorije brojeva i klasiqne mehanike. Smatra se najve�im matematiqarem svog
doba.
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3 Izometrije u euklidskom prostoru

Svaki euklidski afini prostor qine euklidski vektorski prostor, skup
taqaka E i preslikava�e koje ure�eni par (taqka, vektor) slika u taqku.
Euklidski prostor je sam po sebi afini, ali uoqava�em repera tog pros-
tora, najqex�e u oznaci Oe, odre�ujemo jedan vektorski prostor. Euk-
lidski vektorski prostor je svaki realni vektorski prostor V, konaqne
dimenzije u kome je definisan skalarni proizvod, 〈·, ·〉 : V×V→ R. Kako je
definisan skalarni proizvod on indukuje normu, odnosno du�inu, vektora
tog prostora. Naime,

‖v‖ =
√
〈v, v〉, ∀v ∈ V.

Prirodno se za rastoja�e izme�u dve taqke euklidskog prostora uzima
norma vektora koji ih spaja. Euklidsku metriku d : E × E → R posma-
tramo kao:

d(A,B) = ‖
−−→
AB‖, ∀A,B ∈ E.

Skalarni proizvod i norma nam omogu�avaju definisa�e ugla izme�u vek-
tora, kao

cos θ =
〈u, v〉
‖u‖‖v‖

u, v ∈ V, θ = ](u, v).

Sada mo�emo uvesti pojam izometrije. Za preslikava�e σ : E→ E ka�emo
da je izometrija euklidskog prostora E ako quva rastoja�a izme�u taqaka,
tj.

(∀A,B ∈ E) d(A,B) = d(σ(A), σ(B)).

Fiksna taqka izometrije σ je svaka taqka P za koju va�i
−−−−→
Pσ(P ) =

−→
0 .

Tako�e, iz uslova da je preslikava�e izometrija sledi da ono quva norme
vektora, kao i uglove izme�u �ih. Zbog toga, izometrija vektorskog pros-
tora preslikava �egovu ortonormiranu bazu u drugu bazu, koja je tako�e
ortonormirana. Zato se izometrije mogu posmatrati kao transformacije
prelaska izme�u baza. Osnovna podela izometrija je na one koje quvaju ori-
jentisanost baze, i na one koje ga me�aju. Prve zovemo direktnim, a druge
indirektnim izometrijama. Posebna vrsta izometrija su rotacije.

3.1 Rotacije

Rotacija je direktna izometrija sa bar jednom fiksnom taqkom (broj fik-
sih taqaka je razliqit i zavisi od dimenzija prostora i vrste rotacije).
Rotaciju odre�uje skup fiksnih taqaka (centar rotacije) i ugao rotacije.
Kako �emo se najvixe baviti rotacijama u E2 i E3, one mogu biti rotacija
oko taqke i osna rotacija.

Rotacija euklidskog prostora se mo�e posmatrati kao rotacija taqaka
oko centra rotacije ili kao promena baze tog prostora rotacijom. Svaki
euklidski vektorski prostor poseduje ortonormiranu bazu, odnosno bazu
qiji elemetni su vektori jediniqni i ortogonalni me�usobno i ima ih
kolika je i dimenzija prostora. Standardan zapis baze prostora dimenzije



Kvaternioni i rotacije euklidskog prostora 9

n je e = [e1, · · · , en]. Matrica A je matrica prelaska sa ortonormirane baze
e na ortonormiranu bazu f , ako i samo ako je

ATA = E.

Za matrice sa navedenim svojstvom ka�emo da su ortogonalne. Skup
svih ortogonalnih matrica reda n u oznaci O(n) ima strukturu grupe.
Kako je detA = detAT sledi da je vrednost determinante matrice 1 ili −1.
Zato je i grupa O(n) podgrupa linearne grupe GL(n) koju qine sve matrice
vrednosti determinante razliqite od 0. Upravo je podela o direktnim i
indirektnim izometrijama podela na one qija je determinanta 1 odnosno
−1. Naime, grupa O(n) nije povezana, ve� ima dve komponente povezanosti.

Veoma va�na grupa izometrija, u koju spada i rotacija, je ona sa de-
terminantom 1. Naziva se specijalna ortogonalna grupa i oznaqava sa
SO(n). Za grupu SO(3) se ispostav	a da je povezana, ali nije prosto
povezana. Tako�e, ona je cikliqna grupa reda 2, i �eno natkriva�e je
sfera S3. Ostali elementi grupe O(n) su, geometrijski posmatrano, kom-
binacije rotacija i refleksija.

Matrica rotacije R je direktna, quva orijentaciju, kao i ortonormira-
nost baze, pa je R ortogonalna matrica vrednosti determinante 1, odnosno
zak	uqujemo da R ∈ SO(n).

3.2 Matrice rotacije u E2 i E3

Neka je R matrica rotacije oko taqke u ravni za dati ugao θ, onda je ona
oblika

R =

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
.

Primetimo da ona jeste ortogonalna i da je det R = 1.

Slika 1: Formule rotacije u R2, kao i grafiqki prikaz
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Kako su jedine rotacije u ravni rotacije oko taqke, ovim smo obuhvatili
sve rotacije ravni.

Neka je R matrica rotacije trodimenzionalnog euklidskog prostora. To
jest, ona reperu prostora Oe pridru�uje reper Of , gde su e i f ortonormi-
rane baze. Samim tim je i R ortogonalna matrica vrednosti determinante
1. Ta marica se mo�e razlo�iti na proizvod matrica rotacija oko osa
repera Oe.
Sliqno rotacijama u ravni, rotacije oko osa u prostoru su

Rx(θ) =

1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 , Ry(ω) =

 cosω 0 sinω
0 1 0

− sinω 0 cosω

 ,
Rz(φ) =

cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0

0 0 1

 .
Svaku rotaciju trodimenzionalnog prostora mo�emo razlo�iti na kom-
poziciju ne vixe od tri rotacije oko osa repera Oe. Ta relacija se zove
Ojlerovo razlaga�e5 uoqene rotacije u odnosu na neke dve ose repera Oe, a
trojku orijentisanih uglova rotacija θ, ω i φ nazivamo Ojlerovim uglovima.

Ojlerovi uglovi mogu biti prezentovani na dva naqina, u zavisnosti da
li su oko pokretnih osa XY Z kada dobijamo unutrax�e rotacije ili oko
osa fiksiranog referentnog sistema xyz koje nazivamo spo	ax�e rotacije.
Linija qvorova je linija normalna na ose z i Z.

Uglovi φ, θ i ω se definixu kao:
• φ je ugao izme�u x-ose i linije qvorova,
• θ je ugao izme�u z-ose i Z-ose,
• ω je ugao izme�u linije qvorova i X-ose.
Unutrax�e rotacije se vrxe u tri koraka, pomo�u prethodno defin-

isanih uglova na slede�i naqin:
• rotacija XY Z oko Z-ose za ugao φ,
• rotacija XY Z oko rotirane X-ose za ugao θ,
• rotacija XY Z oko Z ose za ugao ω.
Spo	ax�e rotacije se tako�e vrxe u tri koraka, pritom da su rotacije

sada oko fiksiranih osa x, y i z koje se na poqetku poklapaju sa osama X,
Y i Z.
• rotacija XY Z oko z-ose za ugao ω,
• rotacija XY Z oko rotirane x-ose za ugao θ,
• rotacija XY Z oko z ose za ugao φ.
Ojlerova matrica predstav	a formu matrice rotacije u sluqaju rotacije

oko orijentisane ose. Deta	nije �emo je istra�iti i povezati sa grupom
kvaterniona.

5Leonard Ojler (nem. Leonhard Euler Bazel, 15. april 1707 | Sankt Peterburg, 18.
septembar 1783) je bio xvajcarski matematiqar i fiziqar. �iveo je i radio u Berlinu
i Sankt Peterburgu. Doxao je do velikih otkri�a u potpuno razliqitim oblastima kao
xto su matematiqka analiza i teorija grafova.
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3.3 Ojlerova matrica

Neka je A matrica rotacije u odnosu na uoqeni reper Oe prostora E, za
orijentisani ugao θ oko zadate orijentisane ose ∆ koja sadr�i taqku O.
Neka je e = [e1, e2, e3] i c = αe1 + βe2 + γe3 jediniqni vektor prave ∆.
Matrica te rotacije u odnosu na ortonormiranu bazu g = [a, b, c], sa tre�im
vektorom c je matrica R:

R =

cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

 , F =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 .
Navedena matrica F nam je pogodna za zapis matrice R, naime:

R = E + F sin θ + F 2(1− cos θ).

Primetimo i da va�i R − RT = 2 sin θF . Neka je P matrica prelaska
sa ortonormirane baze e na bazu g. Iz prethodnih poglav	a znamo da je
matrica P ortogonalna, to jest PT = P−1 i da je �ena tre�a kolona upravo
α, β, γ. Va�i i P−1AP = R, kao posledica rotacija u dve baze. Ona je
oblika

P =

p x α
q y β
r z γ

 .
Kako je A = PRP−1 sledi

A = E + PFP−1 sin θ + PFP−1PFP−1(1− cos θ),

odnosno za D = PFP−1 = PFPT :

A = E +D sin θ +D2(1− cos θ).

Kako je c = a × b, i a = pe1 + qe2 + re3, b = xe1 + ye2 + ze3 dobijamo:
α = qz − ry, β = rx − pz, γ = py − qx. Sada nakon raquna�a matrice D
upotrebom dobijenih zavisnosti sledi

D =

 0 −γ β
γ 0 −α
−β α 0

 , D2 + E =

α2 αβ αγ
βα β2 βγ
γα γβ γ2

 .
Ukoliko uoqeni vektor c prave ∆ nije normiran, tada α, β, γ u prethod-
nim relacijama treba pomno�iti sa 1

‖c‖ . Izvex�emo korisna svojstva koja
proizilaze iz ovakvog zapisa matrice.

Trag matrice A nalazimo kao TrA = 3 + (1− cos θ)(α2 + β2 + γ2 − 3), i
za sluqaj ‖c‖ = 1 dobijamo:

TrA = 1 + 2 cos θ.
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Tako�e koriste�i odnose R−RT = 2 sin θF i A = PRP−1, kao i D = PFP−1

neposredno sledi da:
A−AT = 2 sin θD.

Uvode�i novi parametar λ, kao tg θ
2 = ‖c‖

λ i izra�avaju�i sin θ i cos θ

preko tg θ
2 u prethodnim relacijama, matrica rotacije se svodi na

A =
1

δ

λ2 + α2 − β2 − γ2 2αβ − 2λγ 2λβ + 2αγ
2αβ + 2λγ λ2 − α2 + β2 − γ2 2βγ − 2λα
2αγ − 2λβ 2λα+ 2βγ λ2 − α2 − β2 + γ2

 ,
gde je δ = λ2 +α2 + β2 + γ2. Dobijenu matricu zovemo Ojlerovom matricom
koja je odre�ena realnim brojem λ i ne-nula vektorom (α, β, γ) iz R3.

To je upravo matrica rotacije prostora E3 u odnosu na reper Oe, oko
ose ∆ odre�ene vektorom c = αe1 + βe2 + γe3 za ugao θ za koji je tg θ

2 =
‖c‖
λ , podrazumevaju�i da λ = 0 ima znaqe�e θ = π. U slede�em poglav	u
�emo uoqiti vezu izme�u kvaterniona i grupe SO(3), koriste�i Ojlerovu
matricu kao vezu izme�u �ih.
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4 Kvaternioni i grupa SO(3)

4.1 Kvaternioni u matriqnom obliku

Uz simboliku iz prethodnog poglav	a, Ojlerova matrica A zadovo	ava
δA = λ2E + 2λD + 2D2, xto se u matriqnom obliku mo�e zapisati kao:[

1 0
0 A

]
=

1

δ

[
λ −BT
B λE +D

] [
λ BT

−B λE +D

]
, B =

αβ
γ

 .
Kako je jasan odnos izme�u dve matrice sa desne strane jednakosti, matrica
A je odre�ena prvom matricom iz ovog proizvoda, naime matricom

q = K(λ, α, β, γ) =


λ −α −β −γ
α λ −γ β
β γ λ −α
γ −β α λ


reda qetiri nad po	em R. Kao posebne matrice uoqimo 1 = K(1, 0, 0, 0), i =
K(0, 1, 0, 0), j = K(0, 0, 1, 0),k = K(0, 0, 0, 1) odnosno u matriqnom obliku:

1 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , i =


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 ,

j =


0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0

 , k =


0 0 0 −1
0 0 −1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 .
Primetimo da je svejedno da li smo birali prvu ili drugu matricu

sa desne strane da oderedi naxu matriqnu reprezentaciju kvaterniona.
Naime, postoji 48 razliqitih reprezentacija na ovaj naqin. Preciznije,
postoji 48 skupova qetvorodimenzionalnih matrica takvih da funkcija
koja slika 1, i, j, i k u te matrice je homomorfizam, tj, preslikava zbir i
proizvod kvaterniona u zbir i proizvod matrica.

Jasno je da za proizvo	ne realne brojeve λ, α, β, γ va�i

q = λ1 + αi + βj + γk,

gde su 1, i, j,k ranije uoqene matrice. Tako�e, uz to va�i i:

i2 = j2 = k2 = −1,
ij = −ji = k,
jk = −kj = i,
ki = −ik = j.

Naime, grupu svih matrica K(λ, α, β, γ) mo�emo identifikovati sa grupom
kvaterniona H. �ihova baza je sistem 〈1, i, j, k〉. Kako smo ve� upoznati
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sa svojstvima kvaterniona kao algebarske strukture, razmotrimo ih u ma-
triqnom zapisu.
Konjugat kvaterniona u oznaci

q̄ = λ1− αi− βj − γk,

u matriqnoj formi predstav	a upravo matricu qT . Normu kvaterniona
nalazimo kao

‖q‖ =
√
qq̄ =

√
δ1 =

√
δ.

Tako�e, podsetimo se inverza kvaterniona

q−1 =
q̄

δ
.

Razlikujemo i realne kvaternione, one oblika q = λ1 i qiste kvaternione,
one oblika q = αi+βj+γk. Slede�e veoma bitno tvr�e�e �e nam omogu�iti
uspostav	a�e veze izme�u kvateriona i euklidskog prostora. Preslika-
va�e I, zadato sa

X = (x, y, z)
I7→ q = xi+ yj + zk

jeste izomorfizam vektorskog prostora R3 na vektorski podprostor H0

svih qistih kvaterniona. Pomo�u navedenog izomorfizma, identifiku-
jemo taqke R3 sa qistim kvaternionima. U prethodnoj qi�enici nalazimo
motivaciju za tvr�e�e u slede�oj sekciji.

4.2 Kvaternioni i matrice rotacije

Neka je A Ojlerova matrica kojoj odgovara qetvorka brojeva λ, α, β, γ. Neka
je kvaternion pridru�en toj qetvorci q = λ+ αi+ βj + γk, i neka je P =
(x, y, z) proizvo	na taqka prostora R3, a p = xi + yj + zk, �oj pridru�en
qist kvaternion. Tada va�i:

P ′ = AP ⇔ p′ = qpq−1,

gde su P ′ i p′ taqke dobijene datom rotacijom.

Dokaz. Razmotrimo prvo poseban sluqaj. Neka je Px = (x, 0, 0), odnosno

px = xi. Tada je P ′x = APx = x
δ

λ2 + α2 − β2 − γ2
2αβ + 2λγ
2αγ − 2λβ

, a kvaternion p′x:
p′x = qpxq

−1 = q(xi)
q̄

δ
=
x

δ
(λ+ αi+ βj + γk)i(λ− αi− βj − γk)

=
x

δ
(λi− α− βk + γj)(λ− αi− βj − γk)

=
x

δ
[(λ2 + α2 − β2 − γ2)i+ (2αβ + 2λγ)j + (2αγ − 2λβ)k],
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xto je upravo kvaternion koji po izomorfizmu I odgovara P ′x = APx. Qitav
postupak ne naruxava ekvivalenciju ni u jednom smeru, tako da su izrazi
ekvivalentni. Sliqno se dokazuje tra�ena ekvivalentnost i za taqke Py =
(0, y, 0) i Pz = (0, 0, z). Kako su sve operacije linearne, iz toga sledi i
prethodno tvr�e�e.

Iz svega do sada mo�emo da zak	uqimo slede�e.
U odnosu na uoqeni reper Oe, svaku rotaciju vektorskog prostora R3,

qija osa ∆ odre�ena vektorom c = αe1 +βe2 +γe3, sadr�i taqku O, mo�emo
odrediti kvaternionom q = λ+ c′, gde je c′ = αi+ βj + γk. Pri tom je ugao
rotacije odre�en sa

tg
θ

2
=
‖c‖
λ
, za (λ 6= 0),

gde je θ = π za λ = 0. Kako je ‖c‖ =
√
α2 + β2 + γ2, va�i identitet

cos
θ

2
=

1√
1 + tg θ

2

2

=
λ√

λ2 + α2 + β2 + γ2
,

gde je imenilac razlomka upravo norma kvaterniona te rotacije. Prime-
timo da se za jediniqni kvaternion q dobija λ = cos θ2 pa se on mo�e za-

pisati i u obliku q = cos θ2 + sin θ
2 (αi+ βj + γk), za ‖c‖ = 1. Ovakav zapis

�e se ispostaviti vrlo korisnim xto �emo videti u da	im poglav	ima.
Rotaciju koja odgovara kvaternionu q da	e �emo oznaqavati sa Rq.

Primetimo da je ista rotacija odre�ena za dva kvaterniona q1, q2 akko
su oni u odnosu q2 = ηq1 za η ∈ R \ {0}. Da li su to svi kvaternioni koji
odre�uju jednu rotaciju?

Dokaz. Smer ⇐ je trivijalan. Smer ⇒:
Za proizvo	u taqku P = p1i+ p2j + p3k va�i Rq1(P ) = Rq2(P ), pa je da	e:

q1Pq
−1
1 = q2Pq

−1
2 ⇔ P = q−11 q2Pq

−1
2 q1 ⇔ P = Rq−1

1 q2
(P ),

odnosno da je rotacija odre�ena kvaternionom q−11 q2 koincidencija. Uko-
liko bi qist deo ovog kvaterniona bio razliqit od nule to bi onda bila
rotacija oko nekog vektora za neki ne-nulti ugao, xto nije koincidencija.
Znaqi q−11 q2 = η, η ∈ R \ {0}, tj. q2 = ηq1.

Naime, svaka rotacija je jedinstveno odre�ena sa taqno dva jediniqna
kvaterniona, ako je jedan q, drugi je −q. Va�i i obrnuto, odnosno, za
bilo koji kvaternion, mo�emo uoqiti odgovaraju�u Ojlerovu matricu, pa
samim tim i odgovaraju�u rotaciju. Naravno, svim realnim kvaternionima
pridru�ujemo identiqno preslikava�e, tj. koincidenciju.
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4.3 Primeri

Euklidski vektorski prostor R3 je orijentisan svojom bazom e = [e1, e2, e3].
Odrediti matricu rotacije L za ugao π

3 oko vektorske prave F koja je ori-
jentrisana i odre�ena vektorom c = (1, 0, 1).
U prvom rexe�u �emo se slu�iti promenom baze prostora. Naime, �elimo
da izvrximo promenu baze tako da tra�ena rotacija postane rotacija oko
jedne ose, i potom se vratimo u polaznu bazu. Zato, neka je nova baza
g = [g1, g2, g3], gde je g3 vektor kolinearan sa c. Vektori g1 i g2 nisu fik-
sni ali kao jedan vektor normalan na g3 mozemo uzeti g2 = (0, 1, 0). Vektor
g1 trazimo u obliku (α, β, γ). Kako treba da va�i

〈g1, g3〉 = 0
〈g1, g2〉 = 0

⇒ α+ γ = 0
β = 0

vektor g1 dobijamo u obliku (α, 0,−α). Nova baza g treba da bude ortonormi-
rana pa su onda g1 = ( 1√

2
, 0, −1√

2
), g2 = (0, 1, 0) i g3 = ( 1√

2
, 0, 1√

2
).

Matrica prelaska P je tada

P =
1

2

 √2 0
√

2
0 2 0

−
√

2 0
√

2

 .
Kako je detP = 1 ona quva orijentisanost polazne baze. Matrica rotacije
oko ose g3 za ugao

π
3 je

R =

 1
2 −

√
3
2 0√

3
2

1
2 0

0 0 1

 .
Tada je tra�ena matrica rotacije P−1LP = R, to jest L = PRP−1, xto je
zapravo:

L =
1

8

 √2 0
√

2
0 2 0

−
√

2 0
√

2


 1

2 −
√
3
2 0√

3
2

1
2 0

0 0 1


√2 0 −

√
2

0 2 0√
2 0

√
2

 ,
a nakon sre�iva�a dobijamo

L =
1

4

 3 −
√

6 1√
6 2 −

√
6

1
√

6 3

 .
Drugi naqin na koji bismo mogli da reximo ovaj zadatak je pomo�u upotrebe
kvarterniona. Naime, neka je kvaterenion q = λ + αi + βj + γk, kvater-
nion koji odre�uje rotaciju Rq koju �emo poistovetiti sa L. Tada je

λ = cos(π/32 ) = cos π6 =
√
3
2 . Tako�e, vektorom prave c = (1, 0, 1) su odre�eni

α = p, β = 0 i γ = p, gde je p konstanta sa tim da je
√
λ2 + α2 + β2 + γ2 = 1.



Kvaternioni i rotacije euklidskog prostora 17

Iz prethodnog dobijamo 2p2 = 1
4 tj. p = 1

2
√
2
. Konaqno q =

√
3
2 + 1

2
√
2
i+ 1

2
√
2
k.

Tada je rotacija Rq neke taqke prostora (x, y, z) ∈ R3 koju po izomorfizmu
poistove�ujemo sa qistim kvaternionom xi+ yj + zk zapravo:

Rq = q(xi+ yj + zk)q−1 =
1

8
(
√

6 + i+ k)(xi+ yj + zk)(
√

6− i− k)

=
1

8
[−x− z + i(x

√
6− y) + j(y

√
6− z + x) + k(z

√
6 + y)](

√
6− i− k)

=
1

8
[(6x− 2

√
6y + 2z)i+ (2

√
6x+ 4y − 2

√
6z)j + (2x+ 2

√
6y + 6z)k],

xto po izomorfizmu qistih kvaterniona i R3 mo�emo poistovetiti
sa taqkom ((3x −

√
6y + z)/4, (

√
6x + 2y −

√
6z)/4, (x +

√
6y + 3z)/4) ili u

matriqnom zapisu:

L

xy
z

 =
1

4

 3 −
√

6 1√
6 2 −

√
6

1
√

6 3

xy
z

 ,
iz qega dobijamo tra�enu matricu rotacije. Zadatak smo mogli rexiti i
primenom Ojlerove matrice, koriste�i �en sre�eni oblik, ali motivacija
ovih rexe�a u izvo�e�u, a ne korix�e�u gotove matrice.

Neka je euklidski prostor R3 orijentisan svojom kanonskom bazom i L
linearni operator nad V odre�en matricom

A =
1

4

 3 1 −
√

6

1 3
√

6√
6 −

√
6 2


u odnosu na tu bazu. Zak	uqiti da je L jedna rotacija tog prostora i odred-
iti �enu osu F, kao i ugao rotacije θ.
Pre svega, treba proveriti da je matrica A ortogonalna i da je �ena deter-
minanta 1. To jeste zadovo	eno, xto znaqi da je operator L ortogonalan
i da je i jedna rotacija. Koriste�i izraze koje smo izveli pri raquna�u
Ojlerove matrice, znamo da je

A−AT = 2 sin θD
TrA = 1 + 2 cos θ

, D =

 0 −γ β
γ 0 −α
−β α 0


pri qemu je θ ugao rotacije, a vektor (α, β, γ) jediniqni vektor pravca ose

rotacije. Dobijamo cos θ = 1
2 , i primetimo da vrednost sin θ ∈ {

√
3
2 ,−

√
3
2 }

nije jedinstveno odre�ena. Ova pojava se jav	a jer je rotaciju oko ose
mogu�e predstaviti kao rotcaiju oko usmerenog vektora te ose za ugao φ
ili isto tako kao rotaciju oko suprotno usmerenog vektora te ose za ugao
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2π − φ. Prema tome, svejedno je koji ugao odaberemo. Neka je sin θ = −
√
3
2 ,

tj. θ = 5π
3 . Tada iz prve jednakosti dobijamo

A−AT =
1

4

 0 0 −2
√

6

0 0 2
√

6

2
√

6 −2
√

6 0

 = −
√

3

 0 −γ β
γ 0 −α
−β α 0

 = 2 sin θD,

odnosno α =
√
2
2 , β =

√
2
2 i γ = 0. Dobili smo da je data matrica, matrica

rotacije oko vektora (
√
2
2 ,
√
2
2 , 0) za ugao θ = 5π

3 .
Rexi�emo ovaj problem i u drugom smeru, naime, ako je rotacija oko vektora

v = (
√
2
2 ,
√
2
2 , 0) za ugao θ = 5π

3 na�i �enu matricu rotacije, ali na drugaqiji
naqin nego do sad.
Primetimo da rotacijom vektora v oko z ose za ugao π

4 dobijamo vektor

(0,
√

2, 0), koji je kolinearan sa y osom. Nakon toga je potrebno izvrxiti
rotaciju za dati ugao, ali oko y ose i potom se vratiti u polazno sta�e
rotacijom za −π4 oko z ose. Naime,

A = Rv,θ = Rz,−π4 ◦Ry,θ ◦Rz,π4 .

Kako su nam poznate matrice rotacija oko osa u R3 dobijamo:

A =


√
2
2

√
2
2 0

−
√
2
2

√
2
2 0

0 0 1


 1

2 0 −
√
3
2

0 1 0√
3
2 0 1

2



√
2
2 −

√
2
2 0√

2
2

√
2
2 0

0 0 1

 ,
to jest, nakon mno�e�a matrica matrica roacije je:

A =
1

4

 3 1 −
√

6

1 3
√

6√
6 −

√
6 2

 .
Ovo je jedan od metoda i zasniva se na rotira�u oko osa baze prostora. U
opxtem sluqaju matrica ima 5, jer nije dovo	na rotacija oko jedne ose da
bi vektor postao kolinearan sa nekom od osa. Inaqe su potrebne 2 rotacije,
pa samim tim imamo 2 rotacije koje dovode vektor na neku od osa, 1 rotaciju
oko te ose, i 2 inverzne rotacije koje vra�aju vektor na polaznu poziciju.
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4.4 SO(3) ∼= RP 3

U ovom poglav	u �emo posmatrati topoloxko svojstvo grupe SO(3). Radi
bo	eg razumeva�a opisa�emo realne projektivne prostore.

Definicija 4.1. Realan projektivni prostor dimenzije n, u oznaci RPn
je skup pravih kroz koordinatni poqetak u Rn+1. Kako svaka prava preseca
jediniqnu sferu taqno dva puta, RPn mo�emo zamisliti kao jediniqnu
sferu Sn sa identifikovanim antipodalnim taqkama u i −u.

Koriste�i drugi opis, taqke u RPn poistove�ujemo sa parovima {u,−u},
tako da u ∈ Sn. Zapravo, to je prostor Sn/{1,−1}. Prirodno preslikava�e
π : Sn → RPn, zadato je sa:

π(u) = {u,−u}.

Neka sa Dn oznaqavamo zatvorenu gor�u polusferu u Sn, xto je, skup
taqaka u ∈ Sn takvih da je un+1 ≥ 0. Kako je bar jedan od u i −u na
Dn, mo�emo izvrxiti restrikciju π na Dn. Preslikava�e π na Dn je in-
jektivno osim na ekvatoru, odnosno skupu u ∈ Sn sa un+1 = 0. Ako je u na
ekvatoru, tada je i −u tako�e, tj. π(u) = π(−u). Dakle, RPn mo�emo da
zamislimo kao gor�u polusferu Dn, sa identifikovanim antipodalnim
taqkama na ekvatoru.

Teorema 2. Postoji neprekidno bijektivno preslikava�e izme�u SO(3) i
RP 3.

Dokaz. Svaka rotacija u R3 je odre�ena jediniqnim vektorom v = αe1 +
βe2 + γe3 i uglom rotacije θ ∈ [−π, π]. Kada ovako zadate rotacije mogu da
budu iste?

Ukoliko su vektori u i v kolinearni i suprotnog smera, a uglovi
rotacije su im suprotni. Naime, Rv,−θ = R−v,θ. Kako taqno jedan od
{θ,−θ} pripada [0, π], jednistvenost dobijamo dodatnim uslovom θ ∈ [0, π].

Tako�e, ukoliko su uglovi rotacije jednaki, odnosno θ1 = θ2 = π, va�i
Rv,θ1 = R−v,θ2 . Dakle, kako �elimo jednistvenost, u sluqaju θ = π treba
odabrati samo jedan od vektora {v,−v}.

Primetimo da je Rv,0 identiteta za svaki vektor v. Zato u sluqaju θ = 0,
ne mo�emo jedinstveno odrediti jediniqni vektor pa �emo koincidenciju
specijalno oznaqavati sa I.

Dakle, svaka rotacija iz SO(3)\ I je jedinstveno odre�ena sa qetvorkom
(θ, α, β, γ), α2 +β2 +γ2 = 1, θ ∈ (0, π], osim za θ = π. Uoqimo preslikava�e
Φ : SO(3)→ RP 3, zadato sa:

Φ(I) = (1, 0, 0, 0),

Φ(θ, α, β, γ) =

(
cos

θ

2
, α sin

θ

2
, β sin

θ

2
, γ sin

θ

2

)
.

Kako cos2 θ2 +sin2 θ
2 (α2+β2+γ2) = 1, kodomen Φ ∈ S3. Primetimo da cos θ2 ≥



Kvaternioni i rotacije euklidskog prostora 20

0. Za cos θ2 > 0, promen	ive α, β i γ su proizvo	ne, pa odre�uju celu gor�u

polusferu od S3. U sluqaju θ = π, odnosno cos θ2 = 0, xto je ekvator na S3,
identifikujemo taqke (0, α, β, γ) i (0,−α,−β,−γ) jer proizilaze od istih
rotacija Rv,π = R−v,π, v = (α, β, γ). Kako smo ranije identifikovali RP 3

sa polusferom od S3 sa antipodalnim ekvatorom, kodomen Φ zaista jeste
RP 3.

Preslikava�e je neprekidno akko je neprekidno po koordinatama, xto
mo�emo primeniti i na preslikava�e Φ. Uz to je limθ→0 Φ(θ, α, β, γ) =
Φ(I), pa je preslikva�e Φ neprekidno. Treba dokazati da je ono bijekcija,
odnosno injektivno i surjektivno.

Ako je φ(θ1, α1, β1, γ1) = φ(θ2, α2, β2, γ2) dobijamo θ1 = θ2 (za θ ∈ (0, π)),
pa da	e sledi jednakost ostalih koordinata. Sluqaj θ1 = θ2 = 0 je triv-
ijalan. Kada je θ = π mogu�e su dve qetvorke (0, α, β, γ) i (0,−α,−β,−γ),
ali su one identiqne i u SO(3) kao Rv,π = R−v,π, v = (α, β, γ). Dakle Φ je
injektivno.

Neka (a, b, c, d) ∈ RP 3, a 6= 1. Tada je sa

cos
θ

2
= a α =

b√
1− a2

β =
c√

1− a2
γ =

d√
1− a2

,

zadovo	eno α2 + β2 + γ2 = 1, pa je odre�ena qetvorka brojeva koja se slika
u polaznu. Za a = 1 imamo Φ(I) = (1, 0, 0, 0). Dakle, svaka taqka iz RP 3 je
slika nekog elementa iz domena. Zbog toga je preslikava�e φ surjektivno,
a zbog prethodnog i bijektivno. Kako su SO(3) i RP 3 kompaktni, poznato
je da postoji inverzno preslikava�e koje je tako�e neprekidno, xto znaqi
da je SO(3) homeomorfno sa RP 3.

Dakle, postoji neprekidno bijektivno preslikava�e izme�u grupa SO(3)
i RP 3, tj. izme�u grupa SO(3) i S3/{1,−1}. Homeomorfizam koji mo�emo
uoqiti izme�u �ih se odnosi na operacije mno�e�a kvaterniona i kom-
pozicije rotacija. Naime, za dve rotacije Rp i Rq zadate kvaternionima
p i q (svaka rotacije se mo�e odretiti nekim kvaternionom) va�i:

Rp ◦Rq = Rpq.

Kako postoji homomorfizam i neprekidno bijektivno preslikava�e izme�u
datih grupa, va�i slede�a teorema.

Teorema 3. Neka je S3 grupa svih jediniqnih kvaterniona, i SO(3) grupa
svih rotacija euklidskog prostora E3. Tada postoji izomorfizam izme�u

grupa SO(3) i grupe jedniniqnih kvaterniona u odnosu na operaciju kom-

pozicije rotacija i mno�e�a kvaterniona. Odnosno tada je:

SO(3) ∼= S3/{1,−1}.

Ovom teoremom smo uspostavili vezu izme�u jediniqnih kvaterniona i
grupe rotacija prostora E3. Kao xto smo ranije izvodili, vidimo da se
rotacija primenom kvaterniona uprox�ava, naime ma�e puta prime�ujemo
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mno�e�e nego u matriqnom raqunu. Tako�e, kvaternion odre�uju qetiri
parametra, dok Ojlerova matrica ima devet po	a, xto je jox jedna pred-
nost kvaterniona. Ova razlika je znaqajna u programira�u jer je potrebno
ma�e memorije za alocira�e rotacije, kao i ma�e puta primena operacija
mno�e�a xto dovodi do ubrza�a rada programa. Tako�e, ako je norma
kvaterniona izomorfnog rotaciji jednaka 1, ugao rotacije je zadat formu-
lom

θ = 2 arccos(λ),

xto je jox jedno pojednostav	e�e u odnosu na Ojlerovo rexe�e. Ukoliko
nam je data Ojlerova matrica, za pronala�e�e vektora prave oko koje se
vrxi rotacija potreban je izvestan raqun, dok je kod kvaterniona vektor
pravca zadat samim kvaternionom.

Kvaternioni po svojoj prirodi pripadaju qetvorodimenzionom pros-
toru R4. Izomorfnost sa rotacijama u R3 nam slu�i kao motivacija za
slede�e poglav	e, u kom razmatramo Hopfovu fibraciju.
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5 Hopfova fibracija

5.1 Uvod

Hofova fibracija, nazvana je po Hajncu Hopfu, koji je prouqavao 1930-ih
godina. Ona je bila veliko otkri�e u topologiji, kao i veoma znaqajan
objekat u teoriji Lijevih grupa. Hopfova fibracija ima mnoxtvo pri-
mena u fizici, uk	uquju�i i kvantnu teoriju raqunarstva, danas veoma
popularnu oblast.

Kako je pretpostavka da je za razumeva�e opfove fibracije potrebno
dobro poznava�e apstraktne algebre i mnogostrukosti, ona uglavnom nije
dostupna sred�oxkolcima. Me�utim, u ovom radu �emo se potruditi da
pomo�u grupe kvaterniona opixemo neka �ena algebarska i geometrijska
svojstva. Kao zanim	ivost postav	amo jednu zagonetku.

Koriste�i disjunktne krugove i jednu pravu liniju popuniti

trodimenzionalni prostor tako da je svaki par krugova ulan-

qan i da prava prolazi kroz unutrax�ost svakog kruga.

5.2 Hopfovo preslikava�e

Jediniqnu sferu dimenzije n, u oznaci Sn definixemo kao skup taqaka
(x0, x1, . . . , xn) u Rn+1 takvih da

x20 + x21 + · · ·+ x2n = 1.

Geometriqki gledano, S1 predstav	a jediniqni krug u ravni, S2 jediniqnu
sferu u prostoru, a S3 jediniqnu sferu u R4 xto je zapravo skup jediniq-
nih kvaterniona.

Hopfova fibracija je preslikava�e h : S3 → S2, zadato sa

h(a, b, c, d) = (a2 + b2 − c2 − d2, 2(ad+ bc), 2(bd− ac)). (1)

Lako je proveriti da je zbir kvadrata koordinata sa desne strane zapravo
(a2 + b2 + c2 + d2)2 = 1, pa ta taqka zaista pripada sferi S2.
Originalan problem kojim se Hopf bavio je bio deo teorije homotopije.
Jednostavno reqeno, homotopija pokuxava da razume svojsta prostora koja
se ne me�aju neprekidnim deformacijama. Jedan naqin da se odrede svo-
jstva nepoznatog prostora X jeste da se X poredi sa dobro poznatim pros-
torom Y pomo�u neprekidnih preslikava�a Y → X. U homotopiji, dva
prostora koja mogu da se transformixu neprekidnim preslikava�ima jedno
u drugo, smatramo ekvivalentnim. Znaju�i nexto o Y i o homotopno ekvi-
valentnim preslikava�ima Y u X mo�emo da bo	e upoznamo nepoznato X.
To je jedan od korisnih naqina za analizira�e prostora.

Jedan od najte�ih problema u teoriji homotopije jeste odre�iva�e ho-
motopno ekvivalentnih preslikava�a Y → X, gde su X i Y sfere i X je
ma�e dimenzije od Y . Mnogi specijalni sluqajevi su rexeni, ali postoje
zanim	ivi, do sad nerexeni problemi. Hopfova fibracija h : S3 → S2



Kvaternioni i rotacije euklidskog prostora 23

je bilo revolucionarno otkri�e u ovoj oblasti. Kako zbog �ene komplek-
snosti ne mo�emo da damo potpunu priqu ovog otkri�a, fokusira�emo se
na Hopfovu fibraciju u geometriji i �enu vezu sa grupom SO(3).

5.3 Sfera S3

Jednaqina sfere S3 se definixe kao skup taqaka (x0, x1, x2, x3) sa svojstvom
da:

x20 + x21 + x22 + x23 = 1.

Veoma korisno i zanim	ivo svojstvo svake sfere je da ona u svakoj taqki
poseduje tangentni prostor. Naime, za uoqeni jediniqni kvaternion p, kao
vektor u R4, prostor u kom le�e vektorni normalni na p koji sadr�e taqku
p sa sfere. Taj prostor �emo oznaqavati sa Tp.

Uoqimo vektore:
X(p) = p · i,
Y (p) = p · j,
Z(p) = p · k,

pa kako je p = x0 + x1i+ x2j + x3k, dobijamo:

X(p) = −x1 + x0i− x3j + x2k,
Y (p) = −x2 + x3i+ x0j − x1k,
Z(p) = −x3 +−x2i+ x1j + x0k.

Primetimo da va�i:

〈p,X(p)〉 = −x0x1 + x1x0 − x2x3 + x3x2 = 0,
〈p, Y (p)〉 = −x0x2 + x1x3 + x2x0j − x3x1 = 0,
〈p, Z(p)〉 = −x0x3 +−x1x2 + x2x1 + x3x0 = 0,

pa kako su vektori X(p), Y (p) i Z(p) linearno nezavisni i dimenzija Tp
je ma�a od dimenzije prostora, dobijamo da je nax tangentni prostor Tp
razapet vektorima X(p), Y (p) i Z(p).

Taqnije,
Tp = {p · α | α ∈ Im H},

gde skup Im H predstav	a skup qistih, tj. imaginarnih kvaterniona. Zbog
ranije uoqenog izomorfizma izme�u qistih kvaterniona i skupa R3, za-
k	uqujemo da je skup jediniqnih qistih kvaterniona izomorfan jediniq-
noj sferi u R3, tj. sferi S2. Dakle, va�i

S2 = S3 ∩ Im H.

Iz prethodnog sledi da je sfera S2 utop	ena u sferu S3.
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5.4 S3, rotacije i Hopfova fibracija

Sada �emo dati reformulaciju Hopfove fibracije u formi kvaterniona,
pomo�u do sada izvedenih odnosa izme�u kvaterniona i rotacija prostora.

Fiksirajmo taqku P = (1, 0, 0) na S2. Dati jediniqni kvaternion q,
odre�en taqkom (a, b, c, d) na S3 u formi q = a+bi+cj+dk odre�uje rotaciju
Rq(P0) = qP0q

−1. Hopfovo preslikava�e definixemo kao

h : q → Rq(P0) = qP0q
−1. (2)

Doka�imo prvo da su formule (1) i (2) zapravo ekvivalentne. Isto kao i
u prethodnom poglav	u, po izomorfizmu I iz prethodnog poglav	a, taqki
P0 dode	ujemo kvaternion i,a izraz qP0q

−1 je zapravo:

qP0q
−1 = (a+ bi+ cj + dk)(i)(a− bi− cj − dk)

= (a2 + b2 − c2 − d2)i+ 2(ad+ bc)j + 2(bd− ac)k,

xto je po izomorfizmu I, zapravo taqka u R3 sa koordinatama (a2 + b2 −
c2 − d2, 2(ad+ bc), 2(bd− ac)), xto je i trebalo dokazati. Kako svuda va�i
ekvivalentnost, dokazali smo tvr�e�e.

Rotacija Rq preslikava taqku P0 u drugu taqku prostora P , dok Hop-
fova fibracija preslikava kvaternion q koji odre�uje tu rotaciju u taqku
P .

Neka je taqka P0 = (1, 0, 0) na sferi S2. Pokuxajmo da na�emo sve taqke
sa S3 koje se preslikavaju u P0 Hopfovom fibracijom.
Koriste�i formulu (1) dobijamo da va�i:

a2 + b2 + c2 + d2 = 1
a2 + b2 − c2 − d2 = 1

2(ad+ bc) = 0
2(bd− ac) = 0

=⇒ a2 + b2 = 1
c2 + d2 = 0

=⇒
a = cos t
b = sin t
c = d = 0,

gde t ∈ R, xto znaqi da su taqke

{(cos t, sin t, 0, 0) | t ∈ R}

kanididati. Utvr�ujemo da to jesu sve taqke sa S3 kojima je zadovo	eno da
h(a, b, c, d) = P0.

Ako bo	e pogledamo, skup koji smo dobili, h−1(P0), je zapravo jediniqni
krug na sferi S3. Ovo svojstvo va�i za svaku taqku sa S2, odnosno ako
taqka P pripada S2, h−1(P ) je krug na S3.

Dakle, zanima nas da za dve date taqke P0 i PR na S2 opixemo skup
svih rotacija koje slikaju P0 u PR. Uoqimo kru�ni luk velikog kruga koji
sadr�i taqke P0 i PR i oznaqimo ga sa P0PR. Neka je R rotacija koja slika
P0 u PR. Osa rotacije R je jednako uda	ena od taqaka P0 i PR, pa je ona
podskup simetralne ravni du�i P0PR koja seqe sferu S2 po velikom krugu
koji polovi luk AB. U okviru ovog velikog kruga postoje dve ose rotacije
koje sadr�e centar sfere za koje je jednostavnije izraqunati ugao rotacije.
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Prva takva osa prolazi kroz sredixte M luka AB i tada je ugao rotacije
jednak π. Nazovimo ovu rotaciju R1. Druga osa je normalna na vektore

v =
−→
OA i w =

−−→
OB i tada je ugao rotacije zapravo ugao izme�u vektora v i

w, odnosno cos θ = 〈v, w〉 jer ‖v‖ = ‖w‖ = 1, v, w ∈ S2. Neka je to rotacija
R2.

Slika 2: Grafiqki prikaz rotacija R1 i R2

Uoqimo rotacije R1 i R2 iz prethodnog razmatra�a za taqke P0 =
(1, 0, 0) i PR = (p1, p2, p3). Mo�emo da odredimo kvaternione r1 i r2 za
koje je Rr1 = R1 i Rr2 = R2. Uglovi rotacija su redom π i cos θ =
〈(1, 0, 0), (p1, p2, p3)〉 = p1, pa dobijamo:

r1 =
1√

2(1 + p1)
[(1 + p1)i+ p2j + p3k]

r2 =

√
1 + p1

2

(
1 +

−p3j
1 + p1

+
p2k

1 + p1

)
.

Fibru h−1(P ) mo�emo parametarski videti kao h−1(P ) = {r1eit}0≤t≤2π ili
h−1(P ) = {r2eit}0≤t≤2π, xto predstav	a krug u R4. Time smo pokazali da
je skup kvaterniona koji se slika u odre�enu taqku Hopfovom fibracijom
zapravo krug. Pogodna za vizuelizaciju Hopfove fibracije je stereograf-
ska projekcija.

5.5 Stereografska projekcija

5.5.1 Uvod

Stereografska projekcija je glatko i bijektivno preslikava�e sfere na ra-
van. Definisano je na celoj sferi osim u jednoj taqki koju nazivamo taqka
projekcije. Nax da	i ci	 je da vizuelizujemo Hopfovu fibraciju. Kako
nam qetvorodimenzionali prostor nije intuitivan, koristi�emo stere-
ografsku projekciju kao metod vizuelizacije prostora.
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5.5.2 Projekcija S2

Neka je taqka P0 = (0, 0, 1) projektivna taqka sfere S2. Neka je ravan na
koju projektujemo sferu ravan koja sadr�i centar sfere O i normalna je

na vektor
−−→
OP0.

Za taqku P sa sfere �ena projekcija �e biti presek prave P0P sa datom
ravni. Primetimo da za taqku P0 = (0, 0, 1) nema smislene slike pa vrximo
restrikciju domena na S2 \ P0. Mo�emo videti na slici kako to izgleda.

Slika 3: Grafiqki prikaz streografske projekcije sfere S2

Ovo preslikava�e je analitiqki zadato sa

s : (x, y, z)→ (
x

1− z
,

y

1− z
).

Dokaz. Jednaqina prave koja prolazi kroz taqke P0 i (x, y, z) je

X − 0

x− 0
=
Y − 0

y − 0
=
Z − 1

z − 1
= t,

odnosno X = xt, Y = yt i Z = (z − 1)t + 1. Kako tra�imo presek prave
sa ravni odre�enom sa Z = 0, dobijamo t = −1

z−1 , tj. t = 1
1−z . Primetimo

da z 6= 1 jer smo izvrxili restrikciju taqke P0 = (0, 0, 1). Da	e dobijamo
X = x

1−z i Y = y
1−z , qime smo zavrxili nax dokaz.

Primetimo da se svaki krug na S2 koji sadr�i projektivnu taqku slika
u pravu, dok se svaki krug koji je ne sadr�i slika u krug. To je upravo
va�no svojstvo stereografske projekcije koje �e nam poslu�iti pri Hop-
fovoj fibraciji, jer znamo da su krugovi na S3 zapravo inverzne slike
taqaka sa S2.
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5.5.3 Projekcija S3

Stereografska projekcija se uopxtava i na vixe dimenzije. Motivisani
prethodnim delom, mo�emo da naslutimo kako bi ona izgledala u qetiri
dimenzije. Stereografsku projekciju sfere S3 predstav	a preslikava�e

(ω, x, y, z)→
(

x

1− ω
,

y

1− ω
,

z

1− ω

)
,

gde smo za projektivnu taqku uzeli taqku P0 = (1, 0, 0, 0). Svojstvo da
stereografska projekcija oquvava krugove je zadr�ano u svim dimenzi-
jama. Iz prethodnog poglav	a znamo da su inverzne slike taqaka Hopfove
fibracije krugovi na S3. Zato se oni ovom stereografskom projekcijom
slikaju u krugove (ili u pravu, ukoliko krug sadr�i projektivnu taqku
(1, 0, 0, 0)) u R3.

5.6 Vizuelizacija Hopfove fibracije

Neka je s stereografska projekcija s : S3 \ {(1, 0, 0, 0)} → R3 zadata fo-
mulom (w, x, y, z) → ( x

1−w ,
y

1−w ,
z

1−w ) i neka je h ranije definisana Hop-

fova fibracija. Kako h−1((1, 0, 0)) sadr�i taqku (1, 0, 0, 0), znaqi da je s ◦
h−1((1, 0, 0)) prava, tj. x-osa. Tako�e primetimo da je K = s◦h−1((−1, 0, 0))
jediniqni krug u yz ravni. To direktno sledi iz:

h−1((−1, 0, 0)) = (0, 0, cos t, sin t), t ∈ [0, 2π].

s(0, 0, cos t, sin t) = (0, cos t, sin t).

Da	e, za svaku taqku P = (p1, p2, p3) ∈ S2 koja je razliqita od taqaka
(1, 0, 0) i (−1, 0, 0) va�i da je s◦h−1(P ) krug u R3 koji seqe yz ravan u taqno
dve taqke A i B pri qemu je jedna od �ih unutar, a druga van jediniqnog
kruga K. Kako bismo to dokazali, neka je:

h−1(p1, p2, p3) = (a, b, c, d)

s(a, b, c, d) = (
b

1− a
,

c

1− a
,

d

1− a
),

pa kako tra�imo taqke u preseku sa yz ravni va�i b
1−a = 0, tj. b = 0. Da	e

imamo
a2 + c2 + d2 = 1
a2 − c2 − d2 = p1

2ad = p2
−2ac = p3

⇒
a = ±

√
1+p1

2

c = −p3/2a
d = p2/2a

pa smo time odredili taqke A i B. Kako je rastoja�e tih taqaka do ko-

ordinatnog poqetka
√

1+a
1−a , u sluqaju a =

√
1+p1

2 dobijamo da je taqka van

kruga K, a za a = −
√

1+p1
2 da je taqka unutar kruga K. To znaqi da je krug
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s ◦ h−1(P ) ulanqan sa krugom K. Taqke A i B le�e na pravoj kroz koordi-
natni poqetak koja sadr�i vektor (0, p3,−p2). Primetimo da ravan kruga
s ◦ h−1(P ) ne mo�e sadr�ati x-osu - ako bi je sadr�ala onda bi s ◦ h−1(P )
seklo s ◦ h−1((1, 0, 0)), a ti skupovi su disjunktni. Odavde zak	uqujemo da
x-osa prolazi kroz unutrax�ost kruga s ◦ h−1(P ).

Slika 4: Presek kruga sa ravni yz

Da bismo dokazali da su svake dve projektovane fibre, odnosno krugovi
C i D, ulanqani, uoqimo neprekidno injektivno preslikava�e Φ : R3 → R3

koje slika krug C u krug K, a D u neku drugu projektovanu fibru E, gde je
E krug. Kako je E ulanqan sa K, onda i C i D moraju biti ulanqani jer je
povezanost topoloxka invarijanta, pa �e krugovi ostati ulanqani i nakon
dejstva neprekidnim bijektivnim preslikava�em. Pomenuto preslikava�e
Φ definixemo kao s ◦ f ◦ s−1 gde je f : R4 → R4 i f(x) = kr−1x (misli se
na kvaternionsko mno�e�e) i ako je P proizvo	na taqka sa kruga C i sa r
je oznaqeno s−1(P ).

Slika 5: Ulanqanost je postignuta izme�u svaka dva kruga

Ovim smo rexili zagonetku postav	enu u uvodu ovog poglav	a.

Veoma lepa vizualizacija je naprav	ena od strane Niles Johnson-a6 Na
sferi desno su zadate taqke sa S2, a velika slika predstav	a streografsku

6Slike su preuzete iz �egove Youtube animacije - https://youtu.be/AKotMPGFJYk

https://youtu.be/AKotMPGFJYk
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projekciju Hopfove fibracije svake od taqaka.

Slika 6: Prikaz diskretnog skupa taqaka

Slika 7: Prikaz neprekidnog skupa taqaka sa sfere S2

Slika 8: Prikaz koji sadr�i projekciju projektivne taqke
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6 Rotacije u R4

Kako smo u prethodnim poglav	ima postepeno analizirali pojmove rotacije,
kvaterniona, sfere S3, logiqan nastavak bi bio posmatra�e rotacija u
R4. Kvaternioni su nam bili dovo	ni za opisiva�e rotacija u R3, ali
ispostavi�e se da se pomo�u �ih mogu opisati i rotacije R4.

6.1 Izokliniqka dekompozicija

Iz prethodnih poglav	a znamo da se rotacija u R4 mo�e predstaviti or-
togonalnom matricom. Neka je matrica

A =


a00 a01 a02 a03
a10 a11 a12 a13
a20 a21 a22 a23
a30 a31 a32 a33


neka matrica rotacije prostora R4. Tada za �enu takozvanu asociranu
matricu M va�i da je 4M zapravo matrica


a00 + a11 + a22 + a33 +a10 − a01 − a32 + a23 +a20 + a31 − a02 − a13 +a30 − a21 + a12 − a03

+a10 − a01 + a32 − a23 −a00 − a11 + a22 + a33 +a30 − a21 − a12 + a03 −a20 − a31 − a02 − a13
+a20 − a31 − a02 + a13 −a30 − a21 − a12 − a03 −a00 + a11 − a22 + a33 +a10 + a01 − a32 − a23
+a30 + a21 − a12 − a03 +a20 − a31 + a02 − a13 −a10 − a01 − a32 − a23 −a00 + a11 + a22 − a33

 .

Matrica M je ranga 1 i kao 16-dimenzioni vektor je norme 1 akko je
matrica A matrica rotacije R4. Dokaz ovoga ne navodimo, ali je ovaj
postupak i kraj�i rezultat poznat kao Van Elfrinhof-a7 formula.

U tom sluqaju postoje realni brojevi a, b, c, d i p, q, r, s takvi da je

M =


ap aq ar as
bp bq br bs
cp cq cr cs
dp dq dr ds


i (ap)2 + (aq)2 + · · ·+ (ds)2 = (a2 + b2 + c2 + d2)(p2 + q2 + r2 + s2) = 1. Tada
je matrica rotacije jednaka

A =


a −b −c −d
b a −d c
c d a −b
d −c b a



p −q −r −s
q p s −r
r −s p q
s r −q p

 .
Prva matrica u dekompoziciji predstav	a levo-izokliniqku rotaciju, dok
druga predstav	a desnu-izokliniqku rotaciju. Kako je matrica A ortogo-
nalna matrica rotacije, zak	uqujemo da je detA = 1. Zbog toga je proizvod
determinanti leve i desne izokliniqke matrice jednak 1. Ove matrice
rotacije nas podse�aju na kvaternione u matriqnom obliku.

7Van Elfrinkhof- holandski matematiqar koji je izveo datu formulu 1897.
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Kako prvu matricu karakterixe (a, b, c, d) �oj �emo pridru�iti kvater-
nion ql = a+ bi+ cj+dk. Sliqno prethodnom, desno-izokliniqkoj matrici
pridru�ujemo kvaternion qr = p+ qi+ rj + sk. Time matricu rotacije A
mo�emo posmatrati kroz �oj pridru�ene kvaternione ql i qr, pri uslovu
da je proizvod normi kvaterniona, kao i proizvod determinanti matrica
jednak 1, odnosno ‖ql‖‖qr‖ = 1.

6.2 Veza sa kvaternionima

Izomorfizam izme�u kvaterniona i prostra R4, kao vektorskih prostora,
trivijalno je zadat sa

(x, y, z, t) ∈ R4 → x+ yi+ zj + tk ∈ H.

Sliqno kao i kod rotacija trodimenzionalnog prostora, pomo�u datog
izomorfizma, mo�emo kvaternionima da operixemo rotacije nad R4. To
potvr�ujemo slede�om teoremom.

Teorema 4. Neka je P = (x, y, z, t) data taqka u R4 i p = x+ yi+ zj + tk
�oj pridru�en kvaternion po izomorfizmu. Neka je A matrica rotacije

R4 i neka su �oj pridru�eni kvaternioni ql = a + bi + cj + dk i qr =
p+ qi+ rj + sk. Tada va�i:

P ′ = AP ⇔ p′ = ql pqr.

Dokaz. Dokaz sledi iz Van Elfrinhof-e formule i �enog postupka koji je
ve� naveden gore. Mno�e�em kvaterniona kao matrica dobijamo �e	enu
ekvivalentnost.

Rotacije u R4 mo�emo vrxiti mno�e�em kvaterniona, pod uslovom da
je proizvod �ihovih normi jednak 1. Sliqno kao i kod rotacija u R3,
uoqavamo jediniqne kvaternione kao predstavnike klasa. Dakle i levo-
izokliniqke rotacije i desno-izokliniqke rotacije posmatramo kao ele-
mente S3.

6.3 Ojlerova matrica kao poseban sluqaj

Kako rotaciju R3 vidimo kao poseban sluqaj rotacije R4 sa fiksiranom
qetvrtom koordinatom, �u mo�emo predstaviti kao:

A =


1 0 0 0
0 a11 a12 a13
0 a21 a22 a23
0 a31 a32 a33

 .
Nakon Van Elfrinhof-ovog postupka dobijamo p = a, q = −b, r = −c, s =
−d, iz qega zak	uqujemo da je qr = q−1l . Tada matrica rotacije postaje nama
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dobro poznata Ojlerova matricaa11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 =

λ2 + α2 − β2 − γ2 2αβ − 2λγ 2λβ + 2αγ
2αβ + 2λγ λ2 − α2 + β2 − γ2 2βγ − 2λα
2αγ − 2λβ 2λα+ 2βγ λ2 − α2 − β2 + γ2

 ,
gde su (λ, α, β, γ) ∈ R4 zamenili standardne oznake (a, b, c, d). Naravno,
kako je qr = q−1l , a Q = ql = λ+ αi+ βj + γk je bax kvaternion pridru�en
Ojlerovoj matrici, tada je formula rotacije trodimenzionalnog prostora
R3

p′ = QpQ−1 =
1

‖Q‖
QpQ̄,

xto smo znali iz prethodnih poglav	a ali smo dokazali na drugaqiji
naqin.
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7 Zak	uqak

Kao xto smo mogli videti u ovom radu, kvaternioni su primen	ivi u
raznim oblastima matematike. Ispostav	aju se korisnim, ne samo u pros-
toru E3, ve� i u E4. Potrudio sam se da ih na xto bo	i naqin pribli�im
qitaocu i pritom prete�no koristim matematiku razum	ivu i jasnu sred-
�oxkolcima. Posebno bih se zahvalio svom mentoru Miloxu �ori�u na
pomo�i prilikom izrade maturskog rada i pribav	a�u literature, kao i
bratu Miodragu koji mi je tako�e pomogao tokom samog pisa�a rada.
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