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1 VYBoxg

Ksarepumonu cy npsu myT omumcanu 1843. rommHe o CTpaHe MPCKOT MaTEM-
atmaapa William Rowan Hamilton-a'. Hamme, okTo6pa 1843. romume, mreTajyhn
ca YKeHOM TIOPEJT PeKe Kako Om cTurao Ha cacranak, Hamilton je 6uo Beoma 3a-
MUIbEH. Y TJIABHU j€ M3y4aBao MPBY HEKOMYTATHUBHY aiareOpy - KBATepHUOHE.
Mopao je ma mpuxBaTH YHUIHEHUILY 2 je 9eTBPTA JIUMEH3Hja MOTOIHA 33 PaJl
ca rpuiieruma. Konkune cy My ce nokjonuse. 3anucao je ¢popmysie kBarep-
HUOHA:
i? =42 =k =ijk=—1,

Ha CTEHW MOCTA, JAHAC IMO3HATOT O] eHIJIECKHM Ha3uBOM Kao Broom Bridge.

Hakon oBor BenmwuanctBeHor orkpmha Hamilton je 6mo cBectan 3mauaja
KBATEPHUOHA Yy MATEMATHUIN W (DUSUIIN, TIA jé OCTATAK CBOT KUBOTA, MTPOBEO YTI-
pPaBO y BUXOBOM mM3ydaBamy. HbuxoBa mpBOONTHA MPUMEHA je OMjIa y MEXaAHUIN
TPOANMEHUOHAIHOT TIPOCTOPA, KOja je m Omma mormBanuja Hamilton-y 3a wu-
XOBO OTKpwuhe.

Y oBoMm paay ce obpalyjy ocHOBe KBaTE€PHHUOHA, IPBEHCTBEHO FHbUXOBA aJ-
rebapcka CTPyKTypa u cruenuduIHOCT HEKOMYATUBHOCTY MHOXKEHA. ¥ J1aJ/bUM
TIOTJIAB/BUMA je AKIIEHAT Ha IWXOBOj TITMPOKOj MPUMEHU, MMPBEHCTBEHO Y TIOJbY
TeOMEeTpHje U OMUCUBAIGY POTAIN]ja TPOIUMEH3UOHAIHOT TPOCTOPA MTOMONY HHUX.
Ipexncrasibena je u Xondosa Gudbparmja® 1 meHa IOBE3aHOCT A KBATEPHUOH-
nMa. Y HOCIeb0] CEKIU]H je OCBPT HA yIOTPEOY KBATEPHUOHA y T€OMETPHjaMa,
BUIINX JUMEH3Hja, KOHKPETHO 4eTBOPOIMMEH3UOHAIHOM IIPOCTOPY.

I William Rowan Hamilton ( 4. aBryct 1805. - 2. centembap 1865. , JTa6aun, Mpcka)

010 je upckm Maremaruyap, puswyap U aCTPOHOM, KOjU je Ha0 3HAYAjaH IOIPUHOC Pa3BOjy
asrebpe, ONTUKE U JUHAMUKE.

2 Heinz Hopf ( 19. ropembap 1894. - 3. jyr 1971. ) je 60 HeMadKH MaTeMaTHIAp KOJH je
paguo y obJjiacTHMa TOLOJIOIHje H F€OMETPH]E.
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2 OCHOBHO 0 KBaT€PHHUOHHNMA
IIpoctop kBaTepumona, y o3unamnu H, jecTe ckym:
H={a+bi+cj+ck:abc,deR}

opu deMy Baxku i° = j2 = k? = ijk = —1. KBarepHHOHN 4YnHE 4eTBOPOIHMEH-
BUOHAJIHU BEKTOPCKU LPOCTOP, 1pu demy je crpykrypa (H,+,-) reno (upcren
6€3 KOMYTATUBHOCTH ), TJI€ Cy OTEpaluje + u - onepanuje cabupama U MHOXKEHbA,
kBarepHnoHa. CrenuduIHOCT KBATEPHUOHA JECTE Y BbUXOBOM HAYMHY MHOYKEHHA,
- OHO 3aIpaBO HHUje KOMYTATUBHO, IIITO CE MCIOCTAB/HA BEOMA KOPUCHUM.

VY oBoMm moryaB/by heMo MOCTENneHO TPAJIUTH MPOCTOP KBATEPHUOHA U U3BECTH
[OTO[HE HOCJeauIe. ¥ JIa/bUM IIOIVIAB/hUMA NeMO ce (DOKycupaTu Ha HUXOBY
ymoTpeby. YBeIUMO CTaHIapIHe ajaredapcke omnepaluje.

2.1 BekTOpCKu NpOCTOP KBATEPHUOHA

Hedununmuja 2.1. Cabupame van H je Gunapua onepanuja + gedpuHUCAHA Ca:
(Va1 = a1 + bri + c1j + dik, g2 = ag + bai + c2j + dok € H)

q1+ g2 = (al + a2) + (bl + bg)i + (Cl + Cz)j + (dl + dg)/{i.

Hedununuja onepanuje cabupamwa uunu ypehenu nap (H,+) rpymoumom.
Jlako ce nokasyje na je anrebapcka crpykrypa (H, 4+) A6esosa rpyna. Moxemo
neUHUCATH U CIIOJHHY OTIEPAINjy MHOXKEHA, CKAJIapoM HaJ cKymoMm Hl, y o3HaIm
*, mpema cjenehem mpasmiy.

Hedununmja 2.2. CrosbHa onepaiidja MHOXKemha CKasapoMm Hajl ckynom H je
OuHapHa omeparuja * AePUHUCAHA CA:

(Va e R)(Vg =a+bi+cj+ dk € H)
axq=(aa)+ (ab)i+ (ac)j + (ad)k.
OBako gedunucane anredapcke omepamnuje npartu caeneha Teopema.

Teopema 1. Cxyn H = {a+bi+cj+ck:a,b,c,d € R} y odnocy na onepayugje
cabuparea + U MHONCEHA CKAAGPOM * WUHY BEKMOPCKYU NPOCOP Had nosem R,

Jloxas. Kaxo je crpykrypa (H,+) A6emosa rpyma, ocrajy Ja ce JOKaxKy OC-
Taja CBOjCTBA BEKTOPCKOT MPOCTOpA KOja HEMOCPEIHO cjene w3 gedunuimja
omeparmja cabupama U MHOKEHA CKAIAPOM. O

Hakue, crpykrypa (H, 4, *) je BeKTOPCKM TPOCTOP HaJL TIOJbEM PEATHUX 6PO-
jeBa R. Kaxo ce cBaku enemenT ckyma H Moxke Ha jeJWHCTBEH HAYWH IIpE-
CTaBHTH TPEeKO BpearocTu (a, b, ¢,d) € R*, yosasamo ma je ckym {1,4, ], k} 6a3a
OBOI' BEKTOPCKOI' IPOCTOPA.

Bexropckn nipocrop H = (1,4, j, k) naxg R, n3omopdan BEKTOPCKOM TPOCTOPY
R%, rze je uzomopduzam ® : R* — H mar ca ®(ey) = 1,P(ez) = i, P(e3) =
j, ®(e4) = k je upocTop kBarepHuona H.
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2.2 Omnepanmja MHOXKema

®opwmaJsian 3amuc KBarepHuona 6w 6mo q = al + bi + ¢j + dk, anu hemo paam
JEHOCTABHOCTH KOPUCTUTH 3anuc q = a + bi + ¢j + dk. Omnepanujy MHOXKema
KBATEPHUOHA MIPBO YBOJUMO pejialfjaMa MHOXKemha Da3HIX BEKTOPA:

2 =52 =k = ijk = —1,

"3 KOJUX €€ jeTHOCTABHUM aaredbapCKuM OIepalijaMa MOTY M3BECTH BPETHOCTH
n3pasa:

ij =k, ji=-—k,
Jk =1, kj=—i,
ki=j, ik=—j.
W3 rope HaBemeHe jeIHAKOCTH 3aKJbydyjeMO 18 MPOM3BOI OMJIO KOja /IBA BEK-

Topa u3 ckyna {1, 1, j, k} MOXKeMO M3pa3uTH MPEKO TAYHO jeJHOr Of HHUX (10 Ha
koncranran ¢dakrop —1 € R). Haseneny uumenuily iemo nozpasymeBaru.

Hedbuaunuja 2.3. Bunapry omeparujy MHOXKEHA KBATEPHUOHA, y O3HAIM -,
JeduHAIIIEMO Kao:

(Va1 = a1 + bri + c1j + dik, g2 = ag + bai + c2j + dok € H)

1 - q2 = (@1a2 — biby — c1co — dida) + (a1be + brag + c1de — dica)i
+(arco — bidy + craz + diba)j + (a1da + bicay — c1by + dyas)k,
HITO je, HapaBHO, MOCJIEINIA YCJI0Ba MHOMKEeHa 6a3HUX BEKTOPA.
IMpema nedununuju (H,-) npencrasiba rpymous. Hemocpeano cieau na je
3a anrebapcky crpykrypy (H,-) 3a10Bo/beHa 0COOMHA aCOIUjaATHBHOCTH, HEY-

TpaJ MPeJCTaB/ba KBATEPHUOH ¢ = 1, Kao U Ja 0COOMHA KOMYTATUBHOCTU HUjE
3a710BOJbEHA, MITO heMo HajOObe TEMOHCTPUPATH HA MPUMEDPY.

IIpumep 1.

(Ti + 35)(2 — i + 5k) = 14i — Ti® + 35ik + 65 — 3ji + 155k
= 14i + 7 — 35§ + 65 + 3k + 15i
= 7+ 29i — 295 + 3k

(2 — i+ 5k)(7i + 35) = 14i + 65 — 7i* — 3ij + 35ki + 15k;
= 14i + 6§ + 7 — 3k + 355 — 15i
=7—i+41j— 3k

3 npumepa je jacHO ma omepanyja MHOXKEHa HHje KOMYTaTHBHA.

KBarepumon MoxkeMO TpeICTaBUTH U HA Apyradynju Haunn. Hanwme, 3a cBakn
KBATEpHUOH ¢ = a + bi + ¢j + dk MOXkeMO youwTu CKajapHU 7e0 - ¢ € R, u
BeKTOpcKkH 1eo - v = (b,c,d) € R3. VY ckiamay ca TuM, KBaTEPHHOH MOYKEMO
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3anucuBaTy Kao ¢ = (a,v), npu yemy je v = (b, ¢, d). Ksarepauone obnuka ¢ =
(a,0) nasuBalieMo peasru KeamepHuoHu, TOK Cy KBarepHUoHN 0bnka ¢ = (0,v)
MUCTMU, OTHOCHO UMG2UHAPHY KBATEPHUOHMN.

Jlakse, KBATePHUOH ¢ MOYKe OWTH 3am¥caH Ha BUIE PA3IHIATHX HAUMHA, a
TO Cy:

q= (a7 U)
= (a7 (byc, d))
= (a,b,c,d)

= a+ bi + ¢j + dk.

Crnwaro, cabupame KBAaTEPHHOHA Ce Takohe MOXKe CIPOBOAUTH y CKJIAILY Ca
cBakuM of 3amuca. Heka cy ¢ = (a1,v1) u g2 = (ag,v2) ABa KBaTepHUOHA,
Taaa je:

VY rtekcty m3HaA cMO AeUHUCAIN OMEPAIN]y MHOXKEHma MOMONY CTaHIapIHOT
3alnca KBATEPHUOHA. Y KOJIMKO KBATEPHUOHE 3alUINEMO y ODJIMKY CKAJIapPHOT U
BEKTOPCKOT Je1a, J00ujamo:

¢1-q2 = (a1 +v1) - (ag +v2)
= aja2 + a1v2 + agsvy + vy - Vo

I[IpumeTnmo ma BazKu:

V1 - Uy = (bll + Clj + dlk) . (bQZ + ng + dgk)
= 7(&1@2 + b1b2 + 0162) + (Cldg — ngl)i + (b2d1 — bldg)] + (b102 — bgcl)k

= —V1 0V + V1 X Vg,
qume 100ujamo PoMyITy MHOXKEHa, KBATEPHUOHA, ¥ OOJIUKY:
g1 g2 = a1G2 — V1 © V2 + a1V2 + A01 + V1 X Vg,

Ipyu YeMy Cy O W X CTaHJApapJHe O3HAaKe 33 CKAJIapHO, OJTHOCHO BEKTOPCKO
MHOXeme BekTopa y R3. U3 0BakBor 3ammca KBATEPHHOHA je jaCHHje 3aIlTo
orepaija MHOXKEHha KBATEPHUOHA HUje KomyTarwBHA. Hawmme, KBaTepHUOHU
KOMYTHPA]jy CaMO YKOJIUKO je HBUXOB BEKTOPCKH Ipou3Bo/i (), OJHOCHO YKOJIHKO
Cy ThUXOBHU BEKTODPCKW JIEJIOBYW JTMHEAPHO 3aBUCHU.
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2.3 pyra cBojcTBa KBAaT€pPHUOHA

JaBpa ce moTpeda 3a yBohemeM yHapHE Omepallije KOHjyroBamba KBATEPHUOHA,
CTUYHE OHOj HaJl CKYIIOM KOMILIEKCHHX OpojeBa.

Hedununuja 2.4. Yuapuy onepanujy KoHjyroBama Haa H gedunumemMo kao:
(Vg1 = a+bi +cj + dk € H)
q=a—>bi—cj—dk.

Han nedunucanmm omeparujamMa cabupama U MHOXKEHhA KBATEPHUOHA, OII-
epanuja KoHjyramnuje uma ciaegehia crojcrpa:

ptq=p+q

pP-q=4q-p
IITO Ce JIAKO MOKe TIOKa3aTh cpehuBameM u3pasa ca JieBe U JeCHe CTPAHE.

CymaHO KAa0 KOJI KOMILIEKCHHX OpOjeBa, KOHjyrar KBATEDHUOHA CE€ MOXKe
UCKOPUCTUTH 33 M3PaYKaBarbe PEAHOr W uMaruHapuor gena. Ckamapuu (pe-
aJIHM) Je0 KBaTepHnoHa ¢ = (a,v) je a = qTﬁ, a BEKTOPCKU (MMaruHapHH) Je0
jev= %.

IIpumerumo ma je 3a maru KBaTepHuoH ¢ = a + bi + ¢j + dk BpeaHocT n3pasa
q-q=a’+b%+ c® + d? mosuTuman peanan 6poj. IIpeTXOIHO CBOjCTBO KBATEp-
HUOHA NeMO HUCKOPUCTUTH 33 JeDUHUCAFHE HOPME HAJ BEKTOPCKUM ITPOCTOPOM
KBATEPHUOHA.

Hedununuja 2.5. Hopwmy || - || vHax ckymom H nedunumemo kao

lall = va-q

Kako je ynapma omepaiiija KOHjyroBaiba HHBOJTYTHBHA, HA OCHOBY HeduHM-

1yje HOpMe CJIeJix
Izl =+v/a-@ =va-a=llal.

Kao u
2 _ _ 2_ 2 _ 20 12
lpgll” = pg - pg = pq-ap = pllal™ = llall"pp = llplI" I,
oxnocHo ||pg|| = |Ipllll¢l|, mTo 3HaUM na je HOpMa HaL KBATEPHHOHWMA MYJITHII-
JIMKATHBHA.

W3 cBera mpeTxoHOT jaCHO MOXKEMO KOHCTPYHUCATH WHBEP3HY €JIEMEHT CBAKOT
KBATEPHUOHA y OJHOCY Ha OMEepallnjy MHOXKema. HapaBHO, HHBEP3aH eIeMEHT
kBarepanony ¢ = 0 uuje nedunucan. lusep3 KBarepHUOHA ¢ je

-1_ 4
= 5
llall

Ha Taj mauunn cmo qoka3asu cienehe BeoMa BayKHO TBpheme.

q
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JIema 2.1. Auzebapcra ecmpyxmypa (H\{0}, ) 2de je H npocmop xeamepruona,
a - GunapHa OMEPaUIa MHOJCEA KEamepHUoHa, jecme jedna epyna. Kaxo on-
epayuja - nuje xomymamusna y ckyny H oea epyna nuje Abenosa.

Osum cmo koucrpyucasu Teno (H, +, ). Hapouury naxmsy Tpeba mocBeTuTu
jeIMHUYUM KBATEPHUOHUMA, KAO MOCEOHO] MOArPYIIH KBATEPHUOHA.

JenuandHM KBaTEPHUOH MPEJICTAB/HA KBATEPHUOH HOpMe jenan. JlerpemeMm
He-HyJITOI' KBATEPHHOHA CBOjOM HOPMOM J00Hja ce jeuHIYHE KBaTepHuon Uy,

q
U, = +—.
T lall
Hanme, cBaku KBATEPHHOH ce MOZKe IpencTaBuTh y 00nuky q = ||g||-Uy. IIpume-

THMO M JIa 33 CBAKHM jeJMHMYHM KBATEPHHOH ¢ Baxku ¢ ' = g. Kako cy je-

JVWHUYHY KBATEPHUOHU CBU OHU HOPME jeJIaH, OHU TPaJe, Te€OMETPHUjCKU TTOCMa-
Tpamno, cdepy S° y TeTBOPOIIMEH3HOHAIHOM IpocTOpy. Xomdosa Gpubpammja
KODPHUCTH OBO CBOjCTBO, MITO NEMO BUIETH y HAPEIHUM MOTTIAB/HUMA.

Taxkobe, Kao mocebHy rpyIy KBATEpHUOHA TPeOa N3IBOJUTH U PeasHe KBaTep-
HUOHE, MucJjiehu pu TOM Ha KBaTEePHUOHE OO/mKa ¢ = a,a € R, kao u gucre
KBATEPHUOHE, OTHOCHO KBAaTEpHUOHE 00mKa ¢ = ai + bj +ck, a,b,c € R, xoju
he mam OuTH o KOpUCTH.

2.4 TIlpumMmeHe KBaTepHHOHA

®okyc OBOr pajia je HA TeOMETPHjCKOj IPUMEHN KBATEPHUOHA, ATl OHH MMAjy
3Havaj U y aApyruMm obsacTuMa mareMmarnke. Kako je moryhe menmtn KBarep-
HUOHE, OHU YWHE jeJHy Jusuduony anredpy wim anrebpy ca jgebemem. OBa
CIPYKTYPa je CJUYHA 110JbY OCHUM IITO OLEepalldjd MHOXKEHhA HUje KOMYTaTUBHA.
Jusuznona R—anre6pa H 3ajemHo ca CBOjOM HOPMOM TPEIACTABIBA JEIHY HOPMU-
pany dususuony aszebpy. Hopmupane anrebpe cy BeoMa peTke IITO MOTBphyje
Xypsumosa® TeopeMa Koja Kaxke Ja cy jequHe Taxkse ciaenehe sernpm: R,C,H u
0.

Takobhe, XypBuir je mpeacTaBuO MPCTEH MEINX KBATEPHUOHA, IMOTIPCTEH O
H cauunmen ox kBarepumona dopme ¢ = a + bi + ¢j + dk, tme ¢y cBu a,b, c,d
1esiu OpOjeBM MIIM KOHTPYEHTHU % Moyt Z. OBa KOHCTPYKIH]ja je yrmoTpebibeHa
y noka3zy Jlarpamkose® Teopeme - cBakm IpHpogaH Gpoj ce MOXKe MpeICTaBUTH
Kao cyma Hajsuire 4 KBaJapara MpupoaHa Opoja.

3 Adolf Hurwitz (26. mapt 1859. — 18. momemBap 1919.) je 6m0 HeMadKu MaTeMaTHIAD
KOju je paJauo Ha mojby ajaredpe, aHajuse, reomerpuje u reopuje 6pojesa.

4 Joseph-Louis Lagrange (Typun, 25. janyap 1736. — Ilapus, 10. anpun 1813.) je 6uo
WTAJIHjAHCKH MaTeMarwdap u acTpoHoM. OCTBApHO je HeBepOBaTHA AOCTHrHyha y mO/BHMA
aHasm3e, Teopuje OpojeBa M KiacudHe MexaHuKe. CmaTpa ce HajBehuMm MaTemMaTudapeM CBOT
noba.
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3 MUN3omeTpuje y eyKJIUJICKOM IIPOCTOPY

Craku eykaunacku ahuHUA TPOCTOP YUHE €YKJIMUICKU BEKTOPCKU MPOCTOP, CKYTI
ravaka E u npeciukaBame Koje ypehenu map (Tadka, BEKTODP) C/IMKA y TAUuKYy.
Eyknuacku mpoctop je cam mo cebu adumu, anm yodaBameM pernepa Tor mpoc-
Topa, najuerthe y ozumamu Oe, oapehyjemo jeman BekTopcku mpocTop. KEyk-
JIJICKA BEKTOPCKHU MPOCTOP je CBAKW PEATHU BEKTOPCKU MPOCTOP V, KOHAYHE
IUMeH3Hje y KoMe je nedbuHucan cKamapau npousson, (-, ) : VxV — R. Kako je
JedbUHUCAH CKAJIADHU TTPOU3BOJ OH UHIYKYje HOPMY, OMHOCHO JYYKUHY, BEKTOPA

Tor mpocTtopa. Hamwme,
loll = v/To,0), Vo eV.

IIpupommso ce 3a pacrojame m3Mely aBe Tadke €yKJIHICKOL IIPOCTOPA y3UMA
HOpMa BEeKTOpa Koju mx cnaja. Eykmmuacky merpuky d : E x E — R nmocma-
TpaMo Kao:

d(A,B) = |AB|, VA,BcE.

Ckanapuu npousBos v HOpMa HaMm omoryhasajy medunucame yria usmeljy Bek-
TOpa, Kao
cosf = M u,v € V,0 = L(u,v).
[[ull[lv]]
Cama MoxkeMo yBecTu mojaMm m3omerpuje. 3a npeciukaBame o : E — E kaxemo
J1a je m30MeTpuja eyKJInICKOr MpocTopa [ ako uysa pacrojama uamely tagaka,
Tj.

(VA,B € E) d(A, B) = d(c(A),o(B)).

DukcHa rayka uzomerpuje o je cBaka radka P 3a kojy Baxu Po(P) = ﬁ
Takobe, u3 yciaoBa Ja je npecankaBambe U30MeTPHja CIeu J1a OHO 4yBa HOPME
BEKTOpA, Kao U yTJjIoBe m3Mely wmux. 300r TOra, n30MeTpuja BEKTOPCKOT MPOC-
TOpa TIpecnKaBa HeroBy OPTOHOpMUpaHy 0a3y y Apyry 6a3y, Koja je Takohe
OPTOHOpMHUpAHA. 3aTO Ce M30MeTPHje MOTY MOCMAaTpaTh Kao TpaHcdopMalmje
npenacka udmely 6a3a. OCHOBHA MO/EIa H30METPHja je HA OHE KOje 4yBajy OpH-
jerTrcaHocT 6a3e, U Ha OHE KOje ra Memajy. IIpBe 30BeMO NUPEKTHUM, & Ipyre
WHAEpEeKTHUM n3omerpujama. Ilocebra Bpcra m3omerpuja cy poraruje.

3.1 Poramnuje

Poranuja je qupexrHa uzomerpuja ca 6ap jemaom dbukcuom Taukom (6poj duk-
CHMX Ta4yaKa j€ Pa3juduT U 3aBUCH O JUMEH3Hja IIPOCTOPA U BPCTE POTAIM]E).
Porauujy onpebyje ckyn dukcaux ragaka (meHrap poranuje) u yrao porarmje.
Kaxo hemo ce majsumie 6asuru poramujama y E? u E3, orne mory 6mru porarmja
OKO TAa4Ke ¥ OCHAa pOTalluja.

Poramuja eykaumackor mpocTopa ce MOXKe TTOCMATPATH Kao POTaIlija TadaKka
OKO IIEHTpa pOTallfje WM Kao mpoMena 6ase Tor mpocropa poramnujoM. CBaku
€YKJIUJCKU BEKTOPCKHU TIPOCTOP IOCEIyje OPTOHOpMUPAHY 0a3y, OJHOCHO 0Oazy
9Uju eJIeMEeTHU Cy BEKTODHU jeIWHWYIHH W OPTOroHAJHH MeljycobHO um mma ux
KOJIUKA je u numen3uja mpocropa. Cranmapaan 3amnuc 6a3e npocropa JuMeH3uje
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njee=ley, - ,ey]. Marpuna A je marpuna npemacka ca OpToHOpMUpaHe 6ase
€ Ha OpTOHOpMUpaHy 6a3y f, ako m camo axo je

ATA=E.

3a MarTpulle ca HABEJIEHWM CBOjCTBOM KaxKeMo Ja cy oproroHanue. Ckym
CBUX OPTOrOHAJIHMX Marpuuia pexa n y o3uauu O(n) uma crpykrypy rpyie.
Kaxo je det A = det AT caenu na je BpenuocT merepmunante Marpuue 1 mwia —1.
3aro je n rpyna O(n) noarpyna suneapre rpyrne GL(n) kojy unHe cBe MaTpuIe
BPEIHOCTH JeTepMuHaHTE pasnwante o 0. Ympaso je momesa O IUPEKTHUM U
WHINPEKTHUM M30MeTpHjaMa Tojela Ha OHe Uhja je JeTepMHHAHTa 1 OJHOCHO
—1. Hauwme, rpyna OQ(n) auje noe3ana, Behi uma jjBe KOMIIOHEHTE 10BE3AHOCTH.

Beoma BazknHa rpymna m3oMmeTrpuja, y KOjy CIIaja W pPOTaIHja, je OHA ca me-
TepmuHanToM 1. Haswpa ce cremumjajra OPTOTOHAJIHA TPYNa W O3HAYABA Ca
SO(n). 3a rpyny SO(3) ce mcrmocrasba Ja je mMoBe3aHa, ajayW HHUje MTPOCTO
moBe3ana. Takofe, OHA je MUKJIWMYHA TPyHa peaa 2, W HEHO HATKPUBAWHE je
cepa S3. Ocramm enementn rpyne Q(n) cy, reOMeTPHjCKH TOCMATPAHO, KOM-
Oumarmje poramnuja u pedekcuja.

Marpwuria poranuje R je TupeKTHA, TyBa OPUjEHTAIIN]Y, KAO U OPTOHOPMHUPA-
HOCT 0a3e, ma je R opToroHa/iHa MaTPHUIlA BPEIHOCTH JETEPMUHAHTE 1, OTHOCHO
zaksbyuyjemo ga R € SO(n).

3.2 Marpuue poraumje y E? u E3

Heka je R marpuna poranmje OKO Ta4Ke y PaBHU 33 JaTu yrao 0, onmga je ona

00J1uKa ) "
cosf —sin
k= {sin& 0059]'

[Tpumerumo 1a oHa jecTe oproroHasHa u 1a je det R = 1.

X=rcos(d +6)
/ v=rsin(p+6)

X'=XxcosB—vysinH
v'=xsin6 +ycos0

T~ X=T1Cosd
X y=rsind

Cnuka 1: ®@opwmyse poranuje y R2, kao u rpadbuakn npukas
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Kako cy jeaume poranuje y paBHE POTAIIKje OKO TAYIKE, OBUM CMO OOy XBATU/IN
CBe POTaIlfje paBHU.

Heka je R marpuma poraryje TpOIuMEH3HOHATHOT €yKIUICKOT mpocTopa. 1o
jecr, ona penepy mpocropa Oe npuapyxkyje penep O f, rae cy e u f oproHopMu-
pane 6a3e. Camum TuM je u R oproronaisa Marpuiia BPEJIHOCTH T€TEPMUHAHTE
1. Ta mapwuiia ce MOXKe Pa3JIOKUTH Ha TTPOW3BOJ MATPHWIA POTAINja OKO OCa
penepa Oe.

CrmgHO poramyjamMa y paBHH, POTAIFje OKO 0Ca Y MPOCTOPY CY

1 0 0 cosw 0 sinw
R,(0) = |0 cosf —sinf|, R,(w)= 0 1 0 |,
0 sinf cosf —sinw 0 cosw

cos¢ —sing 0
R.(¢) = [sing cos¢p O
0 0 1

Caky porainmjy TPOIMMEH3UOHAJIHOT MPOCTOPA MOXKEMO DPA3JIOKHUTH HA KOM-
MO3UIKjy He BHIE OJ TpU poranuje oko oca pernepa Oe. Ta penanuja ce 30Be
Ojaeposo pasaazaree® youene poraiuje y oQHoOCy Ha Heke jpe oce penepa Oe, a
TPOjKY OPUjEHTHCAHUX yTJIOBA poraruja f, w u ¢ Hazusamo OjaepoBuM yrioBUMA.

OjnepoBu yriioBr MOry OMTH MPE3EHTOBAHU HA /IBA HAYWHA, ¥ 3aBUCHOCTH 73
JIK Cy OKO MMOKpeTHuX oca XY 7 Kaja T0OHjaMo yHympaultbe pOmaluje Win OKO
oca dpukcupanor pedepeHTHOr CUCTEMA TY 2z KOje HA3UBAMO CNobaWwHhe pomayuje.
Jlunuja 4yBopoBa je JiMHUja HOPMAJIHA HA OCe 2 U Z.

YraoBu ¢, § u w ce gedunuTy Kao:

e (¢ je yrao mamehy x-oce u JIMHHUjE€ IBOPOBA,

e 0 je yrao m3mehy z-oce m Z-oce,

e w je yrao u3mely numuje asoposa u X-oce.

Yuyrpaiume poTaluje ce BpIIe y TPU KOpaka, nomohy mperxomuno medus-
WCAHWX YTJIOBA HA ciemehn nauwn:

e porarmja XY Z oko Z-oce 3a yrao ¢,

e porammja XY Z oko porupane X-oce 3a yrao 6,

e porarmja XY Z oko Z oce 3a yrao w.

Cuospaliimbe poraryje ce Takohe BpIiie y TP KOPAKA, PUTOM A Cy POTAIHje
casia OKO (bUKCUPAHUX OCA T, Y U 2 KOje Ce HA IOYeTKY [OKJanajy ca ocama X,
YuZ.

e porarija XY Z OKO z-0Oce 3a yrao w,

e porarmja XY Z oko pormpame x-oce 3a yrao 0,

e porarmja XY Z 0KO z oce 3a yrao ¢.

OjsiepoBa MmaTpuiia mpeacraB/ba (GOPMy MATPUIIE POTALH]E y CILydajy poTanuje
OKO opujenTucane oce. [leraspuuje hieMo je MCTPaXKUTH U TTOBE3ATH CA T'PYIIOM
KBATEPHUOHA.

5Jleomapn Ojnep (mem. Leonhard Euler Basem, 15. ampur 1707 — Cankt Iletep6ypr, 18.
cenrembap 1783) je 6mo mBajuapcku maremarngap u ¢pusugap. 2Kuseo je n paguo y Bepauny
u Cankt [lerepbypry. [lomao je 70 Bequkux oTkprha y MOTIIYHO pa3iIuduTHM 00JIacTUMA Kao
mITO Cy MaTeMAaTU4YKa aHAJIU3a U Teopuja rpadosa.
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3.3 OjnepoBa marpuia

Heka je A marpura poraiuje y omaocy Ha youeru perep Oe mpocropa E, 3a
opujenTrcanu yrao 6 oko 3ajare opujentucane oce A Koja caapxku tadky O.
Heka je e = [e1,e9,e3] u ¢ = aey + Pes + yes jenunuunu BekTop npase A.
Marpuna te poranmje y omHOCy Ha OpTOHOpMEpPany 6a3y g = [a, b, ], ca Tpehinm
BEKTOPOM c je marpwuria R:

cosf —sinf 0 0 -1 0
R= |sinf cosd O, F=]|1 0 O
0 0 1 0 0 O

Hagenena marpuna F' mam je norogua 3a 3amuc marpune R, Hanme:
R=E+ Fsinf + F?(1 — cos¥).

IIpumerumo n na Baxku R — RT = 2sinfF. Heka je P marpuna mpejacka
ca oproHopMmupane Oa3e e Ha 6a3y g. U3 mperxoaHWX MOIJIaB/ba 3HAMO I3 je
marpura P oproronansa, o ject PT = P! u 1a je mena rpelia kos0Ha yIpaso
a,B3,v. Baxu u P"'AP = R, xao nociemuna poranuja y ase 6ase. Ona je
06JTKA

P T o«
P=lq y B
ro oz v

Kaxo je A = PRP~! cnemn
A=FE+PFP 'sin+ PFP'PFP'(1 - cosf),
onuocuo 3a D = PFP~! = PFPT;
A=FE + Dsinf + D*(1 — cosf).
Kako je ¢ = a X b, u a = pe; + qes + res,b = xe; + yes + zez mobujamo:

a=qz—ry, =rx—pz,v=py — qr. Caga HaKOH padyHama marpuie D
yrmoTpeboM H00HjeHrX 3aBUCHOCTH CJIEIN

0 —y B o> af ay
D=|~ 0 -a|, D*+E=|Ba B> By
-8 a 0 ya B AP

VKOMKO youeHu BeKTOp ¢ mpase A Huje HOpMUPAH, Tajga &, 3,7 y IPeTxo/-
HUM peJIanifjaMa Tpeba TOMHOMXKHUTH Ca ﬁ M3Bemrhemo KOpHCHa CBOjCTBa, KOja
TPOM3MIA3e W3 OBAKBOT 3aIIACa MATDPHIIE.

Tpar marpune A manasumo kao Tr A =3 + (1 —cos)(a? + 2 ++2 —3), u
3a cay4aj ||c|| = 1 mobujamo:

TrA=1+2cosf.
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Takolje kopucrehu onqnoce R—RT = 2sinfF u A = PRP~!, xaou D = PFP~!
HETIOCPEIHO CJIEIH T
A— AT =2sin0D.

= lell
p)

VYBonehu HOBH mapamerap A, Kao tgg n m3paxkapajyhwm sinf u cos 6

IIPEKO tgg y HPEeTXOJHUM pesalujamMa, MaTpPulia poTaluje ce CBOAU Ha

A2 +a? - 52—~ 203 — 2\ 206 + 2y
A:g 2a8 + 2\ A2 —a? 482 —~2 20y — 2\« ,
2ary — 2)0 2 a0 + 267 A2 —a? - B2+~

rae je § = A2 +a? + 32 +42. Hobujeny marpuiy 308emo Qj1epoBoM MaTpHIOM
Koja je onpehena peannum 6pojeM \ u He-Hyaa BekTopoM (a, (3,7) u3 R3.

To je ympaso Marpwmia porammje mpoctopa E? y ommocy ma perep Oe, 0Ko
oce A ompeljere BekTopoMm ¢ = ae; + [es + ez 3a yrao 0 3a xoju je tgg =
@, nogpadymesajyiin qa A = 0 uma 3nHademe 0 = 7. Y ciaegehem norsasiby
hemo yountu Be3y mamely kBarepuuona u rpyme SO(3), kopucrehu OjaepoBy

MaTpHIy Kao Be3y uzMmely mux.
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4 Ksarepuuonu u rpymna SO(3)

4.1 KBaTepHUOHU y MaTPUYIHOM OOJIUKY

V3 cumbosinky u3 nperxogHor norjasiba, Ojnaeposa marpuna A 3amo0BosbaBa
0A = N2E +2\D + 2D?, mrro ce y MaTpuuHOM OBJIMKY MOKe 3aIUCATH KAO:

1 0] _1[x -BT][Ax BT B_g
0 A~ 3§|B Me+D||-B AE+D|’ -

Kako je jacan omnoc u3meljy n1Be Marpuiie ca JeCHe CTPAHEe jeTHAKOCTH, MATPHUIA
A je onpeljena mpBoM MAaTPHUIOM U3 OBOI' IPOM3BOJA, HAMME MaTPUILIOM

A —a = =y
)\ _
=K\ a,p,7) = g 5 ; i

Yy B a A

pena derupu Haj nosbem R. Kao nocebue marpune younmo 1 = K(1,0,0,0),i =
K(0,1,0,0),j = K(0,0,1,0),k = K(0,0,0, 1) OTHOCHO y MATPUIHOM OBJINKY:

100 0 0 -1 0 0
ot oo 1t o0 o0
00 1 o)’ 0 0 0 -1/’
000 1 0 0 1 0
0 0 -1 0 00 0 -1
o0 0 1f o0 -1 0
=11 0 o of/'"Tlo1 0o o
0 -1 0 0 10 0 0

[Mpumernmo 1a je cBejesHo na ju ¢MO OUPATU TPBY WU JAPYTY MATPHILY
ca JieCHE CTpaHe Jia OJiepelu HAILy MATPUYHY Pernpe3eHTAln]y KBATEPHUOHA.
Hawnwme, nocroju 48 paznmauTux penpeseHTanyja Ha OoBaj HadunH. lIpenusnuje,
moCcTOju 48 CKymoBa YETBOPOAMMEH3MOHATHUX MATPUIQ TAKBUX 13 (DYHKIH]jA,
KoOja cimka 1, 4, j, u k' y Te marpure je xomomopdusaM, Tj, TpecanKasa 30up u
MPOU3BOJL KBATEPHUOHA Y 30UP U MPOM3BO, MATPUIIA.

JacHo je ma 3a mpousBosbHE peasine GpojeBe A, «, 3,7y BaxKu

g = A1+ ai+ 8j+ vk,

rae ¢y 1,1, j, k panuje youene marpure. Takolje, y3 To Baxku u:

ij = —ji =k
2=2=k>=-1, jk=-kj=i
ki= —ik = j.

Hawuwme, rpymy csux marpura K(A, a, 8, v) MokeMO nieHTH(hUKOBATH ca MPYTIOM
kBarepunona H. Hbuxosa 6a3a je cucrem (1,4, j, k). Kako cmo Behi ynosuaru
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Ca CBOjCTBUMA KBATEPHUOHA KAO ajirebapcke CTPYKTYype, pa3MOTPUMO UX Y Ma-
TPUIHOM 3AINCY .
Konjyrar kBaTepHNOHa ¥ O3HAIIH

y Marpuunoj ¢dopmu Ipejicrap/ba ynpaso marpuiy ¢ . Hopmy xsareprumona
HaJIa3UMO Kao

lall = vz = V51 = Va.

Taxkolje, mogceTMO ce WHBEpP3a KBATEPHUOHA

Pasnukyjemo n peasne KBaTepHUOHE, OHe 00IMKa ¢ = Al W YNCTe KBaTepHHUOHE,
one obsmka ¢ = i+ PBj+vk. Crnenehe Beoma 6utHo TBpheme fie Ham omoryhuru
yCIocTaBJbaibe Be3e m3Mely KBaTepmoHa W €yKJINICKOT mpocropa. llpecnmka-
Bame [, 3a7aT0 ca

X = (z,y,2) oy q=uxi+yj+zk

jecre m3omopduzam BexTOpCKOr mpocropa R? ma Bekropcku mommpocrop Hy
CBUX YHCTUX KBarepuuoHa. llomohy nHaBemeHor m3omopdusma, uIeHTUDUKY-
jemo Tauxe R? ca 9ncTHM KBaTepHHOHIMA. Y IPETXOTHO] UHICHHUIH HAJA3HIMO
MOTHBAII]y 3a TBpheme y cienehoj cexmumjm.

4.2 KsaTepHUOHU M MATPHUIE POTAIlLje

Heka je A OjnepoBa marpurna Kojoj ogropapa derBopka 6pojesa A, «, 3,~. Heka
j€ KBaTE€pPHUOH LPUJAPYKEH TOj dyerBopuu ¢ = A + i + 57 + vk, u Heka je P =
(x,y, z) Tpom3BO/bHA TauKa MpocTopa R3, a p = xi + yj + 2k, W0j TpuApyKen
qucT KBarepHuoH. Taja Bayku:

P'=AP & p =qpq ",

rae cy P’ u p’ Tauke moOumjeHe JaTOM POTAIjOM.

Joxas. Pazmorpumo npso moceban cayuaj. Heka je P, = (x,0,0), ognocuo
/\2 + a2 _ 62 _ 72
pe = xi. Taga je P, = AP, = § 20 + 2\ , & KBATEPHUOH P
2ay — 200

_ 7 T . . . ) .
P =aqp.q " = Q(m)% = (At ai+ 5j +yk)i(A — ai = 5] = 7k)
=N —a—Bk+~j)(\—ai — Bj — k)

(A2 4 a2 — B2 — 42)i + (208 + 207)j + (2ay — 2XB)k],

SRS
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IITO je ympaBo KBATEPHUOH Koju 1o u3omopdusmy I ogrosapa P, = AP,. Yuras
MOCTYTIAK He HAPYIIaBa eKBUBAJIEHIIN]Y HU Y jeJHOM CMEPY, TAKO /13 Cy M3pa3u
exprBasieHTHH. CIMIHO ce TOKa3yje TpaykeHa eKBUBAJEHTHOCT 1 3a Tauke P, =
(0,4,0) u P, = (0,0,z). Kako cy cBe onepaiuje JuHeapHe, U3 TOra CJIeAU U
MIPETXOIHO TBpheme. O

13 cBera mo cama MOXKeMO Ja 3aK/by9IuMo ciaemehe.

Y onmocy Ha youenu pemep Oe, CBaKy pPOTaIujy BEeKTOpPCKOr mpocropa R3,
qnja oca A ompeljena BekTopoMm ¢ = ey + feq +ves, caapxku Tadky O, MOXKEMO
OIIpeINTH KBATEPHUOHOM q = A + ¢, tae je ¢ = ai + $j + vk. Ilpm Tom je yrao
poramnuje oapehen ca

0
tgi = @, za (A #0),
rae je 8 = 7 3a A = 0. Kako je ||c|]| = v/a? + 52 + 2, Baxku uaearurer
0 1
cos 5 = ——=
\/1+tgg
A

IRV R RN Rk

r7ie je UMEeHUJAI Pa3jIoMKa yIpaBO HOpMa KBATEPHUOHA Te poraryje. IIpume-
THMO I3 C€ 33 jJeJUHWIHU KBATEPHUOH ¢ J00mja \ = cosg Ia ce OH MOXKe 3a-
_ 0 1 cin O( s : _

mucary 1y 06auKy q = cos 5 + sin g (ai 4 85 + vk), 3a [|c|| = 1. Osakap 3amnuc

he ce mcrmocTaBUTH BpJI0 KOPUCHUM TITO hieMO BUIETH y JA/bUM MOTJIAB/HUMA.
Porannjy koja oxroBapa KBaTepHHMOHYy ¢ Jasbe hemo ozmadaBatn ca R,.

[Ipumernmo nma je mcrta poramumja oapehena 3a JBa KBATEPHUOHA (1,2 AKKO

cy ouu y omuocy g2 = ng1 3a 1 € R\ {0}. da au cy TO cBU KBATE€DPHUOHU KOjU

oznpebyjy jeamy porarmjy?

Joxas. Cmep < je rpusujasan. Cmep =:
3a mpousBosby Tauky P = p1i+ paj + psk Baxku Ry, (P) = Ry, (P), na je maswe:

0Pg; " =Py & P =q;'¢Pgy 'q1 & P =R, (P),

OIHOCHO JIa je poTanmja onpeheHa KBaTepHUOHOM ¢; 1go xomnmmaenmmja. Yko-
JIMKO OM 9HCT 10 OBOT KBATEPHUOHA OMO PA3IMIUT O Hyse TO OM OHIa Omia
poraiija OKO HEKOI' BEKTOPA 33 HEKHU He-HYJITH YyIao, LITO HUje KOMHIIUIEHIIH]A.

Buawn ¢; 'g2 =1, n € R\ {0}, 1j. g2 = 0. O

Hawnwme, cBaka poramnmja je jeauHCTBEHO onpelheHa ca TAavHO B, JETUHUTHA
KBATEPHUOHA, AKO je jemaH ¢, apyru je —q. Baxkm um 0OpHYTO, OIHOCHO, 33
OMJI0 KOju KBaTEPHHOH, MOKeMo youuTtn ofrosapajyhy OjrepoBy marpuiy, mna
camuM THM 1 oaroBapajyhy poramnujy. Hapasmo, cBuMm peajsHnM KBATEPHHOHUMA
MIPUJIPYKYJEMO HUJIEHTUYHO ITPECTUKABALE, Tj. KOUHIUICHIIU]Y .
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4.3 Ilpumepn

Eykmicku BekTopcku npoctop R? je opujentucan cBojom 6asom e = [e, e, €3).
Onpemutu Matpuiy poramuje L 3a yrao § oxo Bektopcke npase F koja je opu-
jenrpucana u oapebhena Bekropom ¢ = (1,0, 1).

Y upsowm pemesy hemo ce cuyzxutu npomenom 6a3e npocropa. Hanme, 2xesiumo
JIa, M3BPIIUMO TTPOMEHY 6a3e Tako a TPayKeHa POTAIMja MOCTaHe POTAINja OKO
jelHe oce, W TOTOM Ce BpaTUMO y MOJa3Hy 6a3y. 3aro, Heka je HoBa 06a3a
g = [91,92, 93], rze je g3 BeKTOp KoJMHEapaH ca ¢. Bekropu g u go HUCY (bUK-
CHU aJIi Kao jeJlaH BEKTOP HOpMaJsaH Ha g3 Mo3eMmo y3eru go = (0, 1,0). Bexrop
g1 Tpasumo y obuuky (a, f,7). Kako rpeba na Baxu

<91,g3>=0:>a+’)’=0
<91792>:O B:O

BEKTOD g1 Jobujamo y obsuky («, 0, —a). Hosa 6a3a g rpeba ma 6yue oproHOpMU-
_ (1 —1 _ _ (1 i

pana ma cy onga g1 = (5,0, 75), 92 = (0,1,0) m g5 = (75,0, 5)-

Marpura npemacka P je Taga

V2 0 V2
P=-]0 2 o0

V2 0 V2

Kaxko je det P = 1 ona uyBa OpujeHTHCAHOCT ToJa3He 6a3e. Marpwura porarje
o
OKO OCe g3 3a yrao 5 je

L B
2 2
el p
0o 0 1

Tana je Tpaskena marpuia poranuje P"'LP = R, 1o ject L = PRP™!, mro je

3aIrpaBo:
vz oo Vel 8 ol [vV2 0 V2
L=g| 0 2 0|5 ollo 2 o |,
-2 0 V2] |0 1 V2 0 V2

w
[«

a HaKOH cpehuBama J00Mjamo

(3 —v6 1
L=7V6 2 V6|,
1 V6 3

Jpyru Ha9IHH HA KOju OMCMO MOTJIH [T PEIINMO OBaj 33JaTaK je moMohy ymorpebe
kBaprepanona. Hawmme, Heka je kBarepeHuon ¢ = A + ai + 55 + vk, kBaTep-

HuoH koju oxpebyje poraunujy R, kojy hemo noucroseruru ca L. Tana je

A= cos(%/?’) =cosg = @ Taxkobe, Bekropom npase ¢ = (1,0,1) cy onpehenn

a=mp,=0u~=p, e je p KOHCTAHTA Ca TUM Ja je \/)\2+a2+62+72:1.
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13 nperxozmor nobujamo 2p* = 1 Tj. p = 2—\1/5 Konauno q = ? + ﬁi—i— ﬁk
Tana je poranuja R, Heke Tauke mpocropa (z,y,z) € R3 kojy 1o usomopusmy

noncroBehyjeMo ca 9ucTUM KBAaTEPHUOHOM Xi + yj + zk 3ampaBo:

1
R, =q(zi+yj+2k)g ! = g(\/6+i+k)(xi+yj+zk)(\/é—i— k)

. é[_x—zﬂ(xﬁ—y)+j(y¢5—2+$)+’€(Zﬁ+y)](\/é_i_k)

1
8
mTO HO M30MOPGU3MY YHCTHX KBaTepHHOHA M R? MOXKeMO IOHCTOBETHTH

ca raukom ((3z — 6y + 2)/4, (V6x + 2y — V62)/4, (v + V6y + 32)/4) uwnu y

MaTPUYHOM 3alUCY:

[(62 — 26y + 22)i + (2v/6 + 4y — 2V62)j + (22 + 2V6y + 62)k],

T 1 3 -6 1 T
z 1 V6 3 z

U3 4gera J00MjaMO TPAXKEHY MATPUILYy pOoTanuje. 3aJarak CMO MOLIJIM PEIluTA 1
npumenom QjsepoBe marpurie, kopucrtehn men cpehern oOIMK, aau MOTUBAIIN]A,
OBUX DeEIleha y W3BOhemy, a He KOPHUITNemy TOTOBE MATPUIIE.

Hexka je eyxmumncku mpocrop R® opmjenTmcan cBOjoM KAHOHCKOM 06a30M u L
JMHeapHu omeparop Hag YV oapeheH maTpuiom

1 3 1 -6
V6 —v6 2

y ofHOCY Ha TY 6a3y. 3aKk/byduTu Ja je L jeHa poranuja Tor mpocTopa u Ope -
uTH weny ocy F, kao u yrao poraruje 6.

IIpe cBera, Tpeba mpoBepuTHy Ja je MaTpuiia A OPTOrOHAJIHA, U 13, je heHa JeTep-
vuHaHTa 1. TO jecte 3a70BOJBEHO, IMITO 3HAYU M3 je omeparop L opToronaiaH
u 1a je u jenHa poraruja. Kopucrehm m3pase Koje cMO m3Ben MPHU padyHABY
OjsiepoBe mMarpuiie, 3HAMO J1a je

A— AT = 25in 6D 0 — 8
TrA=1+2cosf’

upu demy je 0 yrao poraiuje, a Bektop (o, 3,7y) jeAMHUYHE BEKTOD LPABLA OCE

poranuje. Jlobujamo cosf = 3, u npumerumo ja speanocr sinf € {@, —?}

Huje jemmuctBeno onpehema. OBa mojaBa ce jaBiba jep je pOTalmjy OKO 0OCE
Moryhe mpejcTaBuTH KaO POTIAW]Y OKO YCMEPEHOT BEKTOpA T€ OCEe 33, yrao ¢
MJIM MCTO TAKO KA0 POTAIMjy OKO CYHPOTHO YCMEDEHOI BEKTOpa Te OCe 3a yrao
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21 — ¢. Ilpema Tome, cBejeaHo je KOju yrao omabepemo. Heka je sinf = —@,
Tj. 6 = 3F. Tana u3 upse jexpaxocTn 106HjamMo
o 0 —2V6 0 — B
A-AT =1 0 0 26 | =—V3| v 0 —a|=2sn6D,

2v/6 —2v6 0 -8 a 0

OITHOCHO (v = @, B = @ u v = 0. HJobumu cMmo 1a je mara MATPUIEA, MATPUIA

2
poTanyje OKO BEKTOpa (g, g, 0) 3a yrao 6 = %ﬂ

Pemrhemo oBaj npobsiem u y Apyrom cMepy, HamMe, aKO je POTAIHja OKO BEKTOPA,
v = (g, @, 0) 3a yrao 6 = T mahn meny MaTpUILy poTaIyje, Al Ha APy Tasujn
HAYUH HErO JI0 CaJl.

IIpumernmo jia poranujoM BEKTOPa ¥ OKO z OCe 3a yrao i J00ujamMo BEeKTOp
(0,/2,0), xoju je Konmuneapan ca y ocoMm. Haxon Tora je moTpe6HO M3BPIIHTH
porarujy 3a JATH yrao, aji OKO ¥ OCe W HOTOM Ce BPATUTH Y MOJA3HO CTAHE

s

pOTaILI/IjOM 3a —7 OKO z oce. HaI/IMe,
A= Rvﬂ - Rz,—% o Ryﬂ o Rz7%.

Kaxo cy HaM nmosmHare Marpuie poranuja oko oca y R3 nobujamo:

Y2 V2 gl [l g 8[| _¥2

2 2 2 2 2 2
A=|_v2 v2 gl |0 1 0 vzoov2 g,

2 2 V3 . 2 2

0 0 1L o0 Lflo 0 1

TO jecT, HAKOH MHOXKEHha MATPUIIA MATPUIIA POAllHje je:

BE 1 =6
AR 3 V6
V6 —V6 2

OBo je jeman om MeTOmA W 3aCHWBA Ce HA POTUPAMY OKO oca 0ase mpoctopa. Y
ONINTEM CJIy4Ya]y MaTPHUIA UMa o, jep HHje JOBOJHFHA POTAIUja OKO jeTHe Oce 1a
Ou BEKTOP IOCTA0 KOJMHEAPAH Cca HEKOM oJ1, oca. VHade cy morpebue 2 porarmuje,
a CAMWM THM UMaMO 2 poTallrje Koje IOBOJEe BeKTOP Ha HEKY 07 oca, 1 poTarujy
OKO Te oce, U 2 WHBEP3HE poTaIje Koje Bpahajy BEKTOp Ha MOJIA3HY MO3UIH]Y .

A:
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4.4 SO(3) ~RP?

VY oBowm moriyasspy fiemo mocmarparn romosomko ceojecro rpyne SO(3). Paan
Gosber pa3yMmeBarba onucalieMo peasiHe IIPOjEKTHBHE MPOCTODE.

Heduuunuja 4.1. Peasan npojeKTUBHE POCTOP AUMEH3HjE N, ¥ o3HaIm RP™
je CKyTI mpaBuX Kpo3 KoopauHaTH: modeTak y R™ 1. Kaxo cBaka mpasa Ipecena
jenumHUYHY cdepy TadHO ABa myTa, RP"™ MOXKEMO 3aMUCTATH KaO jeIMHUTHY
chepy S™ ca uneHTU(DUKOBAHUM AHTHUIIOJATHUM TAYKAMA U U —1U.

Kopucrehu apyru onuc, Tauke y RP™ noucrosehyjemo ca naposuma {u, —u},
rako jga u € S™. Banpaso, To je upocrop S™/{1, —1}. IIpupoauo npeciukaBame
m: 8" — RP", 3agaro je ca:

m(u) = {u, —u}.

Heka ca D™ o3nauaBaMO 3aTBOpeHy TOpy mojycdepy y S™, mTo je, CKym
Tadaka u € S™ TakBuX Ja je un+1 > 0. Kako je 6ap jemam om w m —u Ha
D™, moxkeMo0 u3BpIIATH pecTpukimjy n uHa D™. [Ipeciukapame m Ha D" je nH-
JEKTHUBHO OCHM Ha €KBATOPY, OJHOCHO cKymy u € S™ ca un+1 = 0. Ako je u Ha
ekBaTopy, Tajga je u —u rakofe, rj. w(u) = w(—u). Hakne, RP™ moxemo ja
3aMUCIUMO Ka0 ropwy mnoaycdepy D™, ca uaeHTHhUKOBAHUM aHTUTOTATHUM
TaYKaMa, Ha, €KBATOPY.

Teopema 2. [Tocmoju nenpexudno bujexmusno npecaurasarve udmehy SO(3) u
RP3.

Jlokas. Cpaka poranuja y R? je oapebena jesiunuunum BeKTOpoM v = ae; +
Bes + vyes n yriaom poranuje 0 € [—m, w]. Kama oBako 3amare poramyje MOry ma

Oyny ucre?
YKOJIMKO Cy BEKTODH ¥ M v KOJIMHEAPHU M CYIPOTHOI CMepa, a YIJIOBU
poranmje cy uM cynporau. Hamme, R, 9 = R_,9. Kako Tauno jemam of

{6, —0} npunana [0, 7], jemamcrBenOCT MOGHjamo HomaTHUM ycaosom 6 € [0, ).

Taxkolje, yKOMKO Cy YTJIOBH pOTAlVje jeTHAKH, OJHOCHO 61 = Oy = 7, BaxKwu
Ry 6, = R_y0,- Jakne, Kako »KeIWMO jeIHUCTBEHOCT, y caydajy 6 = m Tpeba
onabparu caMo jegan ox Bekropa {v, —v}.

IMpumernmo na je R, o uaeHTHTETA 33 CBAKY BEKTOP v. 3aT0 y ciy4ajy 6 = 0,
HE MOKEMO jeIMHCTBEHO OJPEINTH jEANHUIHU BEKTOP [Ma NeMO KOMHIIHAIEHITH]Y
CIIENUjAJTHO O3Ha4YaBaTh ca 1.

Hakie, ceaka poramuja n3 SO(3) \ I je jequHcTBeHo onpelena ca 4eTBOPKOM
0,a,8,7), a®?+B2+~% =1, 6 € (0,7, ocum 3a § = 7. YOUUMO NpeCTUKABAILE
® : SO(3) — RP3, 3anaro ca:

@(I) - (13();070)7

0

6 . .0 0
®(0,a,8,7) = (cosz,a81n27ﬁsm 50 7sin 2) .

Kaxo cos? § +sin® £(a?+ 5% +4?2) = 1, komomen @ € S°. TIpumernyo ga cos § >
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0. 3a cos g > 0, IPOMEHJbUBE (v, 5 U 7y Cy IPOU3BOJbHE, 11a ojipehyjy Lery ropmwy
noiaycdepy o S3. Y ciyuajy 6 = 7, 0HOCHO cosg = 0, w10 je ekBarop Ha S°,
nnentndukyjemo raure (0, o, 8,7v) u (0, —a, —f5, —7) jep mpomsniaze o UCTUX
poranuja Ry = Ry, v = (a,3,7). Kako cmo panmje naenrudukosamn RP3
ca momycdepom o S? ca aHTHIIONATHIM eKBaTOpPOM, KomoMeH ® 3amcTa jecTe
RP3,

[IpeciukaBame je HENPEKHUIHO AKKO j€ HEIPEKM/IHO 110 KOOPJAMHATAMA, IITO
MOXKeMO TIPUMEHNUTH W Ha mpeciankapamwe P. Y3 1o je limgg P(0,, 5,7) =
®(I), ma je npecimkBame ® nenpeknaro. Tpeba mokasary Ja je oHO GHjeKImja,
OTHOCHO WHjeKTHBHO W CyPjeKTHBHO.

Axo je ¢(01, a1, B1,71) = (62, az, B2,72) mobujamo Oy = Oy (3a 0 € (0,7)),
na jajbe cjefu jeanakoct ocranaux koopaunara. Ciydaj 01 = 0 = 0 je Tpus-
njanan. Kaza je § = 7 moryhe cy ape werBopke (0,«, 3,7v) n (0, —a, — 3, —7),
anu cy one upenruane u y SO(3) kao Ry = R_y x, v = (o, B,7). Jaxne D je
WHjeKTUBHO.

Hexa (a,b,c,d) € RP? a # 1. Taza je ca

b c d

CcOS—=a a= —— - =
2 V1 —a? b V1 —a? K Vv1—a?

3amoBosbeno a? + B2 +~2 = 1, ma je oapehena ueTBopKa 6pojeBa Koja ce CIHKa
y nonazny. 3a a = 1 mmamo ®(I) = (1,0,0,0). Takne, ceaka Tauxka u3 RP3 je
CJIMKA HEKOD eJIEMEHTa M3 JOMeHa. 300r TOra je MpPecJuKaBambe ¢ CypjeKTUBHO,
a 360r nperxomauor u 6ujextusno. Kako cy SO(3) u RP? komnakTau, m03HaT0
j€ Jla MOCTOju WHBEP3HO MPECINKABAE KOje jeé Takohe HEMPEKUIHO, IIITO 3HAYN
1a je SO(3) xomeomopdno ca RP3. O

HaxJie, nocroju Heupexku 1o OujekTUBHO npeciukasatbe usmeljy rpyna SO(3)
u RP3, 1j. usmehy rpyma SO(3) u S3/{1, —1}. Xomeomopduszam Koju MoxkKeMo
yountu u3mely BUX Ce OJHOCH Ha OMepallrje MHOXKEHa KBATEPHUOHA, W KOM-
nozunuje poranuja. Hamme, 3a npe poranuje IR, u R, 3ajaTe KBATePHUOHUMA
p u g (cBaka poTaluje ce MOXKe OJPETUTH HEKMM KBATEPHUOHOM ) BAXKH:

Ry, o Ry = Ry,

Kako mocToju xomomopdu3am u HEIIPEeKu,IHO OMjeKTUBHO IIpecInKaBabe u3mehy
JaTUX Ipylia, Baxu ciejehia Teopema.

Teopema 3. Hexka je S® epyna ceuz jedunuunuz xeamepruona, u SO(3) epyna
ceux pomayuja eykaudckoe npocmopa E3. Tada nocmoju uzomoppusam usmeby
zpyna SO(3) u epyne jedHUHUYHUT KEAMEPHUOHA Y 00HOCY HG ONEPAUUTY KOM-
NO3UYUJE POMAUUIA U MHONCEHG KeamephuoHa. Odnocro mada je:

SO(3) = 53/{1, —1}.

OBOM TEOPEMOM CMO YCIOCTABUIN Be3y w3Mely jeInHuYHnX KBATEPHUOHA, U
rpyne poranuja npocropa E3. Kao mrTo cMo pammje M3BOIWIM, BEIUMO Ja Ce
poTanyja MPpUMEHOM KBATEPHUOHA YMPOIiaBa, HAMMe MAMe My Ta MPUMEhYjeMO
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MHOZKEIbE€ HEro y MAaTpUIHOM padyHy. Takobhe, kBarepuuon oxapelyjy werupu
mapaMerpa, 10K OjepoBa MATPUIE WMa, JEBET MOJba, IITO je jOII jeIHA TIPe/-
HOCT KBaTepHnoHa. (OBa pa3/vKa je 3HAYAjHA Y IPOrPAMUPAILY jep je MOTPeOHO
Malhe MEMOpHje 3a aJoIUpamke POTalije, Kao U Mame IIyTa IPUMeHa OIepalinja
MHOKEa IITO J0BOAM 10 yOp3ama paga mporpama. Takobe, ako je mHopma
KBaTEepPHUOHA N30MOP(pHOr poraruju jeanaka 1, yrao poramuje je 3agat Gopmy-
JOM
6 = 2arccos(\),

IITO je jOIll jeJHO TojeHOCTaBbeme y oaaocy Ha QjnepoBo permeme. YKOIUKO
vam je mara QjiaepoBa MaTpuI@a, 3a NPOHAIAKEHE BEKTOPA IPABE OKO KOje ce
BpIIK pOTaIrja MOTPeOaH je M3BECTaH PAUYH, JOK je KO KBATEPHHOHA BEKTOD
TPaBIA 33JaT CAMUM KBATEPHUOHOM.

KBarepamonu 1o CB0Ojoj MpUPOAM TPHUTIAIA]Y I€TBOPOIUMEH3MOHOM TTPOC-
topy R*. Mzomopduocr ca poranujama y R? mam ciayxu kao MoTuparmja 3a
crmemehe mormmaBibe, y KOM pazMarpaMo Xomndosy Gubdbparujy.
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5 XomndoBa dpudbpaimja

5.1 VYsBox

Xodosa dubpanuja, Hazsana je mo Xajuiyy Xomdy, koju je mpoydasao 1930-ux
roauaa. Ona je Owyia BEIWKO OTKpHIE y TOMOJOTHjU, KA0 W BeOMa 3HAaJajaH
objekar y teopuju Jlujesux rpyma. Xomdosa dbubpanuja uma MHOIITBO MPH-
MeHa y busunm, yKbyIyjyin m KBaHTHY TEOpPHjy PadyHApPCTBa, JAHAC BEOMa
nomyiapay o00/1act.

Kako je mpermocraBka 1a je 3a pasymenamse omdore dubpamnuje morpebHo
J00pO TO3HABAE ATICTPAKTHE ajaredpe M MHOTMOCTPYKOCTH, OHA YIJIABHOM HUjE
JOoCTymHA cpemmorkoamma. Mehyrtum, y oBom pamy fiemo ce morpymutu ma
MoOMONy TpyIe KBATEPHUOHA OMUIIEMO HEKa HheHa aaredapcka W reOMeTPHjCKa
cBojcrBa. Kao 3aHUM/BUBOCT MMOCTAB/HAMO jEIHY 3arOHETKY.

Kopucmehu ducjynkmmue kpyzoee u jedHy npasy AUHUJY NONYHUMU
MPOIUMEHSUOHAAHU NPOCTOP MAKO 06 je CEaKU Nap KpYyz08a YAGH-
waH U 06 NPABa NPOAA3U KPO3 YHYMPAUWHOCT, C8GKO2 KPY2a.

5.2 XomndoBo IIpecInKaBame

Jenuauuany cdepy aumensuje n, y o3Hamu S” gedUHUIIEMO KAO CKYI TAYAKA
(20, 21,...,2,) y R*! rakeux 1a

g+ at 4 fal =1

Teomerpuuku riegano, S' npejacrasiba jeunudny Kpyr y pasuu, S2 jeuauamny
cdepy y mpocropy, a S3 jemmmmuany cdepy y R* mTo je 3ampaBo cKym jeamHmd-
HUX KBATEPHUOHA.

Xondosa dubpamnmja je mpecaukasame h : 52 — S2, 3a7aT0 ca

h(a,b,c,d) = (a* + b* — ¢ — d?,2(ad + be), 2(bd — ac)). (1)

Jlako je mpoBeputu Ja je 36up KBaJpaTa KOOPAWHATA Ca JIECHE CTPAHE 3AlPABO
(a® +b% + ¢? + d?)? = 1, na ta tauka 3aucra npunaja chepu S2.

Opurunaman npobsem kojum ce Xord 6aBuo je OMO Je0 TEopuje XOMOTOIHU]e.
JegHocTaBHO pedeHo, XOMOTOIHja MOKYIIaBa a Pa3yMe CBOjCTa MPOCTOpa Koja
ce He Membajy HempekugHuM AedopMmaljama. JeJan HAYuH Ja Ce OIpee CBO-
jcTBa Hemo3HaTor mpoctopa X jecre ma ce X mopeau ca 100pO MO3HATHM IIPOC-
TopoMm Y nomohy HenmpekuIHuX npeciukasama ¥ — X. Y xoMmoronuju, 1Ba
MTPOCTOPA KOja MOTY 11 Ce TPAHCHOPMHUIITY HEMPEKUIHUM MTPECIUKABAHUMA jJETHO
y APyro, CMaTpaMoO eKBUBAJIEHTHUM. 3Hajyhu HEmTO 0 Y U O XOMOTOITHO €KBH-
BAJIEHTHUM TIpecnKaBamuMa Y y X MoxkeMo 13 00/be yIIO3HaMO Hemo3HaTo X .
To je jeman om KOPUCHUX HAYWHA 34 AHATM3UPAHE IIPOCTOPA.

Jenan on majrexkux npobsema y Teopuju xoMmoTornuje jecre oxapeljusame xo-
MOTOITHO €KBUBAJIEHTHUX mpeciankaBama ¥ — X, rme cy X u Y cdepe u X je
Mame auMen3uje o1 Y. MHoru criernujaanu CaydajeBu Cy perieHu, ajau MOoCToje
3aHUMJBHBH, O 4] HepelleHnu mpobmemu. Xomdosa dubpammja h : S° — §2
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je 6uio peBosynmonapuo orkpuhe y oBoj obsactu. Kako 300r meHne KOMILTEK-
CHOCTH He MOKEeMO [1a aMO MOTIyHy Mpudy oBor oTkpuha, dokycupahemo ce
na Xondony dbubparujy y reomerpuju u mheny Besy ca rpynom SO(3).

5.3 Cdepa S°

Jeanaumna cepe S° ce nedunuie xkao ckym Tadaka (g, 1, T2, T3) €a CBOjCTBOM
Ja:
2,2, .2, 2
o+ o] +25+25 =1

Beoma kopwucHO 1 3aHUMJBPMBO CBOJCTBO cBake cdepe je 1a OHA y CBAKOj TAUKU
Toceyje TAaHreHTHU mpocTop. Hanme, 3a youeHn je IMHUYHN KBATEPHUOH P, KAO
BekTop y R%, mpocTop y KoM Jieke BeKTOPHE HOPMAJHHE Ha P KOjH CAJIPIKe TAYKY
p ca chepe. Taj mpoctop hemo osHagasaTn ca Tj,.

Yo4uumo BEKTOPE:

X(p)=p-i,
Z(p)=p-k,

ra Kako je p = xg + x1¢ + T2 + x3k, mobujamo:

X(p) = —x1 + xoi — x3j + 22k,
Y(p) = —x2 + 230 + x0j — 21K,
Z(p) = —x3 + —x2i + 215 + xok.

[IpumeTnmo ma BazKkm:

(p, X (p)) = —wox1 + x170 — T2x3 + w372 = 0,
(p,Y(p)) = —xox2 + T123 + T20j — x321 = 0,
(p, Z(p)) = —xox3 + —x172 + T221 + T320 = 0,

ma Kaxo ¢y Bexropu X (p), Y(p) u Z(p) nuneapHO He3aBUCHH U JuMeH3Hja 1),
je Mama o1 AMMeH3Hje IpocTopa, J00HjaMo Ja je Hall TaHTeHTHH mpoctop T,
pasaner Bekropuma X (p), Y(p) u Z(p).
Taunnje,
T,={p-a|acImH},

rae ckyn I'm H npenacrasiba CKym 9UCTUX, Tj. UMATHHAPHUX KBATEPHUOHA. 300T
panuje yodenor mzomopdusma m3Mely umcTuX KBaTE€pHHOHA W CKyma RS, 3a-
KJ/bYdyjeMO /13 je CKYII jJeJMHUYIHUX YUCTUX KBATEPHUOHA M30MOP(MAH jeIuHUI-
H0j cepu y R3, 1j. chepu S?. Jaxie, BaKu

S? =8%NTImH.

W3 mperxonHor cieqn aa je chepa S? yrommena y chepy S3.



KBaTepHnoHM u poranuje eyKJIUIACKOT ImpocTopa 24

5.4 53, poranmje u Xondosa dpubpamuja

Cazna hemo matu pedopwmynammjy Xondose dbudparmje y popmMu KBaTEpHUOHA,
noMolly J0 calla M3BEJEHUX ONHOCA u3Melly KBATEPHHOHA U POTAIMja IPOCTOPA.

®ukcupajmo Tadky P = (1,0,0) ma S?. JlaTu je MHAYHE KBaTEPHHOH ¢,
onpeben Tauxom (a, b, ¢,d) na S® y dopmu ¢ = a+bi+cj+dk onpehyje poramujy
Ry(Py) = qPoq™!. Xondoro mpecimkasarme nedbuHATIEMO Kao

h:q = Ry(Py) =qPoq " (2)

Jokaxumo mpso ga cy dhopmyse (1) u (2) 3anpaBo eksusajenTae. Mcro Kao u
y IIPETXOMHOM IMOIJIABJBY, IO T30MOpdu3My I M3 NPETXOTHOr IOIIABIba, TAYKA
P, noznembyjeMo KBaTepHUOH 4,8 u3pa3 ¢Pyg ™' je 3ampaso:

qPog ' = (a+bi+cj + dk)(i)(a — bi — cj — dk)
= (a®> +b* — * — d?)i + 2(ad + bc)j + 2(bd — ac)k,

mTo je mo m3omopdusmy I, 3ampapo Tauka y R® ca koopmmaaTtama (a? + b? —
c? — d?,2(ad + be), 2(bd — ac)), mro je u rpebasno gokasaru. Kaxo csyma paxu
€KBIUBAJIEHTHOCT, TOKA3aJN CMO TBpherme.

Poranuja R, npeciukasa Tauky [y y Apyry Tauky npocropa P, nok Xorm-
doBa pudbpanmja mpecInkaBa KBATEPHUOH ¢ KOju ofapelyje Ty poTaiujy y Taduky
P.

Hexka je Tauka Py = (1,0,0) na chepu S2. Ilokymajmo qa mahemo cse Tauke
ca S3 xoje ce npecimkaBajy v Py Xondosom dpubparmjom.

Kopucrehn dopmyny (1) mobujamo na Baxku:

A+ +E+d2=1

= t

a2+ -c-d>=1 2 =1 a = cos
2(ad +bc) =0 =$(g+d2:0=:>£:;Tg
2(bd — ac) =0 —d=0,

rae t € R, mwro 3Ha4u Ja cy Tadke
{(cost,sint,0,0) | t € R}

KaHUIUIATH. YTBpPHyjeMo ma To jecy cBe Tauke ca S° KojuMa je 33I0BOJHEHO Ja
h(a,b,c,d) = Py.

Axko 6obe norsieamo, cKy Koju cmo aobumu, h 1 (Py), je 3anpaso jequHuaHn
Kpyr Ha cdepu S2. OBO CBOJCTBO BazKu 3a CBAKy Tadky ca S2, OJHOCHO aKO
tauxka P mpunaga S%, h~1(P) je kpyr na S3.

Jlaxye, 3aHEMa HAC Ja 33 JBe Jare Tadke Py m Pr mHa S? ommmeMmo CKym
CBUX pOTaIuja Koje ciukajy Py y Pr. YounMo KPYKHU JIYK BEJIMKOT KPyTa KOju
canpxu tauke Py u Pr u o3aaunmo ra ca Py Pr. Heka je R poranuja koja cimka
Py y Pr. Oca poranuje R je jenuako ynasbeHa o tadaka Py u Pr, na je ona
TIOJICKYTI CHMeTpaJIHe paBHH nyxu PyPr Koja ceue cdepy S? M0 BEIHKOM KPYyTy
Koju 10710BU JIyK AB. Y OKBHPY OBOT BEJHKOT KPYyTa IIOCTOje IBE OCe POTaIdje
KOje cajpike meHTap cdepe 3a Koje je jeHOCTaBHUje U3PAdyHATH yrao PoTaIuje.
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IIpsa raxsa oca 1poJasu Kpos cpeauire M syka AB u taja je yrao poraiuje
jemmak w. Hazosumo oBy potanmjy R;. [Ipyra oca je HOpMa/iHa Ha BEKTOPE
v=0Au w= 0B u tasa je yrao poranuje 3anpaBo yrao udmeljy BeKTopa v u
w, omHOCHO cos @ = (v,w) jep ||v]| = ||w|| = 1, v,w € S?. Heka je To porarmja
Rs.

Cmuka 2: Tpaduuku mpukas poranuja R; n R

Youumo poraruje Ry m Re u3 mperxomnor pasmarpama 3a tadke Py =
(1,0,0) u Pr = (p1,p2,p3). MoxkeMO Ja OIpeauMO KBATEPHHOHE T1 M T 32
koje je R,, = Ry u R,, = Ry. YmioBu poramuja cy peagoM m u cosf =
<(17Oa O)a (p17p2ap3)> = p1, IIa ILO6Hja“MO:

1

1 = ———[(1 4 p1)i + p2j + p3k]
2(1+p1)

1+p —p3J p2k
ro = 1+ + .
27V ( 1+pi  1+p

®ubpy h~! (P) moxemo napamerapckn sujgern kao h ™1 (P) = {rie' }o<i<or num
h=Y(P) = {r2e"*}o<t<2r, mro npeacrasma kpyr y R Tume cmo nokasamu jna
j€ CKyn KBaTEePHHOHA KOju ce cauKa y oxpehery taduky XordoBom (pudbparmjom
3anpaso kpyr. Iloroana 3a Budyenmsanujy Xordose dubpammje je crepeorpad-
CKa TIPOjeKIrja.

5.5 Crepeorpadcka npojekiuja
5.5.1 V¥YBog

Crepeorpadcka npojexnuja je riaaTko u OUjeKTUBHO IpeciuKaBame cdhepe Ha pa-
Ban. /ledurucano je na mesnoj cdepu OCuM y jeIHOj TAUKH KOjy HA3UBAMO TAIKA
npojekmuje. Hamr maspu musb je ma Budyenusyjemo Xormdory dbubparmjy. Kako
HaM YeTBOPOIMMEH3WOHAJ/IM MPOCTOP HUje WHTYUTUBAH, KOpucTuhemo crepe-
orpad CKy MpPOjeKInjy Ka0 METOJ, BU3YeJIH3aInje TPOCTOPA.
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5.5.2 IIpojekmmja S°

Hexa je Tauxa Py = (0,0, 1) mpojexTusHa Tauka cdepe S?. Heka je pasan nHa
KOjy HpOjeKTA.eMO chepy paBan Koja caaprku nenrap cdepe O U HOpMAHA je
na BekTop OF;.

3a Tauky P ca cdepe mena npojeknuja he 6buru npecek npase Py P ca qarom
pasuu. Ilpumernmo 1a 3a rauky Py = (0,0, 1) Hema cMuCIIeHe CInKe Ta BPITMO
PECTPUKIH]y JOMeHa Ha, S2 \ Py. MozkeMO BHJETH Ha CIHIH KAKO TO M3TJIEA.

Ciuka 3: Tpaduuxu npuxas crpeorpadeke npojexiuje cepe S2

OBo mpecuKaBame je aHATUTHIKH 331aT0 Ca

x Y
s:(xyy,2) = (—, ——).

(0,9:2) = (s 1)
Jokas. JemnauwHa mpase Koja mposiasu Kpo3 rauke Py u (z,y, 2) je

X-0 Y-0 Z-1
r—0 y—0 z—1

t

omocHo X = xt, Y =yt uw Z = (2 — 1)t + 1. Kako TpaKnmo mpecek mpaBe

ca pasnn ozpehienom ca Z = 0, gobujamo t = —5, 1j. ¢ = -. Ipumernmo
na z # 1 jep cmo usspiimiaun pecrpukuujy Tauke Py = (0,0,1). Jame mobujamo
X =7 nY = {, uume CMO 3aBPIIAIN HALI TOKA3. O

IIpumeTunmo j1a ce caku Kpyr Ha S? KOju CaJipzKu IPOjeKTHBHY TadKy CJIUKA
y TpaBy, JOK Ce CBaKMW KPYT KOju je He caapKu ciamka y kpyr. To je ympaBo
BasKHO CBOjCTBO CTepeorpadcCcke mpojekiuje koje hie HaM MOCTyKUTH Mpu XOTi-
doBoj ubpanujn, jep 3HAMO 13 Cy KPyToBH Ha S° 3ampaBo HHBEp3HE CIIHKE
tagaka ca S2.
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5.5.3 IIpojekmmja S°

Crepeorpadcka mpojekiuja ce youIrTaBa u Ha Buile guMmen3uje. MoruBucanu
MPETXOIHUM JIeJIOM, MOYKEMO [1a HACIYTUMO KAKO O OHA W3TJIe[aia y 4eTHPHU
mumensuje. Crepeorpadeky npojexmujy cdepe S mpejcrasiba IpeciuKaBambe

T Y z
_)
(w7l’7y’z) <1_w71_w71_w>7

rje CMO 3a NPOjeKTUBHY Tauky y3eau tadky Py = (1,0,0,0). Csojcrso aa
crepeorpadcka mpojeKknuja OIyBaBa KPYroBe je 3aJp:KaHO y CBUM JUMEH3U-
jama. W3 mperxomHor moryiaB/ba 3HAMO Ja Cy WHBEP3HE CJIUKe Tadaka Xordose
dbubpanuje xkpyrosu Ha S3. 3aT0 ce OHE OBOM cTepeorpadCKOM MPOjeKIIHjoM
CJIUKajy y Kpyrose (Wau y OpaBy, YKOIMKO KPYT CAJPKHU MPOjEKTUBHY TAYKY
(1,0,0,0)) y R3.

5.6 Busyenuzamnuja Xomdose dpubpaiiuje

Heka je s crepeorpadceka mpojekmmja s : S3 \ {(1,0,0,0)} — R? zanara do-
mynom (w,z,y,2) = (55, 7% 7o) 4 Hexa je h pammje medunncana Xomn-
dora dubparmja. Kako h=1((1,0,0)) caapxku tauxy (1,0,0,0), 3Ha4n 1a je so
h=1((1,0,0)) mpasa, Tj. r-oca. Takohe mpumernmo fa je K = soh~1((—1,0,0))
jeIMHMYHM KPYT y ¥z PaBHA. TO JUPEKTHO CIEId U3:

h=1((=1,0,0)) = (0,0, cost,sint), t < [0,2x].

5(0,0,cost,sint) = (0,cost,sint).
Jlame, 3a cBaky Tauky P = (p1,p2,p3) € S? xoja je pazamumTa o7 Tadaka
(1,0,0) u (—1,0,0) Bazku na je soh~(P) kpyr y R?® koju ceue yz pasan y Tauno
aBe Tauke A u B npu deMmy je jeiHa o BbUX YHyTap, a Apyra BaH jeJUHUIHOD
kpyra K. Kako 6ucmo TO mokasasnin, HEKa je:

hil(p17p27p3) = (a” b7 c, d)

b c d

S(a’b7c7d):(1_a71_a71_a

),

113 KAKO TPAXKHIMO TadKe y IIPECEKy ca y2z paBHu Baxku —— = 0, tj. b = 0. Jasme

l—a —
UMaMO
a2+ +d2=1

_ 1+py
a ==/
a?—c2—d*=p, 2

2ad = po = c=—p3/2

—2ac = p3 d=p2/2a
ma cmo tuMe onapemuan tadke A u B. Kako je pacrojame TX Tadaka 10 KO-
OPJAMHATHOT MOYETKA ,/%, y ciaydajy a = \/H% JobujaMo 1a je Tadka BaH

1+p1
2

kpyra K,a3z3aa = — Ta je Tauka yayTap kpyra K. To 3Haunm ga je Kpyr
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soh~Y(P) ynanuan ca kpyrom K. Tauke A u B jexe Ha npaBoj Kpo3 KOOD/IH-
HATHHU TOYeTak Koja caapxu Bektop (0, ps, —p2). IIpumernmo ma paBaH Kpyra
s o h™1(P) ne Moxe caap:KaTu T-0Cy - aKo OW je cajpskaja onma 6u soh~1(P)
cexso s o h~1((1,0,0)), a Tu ckynosu cy mucjyaktau. Ojapjie 3aKbydyjemMo na
7-0Ca MPOJTa3h KPO3 yHYTPaIThocT Kpyra s o h~H(P).

-
w

Cnuka 4: Tlpecek Kpyra ca paBHE Yz

Jla 6ucMo moKa3asu ga Cy CBake JABe MpojeKToBaHe pubpe, OTHOCHO KPYTOBU
Cu D, ynanyanu, younMo HeIIpeKH/IHO HHjeKTHBHO npecinkasame ® : R3 — R3
koje ciuka Kpyr C'y kpyr K, a D y meky apyry npojekroBany ¢pubpy F, v1e je
FE xpyr. Kako je F ynanuan ca K, ouna u C' u D mopajy Outu yaandanu jep je
MTOBE3AHOCT TOMOJIONIKA WHBAPHUJAHTA, T3, e KPYTrOBU OCTATH YJIAHYAHU U HAKOH
JIejCTBa HEMIPEKUTHUM OMjEKTUBHUM IIpec/nKaBameM. [loMeHyTo nmpecinkaBame
® necdunmmenmo kao so fos ! raeje f:R* = R* u f(z) = kr~ 'z (Mucmm ce
Ha KBATEPHUOHCKO MHOXKEHe) 1 aKo je P npoussosbHa Tauka ca kpyra C u car
je osnaueno s~1(P).

Cumka 5:  Yiandanoct je mocturayra usmely cBaka maBa Kpyra
OBHUM CMO pemuIn 3arOHETKY TIOCTAB/bEHY YV YBOIY OBOT TOTJIABJbA.

Beoma mena Busyanusanyja je HanpasibeHa of crpame Niles Johnson-af Ha
cepn mecHo ¢y 3a1aTe Tauke ca S2, a BeIMKa, CJIMKA TPeICTaBIba CTPEOrpad Ky

6Cnuke cy mpeysere u3 merose Youtube anmmanuje - https://youtu.be/AKotMPGFJIYk


https://youtu.be/AKotMPGFJYk
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npojekijy Xomdose dpudbpanuje cBake o Tadaka.

Cnuka 7: IIpukas HenpexuHOr CKyna Tadaka ca cdepe S2

Cimka 8: TIpukas Koju caJip:Ku MPOjeKInjy NPOjeKTHBHE TAYKe
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6 Poramnumje y R*

Kaxo cMo y mpeTxoIHuM MoTIaB/biuMa MOCTENEHO aHATM3NPAJIN TIOjMOBE POTAIIHjE,
KBaTepHHOHa, cdepe S%, mormuan HacTaBak 6m 6MO MOCMATpam-€ POTANHja Y
R*. Kparepumonu cy maM GHIH JOBOJGHU 33 ONMCHBAIbe poramuja y R amm
ucnocrasuhe ce 1a ce momoly mux Mory ommcarn u poranuje R?.

6.1 M3okamHUYKA NEKOMIIO3UIINja

3 nperxouux IOIaB/ba 3HAMO Ja ce poramuja y R moxe mpeacrasuru op-
ToroHastHOM Matpuiom. Heka je marpura

apo Qo1 Qg2 Aap3
A= a0 ai1r @12 Qi3
a0 Qa21 G22 Q23
aszp a31 as2 ass

Heka MarTpuna porammje mpocropa RY. Tama 3a meHy Tak03BaHy ACOMHPAHY
Marpuiy M Baxku na je 4M 3ampaBo MaTpuIia

apo t+ a1l +a22 + a3z +a10 —ao1 —a32 +a23  +azp +a31 —ag2 —a13  +azp —a21 +a12 —ap3

+a10 —ap1 +az2 —a23  —agp —a11 t a2 +a3z3z  +azp —a21 —a12 tap3  —azp — a3l —ap2 — 413
+az0 —a31 —ap2 +a13  —azg —az1 —ajz2 —ag3  —app tai11 —a22 t a3z +ajp +apl — a3z —a23
tagp +a21 —a12 —ap3  tagp —a31 +ap2 —a13  —aig — a1 — @32 — @23  —app + a1l + a2 — a3z

Marpumnia M je pamra 1 m kao 16-muMen3uonu BeKTOp je HOpMe 1 akko je
marpuna A marpumna porammje R?.  JIokas oBora He HABOIHMO, aJH j€ OBAj
HOCTYIIAK ¥ KPajibi Pe3y/arar nosuar kao Ban Eagpunzop-a’ dopmyia.

Y ToMm cityuajy mocroje peasinu 6pojesu a,b,c,d u p,q,r, s TAKBH 113 je

ap aq ar as
bp bg br bs
cp cq cr cs
dp dq dr ds

u (ap)® + (aq)? + -+ (ds)? = (@®> + 0> + 2 + d®)(p®> + ¢* + 12 + s%) = 1. Tana
je Marpuiia poraiuje jeJlHaKa

-b —c —d

a p —q —-r =S5
A b a d ¢ q p s -r
c d a =b|l|r —-s »p q
d —c b a s r —q p

[IpBa MaTpuia y AeKOMIIO3UIUU PEJACTABIbA JEBO-M30KJIUHUYKY POTAILU]Y, JOK
Jpyra MpeCcTaB/ba IeCHY-U30KJINHINYKY porarujy. Kako je marpumna A oproro-
HaJIHa MaTPUIA poTalyje, 3akjbyuyjemo ma je det A = 1. 36or Tora je mpou3BoJI
JETEePMUHAHTH JIEBE W JIeCHE M30KJIuHWYKe Mmarpure jennak 1. OBe marpurie
porarnuje Hac nmoacehajy Ha KBATEPHUOHE Y MATPUIHOM ODJIHKY.

"Van Elfrinkhof- xosanacku MaTeMarudap Koju je u3seo gary dpopmyiy 1897.
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Kako upBy marpuny xapakrepuue (a,b, c,d) woj hemo upuapyxuru xsarep-
HUOH q; = a+ bi+ ¢j + dk. CaIngHO MPeTXOIHOM, JTeCHO-M30KINHUIKO] MATPHUIN
MPUAPYKYjEMO KBATEPHUOH ¢, = p + qi + rj + sk. Tume marpuiyy poranuje A
MOXKEMO TIOCMAaTPATU KPO3 10j TPUAPYKEHE KBATEPHUOHE () U (., IPU yCIOBY
13 je TIPOW3BOJ, HOPMH KBATEPHHOHA, KAO U IPOU3BOJ JAETEPMUHAHTH MATPHUIA
jeunax 1, onocno [|q g, = 1.

6.2 Beza ca kBaTepHnOHNMA

Nzomopduzam m3meljy kBarepamoHa u mpocTpa R4, Kao BEKTOPCKUX MPOCTOPA,
TPUBHJAJTHO je 33JaT Ca

(z,y,2,t) ER* - o +yi+2j +tk € H.

CiuaHo Ka0 W KO/ POTAIHja TPOAMMEH3MOHATHOr MPOCTOPa, MOMONY Jaror
m3oMopdu3Ma, MOKEMO KBATEPHHOHHMA, J1a omepuimeMo poramuje max RY. To
norsphyjemo cieaehom Teopemom.

Teopema 4. Hexa je P = (z,y, z,t) dama mauwka y R* up =+ yi+ zj +tk
160] NPUIPYIAHCEH KEAMEPHUOH 10 U3omopPusmy. Hexa je A mampuya pomayuje
R* u mexa cy 1woj npudpyoicernu weamepruonu q = a +bi +cj +dk u ¢ =
p+qi+rj+ sk. Tada eascu:

P'=AP < p =qpq.

Zloxas. Hokas cnemu u3z Ban Eagpunzog-e popMysie u mbEHOr HOCTYIIKA KOjU je
Beh maBenen rope. MHOXKemeM KBATEPHUOHA KA0 MATPHUIA, JOOMjAMO KEJbEHY
€KBUBAJICHTHOCT. O

Poranmje y R* MoKeMO BpIINTH MHOMKEIHeM KBATEPHHOHA, IO, YCIOBOM A
je Tpom3BOJ, HUXOBEX HOpMH jemHax 1. CamuHO Kao m Kom porammja y R3,
youaBaMO jeIMHUYHE KBATEPHUOHE KAO IIPE/ICTABHUKE Kiaca. Jlakye u JeBo-
W30KJIMHUIKE POTAIUje U [IECHO-U3OKJIMHUYKE POTAIHje MOCMATPAMO Kao eje-
Menre S3.

6.3 OjnepoBa maTpura Kao mocebaH CJIy4aj

Kaxo porarujy R? summmmo xao mocebam ciayuaj poramuje R* ca dbukcupamom
YETBPTOM KOOPAWMHATOM, By MOZKEMO IIPEJCTaBUTHU KaO:

1 0 0 0
A— 0 ann a2 ais
0 ag1 age ass
0 as1 asx ass
Hakon Ban Eagpurzog-osor nocrynka godbujamo p = a,q = —b,r = —c¢, s =

—d, 13 4era 3aK/bydyjeMo 11a je ¢, = q; ! Tama marpua poramuje mocraje Hama
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2106po nozuara QjiaepoBa marpuna

a1 a1z a13 A2+ a? - B2 42 2a8 — 2y 203 + 2ay
o1 Q9o asz| = 2a8 + 2\ A2 —a? 48242 26y — 2\«
as1 ass ass 20y — 2)p 2\« + 257 A2 —a? - B2 442

rae ¢y (N a,B3,7) € R* samennmu cranmapane osnake (a,b,c,d). Hapasmo,

Kako je ¢, = ql_l, a@=q =X+ ai+ Bj+ vk je 6arm KBaTEPHUOH IPUIPYKEH

OjmepoBoj MaTpuim, Taja je (popMysia pOTAIldje TPOJAUMEH3UOHATHOT TPOCTOPA

RS

1
QI

IITO CMO 3HaJIM U3 IIPETXOJHHX IIOIVIaB/ba AJIM CMO JOKa3aJIl Ha ;prraqﬂjn
HAQ4YUH.

P =QpQ" QpQ,

)



KBarepHuoHu u poranuje eyKJINICKOT IIPOCTOPa 33

7 3akJpydak

Kao mrto cM0o Morsim BuaeTw y OBOM pajy, KBATEDHUOHU Cy TPUMEHJ/bUBHU Y
pasunM obsacTruMa MaremaTnke. VcnocTaBibajy ce KOPHUCHUM, He CaMO Y TIPOC-
topy 2, Beh u y E4. Ilorpyamo cam ce 1a UX Ha MTO GO/bU HAUHH IIPUOIHIKIM
YUTAOIY U MPUTOM MPETEKHO KOPUCTHM MATEMATHKY PAa3yMJbUBY U JACHY CpeJi-
wommkonmmma. [locebro 6ux ce 3axBasmo cBom mentopy Musomy Bopuhy na
noMONY NPUIMKOM U3PAJIe MATYyPCKOr paja U HpUbaBIbalby JUTEPATYPE, KAO U
opary Mwuoapary koju Mu je Takolje TOMOrao TOKOM CaMOT MHUCAMA PAIA.
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