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IIpenrosop

Bazuuna mnneja xojy oBaj pan mMa je ta ma he ce y ” OBOJLHO Be-
aukoM” rpady Hahu ”"Benukn’ CKyHI y KOME CBU €JIEMEHTU MCIOJbaBajy
onpebeny ocoOuHY uau HUjelaH €JIeMEHT HeMa Ty OCOOUuHY.

Y yBony je mat morpebaH TEOPUjCKM yBOX W OCHOBHE Ne(OUHUIN]eE
Teopuje rpadoBa Koje Cy HEOnXOmHe 3a naJsbe npalieme OBOT paja.

['naBra Teopema Ha KOjoj ce Da3upa oBaj pan jectre Pem3ujeBa Teo-
peMa m3 Koje cMo kKacHuje nokazaau u IlypoBy teopemy. Taxobe je
noka3aHa u T'ypaHoBa TeopeMa 1 IaT je jOoII je1aH 3aHUMJBUB NOKA3 34
cnenujajiaH ciydaj kana je r = 3. Ha camom kpajy maT je mHTepecaH-
TaH TpobJjeM u3 TeoMeTpHje KOjU je HEOUEKNBAHO MMOBE3aH Ca TEOPUjOM
rpa¢oBa, 3a ynje je pememe norpedHa TypanHoBa Teopema.

Tarkobe je mokazana BeoMma ’jaka’ mpornena 3a Pem3ujeBe 6pojese
KOjy je mao mabapcku martemarudap Eppom koja ce mokasyje mpu-
MEHOM TPOOAOUIUCTUUKOT METOAA KOjU je TPEHYTHO jeHa O HajMONHUjuX
TEeXHUKa Y TeOpHUju rpadosna.



Y BOI

[Ipoct Heopjentucan rpad je ypeben nap G = (V, E) rue je V cryn
wgoposa, a E ckyn ueuua rpada, Tj. Heypebhenux maposa pasznmmunTux
temena u3 V. YecTo ce yMeCcTO 4BOP M MBUIA KOPUCTE TEPMUHU MEME
u 2para. Y Tekcty hemo uvecto nucatu camo V uiam E vucaehu ma
G(V)u G(E) 1j. cKyn YBOpOBa OJHOCHO MBUIA. 3a JBa TEMEHA CIIOjeHa
UBUIIOM KaKEMO Ia Cy CYcedHa.

JHeduaunuja 1. Cmenen wsopa v oznavasa ce ca d(v) u npedcmaswa 6poj
usuya Koje uznase uz weza. Hajmamwu cmenen waopa y epady oznavasamo

ca 6 = §(G) = min,ey d(v).

Hedununuja 2. [Hodepaf epada G je epad G' wuju je ckyn memena noo-
cxkyn memena G, a ckyn epana nodckyn epana G.

Hedurnnuja 3. Axo je U C V(G), onda je nodepad G[U] epad wuja cy
memena uz ckyna U u 3a ceaxa dsa memena x,y uz U 6asu da je vy usuya
y G[U] axo je vy usuya y G.

Hedpuaunmmja 4. IIym y epagy G je Hu3 v1v; ... v, memena 2pada y Kome
cy v; U v cyceonu 36 1 < i <n—1u Koju He NPoOAA3U KPO3 UCTNY UBUYY
dsanym. Ilym je npocm axo cy cea memena v; pazsuduma. yxcura nyma
je 6poj epara Ha wemy.

I'pad je nosesan aro uameby cBaka nBa TeMeHa MOCTOJU MYT.

Hedbununmja 5. [[ukayc je 3ameoper nym vivs ... v,v1. Axo cy cea memena
Ui PABAUNMUMA, YUKAYC Je NPOCM.

Hedpurunmja 6. Cmabao je nosesan 2pad y Kome Hema HEMPUBUJANHUT
yurayca.

Nunyknujom ce je THOCTABHO MOKE TTOKA3aTH Oa cTabJIO ca n YBOPOBa
nMa n — 1 uBuIIA.

Hedonaunmuja 7. Komnaeman 2pad je zpad y xome cy ceaxa 08a pasau-
YUMEG 80P NOBE3AHA 2PAHOM.



Hebununuja 8. I'pad je k—napmuman axo ce mezosa memena Mo2y
nodeaumu y k ducjynkmmuuz nodckynosa Vi, Vs, ... Vi maxo da nema epana

ywymap ucmoz nodckyna. Cneyujasrno 2—napmumme zpagose Ha3usamo
bunapmMumHUM.



He3aBucHu cKymnmoBu

Hedbunumnmja 9. Crxyn S C V Hazusamo He3a8UCHU CKYN YKOAUKO HUKOJA
dsa memena uz S Hucy cyceona y G. Hesasucwu ckyn je maxcumanrah
ykoauro ne nocmoju nezasucar ckyn S u eaxcu |S'| > |S)].

Hedbumuumnmja 10. Ckyn K C V wnaszusamo noxpusajyhu ykoaukxo ceaxa
ueuya uz G uma nHajmawe jedan kpaj y K.

Teopema 1. Cxyn S C V je nesasucan cxyn y G axo u camo axo je ckyn
VA\S nokpusajyhiu y G.

oxaz: Cryn S je He3aBUCAaH MO JeGUHUNMIJU AKO W CAMO aKO HUjeITHA
vBuna u3 G Hema oba kpaja y S a To je ako u camo ako je V\S
nokpuBajyhu ckyn y G.

Bpoj uBuma y MakCUMaJIHOM HE3aBUCHOM CKyly y G o3HauaBamo
ca «(G) n aHamorso Opoj W3BHMIA y MUHAMAJIHOM IOKpmBamy (G 03-
HagasBaMo ca [((G).

Teopema 2. Y epagy G eamcu o(G) + S(G) = |V].

Jokasz: Hera cy S m K pemoM MakcuMajaH HE3aBUCAH CKYI Y MUHU-
masan nmokpuBajyhu ckynm y (G. Ha ocmoBy Teopeme 1 3armydyjemo
na je V\S mesasucan ma je |V\S| = |V| — a(G) > B(G), amu Takobe
je mu V\K mesasucan na je |V\K| = |V| — 5(G) > «(G) onakne cuenn
TBpheme Teopeme.

Hepunaumnuja 11. Ckyn U C E wasueamo ynapueame ako wukoje 0dae
usuye uz U Hucy cycedne.

Hedbuaumuja 12. Ckyn L C E wazusamo noxpusame usuyuama axo je
cearxu wsop y G kpaj nexe ueuye u3 L.



[IpyumeTnMo na moOKpuBam€e MBUIIAMa HE MOpa 00aBE3HO Ha MOCTOjU,
OHO 3aIpaBO MOCTOJU aKO U caMmo ako je §(G) > 0. Ozmaunmo ca o (Q)
MakcuMajaH 6poj mBuma y ymnapuBamy u ca f['(G) MunmMagan 6poj
VMBUIA Y NOKpUBamy uBuiama. [lOKpuBame MBUIIAMA U yHAPUBAHE
HUCY TaKO JIENO MOBE3aHM Kao He3aBUCAH CKYIN U MOKpuBajyhiu crym
anu u naJsne Basku TBpDheme:

Teopema 3. Yrkoauko je §(G) > 0 onda je o/ (G) + f'(G) = |V|.

Joxasz: Hera je U C E makcumaJsiHO ynapuBawme. l[Ipumerumo ma je
6poj usoposa y U jemnar 2|U| = 2¢/(G) ma je y ocratky rpada Gpoj
uysopoBa |V| —2d/(G) a rako je §(G) > 0 onma 3a mokpuBame oxabep-
nMoO cBe uBule u3 U u 1O jeIHYy MBUIY U3 OCTATKa rpada ImToO HAM naje
B'(G) < (G) + (|V| —2d/(G)) nnu ekBuBasentro o' (G) + f'(G) < |V|.
Cama mocMaTpajMo MUHMMAJHO NOKpuBame mBumnama L C FE. ITlome-
aUMO caga CKyn L Ha moBe3aHe KOMIoHeHTe Lq, Lo, ..., Ly. AKo Heka ox
MOBE3aHUX KOMIIOHEHTHU HUje CTabJIO OHIA OHA CAAP/KU IUKIYC, a aKO
13 ONUKJIyca n30anmMo Ouiio KOjy mBHUIY HOOMheMo HOBO MOKPUBAME Ca
MamUM OpOjeM MBUIA MITO je Y KOHTPAAUKIUU CA MUHUMAJIHOMINY U3-
abpanor nmokpuBama. lakae Ly, Ly,...,L; cy crabia a mo3HaTo je ma
je 6poj uBuna y crabay jemsak 6pojy uBopoBa munyc 1 ma je §'(G) =
|V|—k, anu kako cBaka moBe3aHa KOMIIOHEHTA M€HEPUIIE HAJMAHE jeIHy
uBHIy 3a ynapusame 1O je o (G) > k ma je o/(G) + 5'(G) > |V|. U3
nobujenux HejemHakocTu nobdbujamo TBpheme.

IIpumep 1. Joxazamu da je epad G bunapmuman axo w camo axo je
a(H) > 3|V(H)| sa ceaxu nodepad H 00 G.

oxaz: Axro je rpadp H OumapruTaH, HErOB CKYI UYBOPOBA CE€ MOXKE
noxenuty Ha e rpyne AU B = V(H) upu yemy Hema nBa 4BOpa CIIO-
jena mcroMm rpanomu u3 uctor noackyna. Ouna je o H) > max{|A|, |B|} >
% = |V(H)|/2, marune tBpbheme je TauHO 3a Omiio kKOju OGUIAPTUTHU
rpa¢, a Kako je cBaku noarpad oOumapruTHOr rpada takobhe Oumap-
TUAH OOKa3aJu CMO jemaH cMmep kana je G OumaprTuTaH.

3a apyru cMmep heMo KOPUCTUTHU UMEHCHUIlY Aa je rpad OumapTuTan
aKO M CaMO aKO He CAIAPKU IUKJIYC HemapHe Ay:KUHe. AKO BayKu maTa
HejenHakocT u ako (G Huje OunmaprturaH, oHma (G caapxu muriayc C'
Henapue ay:kune. Omnabepumo nmomrpad H = C u ako je a(H) >



|[V(H)|/2, ouna he H canpskatu qBa CcycemHa TeMeHA M3 IUKIYCa KOja
Cy CIIOjeHa WMBUIOM IITO je kKoHTpamuknuja. lakiae G je bunmapruTaH.

IIpumep 2. Jokazamu da je epad bunapmuman axo je a(H) = '(H) sa
cearu nodzpadp H 00 G.

Jlokas: Ha ocroBy Teopeme Bazxku na je f'(H)+ o/ (H) = |V(H)|, anu 3a
cBakn rpad je ounrnenno o/ (H) < 1|V(H)| jep cBaka nBuna ymapusama
W3IBaja IBa YBOpa, omarae nobujamo na je [§(H) > :|V(H)|.

Ako 3a rpa¢p G Basku na je o(H) = ('(H) 3a cBaku nmoarpad H, omma
je ma ocmoBy mperxomuor «(H) = f'(H) > 1|V(H)| mro Ha oCHOBY
IPEeTXOMHOr mpuMepa 3Hauum na je G dumaprturan rpad.



PeMm3ujeBa Teopema

Hedpuaunmja 13. Kauka npocmoe 2paga G je nodckyn S C V marae da
je G[S]| xomnaeman epad.

[Ipumernmo ma je S KAMKa aKO U CaMO akKo je S He3aBUCAH CKYI Yy
S€, Tako Ha Cy KJIWKEe ¥ HEe3aBUCHU CKYIOBU KOMILJIEMEHTapPHU. Y KO-
auko (G He CalIp:KU BEJUWKE KJINKE MO:Ke ce ouekmBary na (G caap:ku
BeJIMKM He3aBUCHU CKymn. 10 je mpsu moka3ao Pemsu 1930. Om je 3a-
IpaBo MOKa3a0 Aa je 3a OmiIo Koja nBa mpupomnHa O6poja k m [ mocTtoju
HajMamu npuponan 6poj r(k,l) rakas na csaku rpa¢ ca r(k,l) usoposa
caIp:Ky UM KIUKY ca k 4YBOpOBa MM HE3aBUCHU CKYI ca | YBOpOBA.
Ha mpumep ako MOKeMO MOKa3aTu Oa je

r(1,0) =r(k,1) =1
Kao U
r(2,0) =1Lrk,2) =k

Bpojesu r(k,l) cy mosuaruju kao Peamsujesu bpojesu. Cmeneha reo-
pema o Pem3ujeBum OpojeBuma je mata on crpane Epnoma u Cekepernra
(1935) u I'purByna u 'mucona (1955).

Teopema 4. 3a ceaxa dea npupodwa b6poja k > 2 ul > 2
r(k,l) <rk,l—1)+r(k—1,0)

Zodammno, axo cy r(k,l —1) ur(k —1,1) oba napra, onda saxcu cmpoza
HejedHaKxocm.

Joxas: Tlocmarpajmo rpad G ca r(k,l — 1)+ r(k — 1,]) usoposa. Opx-
abepumo npousBosHO TeMe v € V. Heka je S ckym cBux cycema om v u
Heka je T = V\{SUv}. Ilpumerumo na je |S|+|T| = r(k—1,1)+r(k,1—1)
na je wnu |T'| > r(k,l — 1) nan |S| > r(k — 1,1).

Axo je |S| > r(k—1,1) onma y G[SUv| noctoju niau kiavka ca k 4Boposa
WJIV HA3aBUCHU CKYI ca [ YBOpPOBA.

8



Axko je [T| > r(k,l—1) orna y G|T'Uv] mocroju nian kauka ca k 4BopoBa
UV HA3aBUCHU CKYN Ca [ YBOPOBA.
OBuMe CMO IOKa3ayu TpaskeHy HejeqHaKOCT.

3a npyru geo teopeme, yromuko cy r(k,l —1) u r(k —1,1) oba nmapHa
eka je G rpa¢ ca r(k,l — 1)+ r(k —1,1) — 1 usopoBa. Kaxko je |V|
HemapaH Ha OCHOBY . . d(v) = 2|E| 3akpydyjeMo ma MOCTOjU UBOD
v memapHor cremena. Cazxa aHAJOTHO KAO y NIPBOM ey 3aKbydy-
jeMo ma je v mau cycen ca r(k — 1,]) uBopoBa mnm ma HUje cycen ca
r(k,l — 1) yBOpOBa, OOHOCHO WV MOCTOjU KJIWKA ca k YBOPOBA WU
HOCTOjU HA3aBUCHU CKYII ca | YBOpOBa, IIa je

r(k,l) <r(k,l—1)+r(k—1,1)—1

KaoO IMTO CMO M TBPANJN.

[Iponanakeme Pem3ujeBux OpojeBa je reHepajiHO BeoMa TeKaK U
HepemnreH npobieM. [loma orpaHmdema MOTY ce TOOUTU KOHCTPYKIIU-
jama omromapajyhux rpadoa:

(3,3) Pemsujes rpag



Pem3sujeB rpag

)

(3,4
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(4,4) Pem3sujes rpad

Cama ropumhemeM TpeTxomHO HOKa3aHe Teopeme nobujamMo ma je
r(3,3) =6, r(3,4) =9, r(3,5) =14 u r(3,4) = 18.

Cueneha Tabesa mpencraB/ba OO0 cama MO3HATE BpeaHOCTU Pem3u-
jeBux OpojeBa:

l
K 1 2 3 4 5 6 7
1 1 L 1 1 1 1 1
2 1 2 3 4 5 o6 7
311 3 6 9 14 18 23
411 4 9 18
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Teopema 5. r(k,l) < (kﬁ?)

Zoxas: Iloka3z hemo cmpoBectu maAyknujoMm no k + [. Kopumhemem
IPETXOMHO NOOMjeHNX pe3yJiTaTa TeOpPeMy CMO HoKa3aau Kana je k41 <
5. IlpennmocraBumo na je TBpheme Teopeme TavyHO 3a CBE M U N 3a KOje
je b <m+n < k+1[. Cana Ha OCHOBY TeOpeMe U MHIYKINU]CKe XUIOTE3E
nobujamo

r(m,n) < r(m—1,n)+r(m,n—1) < <m+n—3)+(m+n—3> _ (m+n—2>

m—1 m— 2 m—1

Uume cMO mOKa3aJu ma TeopeMa BasKu 3a CBe BpemHocTu k u [.

Howa rpanuna 3a r(k,k) je mnara caemehiom teopemom. JloGujena
je mpuMeHOM BeOoMa MONHe TeXHUKE 3BaHe Npodadbusucmuyku Memoo.
Nako HUje KOHCTPYKTUBHU METO, MOXKe OMTU UCKOPUIINEH 3a JOKa3W-
Bame na rpad ca 3agaTuM ocoOMHaMa MOCTOjU, IITO je HaMa y OBOM
cJy4dajy TOBOJHHO.

Teopema 6. (Erdos, 1947) r(k, k) > 2.

Jokas: Karo je r(1,1) u 7(2,2) = 2, MO¥KeMO HOPETIOCTABUTU Ia je
k > 3. Heka je S, ckyn cBux moryhux npoctux rpadoBa ca n 4BopoBa
u meka je SF ckynm ommx rpadoBa Koju y cebu canpike KIUKY OX k
yBOpoBa. JacHo je ma je

15,,| = 2(2)

3aTO IMTO CBAKU O (Z) mapoBa uBopoBa oapebyje jenny uBuity. Caudso,
6poj rpadoBa y S, Koju y cebu cagpske HEKUX (PUKCHUX k IBOPOBa Kao

n\_ (k
KIUKY je 2(3)-(3). Karo mmamo (Z) PA3IUYUTUK k—eJIEMEeHTHUX IIO-
CKyIIOBa YBOPOBAa, OHIA je

54 < (Z)2<;><z>

Canma mobujamo ma je

12



[IpernocraBumo cama ma je n < 22. W3 mperxomno mobujene Hejen-
HAKOCTU J00ujamMo

K2 k k

‘Sﬁ‘ 272_(2) 5

1
S ST KR T2

Ilakne mame on mojsia rpagosa y S, CaIpKHU KIUKY o1 k YBOpOBA.
Tarobe, 3aro mro je S, = {G|G° € S,} umamo ma mame oj moia
rpadoBa y S, camp:Kum He3aBUCAH CKymn on k uBopoBa. [lakie Hekwn
rpad y S, He cagp:Ky HU KJIWKY ca k YBOPOBa HU HE3ABUCHU CKYI ca k
yBopoBa. lIpumerumo ma je TBpbheme TauHO 3a OUMIO KOje n < 25, na
mvano na je rk, k) > 22,

OBumMe cMO Hamu nowmy rpasury 3a r(k,l), 3ampaBo ako je m =
min{k, 1}, ouma je r(k,1) > 2% .
Cse mome rpanune 3a r(k,l) koje cy mobujeHe KOHCTPYKTUBHUM ap-
rymMeHTuMa cy MHOTO ciabuje on Epmomese rpanure. Hajbosma koH-
CTPYKTUBHA Ipanuna nobujena ox crpane Abora (1972), koju je nokaszao
majer(2"+1,2"+1) > 5"+ 1.

PemsujeBu 6pojesu r(k,l) Mmory 6utu mepuHUCAHM U HA APyre Ha-
ypHe, Ha npuMep BuauMo aa je r(k,l) HajMamy npuponas 6poj n Takas
na 3a cBako Oojeme mBuna K, y ase 6oje (pemmmo miIaBo U IPBEHO),
OHJIa WJIM TMOCTOjU IJIaBu noarpad on k YBopoBa MM IpPBEHU noarpad
on | usopoBa. M3zpaskeno y oBoj ¢opmu, PemsujeBu OpojeBu mmajy
npupoany resepasusanujy. lepuuumumo r(ky, ks, ..., ky,) na 6yne na-
jMamu mpupomaH OpOj n TakaB Oa 3a CBaKO Oojewme mBuna K, y m
6oja, 3a HEKO ¢ mocToju moarpad ca k; YBOpoOBa UMja Cy CBa TEMEHA
obojena y 060jy i.

Teopema 7. r(ki, ko, ... ky) <1(ki—1, ko, ... kp)+r(ky, ka—1, ... ky)+
+T(k1,]€2,,km—1)—m+2

Jokas: Tlocmarpajmo rpad ca r(ky—1, ko, ... ky)+r(ky ke —1, .. ky)+
oot (ke koy ook —1) —m+2 uBoposa. Onabepumo usop v. V3 mera
3a HEKO | Mopa na mnosaasu oap r(ki, ...,k —1,... k,) uBuna Goje i u
HEeKa KPajeBU TUX WBUIA 3ajeTHO ca YBOpPOM v umHe noarpad U koju
3a Hexko j € {1,2,...,m} campsxu roMmmaeran moarpad 6oje j ca k;
YBOPOBA, UMME 3aBPIIABAMO IOKA3.

Hocaeduya. r(ky + Lka+1,.. . kp+1) < W

13



TypanoBa TeopemMma

Y oBoM gmeny, mokazahemo mo3HaT pe3yiaTaTr Koju mpunana 1y-
pany (1941) koju ompenno MakcumaJsaH Opoj wBuma y rpady Ox n
YBOPOBA KOjU HE CAIpP:KU KIWKY BesmuwmHe m + 1. TypanoBa Teopema
je mocrajia OCHOBa Oeja Teopuje rpadoBa KOJU Ce 30Be eKCMmpemarHa
meopuja 2pagosa. OszmHaummo ca 71,,, KOMIIIeTaH m—UapTUTaH I'pad
ca n TeMeHa KOMe Cy CBU AEeJOBU NPUOJIMKHO jeTHAKU, OMHOCHO MMAjy
| 2] mmm | 2] + 1 Temena.

Teopema 8. 00 ceuz zpagosa can w80po8a Koju He cadpAce KOMNAEMAN
(m + 1)—nodzpad najeuwe usuya uma ynpago Ty, ,.

Aoxaz: Tlocmarpajmo rpad G ca majsehum 6pojem rpana. Jloraxkumo
na y rpady G He mocToje Tpu TeMeHa u, v, w TakBa na G campyKu rpaHy
uv, aJau He Camp:Ku rpaHe uw u wv. IIpermocraBumo cynpoTHo. Pas-
JIVKYjeMO nBa ciiydaja.

o d(w) < d(u) nwnu d(w) < d(v). Iocmarpajmo rpad G’ y kome je Teme
W 3aMElmEHO KOmUjoM u' TeMeHa % W MPU TOMe ¥ W U HUCY CIOjeHU
rpasoMm. [lomro kommieran noarpad rpada G' canpsxu HajBUIIE jeTHO
on temena u,u y G’ mema rommierHor (m + 1)—noarpada. Mebyrum
|E(G")| = |E(G)| + d(u) — d(w) > |E(G)|, na G' nma Bumie rpasa mro je
KOHTPAIUKIA]a.

e d(w) > d(u) m d(w) > d(v). locmarpajmo rpagp G’ y Kome cy TemeHa
u,v 3aMemeHa nBeMa komumjama w’',w” temena w. Ilowoso, y rpady G’
HeMma moTiIyHOr (m + 1)—moarpada, amu je |E(G')| = |E(G)| — (d(u) +
d(v) — 1) 4 2d(w) > |E(G)|, kouTpamuknuja.

Crnemn na je pesamnuja ’HEMOBE3aHOCTU T'DAaHOM’ pejanunja €KBUBa-
nennuje mebhy temenuma. To 3maum na je G KOMIJIETaH MYJITHIIAD-
tutad rpad. 3aro mro G He canpsxku koMmiierad (m + 1)—moarpadg
MOpaMO MMATH HEe BUIIE OX m HapTunudja. AKO maprunuje mMajy o
Ny, N, ..., N, TEMEHA, IIPX YeMy HEKU n; MOTy Outu HysIa, ouma G uMma

()2 ()
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rpara. OBaj 36up ce MakcuMm3yje Kaja Cy CBU 7; jeTHAKH |=| wiu
%] + 1, omaocro xama je G = Ty, .

Croenujanan caydaj TypanoBe Teopeme 3a m = 2 je Mawmenosa
meopema.

Teopema 9. Maxcumanar 6poj usuya y 2pady Koju uma n w8oposa u He

cadpacu mpoyeao je L”;j

Jloxaz: Y3MmMuMo OWJIIO KOja nOBa 4YBOPa U,V KOja Cy CIIOjeHa WBUIIOM.
Onu HeMajy 3ajenHnykux nosHanuka na je d(v)+d(u) < n. IIpumermmo

cama ma je
> dw)? = (d(u) +d(v)) < n|E|
veV u~v

[Ipu vemy mumemo u ~ v YKOJUKO Cy 4BOpoBU u u v cmojeru. Cana
smajyhu na je ), ., d(v) = 2|E| u xopucrehn

S dw)? > (Z d<v>)

veV veV

n?
40
n—1

2

mobujamo na je |E| <
Koju mva mo || m |

a jemHAKOCT ce mOocTwke 3a bmubatmraH rpad
| Temena y cBojuMm memoBuMa.
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IHlypoBa Teopema

[Tocmarpajmo naptummjy ({1,4,10,13},{2,3,11,12},{5,6,7,8,9}) ckyna
npuponaux npojesa {1,2,...,13}. IlpumernMo na HE TOCTOjU MOACKYI
y MapTUIMUjU KOjU CaIp:KU MpUpomHe OpojeBe =,y U 2z, He 0DaBEe3HO
pa3anmuumnTe, 3a KOje BaKU

r+y==z

Anu rako rom momenu ckyn {1,2,...,14} y 3 monckyma, ysek he moc-
TOojaTu jemaH koju he canpsatu z,y,z u x +y = z. Ulyp je 1916.
IOKa3a0 na 3a OMJI0 KOjU yHAIpEeXm 3a1aT IPUPOIaH OpOj 7, YBEK MOC-
Toju nprponas 0poj f, rakas na ouio koja maprunuja ckyna {1,2,..., f,}
Ha N MOJCKYIOBa CaAp:KU MOACKYI y OKBUPY KOra IOCTOje OpojeBu
x,y,z u Baku = +y = z. Osmaummo ca r, = r(ky, ko, ..., k,) Pem3ujes
©6poj Konm Kora cy cBu k; jemHaku 3.

Teopema 10. Hexa je (S1, S, ..., S,) 6uao xoja napmuyuja ckyna npupoo-
wux bpojesa {1,2,...,r,}. Onda 3a nexo i, ckyn S; cadpacu mpu npupoora
bpoja T,y u z Koja 3a0080.6a8aJY jeOHaroCm T + 1Y = 2.

Jlokas: TlocmaTpajMo KOMILIETaH rpad unju je ckyn temena {1,2,...r,}.
O6ojumo uBune oBor rpada 6ojama 1,2,...,n Tako mro hemMo mBUIU
wv TpuAPyRUTU 60jy j axo u camo ako |u—wv| € S;. Ha ocrHoBy Pems-
njeBe TeopeMe MOCTOJU MOHOXPOMAIKA TPOYTrao, OJHOCHO MOCTOje TPU
yBOpa a,b u ¢ TakBa ma cy usume ab, bc, ca ucre 60je, pemumMo i.

Heka je 06e3 rybmema omctoctu a > b > ¢ u HeKa je v = a — b,y =
b—c,z=a—c. Onmax,y,z€S;ur+y==z.

Heka je s, majmamu mpupoman Opoj TakaB ga y OWIO KOjoj map-
tunuju ckyma {1,2,...,s,} HA N MOACKyIOBa, MOCTOJU MOICKYI KOjU
camap:ku x,y,z u x+y = z. Jlako ce Mo:ke TMokazaTu ma je S = 2,8 =5
u s3 = 14. Taxkobe m3 mperxomHe TeopeMe U TpUMEPA UMAMO TOPHY
I'PaAHUILY 3a S,

Sp<rp<|nl-e|l+1

Homwy rpanuny 3a s, Mokemo Hahu Ha OCHOBY ciaeneher mpumepa.
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IIpumep 3. Joxazamu da je s, > 3s,_1 — 1.

Joxasz: 3a crym S KaxkeMo Ha je ca00600an aKO He CaAP:KU IPUPOIHE
6pojeBe x,y um z TakBe ma je ¥ +y = z. Hera je (S1,5;,...,5,-1)
naprumuja crymna {1,2,...,s, — 1} #Ha crobonre moACKyIOBeE.
[Tocmarpajmo cana ckynose Si = {x+ 2s,_1 — 1|z € S;} n mocmarpajmo
ckymose X; = S; U S!. Ilpumerumo ma cy cBu ckymoBu X; cI000IHU.
Ako je X, = {sp-1,8n-1+ 1,...,28,1 — 1}, onma je mu X, caobonan
a maprunuja (X1, Xs,..., X,) ckyna {1,2,...,3s, — 2} nokasyje ma je
Sp > 381 — 1.

Kopumhemem npumepa u uunmenune na je s3 = 14 moxkeMo moouTu
IOH-€ OrPaHUYenE 3a S,

sp > =(27-3"7 +1)

N | —
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3amarak 13 reomeTpuje

Hedbwmnumnmja 14. /lujamemap ckyna mavaka S Yy pasHu je MAKCUMAAHO
pacmojamwe mehy naposuma mavarxa uz S.

Tpeba HaBecTH ma je aujaMeTap y HaIIEM CJIydajy CTPOTrO FreOMeTpU-
JCEM TTOojaM 1 HUje Be3aH 3a rpadoBCe KOHIENTE OUjaMeTpa U yIabeHOCTU.
Pasmarpahemo ckymoBe uwmju je mujamerap 1. Cirym om n Tadaka
CeHepuIIe (Z) pacrojama mehy mapoBuma Tux Ttavaka. VIHTYyUTUBHO
je jacHO ma YKOJUKO je n ”BeJmKO” , OHIA HEKO O pacTojama Mopa Ia
oyme "mano”. Ilakme 3a 6uiso koje d uameby 0 u 1 MmokeMO TUTaTU KO-
JIMKO MAapoBa Tadaka U3 CKyma {i,Ts,...,T,} majamerpa 1 Moxke Gurn
Ha pactojamy Behem ox d. OBae hemo morazarTu pemnieme CIenujaTHOT
caydJaja OBOTr mpobieMa, Kana je d = \/LE
Kao unycrpamnujy naBemhemo ciyuaj kana je n = 6. OHzga mMamo IecT
Tavyaka Iy, Ts, T3, Ty, T5 U Tg. AKO UX CMECTUMO KAO TEMEHa IIPaBUJIHOT
MIeCTOYTJIa TAKO Ha Cy MapoBu (T, x4), (T, x5) U (T3,T6) HA pAcTOjamy
1, orma oBUMX miecT Tavyaka UMHE CKYyI aujaMeTpa 1.

Jlako MOkeMO U3pauyHaATH 1a Cy TapoBu (X1, T3), (T2, 3), (X3, T4), (T4, x5), (25, T6)
u (2, 1) B ACTOjaIY 4 1 1 Cy TApOB (11, 13), (72, 24), (3, Ts), (4, 76), (s, 1)

u (6, T9) HA pacCTOjamy ‘/75 Kako je \/7§ > \/75 = \/ié, 3aKJbYyUdyjeMO 1a
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IIOCTOjU MeBeT MapoBa Tavaka Ha yaasbeHoctu Behoj on \/% y OBOM
CKyny umju je mujamerap 1.

MebyTtumMm, neBeT mapoBa Tayaka HUje HAjOOJbE MITO MOKEMO 12 yPaaiMO
ca mecT Tagyaka. CraB/bameM Tadyaka y KOHQUTYpaNUjy TpUKa3aHy Ha
CIWIM, CBU MApPOBU OCUM (X1, Z3), (T3,%4) 1 (T5,26) Cy HA yAAHEHOCTU
Behoj ox \/% OBuMe cMO moCTUrIM ga UMaMo 12 mapoBa Tadaka Ha
ynasmenoctu Behoj on \/Li OBo je 3ampaBo um HajOOJBE IMTO MOKEMO
nmocTuhm ca mecT Tadaka. Pememe oBor mpobJjeMa 3a IPOU3BOJLAH
Opoj Tauaka je mato ciaemehom TeopeMoMm.

Teopema 11. Axo je {z1,z9,...,2,} ckyn mavaxa y paswu wuju je Ou-
jamemap 1, onoa je marxcumanar 6Poj naposa mauaxa wa pacmojamny eehem

. 2 .
00 \/Li jeonar | %], Yax wma suwe, 3a cearo n nocmoju ckyn {1, Ty, ..., Ty}

L

. 2 .
Jujamempa 1 ca mauHo L%J naposa mavaxa Ha pacmojany eehem 00 75

/oxaz: Hera je G rpad mepumHucan Kao

V(G) ={x1,29,...,2,}

E(G) = {zix;|d(zs, z;) > 1/V2}

I'ne d(x;,x;) npencraBma eykaudcko pacrojame n3Mmehy ravaka x; 1 ;.
Mu kenumo ma mokaskemo na G He canp:ku Kjy.

3a mouverak MPUMETUMO 18 OWJIO KOje YeTUPHU TauKe y PABHU MOPA]y
na obpasyjy 6ap jeman yrao Koju je HajMame 3. KoHBekcam omorad
YeTUPU Tadyke MOKe OUTU WM AY:K WJIM TPOyrao WIU YEeTBOPOYTao
(morslemaTu CIWKy) aju jaCHO je Oa y CBAKOM CJIyYajy HOCTOJU yrao

T;T;T) KOJU je HajMame 3.

Ry

Xy

X ] IL

2=
-

Moezyhu xoneexcu oMOMAYU YEMUPU MAYKE
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ITornenajmo cana Te Tpu Taudke T;,Tj, T KOje o0pasyjy Taj yTrao.
Hemoryhe je ma cBa pacrojama d(x;, x;),d(z;, xx) u d(xy, z;) Onru Beha
on \/LE v Mama WK jenHaka ox 1. Axo cy d(z;, z;) > \/Lﬁ u d(z;,zp) > \/Lﬁ,
ouna je d(z;,xr) > 1. 3aro mro je ckyn {xi,2,...,x,} mujamerpa 1,
caenu nma 3a 6uio koje uerupu Tauke y (G, mocToju 6ap jemaH map Koju
He MOke OuTu cnojen mumnoMm, na G ve canpsku Ky. Cana u3 Typanose

TeopeMe cienu Ia je
|E(G)| < |E(Ts,)| = [n*/3]

Canma 1aKO MOMKEMO KOHCTPYUCATHU CKYI {Z,Z,...,T,} majamerpa 1
KOJU MMa TadHO L%Qj mapoBa Tadaka Koja Cy Ha pacTojamy Behewm
ox \/Li Nzabepumo peasan 6poj r € (0, (1 — \%)/4) U HAIIPTAjMO TPU
KpyTa MOJIYyIIPEeYHUKA I UYMju cy HeHTpu Ha MehycobroMm pacrojamy 1—
2r. CMmecTUMO TauKe T1,...,T|n/3) U OIPBU, 3aTUM T|n/3|4+15---,L[2n/3] Y
OPYTU U L|2n/3]41; - - - » £ ¥ TPehu KpyT, Ha Takas HauwH 12 je d(r1,,) =
1. OBaj cryn je oumrienuo mujamerpa 1. Taxobe d(z;, z;) > \% aKo
M caMO aKO Ce T; U T; Hajla3e y Da3IUUATAM KPYTOBHMA, IIa MMAMO
n? 1

TavHO || maposa (z;,7;) 3a Koje je d(z;, ;) > 7

Ay

IIpumep ca L%J naposa
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3axBaJIHOCT

sKeneo bux na ce 3axBaaum npodecopy Mapry Panosanosuhy xoju
MU je IOMOTao0 y IKCAmy OBOT paja Kao U Y NPOHAJAKEHnY aleKBaTHE
nureparype. VIcrkopuctuo OUMX TPUIMKY Ma Ce€ 3aXBaJM U TIpode-
copuma MareMaTnuke ruMHA3Mje KOJU CY MU IIPENABAIN MATEMATUUKE
nmpeamMere, mpe cBera npogecopy 3opany Ramxenbypry kKoju mMmu je mpe-
[NaBaO aHAJIMU3Y YEeTUPU roauHe u 300T YMjux IpenaBama MU je aHAJ-
n3a IocTajla OMUJbEH mpenameT, 3atuM npodecopy lojry Kamajumhy
KOJU MU je IpenaBao JIMHeApHY ajaredpy kao m npodecopuma Muronry
Hopuhy n Cnasry Motmomu.
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