
Matematiqka gimnazija

MATURSKI RAD
- iz predmeta fizika -

KVANTNA LOGIQKA KOLA

Uqenik

Marko Xuxǌar IVd

Mentor
Aleksandra Dimi�
Fiziqki fakultet

Beograd, jun 2017.



Sadr�aj
1 Uvod 1

2 Kvantni bitovi - kubiti 3

2.1 Osnovna svojstva kubita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.2 Blohova sfera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.3 Vixestruki kubiti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

3 Kvantna logiqka kola 7

3.1 Unitarne matrice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
3.2 Logiqka kola nad jednim kubitom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
3.3 Rotacije oko x, y i z-ose . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.4 Logiqka kola nad vixe kubita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.5 Identiteti sa kvantnim logiqkim kolima . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

4 Kvantno procesira�e 12

4.1 Struktura kvantnih kola . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
4.2 Matrice ekvivalentnih logiqkih kola . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
4.3 Primeri kvantnih kola . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
4.4 Mere�e u kolima . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
4.5 Univerzalna logiqka kola . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

5 Klase slo�enosti problema 21

5.1 Teorija slo�enosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
5.2 Klase slo�enosti u klasiqnom raqunarstvu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
5.3 Klase slo�enosti u kvantnom raqunarstvu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

6 Prednosti kvantnih raqunara 24

6.1 Paralelno procesira�e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
6.2 Dojq-Jo�a algoritam . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
6.3 Groverov algoritam . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
6.4 Xorov algoritam . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

7 Zak	uqak 31

Literatura 32



1. Uvod

Prve korake u sferi raqunarstva i raqunarske obrade informacije napravio je Alan
Tjuring, koji je u svom radu 1936. godine1, matematiqki uveo model programabilnog komp-
jutera, odnosno Tjuringove maxine. Pokazao je da postoji Univerzalna Tjuringova maxina
koja mo�e da rexi svaki problem za koji postoji algoritam na bilo kojem drugom ure�aju. Na
taj naqin je uspostav	ena analogija izme�u matematiqkog modela i realnih ure�aja, poput
danax�ih raqunara. Xtavixe, svaki problem koji mo�e biti rexen vremenski efikasno
na nekom ure�aju, mo�e biti rexen efikasno i na Tjuringovoj maxini. To predstav	a
Qerq-Tjuringovu tezu.

Do prve dopune ove teze dolazi usled algoritma za utvr�iva�e da li je broj prost koji se
zasniva na nasumiqnim brojevima. Naime, na osnovu nekoliko ponav	a�a algoritma, mogu�e
je utvrditi da je broj prost sa odre�enom verovatno�om ili da je sigurno slo�en. Kako
nije poznat sliqan efikasan algoritam na deterministiqkoj Tjuringovoj maxini, teza je
dopu�ena tako da tvrdi da se svaki proces mo�e efikasno simulirati na probabilistiqkoj
Tjuringovoj maxini.

Koncept raqunara kakav danas koristimo postavio je �on fon Nojman. Nakon toga dolazi
do pronalaska tranzistora i razvoja raqunarstva znaqajnom brzinom. U prilog tome govori
i zakon koji je 1965. godine empirijski postavio Gordon Mur, jedan od osnivaqa kompanije
Intel. Prema tom zakonu, svake dve godine mo� raqunara i broj tranzistora u �ima se
udvostruqi za istu cenu izrade. Tako se, od 2000 tranzistora poqetkom 70-ih godina, doxlo
do preko milijardu tranzistora u mikroprocesorima. Pove�a�e broja tranzistora prirodno
prati i sma�iva�e �ihovih dimenzija. Tako je mogu�e primeniti Murov zakon na jox dve
ili tri generacije pre nego xto postanu toliko mali da do izra�aja do�u kvantni efekti.
Alternativa sma�iva�u dimenzija je upotreba novih poluprovodniqkih materijala, kao i
prav	e�e vixejezgarnih procesora, ali svakako mo�emo oqekivati da se sma�iva�e ne mo�e
potpuno izbe�i.

Kvantna mehanika predvi�a pojave na koje nismo navikli u klasiqnoj fizici. Qestice
se qesto ponaxaju kao talasi, pa je uspostav	en talasno-qestiqni dualizam. Samu ,,talas-
qesticu" opisuje talasna funkcija, a �en polo�aj i impuls ne mo�emo taqno odrediti, o
qemu govore Hajzenbergove relacije neodre�enosti. Izuzetno je znaqajan postulat kvantne
mehanike po kojem, ako sistem mo�e da bude u sta�u A i u sta�u B, onda mo�e da bude
i u proizvo	noj superpoziciji sta�a A i B. Sta�e sistema mo�e se odrediti mere�em
nakon kojeg sistem prelazi u izmereno sta�e. Tako�e, kvantna mehanika predvi�a postoja�e
uvezanih sta�a, odnosno situacija pri kojima se odre�iva�em sta�a jedne qestice trenutno
utiqe na sta�e druge. Iako su neka od ovih predvi�a�a delovala kontraintuitivno i kao
da naruxavaju neke osnovne principe fizike, kvantna mehanika je jedna od dosad najbo	e
potvr�enih teorija u fizici i nalazi svoju da	u primenu.

1A. M. Turing − On computable numbers, with an application to the Entscheidungsproblem, 1936.
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1. UVOD 2

Jox 1982. godine, Riqard Fajnman primetio je da je simulira�e kvantnih sistema na
klasiqnim raqunarima izrazito texko. Kako bi to izbegao, predla�e prelazak na raqunare
koji bi bili zasnovani na principima kvantne mehanike. Nakon toga, 1985. godine, David
Dojq definixe ure�aj, Univerzalni kvantni raqunar, koji bi bio sposoban da efikasno
simulira proizvo	ni fiziqki sistem. Zbog kvantno-mehaniqkih osobina prirode, pret-
postav	a da bi i takav ure�aj bio baziran na kvantnoj mehanici. Jox uvek nije poznato
da li bi Univerzalni kvantni raqunar mogao da postoji, ali postoje algoritmi za kvantne
raqunare koji omogu�avaju efikasno rexava�e problema za koje se smatralo da ne mogu biti
efikasno rexeni na Tjuringovoj maxini, odnosno na klasiqnim raqunarima.

Prvi takav primer naveo je sam Dojq kada je iskoristio osnovne principe kvantne mehani-
ke kako bi omogu�io paralelno izraqunava�e za vixe razliqitih sta�a. To je 1992. godine
iskorix�eno u Dojq-Jo�inom algoritmu za efikasno rexava�e problema koji na klasiqnim
raqunarima zahteva eksponencijalnu slo�enost. Godine 1994, Piter Xor dolazi do al-
goritma koji omogu�ava brzo rastav	a�e velikog broja na proste faktore, xto se ranije
smatralo da nije mogu�e i stoga je korix�eno za xifrova�e sa takozvanim privatnim
k	uqem. Dve godine kasnije, Lov Grover objav	uje algoritam za kvantnu pretragu podataka
u slo�enosti ma�oj od linearne.

Dakle, kvantni raqunari omogu�avaju rexava�e problema za koje se ranije verovalo da
ne mogu biti efikasno rexeni ili nude ma�u slo�enost od klasiqnih. Na kvantnim raqu-
narima je mogu�e simulirati sve xto je mogu�e i na klasiqnim, ali se osla�aju i na fiziqke
pojave koje nisu u osnovi rada klasiqnih raqunara. Tako se kvantni sistemi mogu koristiti
za teleportova�e informacije, generisa�e istinski nasumiqnih brojeva, probija�e kodova,
ali i za prenoxe�e informacije sa sigurnox�u otkriva�a eventualnog prislixkiva�a.
Primene i mogu�nost da	eg razvoja su veliki, zbog qega su kvantni raqunari u �i�i in-
teresova�a danax�ih informatiqara i fiziqara. Ci	 je omogu�iti uslove u kojima bi
kvantni raqunari postojali i mogli da rade onako kako mi oqekujemo. Do sada je objav	eno
uspexno formira�e raqunara sa preko 1000 kvantnih bitova.

U ovom radu bi�e predstav	en model kvantnih raqunara preko kvantnih logiqkih kola,
analognih logiqkim kolima na koja smo navikli u klasiqnim raqunarima. Formalno �emo
uvesti kvantne bitove i operacije koje se u kolima vrxe nad �ima. Navex�emo najva�nija
kvantna kola i deta	nije opisati prednosti kvantnih raqunara kroz ve� navedene algo-
ritme. Vide�emo i kakav znaqaj imaju otkri�a u sferi kvantnog raqunarstva za grupisa�e
problema u klase slo�enosti.



2. Kvantni bitovi - kubiti

2.1 Osnovna svojstva kubita

U klasiqnoj teoriji, osnovna jedinica informacije je bit. Bitovi mogu imati samo
jednu od dve vrednosti - 0 ili 1, i ona je jedinstveno odre�ena nezavisno od toga da li je
prethodno izmerena. Bitovi se mogu kopirati, prenositi i qitati bez uticaja na ostale
bitove u sistemu.

Na sliqnom konceptu je zasnovana i kvantna teorija informacije i kvantno raqunarstvo.
Osnovna jedinica je kvantni bit, odnosno kubit. Za razliku od klasiqnih bitova, kubiti
predstav	aju kvantne sisteme koji mogu biti u dva sta�a (0 i 1), ali i u �ihovoj superpozi-
ciji. Sta�a 0 i 1 se, po Dirakovoj notaciji, zapisuju ket vektorima, koji su matematiqki

zapravo vektori kolone: |0〉 =
(
1
0

)
i |1〉 =

(
0
1

)
. Onda se kubit uvodi kao matematiqki

objekat koji predstav	a linearnu kombinaciju ova dva sta�a:

|ψ〉 = α |0〉+ β |1〉 =
(
α
β

)
.

Ovde su α i β kompleksni brojevi koji se nazivaju amplitude odgovaraju�ih sta�a, a srazmerni
su verovatno�i nala�e�a qestice u tom sta�u. Kubiti mogu uzimati beskonaqno mnogo
sta�a, odnosno qitav kontinum sta�a izme�u |0〉 i |1〉. Mere�em kubita ne dobija se in-
formacija o pojedinaqnim amplitudama, ve� samo konaqno sta�e |0〉 ili |1〉. Verovatno�a

dobija�a sta�a |0〉 je |α|2, a sta�a |1〉 je |β|2. Onda mora da va�i: |α|2 + |β|2 = 1. U ve�ini
sluqajeva u kvantnom raqunarstvu, amplitude su realni brojevi. Va�no je napomenuti da
nakon mere�a, kubit prelazi u izmereno sta�e, odnosno iz sta�a |ψ〉 = α |0〉+ β |1〉 prelazi
u sta�e |0〉 ili |1〉.

Za svako sta�e zapisano ket vektorom, mo�e se uvesti zapis bra vektorom, odnosno vek-
torom vrstom, koji nosi ekvivalentnu informaciju:

〈0| =
(
1 0

)
, 〈1| =

(
0 1

)
, 〈ψ| = α∗ 〈0|+ β∗ 〈1| =

(
α∗ β∗

)
,

gde su α∗ i β∗ konjugovane vrednosti amplituda. Posmatrajmo dva razliqita kubita: |ψ〉 =
a |0〉+ b |1〉 i |φ〉 = c |0〉+ d |1〉. Proizvod bra i ket vektora je:

〈ψ| · |φ〉 = 〈ψ|φ〉 =
(
a∗ b∗

)(c
d

)
= a∗c+ b∗d

i odgovara preklapa�u izme�u sta�a ψ i φ. Tako se za me�usobno normalna sta�a dobija
rezultat 0, za jednaka sta�a 〈ψ|ψ〉 = |α|2 + |β|2 = 1, a verovatno�a nala�e�a kubita |ψ〉 u
sta�u |0〉 se mo�e odrediti kao |〈ψ|0〉|2.
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2. KVANTNI BITOVI - KUBITI 4

Sa druge strane, proizvod ket i bra vektora daje matricu:

|ψ〉 · 〈φ| = |ψ〉 〈φ| =
(
a
b

)(
c∗ d∗

)
=

(
ac∗ ad∗

bc∗ bd∗

)
koja �e nam biti od znaqaja kada budemo analizirali logiqka kola.

Sta�a |0〉 i |1〉 formiraju ortonormiranu bazu vektorskog prostora. U zavisnosti od
fiziqkog sistema koji opisuju, mogu se birati razliqite baze, a rezultat mere�a zavisi od
baze. Na primer, ako odre�ujemo polarizaciju linearno polarizovanog fotona, izmerena
vrednost �e biti du� ose polarizatora (odnosno zavisi od �enog odabira), a smer zavisi od
odgovaraju�ih amplituda. Sliqno, i kubit mo�emo posmatrati u razliqitim ortonormi-
ranim bazama.

Posmatrajmo kubit koji je u sta�u
1√
2
|0〉+ 1√

2
|1〉. �egovim mere�em u odnosu na uobiqajenu

bazu dobija se sta�e |0〉 sa verovatno�om 1

2
, odnosno sta�e |1〉 sa istom verovatno�om. Me�u-

tim, ako uvedemo sta�a |+〉 = |0〉+ |1〉√
2

i |−〉 = |0〉 − |1〉√
2

, dobijamo jox jednu ortonormiranu

bazu. Kako je principijelno mogu�e izvrxiti mere�e u odnosu na svaku ortonormiranu bazu,
rezultat mere�a u odnosu na ovu bazu �e uvek biti |+〉. Dakle, odavde je jasno da, iako naqin
na koji predstav	amo kubit ne utiqe na �ega, rezultat samog mere�a i te kako zavisi od
izabrane baze.

Na kraju, pre nego xto pre�emo na grafiqko predstav	a�e kubita, napomenimo jox jednu
va�nu razliku u odnosu na klasiqne bitove koja �e biti kasnije deta	nije objax�ena. Pored
toga xto se qita�em, odnosno mere�em kubita me�a �egovo sta�e, nemogu�e je kopirati1 ili
preneti kubit bez promene sta�a. Tako�e, qita�e jednog kubita u raqunaru mo�e uticati
na ostale kubite, xto svakako nije sluqaj sa klasiqnom informacijom.

2.2 Blohova sfera

Osla�aju�i se na uslov |α|2 + |β|2 = 1, vrednost kubita se mo�e ilustrovati taqkom
na jediniqnoj sferi - tzv. Blohovoj sferi. Prvo �emo pokazati da se svaki kubit |ψ〉 =
α |0〉+ β |1〉, mo�e predstaviti u obliku |ψ〉 = eiγ(cos θ2 |0〉+ eiφ sin θ

2 |1〉). Pritom γ odgovara
faznoj razlici koja nema primetnih efekata i samim tim se ne predstav	a na Blohovoj
sferi.

Amplitude α i β su kompleksni brojevi, pa se mogu predstaviti u obliku α = x1+iy1 i β =
x2 + iy2, odnosno α = r1e

iφ1 i β = r2e
iφ2 u polarnim koordinatama. Ako izvuqemo relativnu

fazu dobijamo |ψ〉 = eiφ1(r1 |0〉+ r2e
i(φ2−φ1) |1〉), odnosno |ψ〉 = eiφ1(r1 |0〉+ (x+ iy) |1〉). Sada,

znaju�i da va�i |r1|2+ |x+ iy|2 = 1, odnosno r21+x
2+y2 = 1 mo�emo ovom sta�u pridru�iti

taqku na jediniqnoj sferi. Ako uvedemo sferne koordinate θ′ i φ, dobijamo:

x = sin θ′ cosφ
y = sin θ′ sinφ
r1 = cos θ′

Me�utim, kako se sva sta�a nalaze izme�u θ′ = 0 (sta�e |0〉) i θ′ = 90◦ (sta�e |1〉), ovako
uvedene koordinate �e sva sta�a preslikati na polusferu. Stoga umesto ugla θ′ uvodimo

1No− cloning theorem; W. K. Wootters, W. H. Zurek, A single quantum cannot be cloned , 1982.
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ugao θ = 2θ′ i konaqno dobijamo: |ψ〉 = eiφ1(cos θ2 |0〉 + eiφ sin θ
2 |1〉), xto je oblik koji smo

tra�ili.

Dakle, svaki kubit mo�emo predstaviti na jediniqnoj Blohovoj sferi tako xto �egove
amplitude zapixemo u odgovaraju�em obliku i pridru�imo im odgovaraju�e sferne koordi-
nate. Primetimo da pri ovakvom predstav	a�u severnom polu sfere odgovara sta�e |0〉, a
ju�nom sta�e |1〉. Iako su ta dva sta�a matematiqki ortogonalna (normalna), na sferi se
predstav	aju dijametralno suprotnim taqkama. Isto va�i i za ostala ortogonalna sta�a.

Slika 1: Predstav	a�e proizvo	nog kubita na Blohovoj sferi u zavisnosti od uglova θ i φ
(levo); Karakteristiqni kubiti na sferi: taqkama 0, 1, 2, 3, 4 i 5 redom odgovaraju sta�a |0〉, |1〉,

|+〉 = |0〉+ |1〉√
2

, |−〉 = |0〉 − |1〉√
2

, |R〉 = |0〉+ i |1〉√
2

i |L〉 = |0〉 − i |1〉√
2

(desno)

2.3 Vixestruki kubiti

Posmatrajmo sada dva kubita. Oni pojedinaqno mogu biti u sta�ima |0〉 i |1〉, pa rezultat
�ihovog mere�a mogu biti sta�a |00〉, |01〉, |10〉 i |11〉. Stoga, sistem se pre mere�a nalazi u
superpoziciji ovih sta�a, odnosno:

|ψ〉 = α00 |00〉+ α01 |01〉+ α10 |10〉+ α11 |11〉 =


α00

α01

α10

α11

.
Kao i do sada, verovatno�a dobija�a svakog pojedinaqnog sta�a jednaka je kvadratu modula
odgovaraju�e amplitude. Ukupna verovatno�a je 1, pa va�i: |α00|2+ |α01|2+ |α10|2+ |α11|2 = 1.
Bazu koju uzimamo za predstav	a�e celokupnog sta�a sistema vixe kubita nazivamo baza
izraqunava�a.
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Sliqno, za tri kubita dobijamo slede�e:

|ψ〉 = α000 |000〉+α001 |001〉+α010 |010〉+α011 |011〉+α100 |100〉+α101 |101〉+α110 |110〉+α111 |111〉.

Tada mere�em dobijamo jedan od rezultata |000〉, |001〉, |010〉, |011〉, |100〉, |101〉, |110〉 i |111〉.

Analogno, sistem vixestrukih kubita mo�e biti saqi�en od proizvo	nog prirodnog
broja pojedinaqnih kubita. Va�no je napomenuti da pored istovremenog mere�a svih kubita,
mo�emo meriti pojedinaqne podskupove. Na primer, polaze�i od sta�a |ψ〉 = α00 |00〉 +
α01 |01〉+α10 |10〉+α11 |11〉, ako izmerimo samo prvi kubit, dobijamo rezultat |0〉 sa verovatno-
�om |α00|2 + |α01|2 i dolazimo u sta�e |ψ〉 = α00|00〉+α01|01〉√

|α00|2+|α01|2
. Sliqno va�i i za dobija�e

rezultata |1〉.

Ako polazimo od dva kubita |ψ〉 = a |0〉+ b |1〉 i |φ〉 = c |0〉+d |1〉, registar saqi�en od �ih
mo�emo formirati jednostavno �ihovim Dekartovim proizvodom:

|ψ〉 ⊗ |φ〉 =
(
a
b

)
⊗
(
c
d

)
=


ac
ad
bc
bd

 = ac |00〉+ ad |01〉+ bc |10〉+ bd |11〉.

Potpuno anologno se postupa i za vixe od dva kubita. Registar saqi�en od vixe kubita ima
znaqajne razlike u odnosu na klasiqe registre sa bitovima. Naime, kubiti mogu me�usobno
interferirati i tako uticati na rezultat koji dobijamo, xto se sa bitovima oqigledno ne
dexava. Tako�e, vixestruki kubiti mogu biti u takozvanim kvantnim uvezanim (spregnutim)
sta�ima. Za sta�e ka�emo da je uvezano ako i samo ako se ne mo�e predstaviti kao Dekartov
proizvod vixe pojedinaqnih sta�a. Najpoznatije takvo sta�e je Belovo sta�e poznato i kao

EPR2 par: |ψ〉 = |00〉+|11〉√
2

. U Belovom sta�u, vrednost prvog i drugog kubita su uvek jednake,

pa se tako mere�em samo jednog od �ih direktno odre�uje i sta�e drugog. Zanim	ivo je da
ovakva sta�a nemaju odgovaraju�u paralelu u klasiqnoj fizici.
Znaqaj uvezanih sta�a u kvantnom raqunarstvu bi�e primetan kod paralelnog procesira�a
koje je osetno optimalnije nego u klasiqim raqunarima.

2A. Einstein, B. Podolsky, N. Rosen; EPR paradoks: Can Quantum −Mechanical Description of Physical Reality
be Considered Complete?, 1935.



3. Kvantna logiqka kola

3.1 Unitarne matrice

Kvantni raqunari se, kao i klasiqni, sastoje od kola saqi�enih od sitnijih kvantnih
logiqkih kola. Uloga kvantnih logiqkih kola je manipulisa�e informacijom tako xto se
na jednom ili vixe ulaznih kubita izvrxava odre�ena operacija i prevode se u novo sta�e.

Kvantna logiqka kola se mogu predstaviti matricama. Tako se, na primer, kvantna
logiqka kola nad jednim kubitom predstav	aju matricama sa dve vrste i dve kolone. Onda,

ako je dato logiqko kolo A =

(
a b
c d

)
i ulazni kubit |ψ〉 = α |0〉+ β |1〉, izlazno sta�e je:

A |ψ〉 =
(
a b
c d

)(
α
β

)
=

(
αa+ βb
αc+ βd

)
=

(
α′

β′

)
= |ψ′〉.

Ispostav	a se da je potreban i dovo	an uslov da matrica odgovara kvantnom logiqkom kolu
to da bude unitarna. Matrica U je unitarna ako va�i UU† = I, gde je U† matrica koja se
dobija transponova�em i konjugova�em matrice U , a I je jediniqna matrica.
Ako je U unitarna matrica, onda va�i da je i �en inverz U−1 tako�e unitarna matrica,
odnosno U−1 = U†. To znaqi da za svako kvantno logiqko kolo postoji �egov inverz, pa se
�egovom primenom ulazni kubit vra�a u poqetno sta�e. Vrste i kolone unitarne matrice
predstav	aju ortonormiran skup vektora, xto je i oqekivano, jer na neki naqin odgovaraju
bazi izraqunava�a. Jox jedno znaqajno svojstvo je detU = 1, kao i to da je suma kvadrata
modula svih elemenata matrice 1.

3.2 Logiqka kola nad jednim kubitom

Kao xto je ve� navedeno, logiqka kola nad jednim kubitom zapravo predstav	aju unitarne
matrice 2×2. Me�u �ima postoji nekoliko karakteristiqnih i vrlo primen	ivih koje �emo
ovde navesti.

Prvo �emo uvesti analogon klasiqnom NOT kolu (logiqkom invertoru). Umesto rezultata
|0〉 treba da dobijamo |1〉 i obrnuto, odnosno matrica treba da zame�uje koeficijente uz sta�a
|0〉 i |1〉. Tra�ena matrica je:

X =

(
0 1
1 0

)

7
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koja se jox naziva i Paulijeva X matrica. Primetimo da je X = |0〉 〈1| + |1〉 〈0|, odakle je
intuitivno jasno xta zapravo ona radi. Dakle, sta�a |0〉 i |1〉 se slikaju u sebi dijametralno
suprotna na Blohovoj sferi, ali to zapravo ne va�i u opxtem sluqaju, tj. ova matrica ne
predstav	a uve�a�e longitude (ugao φ) za 180◦ i prevo�e�e latitude (ugao θ) u ugao 180◦−θ.

Slede�e uvodimo Paulijevu Z matricu (odnosno Z kvantno logiqko kolo):

Z =

(
1 0
0 −1

)
= |0〉 〈0| − |1〉 〈1|.

Ona od kubita |ψ〉 = α |0〉+ β |1〉 pravi kubit |ψ′〉 = α |0〉 − β |1〉.

Tre�a Paulijeva matrica koja se tako�e koristi je Y =

(
0 −i
i 0

)
= i(|1〉 〈0| − |0〉 〈1|).

Na kraju, navedimo veoma znaqajno Adamarovo logiqko kolo. Ono, polaze�i od sta�a |0〉
daje |+〉, a polaze�i od |1〉 daje |−〉. U opxtem sluqaju, za kubit |ψ〉 = α |0〉 + β |1〉 vra�a
|ψ′〉 = α |+〉+ β |−〉 = α+β√

2
|0〉+ α−β√

2
|1〉, odnosno u matriqnom obliku:

H = 1√
2

(
1 1
1 −1

)
= 1√

2
(|0〉 (〈0|+ 〈1|) + |1〉 (〈0| − 〈1|)).

Zanim	ivo je da je Adamarova matrica sama svoj inverz, odnosno �enim ponov	enim kori-
x�e�em se kubit vra�a u poqetno sta�e.

Sve ove operacije nad kubitima se mogu predstaviti na Blohovoj sferi (slika 1). Tako,
na primer, Adamarovo logiqko kolo predstav	a rotaciju za 90◦ oko y-ose i osnu refleksiju
u odnosu na xy-ravan. Na slici 2 su prikazane xematske oznake logiqkih kola i pregled
�ihovog delova�a na kubite.

α |0〉+ β |1〉 X β |0〉+ α |1〉

α |0〉+ β |1〉 Z α |0〉 − β |1〉

α |0〉+ β |1〉 Y −iβ |0〉+ iα |1〉

α |0〉+ β |1〉 H
α+β√

2
|0〉+ α−β√

2
|1〉

Slika 2: Xematski prikaz kvantnih logiqkih kola nad jednim kubitom
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3.3 Rotacije oko x, y i z-ose

Vratimo se sada na Blohovu sferu, odnosno na predstav	a�e operacija koje logiqko kolo
vrxi nad kubitom na �oj. Postoje tri matrice, koje se dobijaju iz Paulijevih matrica,
i koje predstav	aju rotacije oko x, y i z-ose (koje su prethodno uvedene) za neki ugao α.
Definixemo ih na slede�i naqin:

Rx(α) = e−iαX/2 =

(
cos(α2 ) −i sin(α2 )
−i sin(α2 ) cos(α2 )

)
Ry(α) = e−iαY/2 =

(
cos(α2 ) − sin(α2 )
sin(α2 ) cos(α2 )

)
Rz(α) = e−iαZ/2 =

(
e−i

α
2 0

0 ei
α
2

)
.

Navodimo dokaz za rotaciju oko z-ose sta�a |ψ〉 = cos( θ2 ) + eiφ sin( θ2 ):(
e−i

α
2 0

0 ei
α
2

)(
cos( θ2 )

eiφ sin( θ2 )

)
= e−i

α
2 cos( θ2 ) |0〉+ ei

α
2 eiφ sin( θ2 ) |1〉 =

= e−i
α
2 (cos( θ2 ) |0〉+ ei(φ+α) sin( θ2 ) |1〉).

Ovde opet napomi�emo da se relativna faza sta�a |0〉 i |1〉 ne oznaqava na Blohovoj sferi,
jer je ne mo�emo opaziti, pa se novo sta�e na sferi dobija rotacijom za ugao α oko z-ose.
Zanim	ivo je da na osnovu ovog raquna sledi da se rotacijom za α = 2π od sta�a |ψ〉 dobija
sta�e − |ψ〉. Dakle, da bismo kubit vratili u poqetno sta�e, potrebno je da izvrximo
rotaciju za 4π.

Na kraju, navodimo jox jedno svojstvo ovih matrica rotacije. Na osnovu ortonormi-
ranosti vrsta i kolona unitarnih matrica, proizvo	no kvantno logiqko kolo nad jednim
kubitom se mo�e predstaviti kao:

U = eiαRz(β)Ry(γ)Rz(δ),

odnosno kao kompozicija dve rotacije u odnosu na z i jedne u odnosu na y-osu.

3.4 Logiqka kola nad vixe kubita

Operacije nad vixe kubita tako�e se predstav	aju unitarnima matricama, a dimenzije
matrica zavise od broja kubita. Najznaqajnije logiqko kolo nad dva kubita je kontrolisano
NOT kolo (qesto se oznaqava kao CNOT), koja u zavisnosti od sta�a prvog kubita deluje na
drugi kao obiqan kvantni NOT ili na �ega uopxte ne deluje. CNOT je matrica sa qetiri
vrste i qetiri kolone sa slede�im elementima:

CNOT =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 = |00〉 〈00|+ |01〉 〈01|+ |10〉 〈11|+ |11〉 〈10|,

odnosno sta�a |00〉, |01〉, |10〉, |11〉 prevodi redom u sta�a |00〉, |01〉, |11〉, |10〉. Primetimo da
prvi kubit ostaje neprome�en, a drugi u klasiqnom smislu predstav	a zbir po modulu dva
(xto se u raqunu i u kolima obele�ava sa ⊕).
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⊕
X

Slika 3: Levo: Xema NOT-a koji se izvrxava ako je kontrolni kubit 1 (CNOT); Desno: Prikaz
preko Pauilijevog X (kvantnog NOT) logiqkog kola

U kvantnom smislu, mogu�e je izvrxiti mere�e kontrolnog kubita pre CNOT logiqkog kola,
ali i nije neophodno, pogotovo ako nam je ci	 da oquvamo superpoziciju vixe sta�a. Znaqaj
CNOT kola �emo tek kasnije istaknuti i dokazati, a ogleda se u tome da se sva logiqka kola
nad dva ili vixe kubita mogu predstaviti samo preko jediniqnih kola i CNOT-a. Zato se
CNOT naziva i univerzalno logiqko kolo.

Za svako logiqko kolo nad jednim kubitom mogu�e je uvesti kolo nad dva ili vixe kubita,

tako da su dodatni kubiti kontrolni. Na primer, ako je data unitarna matrica U =

(
a b
c d

)
,

onda je matrica koja opisuje logiqko kolo sa jednim kontrolnim kubitom (U se izvrxava
ako je jednak 1):

Uc =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 a b
0 0 c d

.
Tako�e, mo�emo uvoditi logiqka kola koja se izvrxavaju ako je kontrolni kubit jednak 0.
Matematiqki nema razlike u odnosu na kola koja smo dosad uveli, dok se u kolima oni mogu
realizovati upotrebom dva Paulijeva X logiqka kola, pre i posle ci	ane operacije.

⊕ ⊕

X X

Slika 4: NOT koji se izvrxava ako je kontrolni kubit 0; Xema sa belim kru�i�em (levo) i
prikaz preko dva Paulijeva X logiqka kola (desno)

Istaknu�emo na kraju najva�nije logiqko kolo nad tri kubita: NOT kolo sa dva kon-
trolna kubita, poznato kao CCNOT, koje operixe kao obiqan NOT nad tre�im kubitom samo
ako su prva dva kubita jednaka 1. U matriqnom obliku:
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CCNOT =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0


,

odnosno prevodi kubite a, b, c u a, b, c ⊕ ab. CCNOT, poznato i kao Tofoli kolo, je rever-
zibilno i samo je sebi inverz, ali je �egov poseban znaqaj u tome xto pokazuje da se sve
klasiqne operacije mogu izvrxiti i sa kubitima. Naime, pomo�u Tofoli logiqkog kola se
mogu predstaviti sva klasiqna logiqka kola, pa samim tim i sve klasiqe operacije.
Kao primer navodimo predstav	a�e Xeferovog (NI) kola, koje je univerzalno za klasiqa
kola. Za c = 1, tre�i izlazni kubit �e biti 1 + ab = ¬ab, xto je zapravo ono xto radi NI
kolo. Dakle, onda je mogu�e predstaviti i sva ostala klasiqna logiqka kola.

3.5 Identiteti sa kvantnim logiqkim kolima

Na kraju ovog poglav	a dokaza�emo nekoliko identiteta sa kvantnim logiqkim kolima
koji se mogu koristiti za uprox�ava�e kola.

(X + Z)√
2

=
1√
2

((
0 1
1 0

)
+

(
1 0
0 −1

))
= H

XYX =

(
0 1
1 0

)(
0 −i
i 0

)(
0 1
1 0

)
=

(
i 0
0 −i

)(
0 1
1 0

)
=

(
0 i
−i 0

)
= Y

HXH =
1√
2

(
1 1
1 −1

)(
0 1
1 0

)
1√
2

(
1 1
1 −1

)
=

1

2

(
1 1
−1 1

)(
1 1
1 −1

)
= 1

2

(
2 0
0 −2

)
= Z

HYH =
1√
2

(
1 1
1 −1

)(
0 −i
i 0

)
1√
2

(
1 1
1 −1

)
=

1

2

(
i −i
−i −i

)(
1 1
1 −1

)
= 1

2

(
0 2i
−2i 0

)
= −Y

HZH =
1√
2

(
1 1
1 −1

)(
1 0
0 −1

)
1√
2

(
1 1
1 −1

)
=

1

2

(
1 −1
1 1

)(
1 1
1 −1

)
= 1

2

(
0 2
2 0

)
= X



4. Kvantno procesira�e

4.1 Struktura kvantnih kola

Poveziva�em vixe kvantnih logiqkih kola sa ci	em vrxe�a konkretne operacije nad
kubitima dobijaju se kvantna kola. Vizuelno se predstav	aju dijagramima, sliqnim kao i
klasiqna kola, gde se pored logiqkih kola upotreb	avaju i linije, takozvane �ice. Ipak,
linija ne mora da oznaqava stvarnu �icu, ve� evoluciju kola u vremenu, koje teqe sa leve
na desnu stranu. Kubiti se tako�e obele�avaju jednom linijom, pa tako na ulazu u kolo
nad n kubita ima n linija. U kvantnim kolima je mogu�e vrxiti mere�e kubita i tada se
dobija informacija o �egovom sta�u, a on prelazi u izmereno sta�e i nada	e se ponaxa kao
klasiqan bit. Obele�avamo ga sa dve linije.

⊕ ⊕

⊕

H Ry

M1

M2

X

Y

XM2

ZM1

Slika 5: Primer jednog kvantnog logiqkog kola. Oznake M1 i M2 odgovaraju mere�ima kubita

Iako je teoretski mogu�e sve klasiqe operacije ivrxavati sa kvantnim kolima, u kvan-
tnom raqunarstvu se u radu sa bitovima, radi jednostavnosti, mogu upotreb	avati i kasiqna
logiqka kola. Ipak, zvog osobina kubita, neke stvari na koje smo navikli nisu dozvo	ene
u kvantnim kolima. Pet	e nisu dozvo	ene, odnosno kola su acikliqna. Nije dozvo	eno
ni da ve�i broj kubita ulazi u kvantno logiqko kolo nego xto izlazi iz �ega, jer su sva
logiqka kola opisana unitarnim matricama. Obrnuto, jedan kubit se ne mo�e umno�iti i
upotrebiti vixe puta u istom sta�u. Zapravo, klonira�e kubita je principijelno nemogu�e,
o qemu �e kasnije biti reqi. Setimo se da su ovakve manipulacije sa klasiqnim bitovima
dozvo	e�e, a primeri su obiqna I i ILI kola ili dekoderi i multiplekseri.

Sve operacije se izvrxavaju nad n kubita u takozvanoj bazi izraqunava�a |x1x2 . . . xn〉.
Svaki kubit xi mo�e biti 0 ili 1, pa baza izraqunava�a odre�uje vektorski prostor sta�a
sa 2n razliqitih sta�a. Sva mere�a u kolu se izvrxavaju u bazi izraqunava�a. Mogu se
vrxiti nad jednim ci	anim kubitom ili nad bilo kojim podskupom baze izraqunava�a.

12
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Ulazni kubiti su najqex�e u sta�ima |0〉, ali se uzima da se i svako drugo sta�e mo�e
pripremiti u najvixe n koraka.

Kvantna logiqka kola mogu operisati sa jednim kubitom ili sa bilo kojim podskupom
kubita u sistemu. Postoje univerzalne familije kvantnih logiqkih kola, odnosno skup
logiqkih kola preko kojih se mogu predstaviti svi ostali. Jedan takav skup qine ve�
spomenuti CNOT i logiqka kola nad jednim kubitom.

4.2 Matrice ekvivalentnih logiqkih kola

Datu xemu kola je mogu�e pojednostaviti korix�e�em pravila za ekvivalentno logiqko
kolo u sluqajevima kada su dva ili vixe logiqkih kola vezana redno, paralelno ili kada
se odnose na isti kontrolni kubit.

Prvo posmatrajmo sluqaj kada na kubit u sta�u |ψ〉 deluju logiqka kola A i B tako da se
nad kubitom prvo vrxi operacija A. Nakon prolaska kroz A, kubit je u sta�u A |ψ〉 = |ψ′〉,
xto zapravo predstav	a matricu istih dimenzija kao i matrica polaznog sta�a. Sada
na to novo sta�e deluje B, pa je konaqan rezultat |ψ′′〉 = B |ψ′〉 = BA |ψ〉. Dakle, odavde
vidimo da je ekvivalentna matrica proizvod matrica B i A. Kako mno�e�e matrica nije
komutativno, na rezultat utiqe redosled logiqkih kola u glavnom kolu. Uopxteno, ako
posmatramo dejstvo n redno vezanih logiqkih kola A1, A2, . . . , An, ekvivalentna matrica je
proizvod AnAn−1 . . . A2A1.

Ako susedna kvantna logiqka kola deluju na disjunktne podskupove kubita, ka�emo da
su vezana paralelno i samim tim se mogu i izvrxavati istovremeno. Neka su data para-
lelno vezana logiqka kola A i B predstav	ena matricama dimenzija m × n i p × q. Tada
se ekvivalentna matrica dobija Dekartovim proizvodom matrica A i B i ima dimenzije
mp× nq:

A⊗B =


a11B a12B . . . a1nB
a21B a22B . . . a2nB
...

...
. . .

...
am1B am2B . . . amnB

 =


a11b11 a11b12 . . . a1nb1q
a11b21 a11b22 . . . a1nb2q
...

...
. . .

...
am1bp1 am1bp2 . . . amnbpq


Naravno, kada se radi o kvantnim logiqkim kolima, matrice su kvadratne, a broj vrsta
je stepen dvojke. Analogno, kada imamo n paralelno vezanih logiqkih kola, ekvivalentna
matrica je A1 ⊗A2 ⊗ · · · ⊗An.

A B

A

B

Slika 6: Redno (levo) i paralelno (desno) vezana logiqka kola A i B

Kada se nad istim skupom kubita logiqko kolo A (m × n) izvrxava ako je rezultat
kontrolnog kubita 0, a B (p × q) ako je rezultat 1, onda se �ihov ekvivalent predstav	a
kao matrica (m+ p)× (n+ q):

A⊕B =

(
A 0m×q

0p×n B

)
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Analogno, kada imamo vixe od dve matrice, ekvivalent je �ihov gore definisan zbir:

A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕An.

Ovde je n = 2s, gde je s broj kontrolnih kubita. Svako od logiqkih kola operixe samo za
jedno sta�e kontrolnih kubita. Matrica A1 odgovara sta�u gde su svi kubiti 0, a matrica
An sta�u gde su svi jednaki 1.

A B C D

Slika 7: Primer sa dva kontrolna kubita; ekvivalentna matrica je A⊕B ⊕ C ⊕D

Koriste�i tri navedena pravila, kola se mogu pojednostaviti i qesto svesti samo na
izvrxava�e jedne ekvivalentne matrice, xto znaqajno olakxava raqun i omogu�ava jedno-
stavnije pra�e�e kvantnih kola.

4.3 Primeri kvantnih kola

Kao xto je ve� objax�eno, glavno kolo mo�emo sastav	ati od proizvo	nog broja logiqkih
kola nad konaqnim brojem kubita, dokle god je sve povezano prema navedenim pravilima.
Naravno, kvantno kolo mo�e biti sastav	eno i samo od jednog logiqkog kola i jednog kubita.
U nastavku �emo navesti nekoliko primera, kre�u�i od jednostavnijih.

Koriste�i samo tri CNOT logiqka kola mo�emo sastaviti kolo koje razme�uje sta�a
dva kubita (slika).

⊕

⊕

⊕

|a〉

|b〉

|b〉

|a〉

Slika 8: Kolo koje razme�uje sta�a dva kubita - SWAP kolo

Proverimo xta ovo kolo zapravo radi. Ako su ulazni kubiti |a〉 i |b〉, onda se nakon
prvog CNOT-a dobija |a, b⊕ a〉, a posle drugog |a⊕ (b⊕ a), b⊕ a〉. Kako je za svako sta�e
a ⊕ a = 0, to je zapravo dobijeno sta�e |b, b⊕ a〉. Na kraju, posle tre�e operacije dobijamo
|b, (b⊕ a)⊕ b〉, xto je u stvari |b, a〉. Dakle, ovo kolo zaista razme�uje sta�a dva kubita.

Slede�e navodimo kolo koje na osnovu dva kubita u sta�ima |0〉 ili |1〉 formira kubite u
Belovim sta�ima. Podsetimo se da smo ve� uveli Belovo sta�e kao |β00〉 = |00〉+|11〉√

2
, me�utim

srodna su i sta�a:

|β01〉 = |01〉+|10〉√
2

|β10〉 = |00〉−|11〉√
2

|β11〉 = |01〉−|10〉√
2

.
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Kao i sta�e |β00〉, i ostala Belova sta�a su uvezana i predstav	aju EPR parove. Stoga,
mere�em jednog kubita, odre�ena je i vrednost drugog. Osobine ovih sta�a koristi�emo u
narednom primeru, a sada navodimo xemu �e	enog kola:

⊕

H|a〉

|b〉

|βab〉

Slika 9: Kolo za stvara�e EPR parova

Prouqimo mehanizam ovog kola. Ako su ulazna sta�a |0〉 i |0〉, nakon Adamarovog logiqkog

kola, prvi kubit je u sta�u |0〉+|1〉√
2

. Nakon CNOT-a se drugi kubit iz sta�a |0〉 obr�e samo
ako je prvi jednak jedan, odnosno dobijamo sta�e |00〉+|11〉√

2
, xto predstav	a |β00〉. Sliqno je

i za ostale mogu�nosti za a i b.

Zanim	iv i znaqajan primer je kvantna teleportacija. Problem se sastoji u slede�em:
Ana i Bojan su uda	eni, ali svako u svom posedu ima jedan kubit iz EPR para β00 koji su
generisali dok su bili zajedno. Anin ci	 je da nepoznato sta�e |ψ〉 prenese Bojanu tako xto
�e mu poslati samo dva klasiqna bita.

⊕

H
M1

M2

XM2 ZM1

|ψ〉

|β00〉
|ψ〉

|ψ0〉 |ψ1〉 |ψ2〉 |ψ3〉 |ψ4〉

Slika 10: Xema kola koje omogu�ava kvantnu teleportaciju

Na prikazanoj slici, prva dva kubita pripadaju Ani, a tre�i Bojanu. Na poqetku, Ana ima
kubit u sta�u |ψ〉 = α |0〉 + β |1〉 i jedan deo EPR para, a Bojan drugi deo, odnosno ukupno
sta�e je:

|ψ0〉 = (α |0〉+ β |1〉) |00〉+ |11〉√
2

=
1√
2
(α |0〉 (|00〉+ |11〉) + β |1〉 (|00〉+ |11〉)).

Ana propuxta svoja dva kubita kroz CNOT logiqko kolo i me�a drugi kubit kada je prvi
jednak 1:

|ψ1〉 =
1√
2
(α |0〉 (|00〉+ |11〉) + β |1〉 (|10〉+ |01〉)).

Nakon toga, Ana propuxta prvi kubit kroz Adamarovo logiqko kolo i dobija:

|ψ2〉 =
1

2
(α(|0〉+ |1〉)(|00〉+ |11〉) + β(|0〉 − |1〉)(|10〉+ |01〉)) =

=
1

2
(|00〉 (α |0〉+ β |1〉) + |01〉 (α |1〉+ β |0〉) + |10〉 (α |0〉 − β |1〉) + |11〉 (α |1〉 − β |0〉)).
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Mere�em, Ana utvr�uje sta�a prvog i drugog kubita, a samim tim, zbog uvezanosti, i sta�e
tre�eg kubita koji se nalazi kod Bojana. Rezultat koji dobije xa	e Bojanu (samo dva kla-
siqna bita), a na osnovu �ega Bojan rekonstruixe sta�e |ψ〉 . Ako Ana izmeri |00〉, Bojanov
kubit je ve� u sta�u α |0〉 + β |1〉 = |ψ〉. Ako Ana izmeri |01〉, Bojan treba da upotrebi X
logiqko kolo kako bi dobio |ψ〉. Sliqno, Ako Ana izmeri |10〉, Bojan upotreb	ava Z logiqko
kolo, a u sliqaju rezultata mere�a |11〉 koristi prvo X, pa Z logiqko kolo. Dakle, na os-
novu dva rezultataM1 iM2 koja dobije od Ane, Bojan od tre�eg kubita sta�a |ψ3〉, upotrebom
transformacije ZM1XM2 (redno vezani), dobija poqetno nepoznato sta�e |ψ〉.

Na ovaj naqin je, samo na osnovu dva bita klasiqe informacije, koriste�i svojstva
uvezanih sta�a, prenet (teleportovan) nepoznat kubit |ψ〉 od Ane do Bojana. Teleportacija
nije trenutna, jer se mora preneti klasiqna informacija od Ane do Bojana, pa je �ena br-
zina ipak ma�a od brzine svetlosti. Me�utim, va�no je razumeti da kubit nije dupliran,
ve� je samo prenet, zato xto Ani umesto sta�a |ψ〉 ostaje ono sta�e koje je dobila mere�em
M1. Zapravo, principijelno nije mogu�e kopirati nepoznato sta�e kubita.

U klasiqnim kolima, umno�ava�e bita se mo�e realizovati klasiqnim CNOT logiqkim
kolom gde su na ulazu ci	ani bit x i nula, a na izlazu x i x⊕ 0 = x. Me�utim, u kvantnom
sluqaju, ako je kontrolni kubit |ψ〉 = α |0〉 + β |1〉, a drugi |0〉, izlaz �e biti sta�e α |00〉 +
β |11〉. Kako je zapravo |ψ〉 ⊗ |ψ〉 = α2 |00〉 + αβ |01〉 + αβ |10〉 + β2 |11〉, to su ova dva sta�a
ista ako i samo ako je αβ = 0. Dakle, kopira�e uspexno radi samo za |0〉 ili |1〉, tj. samo za
klasiqan bit.

Uopxteno, mo�e se pokazati da je teoretski mogu�e klonirati ortogonalna sta�a, ali
nije mogu�e klonirati proizvo	na sta�a. Ovo je jedna od k	uqnih razlika izme�u kvantnih
i klasiqnih bitova koju smo naveli jox kada smo matematiqki uvodili kubite.

4.4 Mere�e u kolima

Do sada smo se upoznali sa osnovnim mehanizmom mere�a kubita. Dakle, rezultat mere�a
je jedno konkretno sta�e iz baze izraqunava�a, a nakon mere�a kubit prelazi u to sta�e.
Videli smo da se nakon toga kubit ponaxa kao klasiqan bit, te ga u kolima predstav	amo
sa dve linije.

Postoje dve teoreme koje se odnose na mere�a kubita u kolima i koje nam mogu biti od
koristi.

Princip odlo�enog mere�a: Mere�a se uvek mogu pomeriti sa sredine kvantnog kola
na �egov kraj. Ukoliko se negde u kolu koristi rezultat mere�a, klasiqne operacije mogu
biti zame�ene kvantnim kontrolisanim operacijama.

Princip odlo�enog mere�a grafiqki mo�emo prikazati na slede�i naqin:

M

U

=

M

U

Slika 11: Ilustracija Principa odlo�enog mere�a
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Kao primer mo�emo navesti kolo koje smo koristili za kvantnu teleportaciju. Ako
mere�a u sredini kola zamenimo kontrolisanim operacijama, izgubi�emo prenoxe�e kla-
siqne informacije izme�u Ane i Bojana, ali �e rezultat rada kola biti isti. Dakle, ope-
racijaX se izvrxava ako je drugi, a operacija Z ako je prvi Anin kubit jednak 1. Primetimo
da je ovo efektivno isto kao i kada smo prvi put navodili teleportaciju, samo xto nema
mere�a kubita do samog kraja.

⊕

H
M1

M2

X Z

|ψ〉

|β00〉
|ψ〉

Slika 12: Xema kola za kvantnu teleportaciju dobijena korix�e�em Principa odlo�enog mere�a

Za mere�e smo dosad naveli da je ireverzibilan (nepovratan) proces, jer kvantnu infor-
maciju pretvara u klasiqnu. Ipak, ako mere�e ne otkriva informaciju o kvantnom sta�u,
ispostav	a se da onda ono mo�e biti povratno. Navedimo sada jedan logiqan princip.

Princip implicitnog mere�a: Bez uma�e�a opxtosti, za sve kubite koji nisu
izmereni mo�e se na kraju kola pretpostaviti da su izmereni.

Zaista, ako je neki kubit izmeren u sredini kola, a neki drugi na samom kraju, rezultat
mere�a kubita na kraju kola ne sme uticati na prethodno mere�e prvog kubita u sredini
kola. Na tome poqiva ovaj princip.

4.5 Univerzalna logiqka kola

U ovom ode	ku �emo dokazati, kao xto smo ranije naveli, da postoje univerzalne fami-
lije kvantnih logiqkih kola, odnosno skupovi logiqkih kola preko kojih se mogu predstaviti
svi ostali. Dokaza�emo univerzalnost CNOT logiqkog kola i navesti nekoliko logiqkih
kola nad jednim kubitom koji sa �im qine tra�enu familiju.

Prvo �emo pokazati kako se proizvo	na unitarna matrica U mo�e predstaviti kao
proizvod nekoliko unitarnih matrica koje se razlikuju od jediniqne samo po po	ima u
preseku vrsta i kolona sa indeksima i, j ∈ {1, 2, . . . , d}, gde je d dimenzija matrice U . Na
primer, takve su matrice: 

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 a b
0 0 c d

 i


1 0 0 0
0 a 0 b
0 0 1 0
0 c 0 d


Ovakve matrice deluju netrivijalno na najvixe dva vektora iz prostora sta�a.

Ilustrova�emo postupak predstav	a�a proizvo	ne matrice na matrici U dimenzija 3×3
preko tri matrice koje imaju prethodno opisano svojstvo.
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Neka je data matrica:

U =

a d g
b e h
c f i

.
Nax ci	 je da na�emo tri matrice U1, U2, U3 takve da va�i U3U2U1U = I (I je jediniqna

matrica 3× 3), jer �e tada va�iti U = U†1U
†
2U
†
3 .

Prvi korak je da ponixtimo element b. To posti�emo na slede�i naqin: Ako je b = 0,
onda je U1 = I, inaqe:

U1 =


a∗√
|a|2+|b|2

b∗√
|a|2+|b|2

0

b√
|a|2+|b|2

−a√
|a|2+|b|2

0

0 0 1

.

Onda se dobija: U1U =

a′ d′ g′

0 e′ h′

c′ f ′ i′

. Slede�i korak je da na mestu c′ stoji nula, a u gor�em
levom uglu jedinica. To posti�emo tako xto je:

U2 =

a′∗ 0 0
0 1 0
0 0 1

 za c′ = 0, a inaqe U2 =


a′∗√

|a′|2+|c′|2
0 c′∗√

|a′|2+|c′|2

0 1 0
c′√

|a′|2+|c′|2
0 −a′√

|a′|2+|c′|2

.
Dobijamo kao rezultat unitarnu matricu qija je prva kolona (1, 0, 0), pa je i �ena prva vrsta
ista takva, jer mora da ima normu 1:

U2U1U =

1 0 0
0 e′′ h′′

0 f ′′ i′′

.
Sada odgovaraju�im izborom U3 =

1 0 0
0 e′′∗ f ′′∗

0 h′′∗ i′′∗

, posti�emo da je U3U2U1U = I, odnosno

U = U†1U
†
2U
†
3 , xto nam je i bio ci	.

Na sliqan naqin postupamo i kada je matrica ve�ih dimenzija. Ako matrica U ima d
vrsta, mo�emo na�i d−1 unitarnih matrica koje netrivijalno deluju najvixe na dva vektora
tako da je �ihov proizvod sa U matrica koja u prvoj vrsti i prvoj koloni ima sve nule osim
jedinice u gor�em levom uglu. Sada postupak ponav	amo za podmatricu bez prve vrste i
prve kolone (dimenzija (d− 1)× (d− 1)). Postupak se ponav	a za svaku slede�u podmatricu
sve dok se ne dobije jediniqna matrica. Za to je potrebno najvixe:

(d− 1) + (d− 2) + · · ·+ 2 + 1 =
d(d− 1)

2
unitarnih matrica.

Slede�i korak je da predstavimo delova�e jedne od �ih preko kvantnih logiqkih kola.
Kako svaka netrivijalno deluje na najvixe dva sta�a, neka su to |s〉 i |t〉, od jediniqne
matrice se razlikuje samo za unitarnu matricu 2× 2, koju �emo zvati V . Ako se registar sa
kojim radimo sastoji od n kubita, onda se sta�a |s〉 i |t〉 mogu predstaviti kao n-tocifreni
binarni brojevi: s = s1 . . . sn i t = t1 . . . tn. Predstavi�emo prelaz od sta�a |s〉 do sta�a |t〉,
koriste�i Grejev kod, kao prelaz od broja s do broja t tako da se svaka dva uzastopna broja
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razlikuju za taqno jednu cifru. Ovakvo predstav	a�e ima najvixe n + 1 korak, gde su s i
t redom prvi i posled�i. Obele�imo ove korake sa |g1〉 , |g2〉 , . . . , |gm〉.
Neka se sta�a |g1〉 i |g2〉 razlikuju na i-tom kubitu. Tada prelaz |g1〉 → |g2〉 obezbe�ujemo
obrta�em i-tog kubita pod uslovom da su svi ostali jednaki. Sliqno se obezbe�uju i prelazi
od |g2〉 → |g3〉 do |gm−2〉 → |gm−1〉. Dakle, ovakvo kolo posti�e slede�e promene:

|g1〉 → |gm−1〉
|g2〉 → |g1〉
|g3〉 → |g2〉

...
|gm−1〉 → |gm−2〉

Neka se |gm−1〉 i |gm〉 razlikuju na j-tom kubitu. Onda je potrebno na j-ti bit sta�a |gm−1〉
primeniti matricu V pod uslovom da su svi ostali kubiti odgovaraju�i. Ponovnom pri-
menom prvog dela kola u inverznom poretku dobija se �e	eni rezultat.

Primenimo sve prethodno navedeno na jednom primeru. Neka je data matrica:

Uk =



a 0 0 0 0 0 0 c
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
b 0 0 0 0 0 0 d


.

Ona netrivijalno deluje na sta�a |000〉 i |111〉, a odgovaraju�a matrica V =

(
a c
b d

)
.

Grejev kod izme�u ovih sta�a je:

a b c
0 0 0
0 0 1
0 1 1
1 1 1

Odgovaraju�e kolo za interpretaciju matrice U preko kvantnih logiqkih kola je prikazano
na slici. Ono prvo me�a tre�i kubit ako su prva dva nule, pa me�a drugi ako je prvi 0 i
tre�i 1, a potom prime�uje V ako su drugi i tre�i jedinice. U nastavku radi isto xto i u
prva dva koraka, samo u obrnutom redosledu.

⊕

⊕ ⊕

⊕

Va

b

c

Slika 13: Predstav	a�e matrice U preko kvantnih logiqkih kola
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Dakle, za predstav	a�e proizvo	ne unitarne matrice Uk koja deluje na dva vektora
prostora sta�a u raqunaru sa n kubita potrebno je najvixe 2(n − 1) operacija od |g1〉 do
|gm−1〉 i nazad. Svaka od ovih operacija se mo�e predstaviti preko CNOT-a i logiqkih
kola nad jednim kubitom u slo�enosti O(n). Kako se i kontrolisani V mo�e predstaviti
u slo�enosti O(n), to jednu ovakvu matricu mo�emo predstaviti preko O(n2) CNOT-a i
logiqkih kola nad jednim kubitom.

Ranije smo dobili da se proizvo	na unitarna matrica U mo�e predstaviti preko 2n−1(2n−
1) matrica poput Uk, pa je ukupno potebno O(4nn2) logiqkih kola nad jednim kubitom i
CNOT-a. Vidimo da je ovo eksponencijalna zavisnost od n, xto nam govori da ne mo�emo
proizvo	an algoritam na ovaj naqin implementirati efikasno u kvantnim raqunarima.
Ipak, postoje algoritmi koji imaju znaqajno ma�u slo�enost i u prednosti su u odnosu na
klasiqne algoritme, a kojima �emo se kasnije deta	nije pozabaviti.

Na kraju, va�no je napomenuti i da se proizvo	no logiqko kolo nad jednim kubitom
mo�e aproksimirati do �e	ene taqnosti koriste�i samo qetiri logiqka kola: Adamarov
H, CNOT i dva koja sada uvodimo:

S =

(
1 0
0 i

)
i T =

(
1 0
0 eiπ/4

)
i koji se redom zovu fazno i π/8 logiqko kolo. Stoga ova qetiri logiqka kola qine jednu
familiju univerzalnih logiqkih kola. Dokaz za ovu tvrd�u le�i u qi�enici da se preko
�ih mogu predstaviti rotacije oko sve tri ose do proizvo	ne taqnosti.



5. Klase slo�enosti problema

5.1 Teorija slo�enosti

Teorija slo�enosti izuqava resurse koji su potrebni da se odre�eni problemi rexe u
opxtem sluqaju, odnosno kada ulazni podaci mogu biti izuzetno veliki. Postoje razli-
qite procene slo�enosti, pa je tako va�no koliko je vremena, koliko osnovnih operacija
u raqunaru, memorijskih resursa ili upita potrebno za odre�eno izraqunava�e. Najqex�e
se procena vrxi u takozvanom najgorem sluqaju i dovo	no ju je precizirati do odre�enog
reda veliqine. Tako se kao klase izdvajaju logaritamske, linearne, polinomijalne i ekspo-
nencijalne slo�enosti. Uglavnom �emo se baviti brojem operacija, za koje se uzima da su
srazmerne vremenu izvrxava�a, ali jako znaqajni mogu biti i prostorni resursi. Qesto
se za probleme koji se mogu rexiti u polinomijalnom broju operacija ka�e da mogu biti
efikasno rexeni.

Slo�enost procesa se izuqava i u klasiqnom raqunarstvu, ali kvantno raqunarstvo
donosi novi pristup i mogu�nost da neki problemi za koje nije postojalo efikasno re-
xe�e sada budu rexeni. Naime, slo�enost simulacije kvantnih sistema na klasiqnim raqu-
narima eksponencijalno raste sa porastom dimenzije sistema, dok je u kvantnom raqunarstvu
zavisnost linearna. Prema Murovom zakonu, svake dve godine mo� klasiqnih raqunara se
udvostruqi, xto je ekvivalentno dodava�u samo jednog kubita u kvantnim raqunarima. To
ve� govori o �ihovoj vid	ivoj prednosti. Me�utim, kao xto smo dosad videli, linearan
broj kubita, kada se izmeri, daje samo linearan broj klasiqnih bitova, pa odre�ena koliqina
informacija ostaje skrivena. Stoga, iako se svi procesi koji se mogu izvesti na klasiqnim
raqunarima mogu izvesti i na kvantnim, nije dokazano da kvantni raqunari zaista imaju
prednost u odnosu na klasiqe.

Teorija slo�enosti izraqunava�a deli probleme u klase tako da su u istoj klasi pro-
blemi koji zahtevaju sliqne koliqine resursa. U nastavku �emo navesti neke osnovne u
klasiqnom i kvantnom raqunarstvu.

5.2 Klase slo�enosti u klasiqnom raqunarstvu

Najznaqajnije klase problema su P (polinomijalno vreme) i NP (nedeterministiqko
polinomijalno vreme). Prva grupa predstav	a probleme koji za kratko vreme mogu biti
eksplicitno rexeni na klasiqnom raqunaru. To su, na primer, mno�e�e dva broja ili
raquna�e determinante matrice. Sa druge strane, za probleme u NP je mogu�e brzo prove-
riti da li odre�eno rexe�e ispu�ava uslove, ali nije prona�eno efikasno rexe�e u opxtem

21
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sluqaju. Jedan takav primer je rastav	a�e broja na proste qinioce: lako je proveriti da
li su dati brojevi prosti faktori nekog ve�eg broja, ali je rastav	a�e velikog broja na
proste qinioce na klasiqnom raqunaru veoma sporo. Oqigledno, svi problemi koji su u
P, moraju biti i u NP, pa va�i P ⊆ NP, ali nije poznato da li je P 6= NP ili va�i
P = NP. Postoji podskup NP, takozvani NP-kompletni problemi, qijim bi rexava�em
uz ma�e prilago�ava�e bili rexeni i svi ostali problemi iz tog podskupa, ali do sada
nijedan NP-kompletan problem nije rexen.

Mo�e se uvesti i klasa BPP, koja predstav	a skup problema koji se sa odre�enom
verovatno�om, proizvo	nom ma�om od 1, ali se obiqno uzima 2

3 , mogu rexiti u polinomi-
jalnom vremenu.

Slede�a va�na klasa je PSPACE, klasa problema koji u neograniqenom vremenu mogu
biti rexeni sa polinomijalnim brojem bitova. Oqigledno, P je podskup klase PSPACE,
jer ako je problem rexiv u polinomijalnom broju koraka, onda ne mo�e zahtevati vixe od
polinomijalnog broja bitova. Tako�e va�i i da je NP podskup PSPACE, jer ako je mogu�e
proveriti rexe�e u polinomijalnom vremenu, mogu�e je i obraditi sve mogu�e sluqajeve
u neograniqenom vremenu i polinomijalnoj memoriji tako xto ne memorixemo prethodne
provere. Iako se veruje da je PSPACE strogo ve�i od P, nije prona�en problem u PSPACE
koji nije u P. Stoga, za sada znamo samo da va�i P ⊆ NP ⊆ PSPACE.

Klasa koja sadr�i PSPACE je EXP, odnosno klasa problema koji mogu biti rexeni u
eksponencijalnom vremenu. Razlog za to je xto, iako rexe�a problema koji su u u PSPACE
nemaju ograniqeno vreme, imaju ograniqenu memoriju, pa i maksimalno eksponencijalan broj
sta�a u kojima se mogu na�i. Dakle, va�i PSPACE ⊆ EXP.

5.3 Klase slo�enosti u kvantnom raqunarstvu

Uvo�e�em kvantnog raqunarstva nastaju i nove klase problema koji se mogu rexavati na
kvantnim raqunarima. Mogu�e je i uspostav	ati veze izme�u ve� postoje�ih klasa, ali i
izme�u posto�ih i novih klasa.

Najznaqajnija nova klasa koja se prirodno name�e je BQP - problemi koji mogu sa odre-
�enom verovatno�om (na primer 2

3 ) biti rexeni na kvantnom raqunaru u polinomijalnom
vremenu. Ve� smo naveli da se klasiqna logiqka kola mogu predstaviti preko kvantnih.
Tako�e, mogu�e je simulirati nasumiqne bitove koriste�i Adamarovo logiqko kolo. Dakle,
svi problemi rexeni na klasiqnom raqunaru u polinomijalnom vremenu mogu biti rexeni
i na kvantnim raqunarima efikasno, pa v�i P ⊆ BQP i BPP ⊆ BQP. Dodatno, poznato je
da svaki problem koji mo�e biti rexen u polinomijalnom vremenu na kvantnim raqunarima,
mo�e biti rexen sa polinomijalnom memorijom na klasiqnim, odnosno BQP ⊆ PSPACE.
Razlog za to je xto svako kvantno logiqko kolo mo�e biti do proizvo	ne taqnosti pred-
stav	eno na klasiqnom raqunaru sa polinomijalnim prostornim resursima.

Ipak, jox uvek nije poznato da li je zaista kvantni raqunar mo�niji od klasiqnog. Stoga
nije poznato ni da li je BPP 6= BQP. Pronala�e�e dokaza za to bi vodilo i do zak	uqka
da je BPP 6= PSPACE, ali ovako staje mogu�e i da je P = PSPACE.

Jedan od problema koji nisu za sada efikasno rexeni na klasiqnom raqunaru, a poznat
je algoritam za �egovo efikasno rexava�e na kvantnom raqunaru je rastav	a�e broja na
proste qinioce. To je, kao xto smo ve� opisali, problem koji pripada klasi NP, odnosno
postoji presek klasa NP i BQP, ali nije poznat �ihov taqan odnos. Na�alost, rastav	a�e
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broja na proste qinioce nije NP-kompletan problem, pa �egovim rexava�em nisu rexeni
ostali problemi iz te klase.

Algoritam za efikasno rastav	a�e broja na proste qinioce je jedan od nekoliko poz-
natih algoritama koji ostvaruju bo	e performanse pri rexava�u odre�enih problema nego
klasiqni raqunari. Ipak, kao xto smo videli, ne dokazuje nadmo� kvantnih raqunara. Tek
eventualni formalni dokaz bi doprineo bo	em shvata�u odnosa me�u kalsama slo�enosti
problema. Na slici ispod je ilustrovano ono xto je do sada poznato.

Slika 14: Odnos izme�u klasa slo�enosti problema. Poznato je da va�i P ⊆ NP ⊆ PSPACE i
P ⊆ BPP ⊆ BQP ⊆ PSPACE ⊆ EXP

.



6. Prednosti kvantnih raqunara

6.1 Paralelno procesira�e

Osnovna prednost kvantnih raqunara u odnosu na klasiqne je mogu�nost paralelnog pro-
cesira�a. Ono se zasniva na kvantnomehaniqkom svojstvu koje smo dosad sretali - super-
poziciji. Kada kubit dovedemo u superpoziciju vixe �e	enih sta�a, jednim izvrxava�em
operacije nad �im zapravo paralelno izvrxavamo operaciju nad svakim sta�em pojedinaqno.

Ispitajmo to na slede�em primeru. Neka je f : {0, 1} → {0, 1} funkcija koja operixe
nad vrednostima kubita. Formirajmo logiqko kolo Uf koje za ulazno sta�e dva kubita |x, y〉
vra�a sta�e |x, y ⊕ f(x)〉. Ako je y = 0, izlazna vrednost drugog kubita je zapravo f(x). Ako
prvi kubit dovedemo u superpoziciju vixe sta�a, mogu�e je raqunati vrednost funkcije f
u vixe razliqitih taqaka istovremeno.
To mo�emo posti�i polaze�i od sta�a |0〉 za oba kubita. Ako pre izvrxava�a logiqkog

kola Uf primenimo H logiqko kolo nad prvim kubitom, poqetno sta�e �e biti |0〉+|1〉√
2
|0〉,

a izlazno |0,f(0)〉+|1,f(1)〉√
2

. Dakle, uspeli smo da jednim prime�iva�em Uf logiqkog kola

izraqunamo vrednost funkcije f(x) za dva razliqita x.

Ovaj postupak je mogu�e uopxtiti i izraqunavati za proizvo	an broj kubita. Ako imamo
dva kubita koje propuxtamo kroz Adamarovo logiqko kolo, posti�emo superpoziciju:(

|0〉+ |1〉√
2

)(
|0〉+ |1〉√

2

)
=
|00〉+ |01〉+ |10〉+ |11〉

2

i mo�emo vrxiti izraqunava�e za qetiri taqke istovremeno.
Sliqno, za n kubita, ako primenimo H logiqko kolo n puta dobijamo superpoziciju sta�a:

1√
2n

2n−1∑
x=0

|x〉

gde x uzima sva mogu�a sta�a od |00 . . . 0〉 (n nula), do |11 . . . 1〉 (n jedinica). Postav	a�em
(n + 1)-og kubita u sta�e |0〉 i korix�e�em logiqkog kola Uf nad ovim kubitima dobijamo
izlaz:

1√
2n

2n−1∑
x=0

|x, f(x)〉.

24
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Ipak, iako smo uspeli da jednom operacijom izraqunamo f(x) za qak 2n razliqitih vred-
nosti x, mere�em ovaj kubit kolapsira u samo jedno sta�e, odnosno samo jedan par |x, f(x)〉.
Stoga, neophodno je osmisliti odgovaraju�i algoritam kojim je mogu�e iz superponiranog
sta�a izvu�i informaciju za koju bi klasiqnim izraqunava�em bilo potrebno vixe koraka.
Navex�emo jedan takav primer.

Polazimo od dva kubita u sta�ima |0〉 i |1〉 i prime�ujemo na �ima H logiqko kolo.

Dobijamo sta�e |ψ1〉 =
(
|0〉+|1〉√

2

)(
|0〉−|1〉√

2

)
. Pogledajmo xta se dobija primenom Uf logiqkog

kola nad kubitima |x〉 |0〉−|1〉√
2

. Ako je f(x) = 0, izlazno sta�e je |x〉 |0〉−|1〉√
2

, a za f(x) = 1

dobijamo |x〉 |1〉−|0〉√
2

. Dakle, u opxtem sluqaju rezultat je (−1)f(x) |x〉 |0〉−|1〉√
2

. Onda iz sta�a

|ψ1〉 dobijamo:

|ψ2〉 = ±
(
|0〉+|1〉√

2

)(
|0〉−|1〉√

2

)
, za f(0) = f(1);

|ψ2〉 = ±
(
|0〉−|1〉√

2

)(
|0〉−|1〉√

2

)
, za f(0) 6= f(1).

Da	e primenom H logiqkog kola na prvom kubitu dobijamo:

|ψ3〉 = ± |0〉
(
|0〉−|1〉√

2

)
, za f(0) = f(1);

|ψ3〉 = ± |1〉
(
|0〉−|1〉√

2

)
, za f(0) 6= f(1),

odnosno opxtije rezultat je: |ψ3〉 = ± |f(0)⊕ f(1)〉
(
|0〉−|1〉√

2

)
. Mere�em prvog kubita sada sa

verovatno�om 1 dobijamo rezultat f(0)⊕ f(1). Primetimo da smo opet izvrxili samo jednu
iteraciju Uf , dok su u klasiqnom sluqaju za raquna�e ovog zbira potrebne dve iteracije.
Dakle, uspeli smo da odredimo globalno svojstvo funkcije efikasnije nego na klasiqnom
raqunaru. Algoritam koji smo opisali je jednostavna verzija Dojqovog algoritma. Na sliq-
nom principu se zasniva i algoritam koji �emo slede�i navesti.

H H

H

Uf

|0〉

|1〉

x

y

x

y ⊕ f(x)

|ψ0〉 |ψ1〉 |ψ2〉 |ψ3〉

Slika 15: Kolo za implementaciju Dojqovog algoritma

6.2 Dojq-Jo�a algoritam

Neka je data funkcija f(x), gde je x ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1}, koja je ili konstantna ili ba-
lansirana, tj. ili uzima jednu istu vrednost za sve x ili uzima vrednost 0 za taqno pola
brojeva iz domena, a vrednost 1 za drugu polovinu. Nax zadatak je da odredimo kakva je
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funkcija zapravo. Na klasiqnim raqunarima bilo bi neophodno da izraqunamo vrednost
funkcije u 2n−1 +1 taqaka da bismo sa sigurnox�u odgovorili na pita�e. Sa druge strane,
sa kvantnim raqunarima problem je mogu�e rexiti u linearnoj slo�enosti, ako primenimo
uopxte�e ve� opisanog Dojqovog algoritma, poznato kao Dojq-Jo�in algoritam.

Prvi korak je da pripremimo n kubita u sta�u |0〉 i jedan u sta�u |1〉, odnosno:

|ψ0〉 = |00 . . . 0〉 |1〉 (n nula)

Nakon toga prime�ujemo Adamarovo H logiqko kolo na svaki od �ih i dobijamo sta�e:

|ψ1〉 =
1√
2n

2n−1∑
x=0

|x〉
(
|0〉 − |1〉√

2

)
Sada primenimo logiqko kolo Uf : |x, y〉 → |x, y ⊕ f(x)〉 na prvih n kubita. Ve� smo pokazali
da se delova�em Uf na kubit |x〉 |0〉−|1〉√

2
dobija sta�e (−1)f(x) |x〉 |0〉−|1〉√

2
, odnosno novo sta�e

(n+ 1)-og kubita je:

|ψ2〉 =
1√
2n

2n−1∑
x=0

(−1)f(x) |x〉
(
|0〉 − |1〉√

2

)
Ponovo prime�ujemo H logiqko kolo na prvih n kubita. Kako se, za jedan kubit, delova�e

Adamarovog logiqkog kola mo�e predstaviti kao: H |x〉 = 1√
2

1∑
z=0

(−1)xz |z〉, to �e novo sta�e

biti:

|ψ2〉 =
1√
2n

(
2n−1∑
x=0

(−1)f(x) 1√
2n

2n−1∑
z=0

(−1)xz |z〉

)(
|0〉 − |1〉√

2

)
=

1

2n

2n−1∑
x=0

2n−1∑
z=0

(−1)f(x)+xz |z〉
(
|0〉 − |1〉√

2

)
Sada mere�em prvih n kubita dolazimo do rexe�a. Naime, ako je funkcija konstantna,
koeficijent uz sta�e |00 . . . 0〉 (tj. sta�e x = 0) je +1 ili −1, u zavisnosti od vrednosti
koju f(x) uzima. Odatle zak	uqujemo da je amplituda tog sta�a 1, odnosno mere�em moramo
dobiti taj rezultat. Ako je funkcija balansirana, sabirci u koeficijentu uz sta�e x = 0 se
potiru, odnosno amplituda je 0, pa sigurno ne�emo dobiti to sta�e. Dakle, kada izmerimo
sta�e prvih n kubita, ako dobijemo rezultat |00 . . . 0〉, funkcija je konstantna, za svaki drugi
rezultat koji izmerimo je balansirana. Va�no je napomenuti da Dojq-Jo�in algoritam radi
u svim sluqajevima, odnosno sa samo jednom primenom Uf uvek vra�a taqan rezultat.

H⊗n H⊗n

H

Uf

|0〉

|1〉

x

y

x

y ⊕ f(x)

|ψ0〉 |ψ1〉 |ψ2〉 |ψ3〉

n

Slika 16: Kolo za implementaciju Dojq-Jo�inog algoritma;
prva linija predstav	a n kubita
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Iako ovaj problem nije posebno znaqajan i �egovo rexe�e nije prime�eno za rexava�e
ostalih problema, pokazuje nam na koji naqin kvantni raqunari mogu da prevazi�u klasiqne.
Me�utim, primetimo da dizajnira�e kvantnih algoritama uopxte nije jednostavan zadatak,
pogotovo kada nam je ci	 da znaqajno uma�imo slo�enost. Tako se, na primer, ovaj problem
mo�e rexiti probabilistiqki na klasiqnom raqunaru do velike sigurnosti i sa znatno
ma�e pokuxaja od 2n, ali ako problem �elimo da reximo sa sigurnox�u, ci	 je ispu�en.
Zato se smatra da je Dojq-Jo�in algoritam1 veoma znaqajan i svakako je nastao pre slede�a
dva algoritma koja navodimo.

6.3 Groverov algoritam

Kvantni raqunari nam omogu�avaju optimizaciju pronala�e�a rexe�a u skupu od N
mogu�ih rexe�a. Na klasiqnim raqunarima, potrebno je proveriti svako mogu�e rexe�e,
pa je odgovaraju�a slo�enost O(N). Me�utim, koriste�i kvantnu pretragu, taqnije Groverov
algoritam2, mogu�e je dati problem rexiti u slo�enosti O(

√
N).

Prvo �emo uvesti takozvanu crnu kutiju koja proverava da li je ulazni parametar re-
xe�e koje tra�imo. U klasiqnom sluqaju, to bi bila funkcija f(x) koja vra�a jedan ako
je odgovor potvrdan, a nula u suprotnom. Naqin rada crne kutije ne�emo razmatrati, jer
zavisi i od samog problema, ali �e nax ci	 biti da prona�emo �e	eno rexe�e sa xto ma�e
�enog poziva�a. Na primer, ako nam je zadatak da prona�emo proste faktore nekog broja m
pretragom od 2 do

√
m, crna kutija bi obav	ala de	e�e broja m sa ulaznim parametrom i u

zavisnosti od ostatka vra�ala 0 ili 1.
U kvantnom sluqaju, smisao crne kutije je isti, ali je princip rada malo drugaqiji. Naime,

kao i ranije, koristi�emo sta�e |x〉 |0〉−|1〉√
2

i transformaciju |x, y〉 → |x, y ⊕ f(x)〉. Ovo sta�e
ostaje neprome�eno ako |x〉 nije tra�eno rexe�e, a u suprotnom se obr�e. U opxtem sluqaju,

novo sta�e je (−1)f(x) |x〉 |0〉−|1〉√
2

. U nastavku �emo posmatrati kubite iz registra bez posle-

d�eg, koji se nikada ne me�a, pa mo�emo re�i da crna kutija vrxi transformaciju:

|x〉 → (−1)f(x) |x〉

Za pretragu N = 2n sluqajeva, potrebno nam je n + 1 kubit. Prvih n dovedemo u sta�e
|0〉, a posled�i u sta�e |1〉. Nakon toga, sve ih propustimo kroz H logiqko kolo. Na taj

naqin, posled�i kubit smo doveli u �e	eno sta�e, a prvih n u superpoziciju
1√
2n

2n−1∑
x=0

|x〉.

Primetimo da sva sta�a imaju jednaku amplitudu. Nax zadatak je da pove�amo amplitudu
rexe�a x0 koje tra�imo. To se posti�e primenom Groverovog operatora na prvih n kubita
potreban broj puta. Groverov operator se sastoji od crne kutije, dva H⊗n logiqka kola i
jednog faznog logiqkog kola Z0 koje se ponaxa na slede�i naqin: Z0 |x〉 = |x〉, za x = 0,
a inaqe Z0 |x〉 = − |x〉. Takvo logiqko kolo se mo�e predstaviti preko matrica n × n kao
Z0 = 2 |0n〉 〈0n| − I. Ako oznaqimo D = H⊗nZ0H

⊗n, onda je: D = 2(H⊗n |0n〉 〈0n|H⊗n) −
H⊗nH⊗n = 2 |+n〉 〈+n| − I.

1David Deutsch, Richard Jozsa,Rapid solutions of problems by quantum computation, 1992.
2Lov Grover,A fast quantum mechanical algorithm for database search, 1996.
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Deluju�i na sta�e |ψ〉 =
2n−1∑
x=0

αx |x〉, dobijamo:

D |ψ〉 = 2 |+n〉 〈+n|ψ〉 − |ψ〉 =

= 2 |+n〉
2n−1∑
x=0

(
αx√
N
〈x|x〉

)
− |ψ〉 = 2 |+n〉µ

√
N − |ψ〉

gde je µ =
1

N

2n−1∑
x=0

αx sred�a vrednost amplituda. Da	e je:

D |ψ〉 = 2

2n−1∑
x=0

(
1√
N
|x〉
)
µ
√
N −

2n−1∑
x=0

αx |x〉 =
2n−1∑
x=0

(2µ− αx) |x〉.

Na poqetku su sve amplitude po 1√
2n

= 1√
N
,. Prolaskom kroz crnu kutiju, amplituda

sta�a |x0〉 postaje − 1√
N
, a ostale se ne me�aju. Kako je µ = 1

N

(
2n−1√
N
− 1√

N

)
≈ 1

N
N√
N

= 1√
N
,

to delova�em D amplitude sta�a razliqitih od |x0〉 ostaju pribli�no iste, dok amplituda
|x0〉 postaje 3√

N
. Dakle, jednom primenom Groverovog operatora, amplituda ci	anog sta�a

se pove�ala za 2√
N
. Svakim slede�im dejstvom �e se pribli�no pove�ati za isto toliko.

Nakon primene Groverovog operatora, a samim tim i crne kutije, O(
√
N) puta, ampli-

tuda rexe�a x0 �e biti ve�a od 0, 1. Stoga, ako algoritam ponovimo 100 puta, verovatno�a
nala�e�a rexe�a mere�em prvih n kubita prelazi 2

3 . Groverov algoritam problem pre-
trage rexava u ma�oj slo�enosti od klasiqnog, ali za razliku od Dojq-Jo�inog algoritma
nema sigurno rexe�e, ve� verovatno�a nala�e�a rexe�a zavisi od broja ponav	a�a celog
procesa.

H⊗n

H

D D

crna
kutija

crna
kutija

|0〉

|1〉

n

. . .

Slika 17: Kolo za implementaciju Groverovog algoritma; Groverov operator predstav	aju crna
kutija i D kolo i ponav	a se O(

√
N) puta

6.4 Xorov algoritam

Xorov algoritam predstav	a algoritam za brzu faktorizaciju brojeva i mo�e biti
veoma primen	iv. Na primer, ve�ina kriptografskih sistema se zasniva na nemogu�nosti
brzog rastav	a�a velikog brojaM na proste qinioce (NP problem). Me�utim, korix�e�em
Xorovog algoritma, ovaj problem postaje rexiv u polinomijalnom vremenu, te stoga ugro�ava
uspostav	eni sistem xifrova�a.
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Xorov algoritam3 se sastoji od operacija koje mo�emo izvesti i na klasiqnom raqunaru
i od odre�iva�a poretka s broja A po modulu M (odnosno najma�eg prirodnog broja takvog
da je xs ≡ 1 (mod M), gde su A i M uzajamno prosti). Zato �emo sada opisati kako se
efikasno mo�e odrediti s na kvantnom raqunaru. Potrebna su nam dva registra kubita u

sta�u |0〉. Prvo pripremimo kubite u prvom registru u superpoziciju
1√
2n

2n−1∑
x=0

|x〉, gde je

N = 2n proizvo	an broj izme�uM2 i 2M2, i dobijamo sta�e |ψ1〉. Potom brojeve propustimo
kroz Uf kolo koje za ulazno sta�e |x, 0〉 daje sta�e |x, ax mod M〉 i dobijamo sta�e:

|ψ2〉 =
1√
2n

2n−1∑
x=0

|x〉 |ax mod M〉

Potom izmerimo kubite iz drugog registra i kao rezultat dobijamo samo jedan ostatak c,
odnosno sta�e |c〉. U prvom registru tada ostaju samo kubiti koji ispu�avaju uslov ax ≡ c
(mod M), odnosno dobijamo sta�e:

|ψ3〉 =
1√
D

D−1∑
a=0

|x0 + as〉 |c〉

gde je D = [ 2
n−1−x0

s ] + 1 broj pojav	iva�a ostatka c, a x0 najma�i prirodan broj takav da je
ax0 ≡ c (mod M).

Uvedimo sada kolo koje predstav	a kvantnu Furijeovu transformaciju. Ono za sta�e u
prostoru sta�a |0〉 , |1〉 , . . . , |N − 1〉 vrxi slede�u transformaciju:

|j〉 → 1√
N

N−1∑
k=0

e2πijk/N |k〉

i mo�e se predstaviti unitarnom matricom:

FN =
1√
N


1 1 1 . . . 1
1 ω ω2 . . . ωN−1

1 ω2 ω4 . . . ω2(N−1)

...
...

...
. . .

...
1 ωN−1 ω2(N−1) . . . ω(N−1)(N−1)


gde je ω = e2πi/N . Kvantnu Furijeovu transformaciju prime�ujemo na prvi registar sta�a
|ψ3〉 i dobijamo:

|ψ4〉 =
1√
ND

N−1∑
γ=0

D−1∑
a=0

e
2πi
N γ(x0+sa) |γ〉 |c〉 =

√
D

N

N−1∑
γ=0

(
1

D

D−1∑
a=0

e
2πi
N γsa

)
e

2πi
N γx0 |γ〉 |c〉

≈ 1√
s

N−1∑
γ=0

(
1

D

D−1∑
a=0

e
2πi
D γa

)
e

2πi
N γx0 |γ〉 |c〉

jer je s ≈ N
D . Koriste�i da je suma

1

D

D−1∑
a=0

e
2πi
D γa jednaka 1 kada je γ celobrojni umno�ak

broja D, a 0 inaqe, dobijamo da je:

3Peter Shor,Polynomial − Time Algorithms for Prime Factorization and Discrete Logarithms on a Quantum
Computer , 1994.
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|ψ4〉 ≈
1√
s

N−1∑
γ=0
γ=kD

e
2πi
N γx0 |γ〉 |c〉.

Slede�i korak je mere�e kubita iz prvog registra. Kao xto vidimo, mo�emo da dobijemo
samo rezultat kD (k je ceo broj) koji je pribli�no jednak kN

s , odnosno γ
N ≈

k
s .

Predstav	aju�i izmereno γ
N u obliku veri�nog razlomka a0 +

1

a1 +
1

a2 +
1

a3+
1

···+ 1
am

, gde

su a0, a1, a2, . . . , am nenegativni celi brojevi, a m takozvani red konvergencije ovog razlomka
i ponav	aju�i cao postupak dovo	an broj puta, mo�emo odrediti poredak s.

Sada se vra�amo na rastav	a�e broja M na proste faktore. Prvo klasiqnim algori-
tmima proverimo da li je M paran ili je stepen prostog broja i u sluqaju da jeste vratimo
odgovaraju�i prost faktor. Ako nije, izaberemo nasumiqno broj A ma�i od M . Ako A i
M nisu uzajamno prosti, vratimo odgovaraju�i zajedniqki prost delilac, a u suprotnom
koriste�i opisan algoritam na�emo poredak s broja A po modulu M . Ako je s paran i
As/2 6≡ −1(mod M) , izraqunamo NZD(As/2 − 1,M) i NZD(As/2 + 1,M) i proverimo da li
je neki od �ih prost faktor broja M . Ako jeste, vra�amo taj broj. U suprotnom algoritam
nije uspeo da na�e prost faktor i ponav	amo ga za neki drugi broj A.

Ceo algoritam ponovimo potreban broj puta. Algoritam nam sa velikom verovatno�om
efikasno rexava problem nala�e�a prostog faktora velikog broja.

Uf

H⊗n QFT|0〉

|0〉

n

b

|ψ0〉 |ψ1〉 |ψ2〉 |ψ3〉 |ψ4〉

Slika 18: Kolo za implementaciju Xorovog algoritma; Ovde je b najma�i takav broj da je 2b > M ,
jer u prvi registar idu brojevi do N , a u drugi brojevi do M
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Kroz ovaj rad upoznali smo se sa osnovama kvantnog raqunarstva kroz tri povezane
oblasti: matematiku, fiziku i informatiku. Sam koncept i naqin na koji uvodimo kubite
i operacije nad �ima je matematiqki formalan i kao takav ne mora postojati u realnosti,
ve� mo�e ostati na nivou apstakcije Univerzalnog kvantnog raqunara. Poxto inspiraciju
i mogu�nost ostvariva�a koncepta u realnosti zasnivamo na kvantnoj mehanici, nemogu�e je
procese dub	e analizirati bez pomo�i fizike. Fizika nam objax�ava interakcije kubita,
interferenciju i superpozicije sta�a, uvezana sta�a i sliqne fenomene na koje nailazimo.
Tako�e, eventualnim novim otkri�ima u kvantnoj teoriji omogu�ava i da	i razvoj kvantnog
raqunarstva. Naravno, u osnovi samog raqunarstva je obrada informacije i potreba za
�om, pa otuda sledi informatiqki pogled na stvari. Kvantna fizika uvodi kvantne os-
obine informacije, koje se znaqajno razlikuju od klasiqnih i koje ostav	u prostora za rad
kvantnim informatiqarima. Samo do sada sreli smo se sa �enom teleportacijom na velike
uda	enosti, xto je posledica uvezanih sta�a, ali i sa nemogu�nox�u �enog kopira�a.

Klasiqni bitovi imaju samo dva mogu�a sta�a, 0 i 1. Logiqna nadograd�a, pogotovo kada
imamo sazna�a o kvantnoj mehanici i kada smo nailazili na problem simulacije kvantnih
sistema na klasiqnim raqunarima, predstav	a uvo�e�e kubita kao linearne kombinacije
tih sta�a, sa dodatkom prelaska u jedno od �ih prilikom mere�a. Sva da	a svojstva
kvantnih logiqkih kola i kvantnih algoritama slede odatle. Primetimo da sloboda koju
imamo prilikom matematiqkog zasniva�a logiqkog kola (jedini uslov je unitarnost ma-
trice) omogu�ava da sve �e	ene operacije zaista mo�emo da predstavimo preko logiqkih
kola i izvedemo. Sa druge strane, postoja�e univerzalnih logiqkih kola obe�ava u pogledu
praktiqne realizacije zamix	enih algoritama.

Uvideli smo da je mogu�e sve procese sa klasiqnih raqunara izvesti i na kvantnim, te
stoga sigurno kvantni raqunari ne�e biti ma�e mo�ni od klasiqnih, xto opravdava ulaga�a
u �ihovo da	e razvija�e. Qak i ako bi se ispostavilo da je BQP = BPP, to xto smo prvo
doxli do efikasnih algoritama za neke probleme na kvantnim raqunarima govori o �ihovoj
pristupaqnosti. Tako�e, mogu�e je da za probleme koji jesu efikasno rexeni na klasiqnim
raqunarima postoje jox efikasnija rexe�a na kvantnim, poput kvantne pretrage. Jox jedna
stvar koju nam pru�aju kvantni sistemi je generisa�e istinski nasumiqnih brojeva, odnosno
situacije u kojima priroda sama bira rezultat mere�a, xto na danax�im raqunarima nije
postignuto.

Prednosti su mnoge, pa bi tako samo paralelno procesira�e i navedeni algoritmi mogli
da imaju raznovrsne primene, pogotovo u simulira�u fiziqkih sistema i probija�u xifara
koje danas koristimo. Dizajnira�e novih kvantnih algoritama je izuzetno te�ak zadatak,
jer smo u radu navikli na klasiqne sisteme. Tako�e, nije dovo	no osmisliti algoritam, ve�
on mora biti za klasu bo	i od klasiqnog. Za sada nemamo predstavu koliko toga mo�emo
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da postignemo na kvantnim raqunarima, zbog qega je va�no nastaviti sa unapre�iva�em
tehniqkih uslova za �ihov rad i razvija�em novih algoritama. Dovo	no je da se setimo
da dodava�e jednog kubita odgovara udvostruqiva�u broja klasiqnih bitova i da znamo da
radimo na pravom zadatku.

Na kraju, zanim	ivo je napomenuti da kvantno raqunarstvo ne mora biti zasnovano na
kubitima. Kao xto teorijski klasiqne raqunare mo�emo zasnovati na sistemima sa raz-
liqitom osnovom, tako i kvantni raqunari mogu raditi sa drugim osnovama. Na primer,
ukoliko odaberemo osnovu 3, u pita�u su kutriti koji mogu biti u sta�ima |0〉, |1〉 i |2〉 i
�ihovoj superpoziciji. Ispostav	a se da neka sta�a koja su uvezana kada ih posmatramo u
sistemu sa osnovom 2 nisu uvezana u nekim drugim prostorima sta�a. Ipak, to ne znaqi da
se uvezana sta�a mogu izbe�i u potpunosti, jer je ono xto nam omogu�avaju veoma znaqajno.
Konaqno, odabir osnove 2 je logiqan, jer je analogan klasiqnim raqunarima i kao takav
najvixe intuitivan i naravno najjednostavniji za rad i da	e proraqune.
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