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1. YBona

IIpBe Kopake y cdepu pauyyHapcTBa W padyHapcke oOpaje mHbOpMaluje Hampasuo je Asan
Tjypunr, Koju je y cBom paay 1936. roammel, MaTemaTHaké yBeo MOes TpOrpaMabuIHOT KOMII-
jyrepa, onaocuo Tjypunrrose mammune. I[lokazao je ma mocroju Yuusep3anua TjypuHroa marmmHa
KOja MOZKe JIa PeIln CBaK| MpoOseM 3a KOju IOCTOju airopuTraM Ha 6uiio Kojem apyrom ypebajy. Ha
Taj HAYHUH je yCIOCTABJHEHA AHAIOTHja m3Mely MaTeMaTudKor MOJeIa U peanaHux ypebhaja, momyr
JaHammux padynapa. lllTasurie, cBakyu nmpobaeM KOju MoxKe OUTH pereH BpeMEeHCKN epUKacHO
Ha HeKOM ypehajy, moxke Outum pemen ebwukacHo u Ha Tjypuurosoj mamuuu. To mpeacraBiba
Yepu-Tjypurrosy Tesy.

o mpBe momyHe oBe Te3e M0JIa3u yCaed aarOpuTMa 3a yTBphuBame 1a i je 6poj mpocT Koju ce
3aCHMBA HA HACyMUYIHUM OpojeBuma. Hawmme, HA OCHOBY HEKOJIMKO [IOHAB/bAHA AJTOPUTMA, MOryhe
je yrBpauTu 1a je 6poj mpocrt ca oapehenom BepoBaTHOhOM uiu J1a je curypHo cjioxen. Kako
HUje TMO3HAT CJAWYaH e(PUKACAH AJTOPUTAM HA JETEPMUHUCTUYKO] 1jYPUHTOBO] MAIlWHW, TE33, je
JIOTIYI-E€HA TaKO J]a TBPJM /14 Ce CBAKH IMIPOIEC MOKe e(pUKACHO CUMYJINPATH Ha MPOOAOUINCTHIKO]
TjypunroBoj marunu.

KonnenT pagyrapa Kakas ganac KopucTtumo moctasuo je [lor ¢porn Hojman. Hakon Tora momasu
JIO IPOHAJIACKA TPAH3WCTOPA U PAa3BOja PadyHAPCTBA 3HAYAJHOM OP3WHOM. ¥ IIPHUJIOr TOME FOBODH
u 3aKoH Koju je 1965. roaune emunupujcku nocrasuo L'opgon Myp, jenan ox ocHuBada KOMIIAHH]E
Nuten. Ilpema ToM 3akOHY, CBake IABe ToaumHe MON padyHapa u OpOj TPAH3UCTOPA y FHUMA, Ce
YABOCTPYYH 3a UCTY TeHy u3pase. Tako ce, ox 2000 Tpar3ucTopa modeTkoMm 70-UX TOAuHA, JIOILIO
JI0 TIPEKO MUJIMjap/ly TPAH3UCTOpa y MuKpomnporecopuma. I[loBehame 6poja TpaH3ucTOpa MPUPOIHO
paTu U CMamuBame HBUXOBUX auMmen3uja. Tako je moryhe npumenntun MypoB 3akon Ha jomur jBe
WA TPY T'€Hepalyje Ipe Hero IITO MOCTAHY TOJIUKO MAJIK Ja 10 u3paxkaja nohy kBaHTHU edekTu.
AnrepraTuBa cMamuBaKy OUMEH3HMjaA je yrmoTpeda HOBUX TOMYNPOBOIHUUKAX MaTepujaja, Kao u
MTPaBJbEIHE BUIIEjE3TaPHUX MPOIECOPA, AJIH CBAKAKO MOYKEMO OUEKUBATH Ja CE CMAIHUBAHE HE MOYKE
moTIyHO u3behmu.

Kpanrna Mexanuka npeasuba mojaBe Ha KOje HHNCMO HABUKJIM Y KiIacwdHOj dusumm. Hecture
Ce 9ecTo TOHAIIAjy Kao Talacd, Ma je YCIOCTAB/bEH TaJlacHO-decTwdHu ayanu3am. Camy ,rtamac-
gectuily” onucyje tajacHa (pyHKIHja, a HEH [OJ0XKA] U UMILYJIC HE MOXKEMO TA9YHO OJIPEIUTH, O
qeMmy rosope Xajsenbeprose penanumje Heompehenoctu. I3y3erHo je 3Ha9ajaH mOCTyJ/aT KBAHTHE
MeXaHWKe MO0 KOjeM, aKO CHCTeM MOXKe ja Oyme y cramwy A m y cramy B, oHma moxke ma Oyme
W y Tpou3BOJbHOj cymepmosuimju cratba A m B. Crame crucrema MOXKe Ce OIPEIUTH MepemheM
HAKOH KOjer CHCTeM IIpesia3n y U3MEpPEHo cTame. Takole, KBAHTHA MEXaHHKa MPEeaBuha MOCTOjambe
YBE3AaHUX CTaba, OJIHOCHO CUTYallHja P KOjuMa ce oapehuBameM Crama je/iHe 9eCTHuIle TPEHYTHO
yrude Ha crame apyre. Vako cy meka oz oBuX npeiasubarba /1es10Bajia KOHTPAUHTYUTUBHO U KAO
Jla, HApYIIaBajy HEKe OCHOBHE TpWHIWIME (DU3NKe, KBAHTHA MEXAHWKA, je jeqHa O J0CaJ Hajoosbe
norBpljeHux Teopuja y Gpu3UIM 1 HATA3W CBO]Y JaJby NMPUMEHY.

LA. M. Turing — On computable numbers, with an application to the Entscheidungsproblem,1936.
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Jomn 1982. romumne, Puuapn Pajuman npumeTno je na je cuMmyJinparme KBAHTHUX CHCTEMa Ha
KJIACHIHUM padyHapuMa n3pas3uro Temko. Kako 6u To n3berao, mpeake mpeaa3ak Ha padyHape
Koju Om OwWyM 3aCHOBAHU HA MPUHIMIINMA, KBaHTHE Mexanwke. Hakow tora, 1985. romume, Jasun
Hojua nedunurie ypehaj, YHuUBEp3aJHN KBAHTHU PAdyHAp, KOju Om Omo crmocoban ma eduxkacHo
CUMYJIUpa TPOU3BOJbHU (DUIWYKH CHCTEM. 300r KBAHTHO-MEXAHWYKHX OCOOWHA, TPUPOJE, MPEeT-
mocTaB/ba Ja 6u m TakaB ypehaj 6mo 6asupaH HA KBAHTHO] MEXAHUIU. JOII yBEK HUje MO3HATO
na i Ou YHUBEP3aJHA KBAHTHUA PAYyHADP MOrao Ja [IOCTOjH, ajii IIOCTOje aJrOPUTMH 338 KBAHTHE
padyHape Koju oMoryhaBajy eduKkacHo peraBame mpodaeMa 3a Koje ce CMaTpasio a He MOTY OUTH
edukacHo pereHn Ha, TjypUHTOBOj MAIMHU, OJHOCHO HA KJIACHIHUM PATYHAPUMA.

IIpBu TakaB mpuMmep HaBeo je cam J0j9 Kaja je MCKOPUCTUO OCHOBHE MMPUHITHAIIE KBAHTHE MEXaHU-
Ke Kako 6m omoryhmno mapaJiesiHo u3padyHaBarbe 33 BHUINIE PA3IUIUTHX CTamba. 1o je 1992. romumme
uckopuiiheno y Jloju-Joxxunom anropurmy 3a edpuxkacuo pemaBame npobieMa KOju Ha KIACHIHAM
padyHapuMa 3aXTeBa eKCMoHeHTmjanny ciaoxkenoct. loamne 1994, Ilutep Ilop monaszm mo an-
ropuTMa Koju omoryhasa Op30 pacTaB/baibe BEJIMKOr Opoja Ha mpocTe (akTope, MITO Ce paHWUje
cmarpasio na Huje moryhe m crora je xopurmheno 3a mindpOBame Ca TAKO3BAHUM MPUBATHUM
ksbydeMm. JIBe rogmae kacuuje, JloB I'poBep o6jaBspyje asropuraM 3a KBAHTHY MPETPAry MOJATAKA
Y CJIOXKEHOCTH MAarb0j Off JIMHEeapHe.

JlakJie, KBAHTHU padyHapu OoMOoryhapajy pelnaBame mpobiemMa 3a KOje ce paHuje BepoBajo Ia
He MOry 6mTH edUKACHO peIeHn WM HyJe Mamy CJI0KeHOCT of1 Kiacuunnx. Ha kBaHTHMM pady-
HapuMa je Moryhe CHMyJIupaTu CBe mTo je Moryhe u Ha KJIACHYIHUM, aJI Ce OCJIambajy U Ha (pusndke
10jaBe KOje HUCY Y OCHOBY PaJa KJIACHYHUX PpadyHapa. Tako ce KBAHTHU CUCTEMH MOTY KOPUCTUTH
3a TeJIeOPTOBabe HHMOPMAIHje, TEHEPUCAhe NCTHHCKN HACYyMUIHEX OpojeBa, mpobujame KOI0Ba,
anm U 3a npeHouiemne uHdopmanuje ca curypHomly OTKPUBAKA €BEHTYAIHOD LIPUCUIIKUBAMDA.
IIpumene n mMoryhHOCT masber pasBoja cy BeJIWKH, 300T dera Cy KBAHTHU PAYyHAPH Y KUKU MH-
TepecoBama JaHammux nHdopmarnydapa u dusnydapa. lnsp je omoryhurn yciose y Kojuma 6m
KBAHTHH padyHApPH MMOCTOjaJ i U MOTIN Ja paje OHAKO Kako Mu odekyjemo. /lo cama je objaBibeHo
ycremntao ¢dpopmupame pagynapa ca npeko 1000 kBaHTHUX OGHTOBA.

Y oBom pany 6uhe mpecTaBRbeH MOAET KBAHTHAX pAadyHapa MPeKo KBAHTHUX JIOTHIKUX KOJIa,
AHAJIOTHUX JIOTUYKUM KOJINMa HAa KOja CMO HABWKJIM Y KJIACHYHUM padyHapuma. Popmasno hemo
YBECTH KBaHTHe OMTOBe U OIllepaliyje Koje ce y KoMmMa Bpine Haj mrMa. Hasemnrhemo najBaxkuumja
KBAHTHA KOJIA W JEeTa/bHUje ONUCATH NPEJIHOCTH KBAHTHUX DPavdyHApa Kpo3 Beh HaBemeHne airo-
purme. Bugehemo n kakaB 3Ha4aj mmajy orkpuha y cdepu KBAHTHOD PAIyHAPCTBA 33 I'PYIHCAHE
mpobsiemMa y Kjace C/IOKEHOCTH.



2. KBaHTHHU OuUTOBU - KyouTtun

2.1 OcHoBHa cBojcTBa KyouTa

YV kjacu4HO] TEOpHju, OCHOBHA jenuHuina uHoOpmanuje je 6mur. BuroBm mMory mmaru camo
jenuy on mBe Bpemuocty - 0 wim 1, u OHA je jeaWHCTBEHO OnapeleHa HE3ABHCHO OJ, TOTA Ja JIU je
MPETXOIHO M3MEPEHA. DUTOBM ce MOTy KONMMpPATH, MPEHOCUTH W YUTATH 0e3 yTHUIaja Ha OCTaJe
O6UTOBE Yy CHCTEMY.

Ha cimarOM KOHIIENTY je 3aCHOBAHA M KBAHTHA TEOPHja WHMOPMAIIHje U KBAHTHO PAYYHAPCTBO.
OcHoBHA jenWHWIIA je KBAHTHU OWUT, OMHOCHO KyOuT. 3a pasjuKy O KJIACUIHUX OWTOBA, KyOUTH
pPeJICTaB/bajy KBAHTHE CHCTEMe Koju Mory ouru y asa crama (0 u 1), anu u y BUXOBOj CylepIo3u-
nuju. Crama 0 u 1 ce, mo JIupakoBoj HOoTaImju, 3amMucyjy KeT BEKTOPUMa, KOjU Cy MATeMaTHIKH
1
0

objekaT Koju IpecTaB/ba JUHEAPHY KOMOMHAIIN]Y OBa /IBA CTAHA:

) =al)+ 510 = (5)

OBze cy o u f KOMILIEKCHE OPOjeBU KOjU Ce HA3UBAjy aMILIUTY/ € OArOBapajynux crama, a Cpa3MepHT
Cy BepoBaTHONM HajaxKema YeCTHIe y TOM cTamy. KybwTum Mmory y3mMmarun OECKOHAYHO MHOTO
Cratba, OJHOCHO YUTaB KOHTHHYM cramba usMely |0) u |1). Mepemwem kybura ne nobuja ce un-
dbopmanuja o nmojenuaauauM amnuuTynama, el camo konawno crame |0) mwmm |1). Beposarnoha
nobujara crama |0) je |of®, a crama [1) je |3]°. Onma mopa na saxu: |af® + |8]* = 1. Y sehuuu
Cy4YajeBa y KBAHTHOM DAYyHAPCTBY, aMILUIUTYIEe Cy peajnu OpojeBu. BazkHo je HamoMmeHyTw m1a
HAKOH Mepema, KyOUT Mpejia3u y W3MEepeHo CTame, OMHOCHO U3 cTama [1) = «|0) + 5 |1) npenazn
y crame |0) unn |1).

0
3ampaBo BEKTOpH KojioHe: |0) = n |1y = 1) Onpa ce KyOUT yBOJM KO0 MATEMAaTHIKU

3a CBaKO CTame 3alUCaHO KeT BEKTOPOM, MOKE Ce YBEeCTH 3aIUC 6pa BEKTOPOM, OJHOCHO BEK-
TOPOM BPCTOM, KOjH HOCH €KBHMBAJIEHTHY HMH(MDOPMAIIN]y:

O/ =(1 0), (= (0 1), (@] =a"(0[+p" (1] = (a* ),
rae cy o n 3* KoHjyroBaHe BpenHocTn amminTyna. ITocmaTpajMo nBa pasmwuanta Kyoura: |¢) =
al0) +b|1) u |¢p) = c|0) + d|1). IIponssox Gpa n KeT BeKTOpA je:
c

Wl 1) = i) = () (§) =aresvd

7 oAroBapa mpekJjamnamy udMely crama ¥ u ¢. Tako ce 3a meljycobHO HOpMA/IHA CTama A00Wja
pesynrar 0, 3a jenHaka crama (P[) = |0z|2 + \6|2 = 1, a BepoBarHoha HanaxKemwa Kybura |1)) y
cramy |0) ce mozxke onpemuTu xao |{1)|0)].
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Ca npyre crpane, Tpou3BoO, KeT u Gpa BEKTOPA Jlaje MATPHUILy:

a « g\ [ac® ad*
koja hie mam Outw o7 3HaYAja Kaga OyaIeMO aHAJIU3UPAJIN JIOTHYKA KOJIA.

Crama |0) u |1) dbopmupajy oproHopMupany 6a3y BEKTOPCKOI IIPOCTOPA. Y 3aBUCHOCTH O
GuU3MIKOr cucTeMa KOju OIHUCY]y, MOT'Y ce DmpaTu pasjmmdaure 0a3e, a pe3yiTaT Mepermba 3aBUCH O
6aze. Ha mpumep, ako ompelyjemo mosrapusaiujy JHHEAPHO MOJAPU30BAHOT (POTOHA, U3MEPEHA
BpeaHoct hie GuTu my»k oce nojapusaTopa (OIHOCHO 3aBUCH OJf B€HOT 07abKMpa), & CMep 3aBUCH O
omroBapajyhux ammyuryna. CaudHO, ¥ KyOUT MOXKEMO TIOCMATPATH y PA3IHIUTHM OPTOHOPMHU-
pamuM Oa3ama.

1 1
ITocmarpajmo Kybut koju je y crawy — |0) + 7 |1). HberoBum mMepemeM y oJHOCY Ha yoOUUYajeHy

NEIRV

. 1
6a3y mobmja ce crame |0) ca BepoaTHONOM —, OIHOCHO cTame |1) ca ncrom BepoBarHohom. Meljy-

0 1 0)—]1
THM, aKO YBEZEMO CTama |+) = [0+ 1) ul|-)= |>\/§|>

V2

6a3y. Kako je npurIunujeaso Moryhe u3BpIiuT Mepermhe Y OTHOCY Ha CBAKY OPTOHOPMUPAHY 6a3y,
pe3ysrar Mepema y onHocy Ha oy 6asy fie ysek 6urtu |+). dakie, onasje je jacHO Aa, MAKO HAYUH
Ha KOjU HPEJICTaB/baMO KyOUT HE yTUYe Ha Ibera, pesyjIrar CaMOr MePerha U T€ KAKO 3aBUCH Off
n3abpane 6a3e.

, 10OMjaMO jOIIl jeHy OPTOHOPMUPAHY

Ha pajy, npe mero mrro mpehemo Ha rpaduvko npeacTaBbame KyOnTa, HATIOMEHUMO jOIIT jeTHY
BaykKHy Pa3JINKy y OJHOCY Ha KJIacuIHe OUTOBe Koja he 6mTu KacHuje merasbHEje objammena. [lopesn
TOra MITO Ce YATambeM, OTHOCHO MepemeM KyOnTa Merba heroBo CTambe, HeMoryhe je konmparn! mim
npereru Kyour 06e3 mpomene crama. Takohe, durame jeHOr KyOuTa y padyHapy MOXKE yTHIATH

Ha, OCTaJIe KyOuTe, IMITO CBAKAKO HUje CAYUaj Ca KIACHIHOM MH(MOPMAIHjOM.
2.2 Dbaoxosa cdepa

Ocnamajyhu ce Ha ycjios \04|2 + |ﬂ|2 = 1, BpegHOCT KyOHMTa C€ MOXKE HIYCTPOBATH TAYKOM
Ha jemuandHO] cdepu - T3B. Bioxosoj cdepu. Ilpso hemo nokasarm ga ce cBaku Kyout |¢) =
|0) + B|1), morxe npexcrasutn y 06Ky 1) = e*¥(cos § |0) + e sin § [1)). TIpurom v oxrosapa
da3Hoj pasmmmu KOja HEMa MPUMETHHX edekara W CAaMUM THM C€ He MPeJCTaB/ba HA BJIOX0BOj
chepm.

AMimumaryne « u S cy KoMiieKCHE OpOjeBH, I1a, ¢e MOr'y IIPeACTaBUTH y O0JuKY o = x1+iy, u 8 =
Ty + Y2, OJHOCHO (x = rlei¢1 up= roel?®? y LOJIADHUM KOOPJAMHATAMa. AKO U3BYy4eMO PeJIaTHBHY
dazy mobujamo |¢) = €1 (r1 |0) + rae’(?2=91) |1)), ommocro |¢) = €' (r1 |0) + (z +4y) [1)). Cana,
smajyhn na sazxu |r1|° + |z + iy|> = 1, omrocHo 12 4+ 22 +y% = 1 MOKEMO OBOM CTAHsy MPHAPYIKATH
TauyKy Ha jenuHndHOj cepu. Ako ysememo cdepue koopaunare 6’ u ¢, mobujamo:

x = sin’ cos ¢
y = sin @’ sin ¢
ry = cosf’

Mebyrum, kako ce cBa crama Hanaze uamehy ¢ = 0 (crame [0)) u 6/ = 90° (crame [1)), oBako
yBesene koopauHare he cBa crama npecaukatu Ha noaycdepy. Crora ymecro yroa 6/ ysommmo

INo — cloning theorem; W. K. Wootters, W. H. Zurek, A single quantum cannot be cloned, 1982.
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yrao 6 = 20 u komauno gobmjamo: 1) = e'®1(cos & |0) + '®sin £ [1)), mTo je 0bmux Koju cmoO
TPAKHIIH.

Jlakjie, cBaku KyOHUT MOYKEMO MPEJICTABUTH HA jeWHWYHO] Bj10x0BOj cdepu Tako mro merose
aAMILINTY/IE 3AMUIIEMO Yy o/iroBapajyfieM obJuKy u puIpyKUMO UM ozrosapajyhe cdepue xoop/u-
uare. [Tpumerumo Jja npu OBaKBOM IIPEJCTaBIbaiby CEBEPHOM 1oJy cdepe oarosapa cramwe |0), a
jyxxuom crame |1). Nako cy ta aBa crama MareMaTH4Ku OPTOroHaJHa (HOpMaJsiHa), HA cdepu ce
[IPE/ICTABIbAjY JAUjaMeTPAIHO CYIPOTHUM Tadkama. VIcTo BaKu U 3a 0CTajia OPTOrOHAJIHA CTAbHA.

V4 V4

1

Ciuka 1: Ilpexacrasipame npousBospbHOI Kybura Ha BisioxoBoj cdepu y 3aBucHocru oz yriosa 6 u ¢
(;reBo); Kapakrepucrnunn Kyburn Ha cepu: taukama 0, 1, 2, 3, 4 u 5 pegom oxrosapajy crama |0), |1),
0) +[1) 0) = [1) 0) +4[1) 0) —i[1)

- -) = R = wlL) =

=" NG NG NG

(mecmo)

2.3 BwumecTtpyku Kyoutn

ITocmarpajmo caza asa Kybura. Onu nojeaunadno mory 6uru y cratbuma |0) u |1), na pesysarar
BUXOBOI Mepera Mory 6uru crama |00), [01), [10) u |11). Crora, cucrem ce npe Mepemba HAJIA3U Yy
CYIEPIIO3ULIMjU OBUX CTatba, OJHOCHO:

‘1/}> = Qo |00> + a1 |01> + oo |10> + o1 ‘11> =

Kao u 1o caza, Beposarnoha mobujarba CBAKOT MOjEINHAYHOr CTAFhA JEIHAKA jeé KBAIPATY MOJIYJIA
onrosapajyhe ammyuryne. Ykymua seposarnoha je 1, na Baxu: |ago|? +|ao1]? +|a1o|? +|a11]? = 1.
Ba3y kojy y3umamo 3a npejcraBbaie [eJOKYITHOI CTama CUCTeMa Bullle KyOuTa Ha3mBaMo 0a3a
U3paIyHABABA.
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Cimano, 3a Tpu Kybuta mobujamo cienehe:
[9) = oo [000)+cgo1 [001)+an10 [010)+apn11 [011)+ar1og [100)+aro1 |101) 410 [110)4avy1q |111).
Taga mMepemem mobujamo jeman ox pesyarara [000), [001), [010), |011), |100), |101), |110) u |111).

AnajiorHo, cucreM BHIIECTPYKUX KyOWTa MOXKEe OUTH CAYUILEH O IPOU3BOJLHOL [IPUPOIHOL
6poja mojeauHAYHEX KyOuTa. BaKHO je HATTOMEHYTH /13 TIOPE NCTOBPEMEHOT MEPeHha CBUX KyOuTa,
MOXKEMO MEpHTH TIojefuHaqdHe MojacKynose. Ha mpumep, monaselin o crama |¢) = agg|00) +

ap1 [01)+aqg [10)+aq1 [11), ako m3mepumo camo iper KyOuT, mobujamo pesyarat |0) ca BepOBaTHO-

00 01 .
hom |ago|? + |ao1]? m momasmmo y crame [¢p) = % Cnmano BaxkW W 3a J00Wjame
@00 @01

pesysrara |1).

Ako nonazumo oz 1Ba Kybura [0) = a |0) +b|1) u |¢) = c¢|0) +d|1), perucrap cadnmes o1 HUX
MOzkeMO (pOpMUPATH jeJHOCTABHO BHUXOBUM JIeKapPTOBUM HPOU3BOIAOM:

ac

) ® |¢) = <Z) ® (2) - ‘gf = ac|00) + ad [01) + be|10) + bd |11).
bd

[ToTmyHO aHOJIOTHO Ce TIOCTYTA U 33, BUIIE O ABa KyOurta. Perucrap cadnmen Of BUIIE KyOUTA UMa,
3HAYAjHE PA3JINKE Y OJHOCY Ha Kjacude perucrpe ca obmroBuma. Hamme, kybutu mory meljycobmo
uHTEpMEPUPATH U TAKO YTUIATH HA PE3YJITAT KOjU JA00MjaMo, MITO Ce ca OMTOBUMA, OUUIJIETHO HE
nemasa. Takohe, BumecTpyku Ky6uru Mory OUTH y TAKO3BAHUM KBAHTHUM yBE3AHUM (CIIPErHYTUM )
CTambUMa. 3a CTame KaykeMo JIa je YBE3AHO aKO U CAMO aKO Ce He MOXKe IPEICTaBuTH Kao JlekapTos
MPOM3BO/I BUIIIE MOjeIMHATHUX CTara. Hajmo3Hnaruje TakBo crame je BemoBo crame mo3HaTo u Kao
EIIP? nap: [¢) = %. Y BesnoBoMm cramy, BPEIHOCT IIPBOI' U JIPYIrOr KyOUTa Cy yBEK jeIHake,
a, Cé TaKO MEpEeHeM CaMoO jeTHOT O BUX AUPEKTHO oapelyje u crame apyror. 3aHUM/BUBO je 1A
OBaKBa CTama HeMajy oAroBapajyhy mapaseny y kjaacudnoj dpusuim.

3Hadaj yBe3aHUX CTamba y KBAHTHOM padyHapcTBy OGuhe mpuMeTaH KO MapaJIeHOT MPOIECUPAHA
KOj€e je OCeTHO ONTUMAJIHUje HEro y KJIACUIUM padyyHapUuMa.

2A. Einstein, B. Podolsky, N. Rosen; ETIP napagmoxc: Can Quantum — Mechanical Description of Physical Reality
be Considered Complete?, 1935.



3. KBaHTHA Jlorm4ykKa KoJia

3.1 YuumTapHe MaTpUIie

Ksanrau padynapu ce, Ka0 ¥ KJIACUIHU, CACTOje O KOJIA CAYUIbEHUX OJI CUTHUjUX KBAHTHUX
JIOTMYKWUX KOJIA. YJIOra KBAHTHUX JIOTHMYKHX KOJIA jeé MAHHUIYJIACAhe WH(OOPMAIHjOM TaKO IITO Ce
Ha jeJIHOM WJIM BUINE yJIAa3HUX KyOuTa M3BpIaBa ofpeleHa onepaiuja u MpeBojie ce Y HOBO CTambE.

KBanrtHa snormyka KoJsia ce MOry IPEJCTABATH MaTpUIilamMa. 1ako ce, Ha MpUMep, KBAHTHA
JIOTUYKA, KOJIA HAJ, jeIHUM KyOUTOM IMpEeACTaBbajy MATpPUIlaMa ca jiBe Bpcre u jpe KosjoHe. Onja,

Z u ynasuu Kyour [¢) = «|0) + 8 |1), usnasuo crame je:

=0 )-8 -(2)w

Ucnocrasspa ce 1a je morpeban u J0BOJbAH yCJIOB J1a MATPUIA OArOBaPa KBAHTHOM JIOTHIKOM KOJLY
10 ga 6yne yaurapaa. Marpuua U je yaurapua axo sazxku UUT = I, tue je UT marpuna koja ce
J1007ja TPAHCIIOHOBAKEM U KOHjyroBamem marpuile U, a [ je jequHuYIHA MATPHUILA.

Axo je U ymuTapHa MaTpuIa, OHIa BasKH Ja je W meH mHBep3 U ! Takohe yHHTapHa MaTpHIA,
omaocao U~! = Ut. To 3maun na 3a cBako KBaHTHO JTOMHYKO KOJIO IIOCTOjU FHEIOB MHBEP3, A Ce
IErOBOM IIPUMEHOM yia3uu Kybur Bpaha y moderno crame. Bpcre m KojoHe yHUTApHE MATPHUIE
[IPEJICTaB/ba]y OPTOHOPMUPAH CKYII BEKTOPA, IITO je U OYEKUBAHO, jep HA HEKU HAYUH OJI'OBAPA]Y
6a3u m3padyHaBama. JOIr jeqHo 3HA4YajHO CBOjCTBO je det U = 1, Kao u TO 1a je cymMa KBaIpara
MOJyJIa CBUX ejeMeHaTa Marpure 1.

. a
aKo je JaTro JIOTWYKO KOJIo A = <c

3.2 Jlormuka KoJia HaJ jeJTHUM KyOuTOM

Kao 1o je Beh naBemeno, tormvka Koja Ha/I jeJTHUM KyOUTOM 3ampaBo IPEACTaBIba]y YHUTAPHE
Marputie 2 X 2. Mebhy mbuMa mocToju HeKOMHKO KApPAKTEPUCTHIHUX U BPJIO IPUMEH/bUBUX Koje iemo
OB/I€ HABECTH.

ITpso hemo yBectu ananoron kiaacuaaoM NOT koity (JIOTHYKOM HHBEPTOPY ). YMECTO pe3y/irara
|0) Tpeba na mobujamo |1) u 06pHYTO, OIHOCHO MaTpuLa TPeba J1a 3aMembyje KoedUIUjeHTe Y3 CTaba
|0) u |1). Tpaxena marpuna je:

0 1
(1)



3. KBAHTHA JIOTUYKA KOJIA 8

Koja ce jomr HasmBa u Ilaymmjesa X marpuna. ITpumernmo ma je X = |0) (1] + |1) (0|, omaxme je
WHTYHUTUBHO jJACHO MITA 3anpaBo OHa pamu. Jakie, crama |0) u |1) ce ciukajy y cebu nujamMeTpaao
cynporHa Ha ByioxoBoj cdepu, amu TO 3ampaBo He BayXKW Y OMIINTEM CIydYajy, Tj. OBA MATPUIA HE
npezcrasba yeehame joururyae (yrao ¢) 3a 180° u npesoheme maruryze (yrao 6) y yrao 180° — 6.

Caenehe yBoaumo IlaysujeBy Z marpuily (OHOCHO Z KBaHTHO JIOPHMYKO KOJIO):

1 0
z=(y %) =wo-ma
Omna ox kybura 1) = «|0) + B|1) npasu xy6ut |¢p') = «|0) — B]1).
—1 .
) = 1) o1 = o) .
Ha kpajy, naBeaumo Beoma 3Hauajuo Azamaposo jiorudko koso. Ouo, mosnazehu oz crama |0)

naje |+), a monasehu ox [1) maje |—). Y ommrem ciydajy, 3a Kybur |¢) = «|0) + §|1) Bpaha
W) =al+)+8]-) = 0‘—\"/"; |0) + a—\;; |1), oaHOCHO y MaTpudHOM OG/IUKY:

Tpeha IMaynujeBa marpumia koja ce Takohje KOpucTH je Y = ((z)

o= G _11> = 1(10) ({0] + (1) + 1) (0] - (1])).

SaHUMIBEBO je 1a je AjamMapoBa MaTpHIA camMa CBOj WHBEP3, OJHOCHO FHEHWM MTOHOB/HEHUM KOPH-
mhemeM ce KyouT Bpaha y MmoveTHO cTambe.

Cge oBe omepaije Ha Kyouruma, ce Mory npezacrasutu Ha Bioxosoj cdepu (ciuka 1). Tako,
Ha TpuMep, ATaMapoBO JIOTHYKO KOJIO MpEeACTaBba poranujy 3a 90° oKo y-oce u ocHy pediercujy
y OJHOCY Ha xy-paBan. Ha ciuim 2 cy mpuka3aHe MeMaTrcKe O3HAKE JIOTMIKUX KOJId W MPETJIe[
IbUXOBOI J1€JI0OBalba Ha Ky6I/ITe.

a0y + 311) X £10) + 1)
al0) + 1) Z al0) — B[1)
a0y + B11) Y —if]0) +ia[1)
a0y + B11) H 20) + <2 1)

Cuauka 2: IllemaTcku mpuka3 KBAHTHUX JIOTHYIKUX KOJI HAJ jeTHUM KyOUTOM
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3.3 Porarmuje oko r, y m z-0oce

Bparumo ce cama va BioxoBy cdepy, OTHOCHO Ha TPEICTABIHAE OTIEPAITN]a, KOje JJOTHIKO KOJIO
BpIIM HAJ KyOmTOM Ha3 10j. IlocToje Tpm marpuie, koje ce mobujajy w3 IlayaujeBux marpura,
U KOje IpeJCTaBjbajy poTalluje OKO T, Yy U z-0ce (KOje Cy HPETXOIHO YBEJIEHE) 33 HEKU yrao «.
Hedunuiemo ux Ha ciegehin HadIWH:

Hagoznwvo s0ka3 3a porammjy oko z-oce crama |1h) = cos(§) + e sin(§):

e’ 0 cos(? i i id
< 0 ig) < (2)3)) =e "% cos()|0) +e'Ze?sin(§) |1) =

e 6i¢ Sin(
=e7"% (cos(%) [0) + T sin(4) [1)).

Osuie oner HanoMumbeMo 1a ce pejarusHa dasa crama |0) u |1) He o3nauasa na Baoxosoj cdepn,
jep je He MOXKeMO OIA3WTH, I1a Ce HOBO CTame Ha chepr a00rja poTammjoM 3a yrao o OKO 2-0ce.
3aHMMIBUEBO je Ja HA OCHOBY OBOT PadyHa CJEIH /13 Ce POTAIMjOM 3a = 27 of cTama |¢)) nobuja
cratbe — [¢p). akme, na 6MCMO KyOMT BDATHIIM y TOYETHO CTambe, MOTPEOHO je 1a W3BPIIHMO
poramujy 3a 4.

Ha xpajy, HaBOAMMO jOITT jeTHO CBOjCTBO OBWX MaTpwuia poraruje. Ha ocHoBy opToHOpMU-

PAHOCTH BPCTA W KOJOHA YHUTAPHUX MATPUIA, MPOU3BOJHHO KBAHTHO JIOTUIKO KOJIO HAJ jeTHUM
KyOUTOM Ce MOKe MPEICTABUTU KAO:

U=¢e"R, (ﬂ)Ry(’y)Rz(5),

OJIHOCHO Ka0 KOMIIO3HUIIMja JBE POTAallfje y OJHOCY HA Z U jeJIHe Y OJHOCY Ha Y-OCy.

3.4 Jlormuka KoJia HaJ BUIlle KyOuTa

Onepanuje wHam Buile KyouTa Takohe ce MpencTaB/bajy YHUTAPDHUMA MATPUIAMA, a IUMEH3Hje
MaTpuria 3asuce o7 Opoja kybura. Haj3snauajauje TJOrmvKo KOJIO HAJ ABa KyOUTa jeé KOHTPOJIMCAHO
NOT koo (uecro ce o3uauasa kao CNOT), Koja y 3aBUCHOCTH OJ CTakba IPBOT KyOuTa Jeiyje Ha
apyru kao obmuan kautHu NOT winu ma wmera yommre e genyje. CNOT je marpuia ca gerupu
BPCTE M YETUPH KOJIOHE ca cjie/iehiuM eeMeHTrMa:

1000
0100

CNOT = |0 o o 1 | =100 (00| + |01} (01] + [10) (11| + [11) (10],
0010

onnocuo cramwa [00), |01), |10), |11) upesomu penom y crama |00, [01), |11), |10). IIpumerumo na
IPBU KyOUT OCTaje HEIMPOMEIbEH, & APYTU ¥ KJIACHIHOM CMUCIY HPEJCTaBba 30Up MO0 MOLYIY JBa
(mTo ce y padyHy u y KoamMa obesexkaBa ca ).
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NP X

Cauka 3: Jleso: Illema NOT-a koju ce m3ppmasa ako je kourposirau Kybur 1 (CNOT); [decno: Ilpmka3
upexo ITayunujesor X (xkBanraor NOT) moruukor kosa

Y kBaHTHOM cMuCIy, Moryhe je uzBpiuuru Meperme KouTposaor Kyoura npe CNOT sioruukor Kouia,
aJIi ¥ HUje HEOMXOJHO, TIOTOTOBO aKO HAM je IUJb [1a OYyBaMO CYMEPIIO3UIINA]y BUIIE CTamha. 3HAYA]
CNOT koma hemo Tek KacHHUje UCTAKHYTH U JOKA3ATH, 8 OTJIEJA CE€ Y TOME JIa Ce CBA JIOTHYKA KOJIa
HaJ| IBA WX BUIle KyOuTa MOTYy MpEACTaBUTH caMoO Tpeko jeamuamganux koma u CNOT-a. 3aro ce
CNOT nazuBa v yHUBEP3AJIHO JIOTHIKO KOJIO.

3a CBAaKO JIOPMYKO KOJIO HaJI jeHuM KyOuToMm Morylie je yBecTu KOJIO Ha/l JBa WJid BULle KyOuTa,
. a b
TaKo 1a Cy JoJaTHU Kyburu KonTposHu. Ha npumep, ako je nara yHurapHa Mmarpuna U = (c d) ,

OHJIA je MaTpUla KOja OIUCYje JIOTMYKO KOJIO Ca jejHuM KOHTposHuM KyOurom (U ce u3Bpmasa
aKo je jennak 1):

U, =

oS O O
o O = O
o OO
QU T O O

Takobe, MO2keMO yBOIUTH JIOTUYKA KOJIA KOja Ce M3BPIINABAjy aKO je KOHTPOaHU Kybut jemuax 0.
Maremarundky HEMaA PA3IKMKE y OJHOCY HA KOJA KOja CMO J0CAJ| yBEJH, JOK Ce y KOJIMMa OHU MOL'Y
peamm3oBaTu ynorpedbom msa [laymamjeBa X jormuka Koja, mpe u MOCTE IIUJbAHE OMEPAInje.

U N

Cauka 4: NOT koju ce m3Bpmasa ako je korrposau Kybur 0; Illema ca Gemum kpywxwuliem (y1€Bo) m
npuka3 npeko asa [laymmjesa X normaka xosa (1ecHO)

Ucraknyhemo Ha Kpajy HajBakKHHje JOrHMYKO Koyio HaJ Tpu Kyomrta: NOT Koso ca /1Ba KOH-
Tposna Kyoura, mozaaro kao CCNOT, koje onepurre kao obuvan NOT nazg rpehum kyburom camo
aKo Cy npBa ABa Kybura jemmaka 1. Y MarpudHOM OOJIHUKY:
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100 0 0 0 0O
0100 0O0O0TO
001 00 O0O0O0
0001 0O0O0TGO0
CONOT = 0000100 O0f
000 0O01TO0O0
000 0O0O0TCO0T71
000 0O0O0OT1FPO

OJIHOCHO TIpeBoau Kybute a,b,c y a,b,c ® ab. CCNOT, no3unaro u xao Todomm koo, je pesep-
3UOMIHO W caMO je cebu MHBEP3, aju je HeroB mocebaH 3HAYaj y TOME IITO MOKa3yje /13 ce CBe
KJIACHYIHE OIepalyje MOry U3BpIIuTH U ca Kyburuma. Hamme, momohy Todomu sormukor kona ce
MOTy TPEJCTaBUTH CBA KJIACHYIHA JIOTMYKA KOJA, TTa CAMUM THUM W CBe KJAcUdYe Oreparmje.

Kao npumep masogumo npencraspame [ledeposor (HU) koma, Koje je yHUBEP3AIHO 3a Kjacuda,
kosia. 3a ¢ = 1, rpehn n3nasuu kyour he 6uru 1 4 ab = —ab, mTo je 3ampaso oHo mTo pagu HU
koso. Jakie, oua je moryhie mpeacraBuTy U ¢Ba ocTajia KJIACHIHA JIOTMYKA KOJIA.

3.5 MWNaenTureru ca KBaAaHTHUM JIOTUYKNM KOJIMMA

Ha xpajy osor norsasspa jiokazalieM0 HEKOJIMKO MJIEHTUTETA CA KBAHTHUM JIOPMYKUM KOJIUMA
KOjU ce MOT'Yy KOPHCTHTH 3a yrpornihaBarme Koja.

2 (06 )
(:

o= (o) ()66 )G o) - (i)



4. KBaHTHO npoliiecupame

4.1 CTpyKTypa KBaHTHUX KOJia

IloBe3uBamem Bullle KBAHTHUX JIOTMYKHUX KOJIA CA [UJ/bEM BPIIEHA KOHKPETHE Olepaluje HaJl
KybuTnMa nobujajy ce KBaHTHA Kojia. Busyesno ce mpenacraBibajy AWjarpaMuMa, CIUIHUM Kao H
KJIACMYHA, KOJIA, TJ€ Ce MOpeJ JJOTHIKUX KOjIa ynorpeb/baBajy u JinHMje, Tako3BaHe x)ure. Umnak,
JIMHAja HEe MOpAa [1a O3HAYABAa CTBAPHY XKHILYy, Beh €BONMYIIHjy KOJIa y BPEMEHYy, KOje Tede Ca JIeBe
Ha mecuy crpamy. Kyburum ce takohe obemexkaBajy jeIHOM JMHHjOM, IIa TAKO HA yaa3y y KOJO
Hajg n Kybura uma n guHUja. Y KBAHTHUM KOJIMMa je Moryhe BpUIMTH Mepeme KyOuTa u Taja ce
nobuja nadopmaIija o HeroBoM CTarby, a OH TPesia3n y N3MEPEHO CTarbe U HAJAhe ce TIOHAIa Kao
kiaacuvan out. ObesexxaBaMo ra ca JiBe JUHMWje.

Mo,
/7\

Cauka 5: IIpumep jemsor KBaHTHOT Jiormukor koja. O3uake M; m Ma onrosapajy MepemuMa KyouTa

Naxko je Teopercku moryhe cBe Kjacuue onepanyje WBPIIABATA CA KBAHTHUM KOJIMMA, ¥ KBaH-
THOM PAYyHAPCTBY CE Yy PAJy Ca OMTOBUMA, PAIH jeHOCTABHOCTH, MOT'Y yIIOTPEO/hABATH U KACUIHA
mormdka Kosia. Wmak, 3Bor ocobuHa KyOuTa, HEKe CTBApH HA KOje CMO HABUKJIM HHUCY JIO3BOJHEHE
y KBaHTHUM KojmMma. Ilersbe HUCY J03BOJbEHE, OJHOCHO KOJIa Cy alMKJIndHa. Huje 103BOBEHO
Hu 1a Behu Opoj KyOuTa ysia3u y KBAHTHO JIOTHYKO KOJIO HErO INTO H3Ja3W U3 Ibera, jep Cy CBa
JIOTMYKA, KOJIa, OMUCAHA YHUTApHUM Marpunama. OOpHyTO, jeaH KyOUT ce HE MOXKE YMHOXKUTH W
yIOTPeOUTH BUIIE TTyTa Y UCTOM CTAby. 3alpPaB0, KJIOHUPalhe KyOnuTa je mpuHIunujetHo Hemoryhe,
o demy fhie kacauje Gutn peun. CeTumo ce Ja Cy OBAKBe MAHUITYIAINjE CA KIACHIHUM OMUTOBUMA
J103BOJbEEbE, a npumepu cy obuuna U1 u UJIU kona uau nekomepu u MyITUILIEKCEDH.

Cse onepanuje ce u3BpIIaBajy HaJ|, N KyOuTa y TAKO3BaHO] 0a3WM M3PAdyHABAMA |T1X3...Ty).
Craku kybut x; moxke 6utu 0 wian 1, ma 6a3a u3padyHaBama ofapeljyje BEKTOPCKY MPOCTOP CTAHba,
ca 2" pasmmuntux crama. CBa Mepema y KOy ce W3BpINaBajy y 0a3u m3padyHaBama. Mory ce
BPINUTH HAJ jeJHUM [HHAHAM KyOHTOM WM HAJ OMIO KOJUM TOACKYIIOM 0a3e m3padyHaBarba.

12
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Vaasuu kyburu cy majuemhe y cramuma |0), aau ce y3uMa Ja Ce U CBAKO JPYIO CTAaibe MOXKe
[PUIPEMUATH y HAJBUILNE N KOPAKA.

KpanTHa Oormyka KoJia MOTY ONEPUCATH Ca jeAHHM KyOMTOM WK €3 OMJIO KOJUM ITOJCKYIIOM
kybura y cucremy. Iloctoje ynuBep3asnne dbamminje KBAHTHUX JIOTHIKHX KOJIA, OJHOCHO CKYII
JIOTHIKUX KOJIa TPEKO KOjUX Ce MOTY MpPEICTAaBUTH CBU OCTajM. JeJaH TakaB CKym uuHe Beh
cnomernytr CNOT u sorntika KoJjia HaJ[ jeJTHUM KyOUTOM.

4.2 MaTtpuine eKBUBaJEHTHUX JIOTUYKUX KoOJia

Hary memy Kosa je moryhe mojetHOCTaBATH KOPUITNEmHEM IPABUIA 38 €KBUBAJIEHTHO JIOTHIKO
KOJIO y C/lydajeBuMa KaJia Cy JiBa WJIM BHILE JIOTUYKUX KOJIA BE3aHA PEJHO, 11apaJlesiIHO WK KaJla
ce OJIHOCe Ha MCTH KOHTPOJIHU KyOuT.

ITpro mocmaTpajMo ciyvaj Kajga Ha KyOUT y CTamy |1)) neayjy jgorndka kona A m B Tako na ce
HaJi Ky6urom mpBo Bpim onepanuja A. Hakon mposacka kpo3 A, Kybur je y cramwy A|y) = |[¢'),
IITO 3aMpaBO MPEJCTaB/ba MATPHUILy WCTUX IUMEH3Wja KAaO0 W MaTpHUIa Mojia3Hor crama. Camga
HAa TO HOBO Crame jeinyje B, na je komauan pesynrar |¢0) = B|¢') = BAyY). Hakie, onasae
BHJIMMO JIa je eKBUBaJEHTHA Marpuiia npousBosa marpuna B u A. Kako MHOXeme MaTpuia Huje
KOMYTATUBHO, HA PE3YJITAT yTUYE DPEIOCIEN JIOTHYKUX KOJIA Y TJIABHOM KOJIy. YOIINTEHO, aKO
TOCMATPAMO JI€jCTBO 7 PEIHO BE3aHWX JIOTWUKHUX Kojia A, Ao, ..., A, , EKBUBAJIEHTHA MaTPHUIIA je
npousBon An,A,_1...AxA7.

Ako cycemHa KBaHTHA JIOTWYKa KOJIA JEJYjy Ha JUCJYHKTHE MOJACKYMOBE KyOHTa, KayXkKeMmo J1a
Cy Be3aHa TapaJIeJITHO W CAMWM THUM Ce MOTY W W3BpIIaBaTu mCToBpemeno. Heka cy mara mapa-
JIEJTHO Be3aHa JIOTWYKa Koma A u B npejcraB/beHa MaTpHUIlaMa JIAMEH3uja m X n u p X . Tama
ce eKBUBAJIEHTHa Marpuua gobuja lekaproBum npousBogoMm marpuna A m B u uma jauMensuje
mp X ng:

anB a12B . alnB aubu a11b12 N alnblq
ang a22B . agnB a11b21 a11b22 N alnbgq
amlB amgB e (LmnB amlbpl amlbpg N amnbpq

Hapasno, kaga ce paam 0 KBAaHTHHM JIOTHYKHM KOJHMMA, MATPHIE Cy KBaapaTHe, a Opoj BpCTa
je cremeH OBojke. AHAJIOTHO, Kaga WMAaMO 7 MapajieIH0 BE3aHWX JIOTUYKUX KOJIA, EKBUBAJIEHTHA
marpuna je A ® Ao ® -+ ® A,.

Cuauka 6: Penno (neBo) m mapasiesnno (zmecuno) Be3ana jnormaka xkoaa A w B

Kazna ce max ucrum ckynom kybura Jorudko koso A (m X n) u3Bpuiasa ako je pesysrar
KoHTposHOT Ky6uta 0, a B (p X ¢) ako je pesyarar 1, oHIA ce HMXOB €KBUBAJEHT TIPEJCTABIbA

Kao mMarpuia (m + p) x (n+ q):
A& B= < A Oqu)

Opxn B
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Amnasorto, Kajia “MaMo BHINE OJT B MaTPUIlE, EKBUBAJIEHT je IBbUXOB rope jeduHucan 30up:
Al©A @ --- D A,.

Osze je n = 2%, tae je s 6poj KouTpoaHUX Kybura. CBAKO O/ JOIHYKUX KOJIA OMEPHUIIe CaMo 3a
jeaHo crame KOHTposHuX Kyoura. Marpura A; ofarosapa cramwy riae cy c¢su Kydouru 0, a marpura
A, cramwy rue cy csu jegHaku 1.

]

T

—Oo—e®

— A B C D ——

Cuuka 7: Tlpumep ca asa KoHTpoJsiHa KybuTa; ekBuBajaenTHa Marpura je A® BH C @ D

Kopucrehu tpu naBejgena npasuiia, KOja Ce MOI'Y IOjeJHOCTABUTU U YECTO CBECTH CaMO HA
M3BpIIaBame je/iHe eKBUBAJECHTHE MATPHUIIE, IMITO 3HAYAJHO OJIAKIABA padyH U oMoryhasa jemHo-
craBHuje npahiere KBAHTHUX KOJIA.

4.3 Ilpumepm KBaHTHHUX KOJIa

Kao mrro je Beh objarimeno, T1aBHO KOJIO MOZKEMO CACTABIHATH O IIPOU3BOJHHOT OPOja JIOTHIKAX
KOJIa HaJlT KOHAYHWM OpojemM KyOmTa, TOKJEe TOJ je CBe TOBe3aHO TMpeMa HABEIEHWM MPABHINMA.
HapaBro, KBAaHTHO KOJIO MOYKE OWTHU CACTAB/HEHO U CAMO OJf jeTHOT JIOTUIKOT KOJIA U JeTHOT KyOuTa.
Y macraBky hemo HaBecTH HEKOIUKO mpuMmepa, Kpehyhu on jeanocraBHUjuX.

Kopucrehu camo tpu CNOT Jjiormdka Kojga MOXKEMO CACTABATH KOJIO KOje pasMemyje CTamba
IBa KyouTa (CimKa).

@) 1)

1) |a)
Cuauka 8: Koo koje pasmemyje crama asa Kybura - SWAP koo

ITpoBepnMo TIITa OBO KOJIO 3amMpaBo pagn. AKo Cy yiasHuW KyOouTH |a) w |b), OHIA ce HaKOH
npeor CNOT-a nobuja |a,b® a), a mocse apyror |a @ (b® a),b® a). Kako je 3a cBako crame
a®a =0, To je 3anpaBo qobujeHo crame |b,b@® a). Ha kpajy, nocse rpelie onepanuje nobujamo
|b, (b® a) ®b), mro je y crBapu |b, a). daxse, 0BO K0JIO 3aucra pa3Meryje cramba 1Ba Kyoura.

Crenelhie HaBOAMMO KOJIO KOje Ha OCHOBY JiBa KyOuTa y cramuma |0) win |1) dopmupa kybure y

_ 100)+]11)
BesioBum cramwuma. Ioacerumo ce ga cmo seh ysenu Besoso crame kao |Sog) = —a MehyTum
CPOJHA Cy U CTaba:
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Kao u crame |5yp), u ocrana Besosa crama cy ysesana u upexcrasibajy EIIP mapose. Crora,
MepemeM jenHor Kybura, onpebhena je u Bpennocr apyror. Qcobune OBUX Cramba Kopucruhiemo y
HapEeTHOM TPUMEpPY, a Caja HaBOIUMO TIeMy >KeJbeHOT KOJa:

la) ——— H

|Bab>

) D
Cauka 9: Koo 3a crBapame EIIP maposa

[Ipoyurmo mexanusam oBor Koja. AKo cy ynasua crama |0) u |0), HakOH AaMapoBOr JIOMHYKOD
KOJIa, IPBH KyOUT je y cramy %. Hakon CNOT-a ce npyru ky6ut u3 crama |0) o6phe camo

[00)4]11)
V2

aKo je MpBU jeTHAK jeJaH, OJHOCHO J00MjaMO CTambe , IITO TpeJicTaBiba |fog). CandaHo je

7 3a ocrtase MoryhHocTn 3a a u b.

3aHUMJbUB ¥ 3HAYAjaH MPUMEpP je KBaHTHA Tejemnopranuja. IIpobiem ce cacroju y ciemehem:
Awna w Bojan cy ymamenu, anm cBako y cBoM moceny uma jeqan kyout w3 EIIP mapa [ koju cy
reHepucalIu JI0K Cy Ouiu 3ajenHo. AHUH IUJb je J1a Hemo3HATO cTambe |¢) npenece Bojany Tako mro
he My mociaru camMo ABa KJIacHIHA OWTA.

o) Y1) [2) ibs) |%4)

Cauka 10: Illema xosa koje omoryhaBa KBaHTHY Te€JIETTOPTAIIH]Y

Ha npukaszanoj ciauiu, npsa aBa Kyboura npunanajy Awmu, a tpehin Bojany. Ha moderky, Ana uma
Kyour y cramy |[¥) = «|0) + 8|1) u jenan meo EIIP napa, a Bojan apyru s€0, 0ZHOCHO YKYIIHO
crame je:

B 00)+ 1) _ 1
Iwo>—(a|0>+ﬁ|1>)7\/§ —\/5( 0) (100) + [11)) + B[1) (|00) + [11))).

Awna mpomymmra cBoja aBa kybura kpo3z CNOT jIorndyko KOJIO ¥ Mema APYru KyOUT Kaja je MpBu
jemHax 1:

1
Y1) = 7 (a]0) (]00) +[11)) + B [1) (|10) + [01)))-

Haxkou Tora, Ana npomyiira mpBu KyOuT Kpo3 AaMapoBo JIOTHYKO KOJIO U J00uja:
|th2) = % (a(]0) + [1))(|00) +[11)) + B(]0) — [1))(|10) +[01))) =
(100) (a|0) + 8 [1)) +101) (e [1) + £10)) + [10) (a[0) — B[1)) + [11) (a[1) = 3]0))).

N |
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Mepemem, Ana yrephyje crama npBor u Apyror Kybura, a caMuM THM, 300I YBE3aHOCTH, U CTAHe
rpeher kybura koju ce Hasnasu ko Bojana. Pesynrar koju nobuje wame Bojany (camo usa kia-
cnvHa OWTa), 8 HA OCHOBY hera Bojan pekoHcrpywmine crame |¢) . Ako Axa usamepwn |00), Bojanos
Kyour je Beli y cramy «|0) + 5|1) = |[¢)). Axo Ana m3amepn |01), Bojan tpeGa na ymnorpebn X
JIOPWYKO KOJIO Kako Ou 106uo |¢). Cauuno, Ako Ana usmepu |10), Bojan ynorpeb/baBa Z JIOru9IKO
KOJIO, & y cimvajy pesyarara mepema |11) kopucru npso X, na Z smoruduko koso. Jlakie, Ha oc-
HOBY JBa pesyiarara My u My koja nobuje on Aue, Bojan oz rpeher kybura crama |1)3), ynorpebom
tpanchopmarmje ZMt XMz (peano pesanm), no6uja MOUETHO HEMO3HATO CTambe [1)).

Ha oBaj maumu je, camo Ha OCHOBYy nBa Owrta kjaacwue mubopmaimje, kopucrehn cBojcTBa
YBE3aHWX CTarba, NpeHeTr (TeJernopToBaH) Hemo3Har Kyour |¢) on Ane no Bojana. Tememopraruja
HHUje TPEHyTHa, jep ce MOpa IpeHeru Kjaacuuna wadopmanuja ox Aue 10 Bojana, na je mera Op-
3WHA UITaK Marba o1 Op3umHe cBerocTh. MehyTuMm, BaxKHO je pasyMmeru aa KyOWT HuUje MyILTHPaH,
Beli je camo mpener, 3aT0 WTO AHM yMECTO CTama |¢) ocraje OHO craibe Koje je 100miia MepemeM
M;. 3anpaBo, IPUHIUMIKJEJTHO HUje MOryhe KOIUpaTu HEemoO3HATO Crambe KyOuTa.

V KJIACHYHUM KOJIMMa, YMHOXKaBatbe bura ce moxe peasmsoBaru kiacudaum CNOT sioruukum
KOJIOM TJIe Cy Ha yJa3y IUbaHu OWT & u HyJa, a Ha u3na3y = u ¢ & 0 = . Melyrnwm, y kxBanTHOM
cIIy4ajy, ako je KOHTposiHu Kyout |1) = «|0) 4+ 5|1}, a apyru |0), u3na3 he 6urn crame « |00) +
B11). Kaxo je 3ampaso |[¢) ® |[¢) = o2 [00) + a3 ]01) + B |10) + $%|11), To cy oBa aBa crama
ucra ako u camo ako je off = 0. Jakie, Kouuparmwe ycremso pajau camo 3a |0) uawm |1), j. camo 3a
KJIacu4aH our.

YomireHo, MOYKe ce TTOKa3aTH Ja je TeopeTckn Moryhe KJIOHHpaTH OPTOTOHAJHA CTaha, aJn
nuje moryhe kionuparn npousBosbHa cTarba. OBO je jenHa o KibyuHUX pasyinka usmely KBaHTHIX
1 KJIACMYHUX OMTOBA KOjy CMO HABEJIH jOII KaJa CMO MaTeMaTUYKH YBOJUIN KyoOure.

4.4 Mepewe y KoJuMa

o caja cMo ce yrmo3HaIN ca OCHOBHUM MEXaHU3MOM Mepera Kyonrta. Jlakie, pe3yarar Mepema
jé jeJTHO KOHKDETHO CTame U3 0aze M3padyHaBarba, a HAKOH Mepema KyOWT IIpesia3d y TO CTabe.
Bungenu cmo 1a ce HAKOH TOra KyOHWT ITOHAIIA KAO KJIaCHYIaH OWT, Te ra y KOJUMA MPEICTaB/HAMO
ca JiBe JIMHUje.

ITocToje nBe Teopeme Koje ce OgHOCE HA Meperma KyOMTa y KOIMMa W KOje HaM MOTy OMTH o
KODHUCTH.

IIpuHIIMT O/IJI0>KEHOT Mepemwa: Mepema ce yBeK MOTY TIOMEPUTH Ca, CpeIHEe KBAHTHOT KOJIa,
Ha HErOB KPaj. YKOJWKO Ce HerJe y KOJIy KOPUCTH Pe3yJITaT Mepema, KJIaCUIHe omepalje MOry
OuTH 3aMerbeHe KBAHTHUM KOHTPOJMCAHUM OIepalijaMa.

[Ipunnun omjoxkeHor Mepema rpaduIKd MOKEMO TIPUKa3aThH Ha cirenehn HaunH:

— = 7~

Uug — U

Cauka 11: Unycrpamnumja [Ipuanumna o1t0keHOT Mepema
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Kao mpumep MoxKemMo HaBecTH KOJIO KOjeé CMO KOPHUCTHIM 33 KBAHTHY Tenenopranujy. Axo
MEpEema y CPEIUHU KOJIa 3aMEHUMO KOHTPOJMCAHUM OlepanujamMa, u3ryoulieMo mpeHomemne Kia-
cuune nwadopmanuje usmely Ane u Bojama, anu he pesynrar paga koma 6utn uctu. Jdaxie, orme-
panuja X ce u3BpIIaBa ako je Ipyru, a onepanuja Z axo je npsu Auun kyour jeanak 1. Ilpumerumo
13 je 0BO €(peKTHBHO MCTO KA0 M KaJd CMO MPBU IIyT HABOAWIN TEJIENOPTAIHjy, CAMO IITO HEMA
Mepema KyOuTa 0 caMor Kpaja.

M,

) (H]

M,

iV

EIRE]

|ﬂ00>

X )

Cimka 12: ITlema koJia 32 KBAHTHY TeJIEIIOPTAIH]jy 1o0ujeHa Kopumnhemsem IIpuHIia 04I07KeHOT Meperha

3a Mepere CMO J0cal HaBeJIu J1a je upeBep3ubuian (HenoBpaTaH) MpoIec, jep KBaHTHY uHOOD-
Marujy mperBapa y kiacudHy. Vmak, ako Mepeme He OTKpruBa HHGMOPMAINjy O KBAHTHOM CTamby,
HCIIOCTaB/ha Ce /I3 OHJA OHO MOXKe OmTH moBparHO. HaBeammo caja jesaH JOrndaH MPUHITHII.

IIpyHIMD MMIUIATIUTHOT Mepema: be3 ymamema OmmrocTu, 3a CBe KyOuTe KOju HUCY
W3MEpEeHN MOYKe ce Ha KPajy KoJia MPETIOCTABUTH Ja Cy W3MEPEHN.

3amcra, ako je HEKM KyOHT M3MEpeH Yy CpeJWHH KOJa, a HEKH JPYIH Ha CAMOM Kpajy, pe3yiaTar
Mepema KyOuTa Ha Kpajy KoJia He CMe yTHIATH Ha MPETXOTHO Mepeme MPBOr KyOuTa y CPeauHu
kosia. Ha Tome mouuBa OBaj mpUHITHII.

4.5 YHuUBep3aJIHA JIOTUYIKA KOJIa

YV oBoMm omesbKy hemo gokasaru, Kao IMITO CMO PaHUje HABEU, Ja TOCTOje YHUBEP3aJIHe (DaMu-
JII/Ije KBAHTHUX JIOTUYKUX KOJIa, OAHOCHO CKYTIOBU JIOTUYIKUX KOJIa IMTPEKO KOjI/IX ce MOry npeaCTaBUTU
cBu ocrasim. Jlokazahemo yuusepzamroct CNOT jormykor Kojia ¥ HABECTH HEKOJIUKO JIOTHIKHUX
KOJIa HaJ jeIHUM KyOMTOM KOjU Ca UM YHHE TParKeHy (DaMuimjy.

IIpBo hemo moka3arm Kako ce NMpom3BO/bHA yHHTApHA Marpuna U MOXKe IPejCcTaBuTH Kao
MTPOM3BO/I HEKOJIMKO YHUTAPHUX MATPHUIA KOje Ce PA3JINKyjy O jeINHWYHE CaMO TO TOJ/HUMA, Y
IpeceKy BpPCTa M KOJOHA ca wHuekcnma 4,j € {1,2,...,d}, rue je d numensuja marpune U. Ha
pUMep, TAKBE Cy MATPHIIE:

co o~
oo~ o
o oo
Qoo
coor~
o o8 o
o~ oo
QO O

OBakBe MaTpuIle [1e/Tyjy HETPUBU]ATHO HA HAJBUINE IBA BEKTOPA W3 MPOCTOPA CTAIHA.

Nnycrposahemo nmocTynak mpeacTaB/bamba MPON3BOJbHE MaTpuIile Ha Marpuiu U numen3uja 3 x 3
MIPEKO TPU MATPHIE KOje UMajy TMPETXOTHO OIMMCAHO CBOjCTBO.
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Heka je mara marpumna:

a d g
U=|b e h
c f i

Ham mws je na wahemo tpu marpune Uy, Us, Us takse na Baxku UsUsU U = 1T (I je jenunuuna
marpuna 3 X 3), jep he rana paxuru U = U{rUJUg.

IIpBu kopax je ma mouurmTuMmo eaement b. To moctuxkemo ua ciemehu wmauws: Axo je b = 0,
ouna je Uy = I, nnaue:

a”* b*
VialP+[b2 y/lal2+]b]?
(]1 — b —a
VialP+pl2 (/a2 +[b]?
0 0
a/ d/ gl
Onga ce nobuja: U1U = | 0 ¢ A’ |. Cuenehin Kopak je ma Ha MecTy ¢ CTOjU HyJla, a Y TOPHEM
c/ f/ Z'/

JIeBOM yrily jeauHutia. To mocTuxkeMo Tako IITOo je:

/% 7%

y a 0 c
a’ 0 O \/|a’\2+|c’|2 \/|a’|2+|c’\2
U= 0 1 0] 3acd =0, aunnaue Uy = 0 1 0
0 0 1 '

c 0 —a’
\/la’\2+|0’|2 \/la/|2+|cl‘2

Jobujamo Kao pesysirar yHUTApHY MaTpUIly uuja je npsa Koiouna (1,0,0), na je u meHa npsa Bpcra
HCTa TAKBa, jep Mopa Jia uma Hopmy 1:

1 0 0
U;U0U= (0 € W
O f// 7:”
1 0 0
Cagna omrosapajyhum us6opom Uz = [ 0 €”*  f”* |, nocruzxkemo na je UsUsU U = I, ogHOCHO
O h/l* Z'//*

U = UlUUL, wro nam je u 6uo uuss.

Ha cnwuan magun nocrymamo u Kaja je marpuna Behux aumensuja. Ako marpuna U uma d
BpcTa, MOKeMo Hahu d— 1 yHUTAPHUX MATPHUIA KOje HETPUBHUJAIHO JIe/TYjy HAjBUIIIE HA BA BEKTOPA
TaKO JIa je ThUXOB MPOom3Bo ca U MaTpuIia Koja y MpBOj BPCTU W TTPBOj KOJIOHW UMa, CBE HYJIE OCUM
jenummie y ropmeM sesoM yray. Caja mocTymak MoHaB/bhAMO 3a MOAMATPHUILy Oe3 mpBe BpCTe M
npse Kosore (muvensnja (d — 1) x (d — 1)). IlocTynak ce nonassba 3a cBaky cieielly moaMarpuiy
CBe JIOK ce He J00uje jeMHNYHA MATPUIA. 33 TO je MOTPEeOHO HAjBUIIIE:

d(d — 1)

(d=1)+(d=2)+ 2+ 1= =

YHUTAPHUX MaTpPHIIA.

Cuenehin Kopak je ja 1peicTraBUMO JeJI0Babe jeHe OJ] hUX IIPEKO KBAHTHUX JIOTMYKHX KOJIa.
Kako cBaka HeTpPWBHjaJHO Jiejiyje Ha HAjBUINE JBa CTamba, HEKa Cy TO |s) u [t), of jenuHUUYHe
MATPHUIIE Ce PA3IUKYyje caMo 3a YHUTApHY Marpuily 2 X 2, Kojy hemo 3Batu V. AKo ce perucrap ca
KOJUM DaJMMO CaCTOju OZ, N KyOuTa, OHJa Ce CTama |s) u |t) MOry mpeacraBuTu Kao n-rouudpeHu
Gunaphu 6pojeBu: s = $1...8, u t = t1...t,. IIpencraBuhiemo npenas o crama |s) 10 crama |t),
kopucrehu I'pejeB kom, Kao mpesa3 ox Opoja s 70 Opoja t Tako Ja ce cBaka JBa y3acTOmHa Opoja
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pasznukyjy 3a TadHo jemany mudpy. OBakBo mpejicTaBibame UMa HAjBUINE N + 1 KOpak, rje cy s u
t pesom 1psu u nociesmu. O6esekUMO 0Be KOpake ca [g1),[g2) -y |Gm)-

Heka ce crama |g1) n |g2) pasnukyjy Ha i-Tom kyoury. Tazma mpenas |g1) — |g2) obesbehyjemo
obpTameM (-TOr KyOuTa MO/ YCJAOBOM 113, Cy CBU octanu jemnaku. Camdano ce 06e30eljyjy u nperasu
ox |g2) = |g3) 10 |gm—2) = |gm—1). Haxe, oBakBo Koji0 mocTuxke cjenehe mpomene:

l91) = |gm—1)
lg2) — [g1)
lg3) — [g2)

|gm71> — |gmf2>

Heka ce |gm—1) 1 |gm) pasnukyjy Ha j-Tom Kybury. OHga je moTpeGHO Ha j-TH OUT CTA®bA |grm—1)
MPUMEHUTH MaTpuily V TOH; YCIOBOM Ja Cy CBHW ocramm Kybwrwm omrosapajyhu. IToHoBHOM mpm-
MEHOM HPBOT JIeJIa KOJIa Y HWHBEP3HOM MOPETKY 100Uja Ce KEeJHEHU PEe3yJITar.

[Ipumennmo cBe mpeTxonHO HaBEAEHO HA jeaHoMm npumepy. Heka je mara marpuma:

a 000000 ¢
01 0000TGO0O0
001000TGO0O0

Uo— 00010000

= 1o o 001000
000O0O0T1Q0O0
000O0O0O0T1O0
b 00 0000 d

Ona HerpuBHjasiHo Jenyje Ha crama |000) n [111), a onrosapajyha marpuna V = (Z ccl)

I'pejeB kom m3mehy oBux crama je:

_0 O O QR
— -0 O o
— == O 0

Ouxrosapajyfie ko010 3a unrepuperanujy marpuie U npeko KBAHTHUX JIOTMYKUX KOJIA j€ IPUKA3AHO
ua caunm. OHO TIpBO Mema Tpehn KyOuT ako Cy mpBa JBa HyJe, Ta Mema ApPyru ako je mpeu 0 u
tpehu 1, a moTrom npumemyje V ako cy apyru u tpehu jeaumaurie. Y HACTABKY PAJId UCTO IITO U Y
pBa JBa KOPaKa, caMoO y OOPHYTOM DPEIOCTery.

Cuauka 13: Ilpeacrasipame marpuiie U mpeko KBAaHTHUX JIOTMYKHAX KOJIA
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Jakie, 3a mpeacraB/barme TpPoW3BObHE yHuUTapHe marpuiie Uy Koja meryje Ha 1Ba BEKTOPA
opocTopa crama y padyHapy ca n Kybura norpebHo je najsuine 2(n — 1) onepauuja oz |g1) mo
|gm—1) m masan. Ceaka on oBux onepamuja ce moxe mpencrasutu npeko CNOT-a u jormukmx
KoJIa HaJ jenHUM KyOurTom y cioxenoctn O(n). Kako ce n koHTpomucann V. Moxe MpencTaBuTH
y caoxenoctu O(n), To jeamy osaky Marpuily mozxemo mpeictasutu npeko O(n?) CNOT-a u
JIOTMYKWUX KOJIA HAJ, JeIHUM KyOUTOM.

Panuje cmo 1o6umu a ce pou3BosbHA yHUTapHA MaTpuna U Moxke TIpeicTaBuTu mpeko 271 (27 —
1) marpuna nomyt Uy, na je ykymao note6no O(4"n?) normdumx Kosia HaJl jeJHEM KyOUTOM H
CNOT-a. Buaumo 1a je OBO €KCIOHEHIINjaIHA 3aBUCHOCT OJ 7, TIITO HAM TOBOPH Ja HE MOIKEMO
MPOM3BO/bAH AJITOPUTAM HA OBAj HAYWH UMILIEMEHTHPATH €(DUKACHO Y KBAHTHUM PAIYHAPUMA.
Wnak, mocToje aaropuTMu KOju MMajy 3HAYAjHO Mamby CIOKEHOCT W Yy MPETHOCTU Cy Y OTHOCY Ha
KJIaCHIHE aJIrOpuTMe, a KOjuMa heMo ce KacHHje JeTasbHuje Mo3a0aBUuTH.

Ha kpajy, BazKHO je HAIIOMEHYTH W Jia C€ IPOU3BOJHHO JIOTHYIKO KOJO HAJ jeaHHM KyOmTom
MOYKe AMPOKCUMUPATH 0 YKEJHEeHEe TAYHOCTH Kopuctehinm camo uetwpu jornyka Koja: Amamapos
H, CNOT u nBa xoja cajga yBOIUMO:

10 10
5= 9xr= (o o)

u Koju ce peznom 30By (asuo u /8 soruuko koso. Crora oBa 4eTUPHU JIOTUYKA KOJIA YUHE jeHY
damuiujy yHUBEP3AJHUX JOIMYKUX KOJa. JlOKa3 3a OBy TBPibY JIEXKU Y YUEHUIM 13, CE€ [IPEKO
IbUX MOTY TIPEJICTAaBUTH POTAIIHje OKO CBE TPHU OCE IO MPOU3BOJHHE TATHOCTH.



5. Kiiace ciaoxkeHnocTu npobJjema

5.1 Teopuja ciaoxkeHoCTH

Teopuja croxkeHOCTH HM3ydaBa pecypce Koju cy morpebHm ma ce oxpehenm mpobieMu perre y
ONINITEM CJyYajy, OJHOCHO KaJa YJIA3HU MOJAIM MOry OWTH M3y3eTHO Beauku. llocToje pasmu-
4UTe MPOIEHE CJIOXKEHOCTH, I1a je TAKO BaxKHO KOJIMKO je BpeMeHa, KOJMKO OCHOBHUX OIlepaliuja
y padyHapy, MEMOPHjCKHX pecypca Wju ymuTa moTpebHo 3a onpebheno m3pauynasame. Hajuenthe
ce MPOIIeHA BPINK y TAKO3BAHOM HAJjTOPEM CJIy4ajy U JOBOJHHO jy je mpenmsuparu m0 oxpehemor
pena BeqmumHe. Tako ce Kao Kirace M37Bajajy JorapuTaMcKe, JUHeApHe, TOJTHOMUjaIHE U €KCIIO-
HEHIHjaJTHe CJI0XKEHOCTH. YTJIaBHOM hemo ce OaBuTu OpojeM omeparnmja, 3a Koje ce y3uma Ja Cy
cpa3MepHe BPEMEHY W3BPINABabHA, /M JaKO 3HAYAJHM MOy OMTH M NPOCTOpHH pecypcu. ecro
ce 3a mpobyieMe KOju Ce MOTY DEIUTH y MOJNHOMMjaJIHOM Opojy omeparifja Kaxe Ja Mory omTn
edUKACHO PEITeHHN.

CiokeHOCT TIpolieca ce M3ydaBa M y KJIACHYHOM PAdIyHAPCTBY, AJM KBAHTHO DPAYyHAPCTBO
JIOHOCH HOBH TMPHUCTYII W MOTYNHOCT Ja Hek:u mpobieMH 3a Koje HHje MOocTojamo e(pHUKACHO pe-
mierbe caa Oyay pemenu. Hamme, ciokeHoCT cuMysianuje KBAHTHAX CUCTEMA HA KJIACHYIHUM Pady-
HaprUMa eKCITOHEHITHjAIHO PACTE Ca TTOPACTOM TUMEH3Mje CHCTeMA, JTOK je Y KBAHTHOM PadyHapCTBY
3aBUCHOCT juHeapHa. lIpema MypoBom 3akoHy, cBake aBe ToawHe MON KJIACHYHHUX PAYyHApa Ce
VABOCTPYYH, MITO je eKBUBAJEHTHO JI0IaBaby CAMO jeTHOr KyOWTa y KBaHTHHM padyHapuma. To
Beh roBopu O BUXOBO] BHA/BUBO] mpeanocTu. MehyTum, Kao IMITO CMO AOCAJ BUIEIN, JTUHEAPAH
6poj KybuTa, Kaga ce u3MepH, gaje caMmo JuHeapaH OpPoj KIacuIHuX OUTOBA, & ofpeheHa KOJTuInHaA
undopmarmja ocraje ckpupena. Crora, HAKO Ce CBH IPOLECH KOJU Ce MOI'Y M3BECTH HA KJIACUIHUM
padyHapuMa MOTY W3BECTH W HA KBAHTHWM, HUje JOKA3AHO /18 KBAHTHYW PAYYHAPH 3AUCTA UMAjy
MIPEHOCT Y OJIHOCY Ha KJacHde.

Teopuja CI0KEHOCTH W3padyHaBaba IEIU TPobIeMe y Kjace Tako Ja Cy Y UCTOj KIACH TPO-
6ieMu KOjH 3aXTEeBajy CJAMYHE KOJUYUHE pecypca. Y HACTaBKy NeMO HAaBeCTH HEKe OCHOBHE Y
KJIACUYHOM ¥ KBAHTHOM PAYYHAPCTBY.

5.2 Kuiace cj103K€eHOCTU Yy KJIACUYHOM pPavyHapCTBY

Hajsnauajuuje kiace mpobiema cy P (momunomujanno Bpeme) u NP (HemerepMuHUCTHUKO
nojuHOMEjaIHO Bpeme). IIpBa rpyma mpezcrassba mpobjemMe KOju 3a KPaTKO BpeMe MOry OuTH
eKCIJTUIIUTHO PEeIeHr Ha, KJACHIHOM padyHapy. To cy, Ha mpumep, MHOXKeme aBa Opoja wmim
pauyHame nerepmuHante marpuiie. Ca apyre crpane, 3a mpobiaeme y NP je moryhie 6p3o mpose-
puTHu 12 U oapeheHo pelreme UCIyhaBa yCI0Be, aau Hije MpoHaheHo e(pUKACHO PeIlemhe Y OIIITeM

21
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caydajy. Jeman Takas IPHUMED je pacTaB/bambe OPOja HA MPOCTE YUHUOIE: JIAKO je MPOBEPUTH 3
qm cy garu OpojeBu mpoctu (PaKTOPU HEKOr Beher Opoja, anmm je pacraBjbarbe BEIUKOr Opoja Ha
MPOCTe YMHWOIE HA KJIACHIHOM padyHapy Beoma cropo. Quwnrienmno, cBu mMpobeMu KOju Cy Y
P, mopajy 6utu u y NP, na Baxku P C NP, anu muje nmozuaro ga nu je P # NP wim Baxku
P = NP. Ilocroju moackyn NP, rakozsanu NP-kommrerau mpobsiemu, dujuM O perraBameM
y3 Mame mpuiarohaBame OWIM PEeNeHr W CBH OCTANHM MPOOJeMH W3 TOT MOJACKYIA, aah 0 CAIa
anjegad NP-koMmieran mpobiem Huje pereH.

Moxe ce yBectn u kjaca BPP, koja mpencraBmpa ckym mpobiema koju ce ca omxpehenom
BepoBaTHONOM, MPOU3BO/FHOM MAmOM O 1, aim ce 0OMYHO y3uMa, %, MOL'Y PEIIUTU Y IIOJUHOMU-
JAJTHOM BpEMeEHy.

Creneha Baxkna kiaca je PSPACE, kinaca npobiemMa KOju y HEOIPDAHUYEHOM BPEMEHY MOLY
OuTH penieHu ca HoJuHOMUjasHUM Opojem GuroBa. Quurienno, P je nomckyn knace PSPACE,
jep ako je mpoOJieM pEeIuB y TMOJMHOMUjATHOM OpOjy KOpaka, OHJIA HE MOYKE 3aXTEBATH BUIIE O
moTmHOMHEjaTHOT Opoja buroBa. Takohe Baxku u na je NP monckyn PSPACE, jep ako je moryhie
IIPOBEPUTH peIllerhe Yy IOJINHOMHUjAJIHOM BpeMeHy, moryhe je m obpasuTu cse moryhe ciydajese
y HEOTPAHWYEHOM BPEMEHY W MOJUHOMHU]ATHO]j MEMOPHUjU TAKO IITO HE MEMOPHIIEMO TPETXO/THE
nposepe. Naxko ce Bepyje na je PSPACE crporo Behu ox P, uuje nponahen npobiaem y PSPACE
koju urje y P. Crora, 3a caga 3namo camo na Baxkn P C NP C PSPACE.

Knaca koja cagpxxu PSPACE je EXP, onnocuo kjaca mpobsieMa KOju MOTY OWTH PEIeHn y
eKCITOHEHITHjaTHOM BpeMeHy. Pazior 3a To je mTo, nako pemrema mpodaema koju cy v y PSPACE
HEMAajy OrpaHUYIEHO BpeMe, NMajy OrPaHuIeHy MEMOPH)Y, 1A U MAKCHUMAJIHO €KCIIOHEHITHjaIaH Opoj
crama y Kojuma ce mory nahu. Jlakne, Baxxku PSPACE C EXP.

5.3 Kuiace cj102keHOCTU Yy KBAHTHOM pavdyyHapCTBY

VeohemeMm KBAHTHOr PAIyHAPCTBA HACTA]y W HOBE KJlace Mpo0JIeMa KOjU Ce MOTY DEIaBaTh Ha
KBaHTHUM padyHapuma. Moryhe je u ycnocrasmparn Bese n3mely Beh mocrojehux kmaca, anu u
n3Mmehy mocTohux u HOBHX KJaca.

Hajsmagajuuja HoBa Kjaca koja ce mpupoauo namehe je BQP - mpobiemu Koju mory ca oape-
henom Beposarmohom (Ha mpumep %) OMTH peIreHr Ha KBAHTHOM DPAYyHAPY V TOJUHOMU)ATTHOM
Bpemeny. Beh cmo HaBenw 1a ce KJIACHMYHA JIOTHYKA KOJIA MOTY MPEICTABUTH MPEKO KBAHTHUX.
Takobe, morylie je cumynuparn HacymudrHe OuToBEe Kopuctehn AmamapoBo jormdko koso. Jlakie,
CBU TPOOJIEMY DEIeHd Ha KJIACHYHOM PAadyHapy y MOJTHHOMUJATHOM BPEMEHY MOry OHTH pPeIleHu
¥ Ha KBAaHTHUM padyHapuma edpukacuo, na Bxxku P C BQP u BPP C BQP. oxarto, mo3Haro je
Jla CBaK# 11PODIIEM KOjU MOKe OMTH PELIEeH Y [MOJMHOMU]ATHOM BPEMEHY HA KBAHTHUM PAadyHAPUMA,
MOXKe OMTHU pEITieH Ca TOJUHOMUjaTHOM MeMmopujoMm Ha Kjaacuuuaum, omaocio BQP C PSPACE.
Pazror 3a TO je mTo cBaKO KBAHTHO JIOTHYKO KOJIO MOXKE OWTH JI0 MPOU3BOJHHE TAYHOCTU TIPEJI-
CTAB/HEHO HA KJIACHYHOM PAadyHAPY Ca MOJUHOMU]ATHUM MPOCTOPHUM PECYPCUMA.

Wnaxk, jorr yBeK HUje HO3HATO /14 JIM je 3arcra KBAaHTHU padyHap mohnuju o knacuanor. Crora
uuje mo3uaro uu 1a qu je BPP # BQP. I[lponanaxkeme mokasa 3a 7O 6W BOAWIO U 10 3aKJbYUIKA
na je BPP # PSPACE, anu oBako craje moryhe u na je P = PSPACE.

Jenan o mpobiiema Koju HEHCY 3a cajia eUKACHO PelleHrd Ha KJIACHIHOM PadyHapy, a MO3HAT
je aiaropuTaM 3a HeroBo e(puKacHO pellaBarme Ha KBAHTHOM padyHapy je pacraB/bame Opoja Ha
npocre guHmore. 1o je, Kao mro cMo Beh ommcasm, mpobiiem kKoju mpunaga kiaacu NP, omrocHo
moctoju pecek kiaaca NP n BQP, ann uuje mo3nar mnxoB Tadan ogHoc. HarkanocT, pactapmbare
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6poja Ha mpocte umnamone Huje NP-KoMIeTan mpodieM, ma HmEeroBUM PerlaBambeM HHUCY PerleHn
ocTau mpobIeMu U3 Te KJiace.

Agnropuram 3a edukacHO pacraB/bame 6poja Ha MPOCTE YMHUOLE je jeJaH O HEKOJIUKO MO3-
HATUX aJITOPUTAMa KOjU OCTBAPYjy Oosbe mepdopMaHce mMpu pernaBamy oapehennx mpobema Hero
KIacugHn padyHapu. Mmak, Kao IITo CMO BHAEH, He [0Ka3yje HaaAMON KBAaHTHUX padyHapa. Tek
eBeHTyaTHH (POPMAIHE JOKA3 OM MOMPHUHEO 0OJHEM CXBATAaIby OJHOCA MeDy KajicaMa CTOKEHOCTH
npobsiema. Ha cauiu ucros je wiryCTpOBaHO OHO IITO je JI0 CaJa MO3HATO.

PSPACE

Cuauka 14: Ogmmoc u3mely kimaca ciaoxenoctu mpobsema. Ilosnaro je ma Baxku P C NP C PSPACE u
P C BPP C BQP C PSPACE C EXP



6. IIpegHnocTn KkBaHTHUX padyHapa

6.1 IlapaJjsiestHO mIpollecupame

OcHOBHA TIPETHOCT KBAHTHUX PAYyHAPA y OJHOCY HA KJIACHYHE je MOrYyNHOCT MapaseHor mpo-
necupama. OHO ce 3aCHMBA Ha KBAHTHOMEXAHUYIKOM CBOjCTBY KOjeé CMO JOCAJ CPETAIH - CyIep-
nosunmju. Kaga kyOur goBefemMo y Cylepro3uiujy BUIle Ke/beHUX CTaba, jeHUM U3BPIIABAHEM
omneparije Ha I IbUM 3alTPaBo TApaJIeTHO U3BPIITABAMO OMEPAITN]jy HaJ CBAKUM CTAaHEM TI0je TMHATHO.

Ucnurajmo 1o na cienehem npumepy. Heka je f : {0,1} — {0,1} dyukuuja koja onepuine
HaJ BpenHocTuMa Kybura. Popmupajmo mornuko koo Uy Koje 3a yiIasHO CTambe ABa KyouTa |z, y)
Bpaha crame |z,y ® f(x)). Ako je y = 0, uznasua Bpemnoct apyror Kybura je 3ampaso f(z). Ako
MpPBU KyOUT JOBEIEMO y CYMEPIIO3UIINjy BHINE CTama, Moryhe je pauynaru BpennocT dyHuKIuje f
y BHINE PA3JUIUTUX TavYaKa UCTOBPEMEHO.

To moxemo nmocruhu nosnasehiu ox crama |0) 3a 06a KyGura. AKO Ipe W3BpIIaBaA JIOMHMIKOD

0)+|1
Kojia Uy mpumennmo H JOTMYKO KOJIO HaJ, MPBUM KyOHTOM, TIOYETHO CTame he GuTu % |0},

0,£(0))+[1,f(1))
e .
uspadyHamo Bpensoct dbyukuuje f(z) 3a aBa pasauuura .

a M3JIa3HO Jaxkie, ycnesu cMO Ja jeJHUM HpuMemuBameM Uy JIOTMYKOT KOJIa

Ogaj nocrynak je moryhe yonmTuTy u u3padyHaBaTh 3a MPOU3BOJbaH Opoj Kybura. AKO mMamo
JiBa KybuTa Koje MpoIyimramMo Kpo3 AaMapoBo JIOTHYKO KOJIO, MOCTUKEMO CyIEePIO3UIu]jy:

(|o>+|1>> <0>+ |1>) ~|00) + [01) + [10) 4 [11)
V2 V2 2

1 MO2KEMO BPHIUTH U3pavyHaBalbe 3a YeTUPU TaYKe UCTOBPEMEHO.

CimuHo, 3a n KybuTa, ako npuMeHuMO H JIOrHYKO KOJIO 1 IyTa JA00HjaMO CyIEepPHO3UIHjy CTAbA:

=

o 2 o)

2" =0
rje x ysuma csa mMoryha crama oz [00...0) (n myma), o [11...1) (n jeaquauna). Iocrasmpamem

(n + 1)-or ky6uTa y crame |0) n kopunthemem jgornakor koiaa Uy wam oBnM KyGutima 106mjamo
u3JIa3:

S Xl @)
=0

24
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Nnak, nako cMo ycuenu ja jesHom onepanujoM uzpadyHamo f(z) 3a dyak 2" pasjiuaurux BpeJ-
HOCTH T, MEPEEM OBaj KyOUT KOJANCHPA Y CAMO jeJIHO CTambe, OMHOCHO caMo jemad map |z, f(x)).
Crora, HEONXOIHO je OCMUCIUTH OAroBapajyhm amropuram Kojum je moryhie m3 CynmeprnoHupaHor
crama n3Byhn nadopMaImjy 3a Kojy 61 KJIaCHIHIM U3padyHaBameM OUJIO TTOTPEOHO BHIIIE KOPaKa.
Hagemhemo jenan Takas mpumep.

IMonasumo on asa Kybura y crawuma |0) u |1) u npumemyjemo Ha wuma H JIOrHYKO KOJIO.

. 0)+|1 0)—|1 . .
Hobujamo cramwe [1)1) = (%) (%) IMorsmegajmo mra ce gobuja npumeHoM Uy JIOTHYIKOT

KoJIa HaJ Kyburuma |z) %. Ako je f(x) = 0, uznasuo crame je |z) -1 5 3a flx) =1

S

nobujamo |z) %. Jaxne, y ommrem ciydajy pesynrar je (—1)7(®) |z) %. Onja u3 crama
|11) mobujamo:

) = & (1) (10710), 5a 1 (0) = f(1);
h2) = = (1) (1270 sa 1 (0) £ 7(1),
Jamwe npumernoMm H JOrHYKOr KOJIa HA IPBOM KYOHTY J00MjamMo:
) = % 10) (1), 5a £(0) = £(1);
) = 11) (12742 ), 5 £(0) # £ (1),

OJIHOCHO orIIITHje pesyarar je: [¢s) = £ |f(0) @ f(1)) (%) Mepemem mpBor KyouTa caia ca

Beposaraohom 1 nobujamo pesyarar f(0) @ f(1). [Ipumernmo na ¢MO OmET M3BPUINIU CAMO JEJHY
urepanujy Uy, TOK Cy y KJACHTIHOM CIIy4ajy 3a padyHame OBOT 30upa MOTpeOHE JBe HTepalimje.
Jlaxje, ycmean CMO Jia OpeauMO IJI00AIHO CBOjCTBO (yHKIUje eUKACHUjE€ HENO HA KJIACHIHOM
padyHapy. AJropuTaM KOji CMO OIHUCAJIK je jemHOocTaBHa Bep3uja Jojuosor anropurma. Ha ciamy-
HOM TIPUHITAIY Ce 3aCHUBA M aJrOpUTaM Koju hemo ciaemehu HABECTH.

1) H Yy y® f(z)

[Y0) |11) |1)2) 43)

Cauka 15: Koo 3a nmmiementamnujy lojuoBor amropurma

6.2 Jloju-Joxka aaropuram

Heka je mara dynxmmja f(z), tae je 2 € {0,1,...,2" — 1}, xoja je mam KOHCTaHTHA uiu Ga-
JIAHCWPAHA, Tj. WU Y3UMQ jeTHY UCTY BPEIHOCT 3a CBe X WU y3uMa BpemaHocT () 3a TAYHO MOJIA
OpojeBa m3 goMeHa, a BpeanocT 1 3a apyry mosioBmHy. Hamr 3amarak je ma ogpenwmMo KakBa, je
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dyukmmja 3anpaso. Ha kmacmunum padyHapuma Omio 6M HEOMXOMHO [1a M3PAIyHAMO BPEIHOCT
bynxuuje y 2771 + 1 rauaxa na 6ucmo ca curypuomhy oxrosopuiu na nutame. Ca apyre crpane,
ca KBAHTHUM PAdyHAPUMA TIpodJieM je Moryhie peruTn y JUHEAPHO] CIOYKEHOCTH, aKO MPUMEHIMO
yommmreie Beh omucanor /lojaoBor ajropurMma, mo3uaro kao Jloju-Joxun asropuram.

ITpBu kopax je za npunpemumo n Kybura y crawy |0) u jenan y cramy |1), oaHOCHO:

[tho) = |00...0) |1} (n Hyma)

Haxkon Tora npumemyjemo Anamapopo H JIOTMYKO KOJIO Ha CBAaKK OJ] HbUX U JOOMjaMO CTambe:

21 1)
e ) > (B
Cana npumenumo jorudko kouo Uy : |z, y) — |2,y & f(z)) na upsux n kybura. Beh cmo nokasanu
10—
V2

Ja ce penosaweM Uy na Kybur |z) nobuja crame (—1)7®) |z) %, OZIHOCHO HOBO CTambe

(n + 1)-or kyGuTa je:

o= Bl (22)

[Tonoso mpumemyjemo H jormyko kKojo Ha npsux n Kyomra. Kako ce, 3a jeman KyOur, Iea0Bame
1
A 1aMapoBor JIOrMYKOr KOJIa MOKE TIpejcTaBuTu Kao: H |z) = E )¥#|2), To hie HOBO craibe

ourn:

B s 1y 2" 1 o o) - )
) ﬁ<2< @Z |>( ﬁ>

Cama MepemeM TpPBUX 7 Ky6I/ITa JI07Ia3UMO 710 pemiema. Hamme, ako je yHKIMja KOHCTAHTHA,
koedurmjent y3 crame [00...0) (1j. crame z = 0) je +1 wim —1, y 3aBUCHOCTH O BPETHOCTH
kojy f(z) y3uma. Opariie 3aK/bydyjeMo Ja je aMILUIUTYIa TOT CTamba 1, OJHOCHO MEPEHEM MOPAMO
nobutu Taj pesyarar. Ako je dyukiuja bamancupana, cabupiu y koedunujeaty y3 crame x = 0 ce
noTupy, ogHocHo amiiuryaa je 0, ma curypuo mehemo 1obutu 10 crame. Jlakie, Kajga u3Mepumo
crare IPBUX N KyonTa, ako nooujemo pesyarar |00...0), dbyHKIM]ja je KOHCTAHTHA, 38 CBaKH APYTH
pe3y/araT Koju u3MepuMo je banancupana. Baxuo je wamomenytu ma /loju-Joxkun agropuram paau
y CBUM CIydJajeBnMa, OFHOCHO ca caMo jemrHoM mpuMmeHoM Uy yBek Bpaha Tadal pesynrar.

|0) H&n x x H®"

1) H Yy y® f(z)

[¥0) |41) |1)2) |13)

Cuauka 16: Koo 3a nmmiemenTtanmjy /10j9-JORKUHOT aJIrOpUTMa;
pBa JIMHWUjA TIPEJICTaB/ha N KyOuTa
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MNako oBaj mpobiieM HHje MOCEOHO 3HAYAjAH U IHErOBO PEIIeihe HUje MPUMEIHEHO 33 PEIaBahe
ocrasiux npobsiema, II0Ka3yje HaM Ha KOju HAYMH KBAHTHU PAYyHAPHU MOLY 1a npeBa3uly KiiaCH4He.
MebhyTum, mpuMeTHMO 18 IU3ajHUPAe KBAHTHUX AJITOPUTAMA YOIIITE HUje jeTHOCTABAH 331aTaK,
TOTOTOBO KAJIa HAM j€ IWJb A 3HAYAJHO YMABUMO CJI0XKEHOCT. Tako ce, Ha mMpuMep, OBaj mpodyeM
MOXKE PEITUTH MPODAOMIMCTUYIKN HA KJIACHIHOM PAIYHADPY 10 BEJUKE CUTYPHOCTH U CA 3HATHO
Mambe MOKyInaja ox 2", amu ako IpobreM KEeTUMO Ja PEITuMO Ca CUTYPHOIINY, /b je UCIYHhEeH.
3ato ce cmarpa ga je Jdoju-Joxkun amropuram! BeoMa 3HadajaH U CBAKAKO je HacTao mpe cieneha,
JBa AJITOPUTMa KOja HABOIMMO.

6.3 I'poBepoB ajropuram

KsanTau pagynapm Ham omoryhaBajy ONTHMHU3AINN]Y MPOHATAXKEHa pelema y ckymy om N
Moryhux pemema. Ha kgacuaHuM padyHapuMma, MOTPeOHO je IPOBEPUTH CBAKO Moryle permembe,
ua je ourosapajyha caoxenocr O(N). Meljyrum, kopucrehu kBanTay nperpary, raunuje I'posepos
asropuram?, Moryhe je JaTi mpo6seM pemruTH Y CI0MKEHOCTH O(\/N ).

IIpBo hemo yBecTn Tako3BaHy HPHY KYTHjy KOja TPOBEPAaBa [1a JIW j€ YJAa3HU MapaMeTap pe-
niemhe Koje TpaxkKuMo. ¥ KJIACUYHOM Ciaydajy, To 6u Ouia dyukuuja f(x) koja spahia jenan ako
je oaroBOp MOTBpIaH, a Hysaa y cymporHoMmM. Hauwmm paga mpme KyTtuje nehemo pasmarparu, jep
3aBUCH U OJT CAMOT Ipobiiema, ann he Hamr musb OuTnu 1a mpoHal)eMo XKe/beHO PEeIIehe Ca MTO MAHhE
IEHOT MO3MBamka. Ha mpumep, ako HaM je 3amaTak ma nponaljemo mpocre dpaxkTope HEKOT Opoja m
nperparoM of 2 110 y/m, IpHa KyTuja 6u obaB/bajia Je/beme 6poja m ca yaa3HuM NapaMerpoM Uy
3aBUCHOCTH 0/ ocTtarka Bpahasa 0 mwan 1.

YV KBaHTHOM CJIy4ajy, CMHCAO [IPHE KyTI/;je‘jf WCTH, aJIK je IPUHIKI pajga Maio apyraaunju. Hamwve,
0)—|1

KAa0 U panmje, KopucTuhemo crame | ) v rpancopmanujy |x,y) — |z, y ® f(z)). OBo crame

OCTaje HEPOMEHEHO aKO |T) HUje TPAXKEHO DEIlee, a y CyIPOTHOM ce obphe. Y orminreM ciaydajy,

HoBo crame je (—1)/(*) |z) %. V macraBky hiemo mocmarparu KyGuTe u3 perucrpa 6e3 mocie-

JEHET, KOJH ce HUKAJa He Mebha, Ia MOKeMO pelin m1a mpHa KyTHja BPIIH TPaHCHOPMAITH]y:
jz) = (=1)7) |z)

3a nperpary N = 2" ciydajeBa, norpedbno aam je n + 1 kybur. IIpBux n g0BegeMo y crame
|0), a mocaenmwu y crame |1). Hakon rora, ce ux npomycrumo kpo3 H sorudko kosno. Ha raj

2" -1
HAYWH, TOCTAEIHN KYOUT CMO JOBEJIH Y KeJbEHO CTalbe, a MPBUX N Y CYIEPIO3UIIHjy \/7 E |).
n
=0

ITpumernmo fa cBa crama UMajy jeanaky ammuntymy. Harm 3agartak je ma moehamo amMminTymy
perema Ty Koje Tpaxkumo. To ce mocTimke mpuMeHoM ['pOBEpOBOr omeparopa Ha MPBUX N1 KyOuTa
moTpeban 6poj myTa. ['poBepoB omepaTop ce cacToju of IpHe KyTuje, mpa H®" mormuka Koma m
jenHor dasnor joruykor Kosna Zy Koje ce monamia Ha ciaexehu wauun: Zg|r) = |z), 3a x = 0,
a unaue Zy|r) = —|z). TakBo JOru4YKO KOJIO Ce MOXKe HPEJCTaBUTU LPEKO MATPULA N X 1 Kao
Zo = 2|0™) (0" — I. Axo osmaummo D = H®"ZyH®", omma je: D = 2(H®™|0™) (0"| H®") —
HOH®™ = 2|+m) (+"] — 1.

IDavid Deutsch, Richard Jozsa, Rapid solutions of problems by quantum computation,1992.
2Lov Grover, A fast quantum mechanical algorithm for database search,1996.
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2" —1

Henyjyhu na crame |¢) = Z ay |y, nobujamo:
=0

DI =214 (+714) — 1) =
S ( e <x|x>> = 21 /- )

=0
=
e je p = N Z Q; CpeNifha BpeaHOCT aMTnTyna. Jdasme je:
=0
2" —1 2" 1
D=2 3 (i) i/F - X ko) = 3 Cu— o
=0
Ha moderky cy cBe aMmauTyae 1o \/ﬁ \/1»,. IIponackoMm Kpo3 TMpHY KyTHjy, aMILTATYIa
crama |zg) mocraje — f’ a ocraje ce He Memajy. Kako je u = (2:/%1 - ﬁ) N % \% = \F

TO sesioBarbeM D aMILIUTYye CTaba PA3IuIuTUX Ol |To) ocrajy HpI/I6J'[I/I}KHO UCTe, JIOK aMILIATYAa
|zo) nocraje % Haxute, jenaom npumenom I'poseposor omeparopa, aMILIUTY/1a [U/bAHOI CTabha

ce mosehasia 3a m Crakum ciemehum aejcrBom he ce mpubankuo moBehiarn 3a UCTO TOJUKO.

Haxon mpumene I'poreporor orneparopa, a caMuM THM u 1pue Kytuje, O(v/ N) myra, amMrim-
Tyna pemiema ro he outu Beha ox 0,1. Crora, ako amropuram moroBuMo 100 myTa, BepoBaTHOhA
2

HaJla’kerba pellermha MepemeM NMpBUX n KyOura npenasu 5. I'posepos ajropurtam mpobsem mpe-

Tpare pernaBa y MarbOj CJI0KEHOCTH O] KJIACHIHOT, ajin 3a pa3nuky on Jloju-JoxuHor aaropurma
HEMa CHTYPHO pernere, Bell BepoBaraHoha HaTaKema PeIeha 3aBUCH 01 Opoja MOHAB/HAA MEJIOT

poreca.

0) —/— men — D - [~ D |—

LpHA pHa
KyTHja KyTHja

1) — H

Cauka 17: Komo 3a mmmiemenTtamujy ['poBepoBor aiaropurma; ['poBepoB omeparTop mpeacTaBsbajy IpHA
kyruja u D koo u nonassma ce O(VN) myra

6.4 Illopos anropuram

ITTopoB anropuram mpeacTaB/ha aaropuTaM 3a Op3y akTopu3anujy OpojeBa m Moxke OUTH
Beoma npuMmeH/buB. Ha mpumep, Behunna kpunrorpadCKux CHCTEMa Ce 3aCHUBA Ha HemoryhxocTm
Op30r pacrasbarmba Beaukor opoja M ua npocte yununone (NP mpobaem). Mehytum, kopumhemem
[MTopoBor anropur™Ma, 0Baj MpobIIEM TIOCTAje PEITUB Y TTOJTNHOMHIjAJTHOM BPEMEHY, T€ CTOTA YTPOKABA,
YCIIOCTABJHEHU CUCTEM IMUQPOBAHA.
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ITopos anropuram® ce cacroju oJ omepalyja Koje MOKeMO U3BeCTU U Ha KJACUYHOM PadyHapy

" of oszebHBaH)a noperka s 6poja A o mouyny M (omHOCHO HajMamwer HpUpOLHOr Gpoja TaKBOr

ma je z° = 1 (mod M), rme cy A m M y3ajamuo mpoctm). 3aro hemo cama ommcarn Kako ce

edrKacHO MOXKE ONPEIUTH S HA KBAHTHOM padyHapy. lloTpebHa Cy HaM IBa peFI/ICTpa Kybura y
2m_1

crawy |0). IIpBo mpunpemumMo KyOGuTe y MPBOM DErUCTDPY Y CYHEPIO3UIU]y —— Z |z}, roe je

N = 2" npoussosban 6poj usmehy M? u 2M? u nobujamo crame [p1). Tlorom 6p0JeBe HpOHyCTI/IMO
kpo3 Uy Koo Koje 3a ynasuo crame |z,0) gaje crame |z,a” mod M) u mobujamo crarbe:

|tha) = f ;) |z) |a® mod M)

[Torom w3mepumo KyOWTE W3 APYTOr PErHUCTPa W KAO Pe3yaTar Jo0ujamMo CaMoO jeJaH OCTATaK C,
OJIHOCHO CTambe |c). Y IPBOM DErHCTPY TaJa OCTajy CaMoO KyOUTH KOju UCIyHhaBajy ycjaoB a* = c¢
(mod M), onsocHo nobujamo crame:

lis) = Z |zo + as)

[2"—1—900]
S

e je D = + 1 6poj mojaB/bUBaAMA OCTATKA C, & T( HAjMAmU MPUPOAAH OpOj Takas 1a je

a® = ¢ (mod M).

VBeaumo cajia Koo Koje mpejcraBba KBantany @ypujeoBy Tpancdopmanujy. OHo 3a crame y

upocropy cramwa |0),|1),...,|N — 1) spuu caenehy rpancdopmarnmjy:
;] N-1
. 2mijk/N
— e k

17) Wi kZ:O k)
M MOXKE Ce TIPEJCTABATH YHUTAPHOM MATPHIIOM:

1 1 1 .. 1

1 w w? .. w1

Fn = 1 1 w? w? e w2@WV-1)
1 WN-1 L20N-1) (N-D)(N-1)

rze je w = e2™/N Kpaurny ®ypujeoBy rpancdopMalijy IpUMEyjeMo Ha [IPBU PErUCTap CTaiba
[t3) u nobujamo:

| N-1D-1
2WL
t4) = 7ND v(@otsa) |y |e \/ (

27”1
>6N”|7>>

=0 a=0
1= ( 1
27i 27
~ Ry zew)ewm>|c>
\/g ~=0 D a=0
=
27
jep je s =~ %. Kopucrehu na je cyma D e D7 jennaka 1 kaua je 7y 1esobpOjHU yMHOZKAK
a=0

6poja D, a 0 unage, mobujamo 1a je:

3Peter Shor, Polynomial — Time Algorithms for Prime Factorization and Discrete Logarithms on a Quantum
Computer, 1994.
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[tha) ~ % S ey o).

Crenehn kopax je mepeme Kybura u3 npsor perucrpa. Kao mro BuamMo, MOXKEMO Ja 100HjeMO

. . . . . kN Y o~ 13
camo pesyirar kD (k je neo 6poj) koju je npubMKHO jejHak “=, OJHOCHO § ~ 7.
Ipencrasmajyhn u3mepeno - y o6IHKY BEPUIKHOI Pa3IOMKa g + T , T7Ie
a1+ Qo+ —L
o+ — L
2 azt— T "
. . am
Cy Gg,Q1,02, .. ., Ay HEHETATUBHY TI€J1H OPOJEBH, a M TAKO3BAHU PeJi KOHBEPI'EHIINje OBOI' PA3JIOMKA

7 TMOHABJbAjyhM 11a0 MOCTYMAaK JOBOJHAH OPOj MyTa, MOKEMO OJPEIUTH TTIOPEIaK S.

Cama ce Bpahamo Ha pacras/bame Opoja M ma mpocre dakrope. IIpBo KiacwaHWM aaropu-
TMHUMa POBEPUMO 1A Jiu je M mapaH uiu je CTemeH mpocTor Opoja m y Caydajy Ja jecTe BPATUMO
oxrosapajyhu mpocr daxrop. Ako Huje, uzabepemo HacymudHo 6poj A mamu og M. Axko A u
M mucy ysajaMHO HMPOCTH, BPATHMO OAroBapajyhu 3ajeJHHYUKH MPOCT AEIUJIAI, & y CYIMPOTHOM
kopuctehu onmcan amropuram Haljemo mopemak s Gpoja A mo momyny M. Axo je s mapan u
A3/?2 £ —1(mod M) , mspauynamo H3I(A%/? — 1, M) m H3JI(A*/? + 1, M) u npoBepumo ma
je Heku o7 mux mpoct dakrop 6poja M. Axko jecre, Bpahamo Taj 6poj. Y CyNpPOTHOM AJrOPUTAM
Huje ycreo ga Halje mpocr ¢gpakTop M HOHAB/FAMO Ia 3a HeKH Apyru 06poj A.

I[Ieo anropuraM mOHOBHMO HOTpedaH Opoj ImyTa. AJropuraM HaM Ca BEJIMKOM BEPOBATHONOM
edpuKkacHO perraBa IpobyieM HaJTaXKema MMPOCTor (pakTopa BEIUKOr Opoja.

0) —/— men QFT 7/~
Uy
b
0) — />
o) 1) |12) |13) |14)

Cumuka 18: Koo 3a mvmiemenranujy Illoposor airopuryma; OBze je b majmamy Taxkas 6poj ma je 2° > M,
jep y upBu peructap umy 6pojesu no N, a y apyru 6pojesu mo M
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Kpo3 oBaj pan ymosmasiu cMO ce ca OCHOBAMa KBAHTHOI PAYyHAPCTBA KPO3 TPHU IIOBE3aHE
obnacTu: MaremMaTnky, ¢busuky u nHdopmarnky. Cam KOHIENT W HAYWH HA KOjH YBOIANMO KyOHTe
M omepalyje HaJl ’hUMa je MaTeMaTuIKn GpopMasaH W Kao TaKaB He MOPA TMOCTOjaTH ¥ PEaTHOCTH,
Beh MOKe ocTaTh HA HUBOY ANCTAKIMje YHUBEP3AJHOT KBAHTHOr padyHapa. llomro nacnupamnyjy
u MoryhiHOCT OCcTBapuBara KOHIENTA y PEATHOCTH 3aCHUBAMO HA KBAHTHO] MeXaHuiu, nemoryhe je
nportece aybsbe anamu3uparu 6e3 momohu ¢pusuke. Pu3nka Ham objallbaBa HHTEPAKIIAje KyOuTa,
nHTEP(MEPEHITN]Y U CYIEPIIO3UIUje CTaba, YBE3aHA CTAba U CAUIHE (DEHOMEHE HA KOje HAUIA3UMO.
Takolje, eBenTyasHnM HOBUM OTKpuhnMa y KBAHTHOj Teopujn omoryhasa n najby pa3Boj KBAHTHOT
padynapcTBa. HapaBHO, y OCHOBH caMOr padyHapcrBa je obpaga mubOpMamuje u morpeda 3a
BOM, T1a OTyAa cjiead WHPOPMATUYKHU TOrJIea Ha cTBapu. KBanTHa (uW3WKa yBOAW KBAHTHE OC-
obure nH(OpPMAITje, KOje ce 3HATAJHO PA3NUKY]Y O KJIACUIHUX W KOje OCTABJ/bY IIPOCTOPA 33 Pas,
kBaHTHUM uHpopMarndapuma. Camo 10 cajla CPeu CMO Ce Ca BEHOM TEJICIIOPTAIMjOM Ha BEJIUKE
YIaJbEHOCTH, IITO je MOCIEIUIA YBE3AHUX CTaMha, ajli U Ca HeMOryhHOINY HEeHOT KOMUPAIha.

Kuacuunu butosu nMajy camo nsa moryha crama, 0 u 1. Jloruuna Hagorpamha, HOrOTOBO Ka/1a
MMaMO Ca3HAMHA O KBAHTHO] MEXAHHITH M KAJa CMO HAWIA3WIN HA MPOOJIEM CHMYJIAINje KBAHTHIX
CHCTeMa Ha KJIACHIHUM padyHapHMa, MPEICTaB/ha yBoheme KyOuTa Kao JuHeapHe KoMOuHarmje
THX CTama, Ca JOJATKOM Ipejacka y jeaHO Ol HhUX HPUIMKOM Mepema. CBa mamba cBOjcTBa
KBAHTHUX JIOTUYKUX KOJIA W KBAHTHUX ajropurama cjiene omarie. [lpmmernmo ma cioboma Kojy
UMaMO MPUJIMKOM MaTEMATHYKOr 3aCHUBAA JIOPMYKOr KOJIa (jeIUHM YC/IOB j€ YHUTAPHOCT Ma-
Tpuie) omoryliaBa ga cBe KejbeHe Olepalje 3aucTa MOMKEMO Ja IPEJCTABUMO IPEKO JIOTUUYKUX
kosa u u3egemo. Ca npyre crpane, OCTOjarbhe YHUBEP3ATHUX JIOMMYKUX Koja obeliaBa y moriery
[IPAKTUYHE peasin3aliije 3aMUII/bEHUX AJTOPUTaAMA.

VYBumenn cMmo ga je moryhe cBe mporiece ca KJIACHYIHUX padyHapa M3BECTH W HA KBAHTHUM, T€
CTOTa CUTYPHO KBAaHTHU padyHapu Hehe 6uTn Marme MONHU O KJIACHIHUX, IIITO OMPAB/IABA yJIaramba
y IbUXOBO J1ajhbe pa3Bujame. Jak m ako 6m ce ucrnocrasuio ga je BQP = BPP, to mrro cmo mpso
JIONLTH 10 e(PUKACHAX AJITOPUTAMA 32 HEKe MpobsieMe HA KBAHTHUM PAYyHAPUMA FOBOPHU O HUXOBO]
npuctynagnoctu. Taxkobe, moryhe je ma 3a mpobseMe Koju jecy epUKACHO PEIIeHN Ha KJIACHIHIM
padyHapuMa 1mocToje joir euKACHN]a PeIemha Ha, KBAHTHUM, MOMYT KBAHTHE mpeTpare. JoIr jeaHa
CTBap KOjy HaM NpY’Kajy KBAHTHHU CUCTEMHU je TeHepHCcarhe NCTUHCKHA HACYMUIHAX OpPOjeBa, OIHOCHO
CHTyaluje y KOjuMa IpHUpOo/ia caMa OMpa pe3ysiTaT Mepema, IITO Ha JIaHAIBUM padyHapuMa HUje
ITOCTUTHYTO.

IIpesnocTu cy mHore, na Ou Tako CaMO IIAPAJIEJHO [IPOLECUPAHE U HABEIEHU AJIOPUTMH MOLJIN
JIa IMAjy Pa3HOBPCHE MPUMEHE, TIOTOTOBO ¥ CUMYJINPAy (DU3UUKAX CHCTEMA U TTPodHjamy mmudapa
Koje manac KopuctuMo. In3ajHupare HOBUX KBAHTHUX AJITOPUTAMA je M3Y3eTHO TeKaK 33/aTaK,
jep cMO y pajly HABUKJIU HA KjacudHe cucreme. Takole, HUje TOBO/AHO OCMUCTUTH ajaropuram, seh
OH MOpa OuTH 3a Kjaacy 00JbH O KJIACHYHOr. 3a caja HeMAaMO IPEJICTABY KOJHUKO TOTA MOMKEMO

31
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J1a TOCTUTHEMO HA KBAHTHUM padyHapuMa, 300r dera je BayKHO HACTABUTU Ca yHanpehuBamem
TEeXHUYKHAX YCJIOBA 33 IHUXOB PaJ U Pa3BHjarbeM HOBHX ajropurama. JlOBO/BHO je 1a ce cerumo
Jla, TOABAE jeHOr KyOuTa OAroBapa yIBOCTPYUHBAIKY OpOja KIACHYHUX OMTOBA W Ja 3HAMO 113
pPaJuMO Ha TPABOM 33/IaTKY.

Ha kpajy, 3aHUM/bUBO je HATIOMEHYTH a3 KBAHTHO PAYyHAPCTBO HE MOPa OMTH 3aCHOBAHO HA
kyburuma. Kao mro reopujcku KjaacuduHe padyHape MOXKEMO 3aCHOBATH HA CHCTEMHMA Ca Pa3-
JINYATOM OCHOBOM, TAKO M KBAHTHH PAYyHAPH MOIY PaJIuTH ca JApyruMm ocuoBama. Ha npuwmep,
YKOJIMKO omabepeMo OCHOBY 3, y MHUTamy Cy KyTPUTH Koju Mory 6mth y crawnma [0), [1) u [2) u
IBUXO0BO]j cynepnosumnuju. Vcmocrasiba ce a HeKa CTama Koja Cy yBe3aHa KaJd UX IMOCMATPaMO y
CHCTEMY Ca OCHOBOM 2 HHCY yBe€3aHa y HEKHM JPYIHM IIpOCTOpHMa crama. Unak, To He 3Ha4M Ja
ce yBe3aHa CTama MOry m30ehu y MOTIyHOCTH, jep je OHO ITO HaM oMmoryhaBajy BeoMa 3HATA]HO.
Konaumo, omabup ocHoBe 2 je jormdaH, jep je aHAJOraH KJIACHIHAM PadyHAPHMa W KaO TaKaB
HajBUITIE WHTYUTUBAH W HAPABHO HajjeTHOCTABHU)U 3a PaJ M Jajbe popadyHe.

3axBaJIHOCT

BaxBasbyjem ce cBoM MeHTOpY, Anekcanapu Jumuh, na capaamu u momohu npu U3pajiu MaTypCKOr
paga. 3axsajbyjem ce u cBojuM npodecopuma, Josuuu Musucasibesuliy u NUropy Cajiomy, koju
Cy MM ApXKaJim MeHTOpcke dacose n3 ¢usuke. [locebry 3axBannoct ayryjem mpodecopku Haramm
YanykoBuh koja Mu je pu3uKky nperaBajia 9eTUPHU FOAWHE U KOja jeé Y BEJINKO] MepH 3aCIyKHa 33
CBe IITO CaM 33 TO BpEMe HAy9HO U OCTBAPHO.
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