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Åëèïòè÷êå êðèâå 1

1 Óâîä

Òåîðèjà è ðåøàâà»å Äèîôàíòîâèõ1 jåäíà÷èíà jå jåäàí îä íàjñòàðèjèõ ïðîáëåìà ó ìàòåìàòèöè.
Òî ñó jåäíà÷èíå îáëèêà

P (x1, ..., xn) = 0

ïðè ÷åìó òðàæèìî ðåøå»à ó ñêóïó ðàöèîíàëíèõ èëè öåëèõ áðîjåâà. Ïðè ðåøàâà»ó îáè÷íî
òðàæèìî îäãîâîð íà ñëåäå£à ïèòà»à:

• Èìà ëè ðåøå»à ó ñêóïó öåëèõ áðîjåâà?

• Èìà ëè ðåøå»à ó ñêóïó ðàöèîíàëíèõ áðîjåâà?

• Èìà ëè áåñêîíà÷íî ìíîãî ðåøå»à ó ñêóïó öåëèõ áðîjåâà?

• Èìà ëè áåñêîíà÷íî ìíîãî ðåøå»à ó ñêóïó ðàöèîíàëíèõ áðîjåâà?

Jåäíà îä íàjïîçíàòèjèõ Äèîôàíòîâèõ jåäíà÷èíà jå Âåëèêà Ôåðìàîâà2 òåîðåìà êîjà êàæå äà
jåäíà÷èíà

xn + yn = zn, n ≥ 3

íåìà íåòðèâèjàëíèõ öåëîáðîjíèõ ðåøå»à. Îâà jåäíà÷èíà jå ìó÷èëà ìàòåìàòè÷àðå ïðåêî 350
ãîäèíà è jåäàí îä ê§ó÷íèõ äåëîâà ó äîêàçó êîjè jå èçâåî Åíäðó Âàjëñ3 1995. ãîäèíå jå óïðàâî
áèëî êîðèø£å»å óîïøòå»à òåîðèjå êîjîì £åìî ñå ìè áàâèòè ó îâîì ðàäó. Ìè £åìî ìî£è äà
äîêàæåìî Âåëèêó Ôåðìàîâó òåîðåìó çà ñëó÷àjåâå n = 3, 4.
Åëèïòè÷êå êðèâå èìàjó âåëèêèõ ïðèìåíà êàêî ó òåîðèjè áðîjåâà, òàêî è ó êðèïòîãðàôèjè òàêî
äà jå »èõîâî ïðîóëàâà»å èçóçåòíî êîðèñíî è çíà÷àjíî.

1Diophantus (îêî 250. ã.)� ãð÷êè ìàòåìàòè÷àð.
2P. Fermat (1601-1665)� ôðàíöóñêè ìàòåìàòè÷àð.
3A. J. Wiles (1953- )� áðèòàíñêè ìàòåìàòè÷àð.
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2 Äèîôàíòîâå jåäíà÷èíå

Äåôèíèöèjà 2.1. Äèîôàíòîâà jåäíà÷èíà jå ïîëèíîìñêà jåäíà÷èíà ñà öåëîáðîjíèì êîåôèöè-
jåíòèìà jåäíå èëè âèøå ïðîìåí§èâèõ.

P (x1, ..., xn) = 0

2.1 Äèîôàíòîâå jåäíà÷èíå ñà jåäíîì ïðîìåí§èâîì

Äèîôàíòîâå jåäíà÷èíå ñà jåäíîì ïðîìåí§èâîì ñó çàïðàâî ïîëèíîìè jåäíå ïðîìåí§èâå ñà öå-
ëîáðîjíèì êîåôèöèjåíòèìà è çíàìî ñâå øòî ñå òè÷å »èõîâèèõ ðàöèîíàëíèõ ðåøå»à. Òî íàì
ãîâîðè Ãàóñîâà4 ëåìà.

Òåîðåìà 2.1.1. Àêî jå ðàöèîíàëàí áðîj x = p
q ðåøå»å jåäíà÷èíå anx

n + an−1x
n−1 + ...+ a1x+

a0 = 0 ñà öåëîáðîjíèì êîåôèöèjåíòèìà, ãäå ñó p è q óçàjàìíî ïðîñòè, îíäà p|a0 è q|an.

Äîêàç. Àêî çàìåíèìî x = p
q ó jåäíà÷èíó è ïîìíîæèìî jå ñà q

n äîáèjàìî

anp
n + an−1p

n−1q + ...+ a1pq
n−1 + a0q

n = 0

Ñâè ñàáèðöè îñèì ïðâîã èìàjó ÷èíèëàö q, à ñâè îñèì ïîñëåä»åã ÷èíèëàö p, ïà óç (p, q) = 1
ñëåäè p|a0 è q|an.

Äàêëå, çà Äèîôàíòîâå jåäíà÷èíå ñà jåäíîì ïðîìåí§èâîì ïîñòîjè àëãîðèòàì ïîìî£ó êîãà ó êî-
íà÷íîì âðåìåíó íàëàçèìî ñâà ðàöèîíàëíà ðåøå»à.

2.2 Äèîôàíòîâå jåäíà÷èíå ñà äâå ïðîìåí§èâå ïðâîã ñòåïåíà

Äèîôàíòîâà jåäíà÷èíà ñà äâå ïðîìåí§èâå ïðâîã ñòåïåíà jå jåäíà÷èíà îáëèêà

ax+ by + c = 0

ãäå ñó a,b è c öåëè áðîjåâè, áàð jåäàí îä »èõ ðàçëè÷èò îä íóëå. Î ðàöèîíàëíèì ðåøå»èìà
îâàêâå jåäíà÷èíå òàêî¢å çíàìî ñâå, èìà èõ áåñêîíà÷íî ìíîãî è îíà ñó îáëèêà

(t,−c+ at

b
), t ∈ Q,

çà íïð. b 6= 0. Àêî (a, b) - c öåëîáðîjíèõ ðåøå»à íåìà, à ó ñóïðîòíîì èõ íàëàçèìî íà ñëåäå£è
íà÷èí: Ïîçíàòî jå äà ïîñòîjå öåëè áðîjåâè α è β òàêî äà âàæè

aα+ bβ = (a, b)

Îâèìå äîáèjàìî jåäíî öåëîáðîjíî ðåøå»å ïîëàçíå jåäíà÷èíå (x0, y0) = (
−cα
(a, b)

,
−cβ
(a, b)

), ïîìî£ó

êîãà ãðàäèìî îïøòå ðåøå»å êîjå ãëàñè:

(x0 + bt, y0 − at), t ∈ Z

.
Äàêëå çà Äèîôàíòîâå jåäíà÷èíå ñà äâå ïðîìåí§èâå ïðâîã ñòåïåíà, ïîñòîjè ïîñòóïàê ïîìî£ó

êîãà íàëàçèìî ñâà ðàöèîíàëíà ðåøå»à.

4J. K. F. Gauss (1777-1855) � íåìà÷êè ìàòåìàòè÷àð.
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2.3 Äèîôàíòîâå jåäíà÷èíå ñà äâå ïðîìåí§èâå äðóãîã ñòåïåíà

Äåôèíèöèjà 2.2. Òà÷êà ó (x, y) ðàâíè jå ðàöèîíàëíà òà÷êà àêî ñó jîj îáå êîîðäèíàòå ðàöèî-
íàëíè áðîjåâè.

Äåôèíèöèjà 2.3. Ïðàâà ó (x, y) ðàâíè jå ðàöèîíàëíà ïðàâà àêî »åíà jåäíà÷èíà èìà ðàöèî-
íàëíå êîåôèöèjåíòå, òj. ïðàâà ax+ by + c = 0 jå ðàöèîíàëíà àêî ñó a,b,c ðàöèîíàëíè áðîjåâè.

Äèîôàíòîâà jåäíà÷èíà äðóãîã ñòåïåíà ñà äâå ïðîìåí§èâå jå jåäíà÷èíà îáëèêà

ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0

øòî jå çàïðàâî jåäíà÷èíà êîíèêå. Êîíèêó £åìî çâàòè ðàöèîíàëíîì àêî ñå »åíà jåäíà÷èíà ìî-
æå çàïèñàòè ïîìî£ó ðàöèîíàëíèõ êîåôèöèjåíàòà. Ïîñìàòðàjìî ïðåñåê ðàöèîíàëíå êîíèêå ñà
ðàöèîíàëíîì ïðàâîì. Ó îïøòåì ñëó÷àjó ïîñòîjå äâå òà÷êå ïðåñåêà êîjå î÷èãëåäíî íå ìîðàjó
áèòè ðàöèîíàëíå, ìå¢óòèì àêî jå jåäíà òà÷êà ïðåñåêà ðàöèîíàëíà îíäà jå òî è äðóãà (îâî âàæè
íà îñíîâó Âèjåòîâèõ5 ôîðìóëà). Îâî ñâîjñòâî êîíèêå íàì ïðóæà âåîìà jåäíîñòàâàí íà÷èí äà
ïðîíà¢åìî ñâà ðàöèîíàëíà ðåøå»à. Íàèìå, ïðîíà¢åìî jåäíó ðàöèîíàëíó òà÷êó O íà êîíèöè è
èçàáåðåìî áèëî êîjó ðàöèîíàëíó ïðàâó p ó ðàâíè ïàðàëåëíó òàíãåíòè íà êîíèêó ó O. Çàòèì
ñàïàjàìî ñâàêó ðàöèîíàëíó òà÷êó ñà p ñà O. Òå íîâå ïðàâå ñó ðàöèîíàëíå è ñåêó êîíèêó ó
ðàöèîíàëíèì òà÷êàìà. Î÷èãëåäíî ïîñòîjè áèjåêöèjà èçìå¢ó ñêóïà ðàöèîíàëíèõ òà÷àêà ñà p è
ñêóïà ðàöèîíàëíèõ òà÷àêà ñà êîíèêå, íå óê§ó÷ójó£è O (O ñå ñëèêà ó áåñêîíà÷íó òà÷êó).
Ïîêàçà£åìî îâî íà ïðèìåðó êðóæíèöå.

x2 + y2 = 1

Óî÷èìî òà÷êó O (−1, 0) è ïðîjåêòójìî êðóæíèöó íà y îñó. Íåêà ñëèêà ïðîjåêöèjå èìà êîîðäè-
íàòó (0, t). Òàäà ïðàâà êîjà jå ñïàjà ñà Î èìà jåäíà÷èíó y = t(1+x). Ïðîíà¢èìî ïðåñåê òå ïðàâå
è êðóæíèöå.

1− x2 = y2 = t2(1 + x)2

Jåäíî ðåøå»å jå òà÷êà Î ïà êàäà ñêðàòèìî ñà 1 + x äîáèjàìî êîîðäèíàòå äðóãå òà÷êå ïðåñåêà:

x =
1− t2

1 + t2
, y =

2t

1 + t2

Çàïðàâî ñìî äîáèëè jåäíó îä ìîãó£èõ ïàðàìåòðèçàöèjà êðóãà è íà ñëè÷àí íà÷èí ñå ñâàêà êîíèêà
êîjà èìà ðàöèîíàëíî ðåøå»å ìîæå ïàðàìåòðèçîâàòè.

Ñëèêà 1: Ïàðàìåòðèçàöèjà êðóãà

5F. Viete (1540-1603)� ôðàíöóñêè ìàòåìàòè÷àð.
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Îñòàëî íàì jå jîø äà ïðîâåðèìî äà ëè êîíèêà èìà ðàöèîíàëíî ðåøå»å. Àêî ïîñìàòðàìî
jåäíà÷èíó

ax2 + by2 = c

äà áèñìî ïðåøëè íà ðåøàâà»å ó Z óâîäèìî ñìåíó x = X/Z è y = Y/Z. Ïîñòîjè îïøòè ìåòîä êîjè
äàjå îäãîâîð íà ïðåòõîäíî ïèòà»å è òî ïîìî£ó Ëåæàíäðîâå6 òåîðåìå êîjà òâðäè äà jåäíà÷èíà

aX2 + bY 2 = cZ2

èìà íåòðèâèjàëíî öåëîáðîjíî ðåøå»å àêî è ñàìî àêî êîíãðóåíöèjà

aX2 + bY 2 ≡ cZ2 (mod m)

èìà ðåøå»å óçàjàìíî ïðîñòî ñà m, ãäå jå m áðîj êîjè íà îäðå¢åíè íà÷èí çàâèñè îä a, b è c. Ìè
ñå îâèìå íå£åìî äóá§å áàâèòè àëè ðàäîçíàëè ÷èòàîöè ìîãó ïîãëåäàòè ìàòóðñêè ðàä Óðîøà
Ìèëåíêîâè£à.

Øòî ñå òè÷å Äèîôàíòîâèõ jåäíà÷èíà äðóãîã ñòåïåíà ñà äâå ïðîìåí§èâå ïðåîñòàëî íàì jå
äà ïðîêîìåíòàðèøåìî ïðîíàëàæå»å öåëîáðîjíèõ ðåøå»à. Òåîðèjà Ïåëîâå7 jåäíà÷èíå ïîòïóíî
ðåøàâà ïðîáëåì jåäíà÷èíà îáëèêà:

ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0

àëè ñå ìè íå£åìî äóá§å áàâèòè òèìå.

6A. M. Legendre (1752-1833)� ôðàíöóñêè ìàòåìàòè÷àð.
7J. Pell (1611-1685)� åíãëåñêè ìàòåìàòè÷àð.
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3 Êóáè÷íå êðèâå

Jåäíà÷èíà îáëèêà

ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 + ex2 + fxy + gy2 + hx+ iy + j = 0

jå jåäíà÷èíà êóáè÷íå êðèâå è »åíî ïðîó÷àâà»å jå ãëàâíà òåìà îâîã ðàäà. Íàø öè§ jå äà íà¢åìî
ñâà »åíà ðàöèîíàëíà è ñâà »åíà öåëîáðîjíà ðåøå»à.
Øòà ñå äîáèjà ó ïðåñåêó ðàöèîíàëíå ïðàâå è êóáèêå? Ó îïøòåì ñëó÷àjó òî ñó òðè òà÷êå îä
êîjèõ íè jåäíà íå ìîðà áèòè ðàöèîíàëíà, ìå¢óòèì, êàî êîä êîíèêà, àêî ñó äâå ðàöèîíàëíå îíäà
jå òî è òðå£à. Òàêî¢å, àêî ó ðàöèîíàëíîj òà÷êè ïîâó÷åìî òàíãåíòó íà êðèâó, îíà £å jå ñå£è ó
ðàöèîíàëíîj òà÷êè (ðà÷óíàìî äà ïðàâà êîjà òàíãèðà êðèâó ñå÷å êðèâó ó òà÷êè äîäèðà áàð äâà
ïóòà)
Ïðîó÷àâà»å îâèõ êðèâèõ jå âåîìà ñòàðî. Íïð. Áàõå8 jå, ðåøàâàjó£è ïðîáëåì ïðåäñòàâ§à»à
áðîjà êàî ðàçëèêå êâàäðàòà è êóáà:

y2 − x3 = c

èçâåî ïîñòóïàê çà ïðîíàëàæå»å áåñêîíà÷íî ìíîãî ðàöèîíàëíèõ ðåøå»à ïîëàçå£è îä jåäíîã
(x, y), òçâ. ôîðìóëà äóïëèðà»à:

(
x4 − 8cx

4y2
,
−x6 − 20cx3 + 8c2

8y3
)

Íà ïðèìåð çà jåäíà÷èíó
y2 − x3 = −2

ïîëàçå£è îä ðåøå»à (3, 5) ìîæåìî èõ äîáèòè áåñêîíà÷íî:

(3, 5), (
129

100
,
−383

1000
), (

2340922881

76602
,
113259286337292

76603
), ...

Ìè £åìî óîïøòèòè »åãîâó ìåòîäó, à îâî ïðåñëèêàâà»å £å íàì áèòè âåîìà âàæíî è ïðîæèìà£å
öåî ðàä.

3.1 Ïðîjåêòèâíà ãåîìåòðèjà

Óâåø£åìî îñíîâíå ïîjìîâå ïðîjåêòèâíå ãåîìåòðèjå äà áè ñìî ìîãëè äà ëàêøå ìàíèïóëèøåìî
íàøèì êðèâàìà, à è íåêè ïîjìîâè £å äåëîâàòè ïðèðîäíèjå êðîç çíà»à èç ïðîjåêòèâíå ãåîìåò-
ðèjå.

3.1.1 Õîìîãåíå êîîðäèíàòå

Íàøà êðèâà êîjó ïðîó÷àâàìî jå ãîòîâî óâåê ó íåõîìîãåíîì îáëèêó. Íïð. ïîñìàòðàjìî êðèâó:

y2 + y3 + x3 = 1.

Èç ðàçëãà êîjå £åìî óâèäåòè ó íàñòàâêó ïîãëàâ§à, áèëî áè ëåïøå êàäà áè êðèâà áèëà ó õîìî-

ãåíîì îáëèêó, ïà £åìî jå òàêâîì è íàïðàâèòè. Íåêà jå x =
X

Z
è y =

Y

Z
. Ñàäà êðèâà ïîñòàjå:

Y 2Z + Y 3 +X3 = Z3.

Îäìàõ ïðèìå£ójåìî ãëàâíî ñâîjñòíî õîìîãåíèõ êîîðäèíàòà, àêî jå (a, b, c) ðåøå»å jåäíà÷èíå, òî
jå è (ta, tb, tc) çà ñâàêè ðåàëàí áðîj t. Îâî íàñ íàâîäè äà äåôèíèøåìî ñëåäå£ó ðåëàöèjó ∼.

8C. G. Bachet (1581-1638) � ôðàíöóñêè ìàòåìàòè÷àð



Åëèïòè÷êå êðèâå 6

Äåôèíèöèjà 3.1. Íà ñêóïó óðå¢åíèõ òðîjêè R3 óâîäèìî ðåëàöèjó åêâèâàëåíöèjå:

[a, b, c] ∼ [a′, b′, c′] ⇐⇒ (∃t ∈ R∗)([a, b, c] = [ta′, tb′, tc′])

Øòà ñå äåñèëî ñà ðåøå»èìà ïîëàçíå jåäíà÷èíå ïðè »åíîj õîìîãåíèçàöèjè? Óî÷àâàìî äà íîâà
jåäíà÷èíà èìà ðåøå»a (0, 0, 0), (1,−1, 0), (−1, 1, 0). Ïðâî jå ðåøå»å áèëî êîjå õîìîãåíå jåäíà÷èíå
è îíî íàì íèjå çàíèì§èâî, àëè êàêî äà òóìà÷èìî äðóãå äâà ðåøå»à? Êàäà áèñìî æåëåëè äà
ñå âðàòèìî ó îáè÷íå êîîðäèíàòå, äåëèëè áè ñìî ñà íóëîì, øòî çíà÷è äà áè êîîðäèíàòå òå äâå
òà÷êå áèëå áåñêîíà÷íå. Óïðàâî òàêî £åìî èõ è òóìà÷èòè, êðèâà èìà ïðåñåê ñà áåñêîíà÷íîø£ó,
øòî £å ïîñëå äåôèíèñà»à ïðîjåêòèâíå ðàâíè áèòè ïîòïóíî ïðèðîäíà ñòâàð.

3.1.2 Ïðîjåêòèâíà ðàâàí

Äåôèíèöèjà 3.2. Åóêëèäñêà (àôèíà) ðàâàí jå ñêóï òà÷àêà:

A2 = {(x, y) | x, y ∈ R}

Äåôèíèöèjà 3.3. Ïðîjåêòèâíà ðàâàí jå ñêóï òà÷àêà:

P2 =
{[a, b, c] | a, b, c ∈ R, [a, b, c] 6= [0, 0, 0]}

∼

Àíàëîãíî ñå äåôèíèøå è ïðîjåêòèâíè ïðîñòîð áèëî êîã ðåäà.

Äåôèíèöèjà 3.4. Ïðîjåêòèâíè n-ïðîñòîð jå ñêóï òà÷àêà:

Pn =
{[a0, a1, ..., an] | ai ∈ R, ∃i, ai 6= 0}

∼

Êàêî èçãëåäàjó ïðàâå ó ïðîjåêòèâíîj ðàâíè?

Äåôèíèöèjà 3.5. Ïðàâà ó ïðîjåêòèâíîj ðàâíè jå ñêóï òà÷àêà [X,Y, Z] êîjè çàäîâî§àâà:

aX + bY + cZ = 0

ãäå a, b è c íèñó ñâè 0.

Äåôèíèöèjà 3.6. Ó ïðîjåêòèâíîj ðàâíè, ïðàâó Z = 0 íàçèâàìî áåñêîíà÷íà ïðàâà.

Ta÷êå ñà Z 6= 0 ÷èíå ïðàâó ó Åóêëèäñêîj ðàâíè ax + by + c = 0, äîê jå òà÷êà ñà íóëòîì
Z êîîðäèíàòîì ïðåñåê ïðàâå ñà áåñêîíà÷íîì ïðàâîì. Óâî¢å»åì ïðîjåêòèâíå ðàâíè, äîáèjàìî
jåäíî âåîìà êîðèñíî ñâîjñòâî, ñâàêå äâå (ðàçëè÷èòå) ïðàâå ñå ñåêó ó òà÷íî jåäíîj òà÷êè. Çàèñòà,
àêî ñå äâå ïðàâå ñåêó ó Åóêëèäñêîj ðàâíè, îíå £å è ó ïðîjåêòèâíîj ðàâíè èìàòè ñàìî òàj ïðåñåê.
Àêî ñó äâå (ðàçëè÷èòå) ïðàâå ïàðàëåëíå ó Åóêëèäñêîj ðàâíè:

p1 : ax+ by + c = 0, p2 : tax+ tby + d = 0, tc 6= d, t 6= 1

îíäà ó ïðîjåêòèâíîj ðàâíè èìàjó ñàìî jåäíó òà÷êó ïðåñåêà: [b,−a, 0].
Äàêëå äâå ïàðàëåëíå ïðàâå ñå ñåêó ó áåñêîíà÷íîj òà÷êè è òó òà÷êó ñàäðæå ñàìî ïðàâå ïàðàëåëíå
»èìà. Äðóãèì ðå÷èìà, ïîñòîjè áåñêîíà÷íà òà÷êà çà ñâàêè ïðàâàö ó Åóêëèäñêîj ðàâíè. Àêî
ïîñìàòðàìî ïðàâå êðîç êîîðäèíàòíè ïî÷åòàê ó îáëèêó Ax = By è Cx = Dy, îíå ñó jåäíàêå àêî

è ñàìî àêî jå
A

B
=
C

D
. Îâî íàñ íàâîäè íà jîø jåäíó äåôèíèöèjó ïðîjåêòèâíå ðàâíè:

P2 = A2 ∪ P1

Äàêëå, äà ðåçèìèðàìî:
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[a, b, c] 7→

{(
a
c ,

b
c

)
∈ A2, c 6= 0

[a, b] ∈ P1, c = 0

(x, y) ∈ A2 7→ [x, y, 1]

[A,B] ∈ P1 7→ [A,B, 0]

Ëàêî jå âèäåòè äà ñó ïðåñëèêàâà»à èíâåðçíà:

[a, b, c] 7→
(
a

c
,
b

c

)
7→
[
a

c
,
b

c
, 1

]
= [a, b, c]

ïà ñìî îâèìå êîìïëåòèðàëè äåôèíèñà»å ïðîjåêòèâíå ðàâíè.

3.1.3 Ïðîjåêòèâíà òðàíñôîðìàöèjà

Êàäà æåëèìî äà óâåäåìî ñìåíó êîîðäèíàòà íàä êðèâîì C : F (X,Y, Z) = 0 ïðàâèìî çàìåíó:

X = m11X
′
+m12Y

′
+m13Z

′
,

Y = m21X
′
+m22Y

′
+m23Z

′
,

Z = m31X
′
+m32Y

′
+m33Z

′
.

Òàêî äîáèjàìî íîâó êðèâó C
′

: F
′
(X

′
, Y

′
, Z

′
) = 0. Îâàêî ñìî äîáèëè ïðåñëèêàâà»å ñà C íà C

′
.

Àêî îáåçáåäèìî jîø è òî äà jå ìàòðèöà M = (mij) èíâåðòèáèëíà è M
−1 = N = (nij) äîáèjàìî

ïðåñëèêàâà»å ñà C
′
íà C :

X
′

= n11X + n12Y + n13Z,

Y
′

= n21X + n22Y + n23Z,

Z
′

= n31X + n32Y + n33Z.

Ïðîìåíó êîîðäèíàòà ó P2 äàòó èíâåðçíîì 3× 3 ìàòðèöîì íàçèâàìî ïðîjåêòèâíà òðàíñôîðìà-
öèjà. Àêî ìàòðèöà èìà ðàöèîíàëíå êîåôèöèjåíòå ïîñòîjà£å áèjåêöèjà èçìå¢ó C(Q) è C

′
(Q) òàêî

äà jå ïðîáëåì íàëàæå»à ðàöèîíàëíèõ òà÷àêà íà C åêâèâàëåíòàí ïðîáëåìó íàëàæå»à ðàöèî-
íàëíèõ òà÷àêà íà C

′
. Îâî ñâîjñòâî £åìî ìàêñèìàëíî åêïëîàòèñàòè ïðè ïðîó÷àâà»ó åëèïòè÷êèõ

êðèâèõ.

3.2 Âàjåðøòðàñîâà íîðìàëíà ôîðìà

Ïðè ïðîó÷àâà»ó êóáè÷íå êðèâå æåëèìî äà jå ïðåâåäåìî ó îäðå¢åíè îáëèê ó êîìå £åìî ìî£è
ëàêøå äà îïåðèøåìî »îìå. Òàj îáëèê jå òàêîçâàíà Âàjåðøòðàñîâà íîðìàëíà ôîðìà è êðèâà £å,
ó çàâèñíîñòè êàêî íàì îäãîâàðà èçãëåäàòè:

y2 = x3 + ax+ b, y2 = x3 + ax2 + bx+ c.

Ñâàêà êóáè÷íà êðèâà êîjà èìà áàð jåäííó ðàöèîíàëíó òà÷êó ñå ìîæå ïîãîäíîì ïðîjåêòèâíîì
òðàíñôîðìàöèjîì è ìàëî àëãåáàðñêå ñíàëàæ§èâîñòè ïðåâåñòè ó ãîðå íàâåäåíè îáëèê.
Èäåjà jå äà ïîñòàâèìî îñå îíàêî êàêî íàì îäãîâàðàjó. Ïðîöåñ èçãëåäà îòïðèëèêå îâàêî. Ïðåáà-
öèìî êðèâó ó õîìîãåíè îáëèê. Áèðàìî äà jå òà÷êà O = [1, 0, 0] (òàêî äà íèjå ïðåâîjíà òà÷êà, äà
áè òàíãåíòà èìàëà jîø jåäàí ïðåñåê ñà êðèâîì) è äà jå ïðàâà Z = 0 òàíãåíòà íà C ó O. Îíà
ñå÷å êðèâó ó íîâîj òà÷êè [0,1,0] è ïðàâó X = 0 áèðàìî çà òàíãåíòó ó òîj òà÷êè. Íàjçàä áèëî
êîjó òðå£ó ïðàâó óçèìàìî çà Y = 0 è ïèøåìî x = X

Z è y = Y
Z .

Ïîêàçà£åìî îâî è íà ïðèìåðó. Ïðåâåø£åìî êðèâó

f(u, v) = u3 + uv2 + v3 + u+ v − 2 = 0

ó Âàjåðøòðàñîâó íîðìàëíó ôîðìó. Ó õîìîãåíîì îáëèêó îíà jå çàïèñàíà êàî

F (U, V,W ) = U3 + UV 2 + V 3 + UW 2 + VW 2 − 2W 3 = 0
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Òà÷êà O = [1, 0, 1] ïðèïàäà êðèâîj è òàíãåíòó ó »îj áèðàìî çà ïðàâó Z = 0

∂F

∂U
(O)(U − 1) +

∂F

∂V
(O)V +

∂F

∂W
(O)(W − 1) = 0

4U + V − 4W = 0

Äàêëå áèðàìî
Z = 4U + V − 4W.

Ñàäà òðàæèìî ïðåñåê òàíãåíòå ñà êðèâîì. Óáàöójåìî ó ôîðìóëó V = −4(U −W ):

U3 + 16U(U −W )2 − 64(U −W )3 + UW 2 − 4(U −W )W 2 − 2W 3 = 0.

O jå äâîñòðóêà íóëà îâå jåäíà÷èíå ïà ñå îíà ñâîäè íà

(U −W )2(−47U + 66W ) = 0

Îäàâäå âèäèìî äà jå Q = [66,−76, 47] è òàíãåíòà íà C ó Q èìà jåäíà÷èíó:

21053U + 9505V − 14194W = 0,

ïà áèðàìî:
X = 21053U + 9505V − 14194W.

Êàêî jå O íà ïðàâîj U + V −W = 0 áèðàìî

Y = U + V −W

êîjà jå î÷èãëåäíî ðàçëè÷èòà îä X è Z. Êîíà÷íî, äîáèëè ñìî ïðîjåêòèâíe òðàíñôîðìàöèje:XY
Z

 =

21053 9505 −14194
1 1 −1
4 1 −4

UV
W


UV
W

 =

1/6859 −22/19 −1563/6859
0 4/3 −1/3

1/6859 −47/57 −1114/1985

XY
Z


Ñàäà äîáèjàìî íîâó êðèâó:

C
′

: F (X,Y, Z) = XY 2 + aX2Z + bXY Z + cY 2Z + dXZ2 + eY Z2 + gZ3 = 0,

ãäå jå:
a = 122536011/1774335401915

b = −1492216408/983011303

c = −28388/40845345

d = −226218384460168/704411154560255

e = 45392875716595356/9756387182275

g = 6989284338276485910259/20973842127031592625

Ïîñëå äåõîìîãåíèçàöèjå äîáèjàìî jåäíà÷èíó

(x+ c)y2 + (bx+ e)y + ax2 + dx+ g = 0.

Ñìåíîì x 7→ x− c jåäíà÷èíà ïîñòàjå

xy2 + (b1x+ e1)y + a1x
2 + d1x+ g1 = 0,
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îäíîñíî êàäà ïîìíîæèìî ñà x,

(xy)2 + (b1x+ e1)xy + a1x
3 + d1x

2 + g1x = 0.

Ñàäà óâîäèìî ñìåíó xy 7→ y, ïà äîáèjàìî jåäíà÷èíó

y2 + (b1x+ e1)y + a1x
3 + d1x

2 + g1x = 0.

Ñàäà óâîäèìî íîâó ñìåíó y 7→ y − 1
2(b1x+ e1) ïà jåäíà÷èíà äîáèjà îáëèê

y2 = Ax3 +Bx2 + Cx+D.

Äà áèñìî èçjåäíà÷èëè êîåôèöèjåíòå óç y2 è x3, óâîäèìî ñìåíó x 7→ Ax, y 7→ A2y. Íàêîí
ñïðîâî¢å»à îâîã ïîñòóïêà, ïîëàçíà jåäíà÷èíà ïîñòàjå:

y2 = x3 − x2 − 2x− 32.

3.3 Ñèíãóëàðíå êóáè÷íå êðèâå

Äåôèíèöèjà 3.7. Òà÷êà (x, y) êóáè÷íå êðèâå jå ñèíãóëàðíà òà÷êà àêî ñó ó jîj ïàðöèjàëíè
èçâîäè ïî îáå êîîðäèíàòå jåäíàêè íóëè.

Äåôèíèöèjà 3.8. Åëèïòè÷êà êðèâà jå êóáè÷íà êðèâà êîjà íåìà ñèíãóëàðíèõ òà÷àêà è èìà
áàð jåäíó òà÷êó (ó íåêèì ïî§èìà jå îâî ñâîjñòâî íåîïõîäíî).

Ñèíãóëàðíå êðèâå íåìàjó ñâóäà äîáðî äåôèíèñàíó òàíãåíòó. Jåäíà÷èíà òàíãåíòå ó òà÷êè
P = (x0, y0) íà êðèâîj ãëàñè:

∂F

∂x
(P )(x− x0) +

∂F

∂y
(P )(y − y0) = 0,

ãäå jå êðèâà çàïèñàíà êàî F (x, y) = y2 − f(x), ïà óñëîâ ñèíãóëàðíîñòè ó òà÷êè P çíà÷è:

∂F

∂x
= −f ′(x) = 0,

∂F

∂y
= 2y = 0,

à êàêî jå y2 = f(x) âàæè:
f(x) = f ′(x) = 0,

òj. f(x) èìà íóëó áàð ðåäà äâà.
Îâî ñâîjñòâî ñèíãóëàðíèõ êðèâèõ äîâîäè äî ïðàâîã ðàçëîãà çàøòî îíå íèñó çàíèì§èâå çà
ïðîó÷àâà»å êàî åëèïòè÷êå êðèâå. Çíàìî ñâå î »èìà. Ëàêøå áàðàòàìî ñà »èìà ÷àê è îä êîíèêà.
Òî ïðîèçèëàçè èç òîãà øòî èõ âåîìà ëàêî ïàðàìåòðèçójåìî.
Àêî f(x) èìà òðîñòðóêó íóëó, ìîæå ñå ñâåñòè íà îáëèê

y2 = x3,

ïà îâó êðèâó ðåøàâàìî î÷èãëåäíîì ïàðàìåòðèçàöèjîì

x = t2, y = t3,

÷èìå ïîòïóíî ðåøàâàìî ïðîáëåì íàëàæå»à ðàöèîíàëíèõ òà÷àêà.
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Ñëèêà 2: Êðèâà y2 = x3

Ako f(x) èìà äâå ðàçëè÷èòå íóëå îä êîjèõ jå jåäíà äâîñòðóêà, ìîæå ñå ñâåñòè íà îáëèê:

y2 = x2(x+m),

ïà àêî ñòàâèìî
y

x
= t, äîáèjàìî t2 = x+m òj.

x = t2 −m, y = t3 −mt,
ïà jå îâèìå êðèâà ïîòïóíî ðåøåíà.

Ñëèêà 3: Êðèâà y2 = x2(x+ 2)

3.4 Ãðóïíè çàêîí åëèïòè÷êå êðèâå

Àêî çíàìî çà äâå ðàöèîíàëíå òà÷êå íà êóáè÷íîj êðèâîj, ìîæåìî äîáèòè òðå£ó êàäà ïðîäóæèìî
ïðàâó êîjà ñàäðæè ïðâå äâå äî òðå£åã ïðåñåêà ñà êðèâîì. Îâî íàñ èíñïèðèøå äà ïîñìàòðàìî
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ñâîjñòâà îâå îïåðàöèjå êîjó ó íàñòàâêó îáåëåæàâàìî ñà ∗.
Ëîãè÷íî ïèòà»å êîjå ñå ïîñòàâ§à jå, äà ëè jå (C, ∗) ãðóïà. Èñïîñòàâ§à ñå äà íèjå, ìå¢óòèì óç
ìàëî äîðàäå ìîæåìî jå ó÷èíèòè äà òî ïîñòàíå.

Ñëèêà 4: Îïåðàöèjà ∗

Íàä C, ñà óíàïðåä çàäàòîì òà÷êîì O äåôèíèøåìî ñëåäå£ó îïåðàöèjó:

P +Q = O ∗ (P ∗Q).

Êàêî jå P +Q = Q+P íàøå ñàáèðà»å jå êîìóòàòèâíî. Òàêî¢å, P +O = P òàêî äà ñå O ïîíàøà
êàî íåóòðàë. Àêî òàíãåíòà ó O ñå÷å êðèâó ó S, òà÷êà ïðåñåêà ïðàâå PS è êðèâå £å ñå ïîíàøàòè
êàî −P , ïà ñìî òèìå íàøëè èíâåðç ñâàêå òà÷êå. Àñîöèjàòèâíîñò ñå äîêàçójå óç ïîìî£ ôîðìóëà
èç íàðåäíîã äåëà, àëè ïîøòî jå òî ñàìî êîìïëèêîâàí ðà÷óí, ìè ãà îâäå ïðåñêà÷åìî. Äàêëå
(C,+) jå Àáåëîâà ãðóïà.
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Ñëèêà 5: Îïåðàöèjà +

Êðèâó ïîñìàòðàìî ó îáëèêó

C : y2 = x3 + ax2 + bx+ c,

øòî ó õîìîãåíîì îáëèêó èçãëåäà:

Y 2Z = X3 + aX2Z + bXZ2 + cZ3.

Øòà jå ïðåñåê êðèâå ñà áåñêîíà÷íîì ïðàâîì Z = 0? Êàäà òî çàìåíèìî ó jåäíà÷èíó äîáèjàìî
X3 = 0 òàêî äà êðèâà èìà jåäíó áåñêîíà÷íó òà÷êó è ó »îj ñå÷å áåñêîíà÷íó ïðàâó òðè ïóòà, òî
jå áåñêîíà÷íà òà÷êà ÷èjè jå ïðàâàö y îñà. Óïðàâî òó òà÷êó óçèìàìî çà íåóòðàë O ãðóïå (C,+).
Ñàäà íàøà îïåðàöèjà äîáèjà ìàëî ëåïøè îáëèê. Çà P ∗ Q = (x, y), P + Q = (x,−y). Òàêî¢å,
çà P = (x, y), −P = (x,−y). Ó íàñòàâêó £åìî èçâåñòè åêñïëèöèòíå ôîðìóëå çà ðà÷óíà»å
êîîðäèíàòà.
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Ñëèêà 6: Îïåðàöèjà + ñà áåñêîíà÷íîì òà÷êîì êàî íåóòðàëîì

3.4.1 Åêñïëèöèòíà ôîðìóëà çà P1 + P2

Íåêà jå:
P1 = (x1, y1), P2 = (x2, y2), P1 ∗ P2 = (x3, y3), P1 + P2 = (x3,−y3).

Íåêà jå P2 /∈ {P1,−P1, O} Ñàäà P1, P2 è P1 ∗ P2 ëåæå íà ïðàâîj

y = λx+ ν, λ =
y2 − y1

x2 − x1
, ν = y1 − λx1 = y2 − λx2.

Òðåáà äà íà¢åìî òðå£ó òà÷êó ïðåñåêà îâå ïðàâå è C.

y2 = (λx+ ν)2 = x3 + ax2 + bx+ c

ïà êàäà ñâå ïðåáàöèìî íà jåäó ñòðàíó äîáèjàìî:

x3 + (a− λ2)x2 + (b− 2λν)x+ (c− ν2).

Îâà jåäíà÷èíà èìà òðè íóëå è òî ñó x1, x2 è x3, ïà ïðèìåíîì Âèjåòîâèõ ïðàâèëà äîáèjàìî:

x3 = λ2 − a− x1 − x2, y3 = λx3 + ν

3.4.2 Åêñïëèöèòíà ôîðìóëà çà P + P = 2P

Êàäà òà÷êó P 6= O ñàáèðàìî ñàìó ñà ñîáîì, òðàæèìî ïðåñåê »åíå òàíãåíòå ñà C, òî £å áèòè
òà÷êà P ∗ P . Íåêà jå:

P = (x1, y1), P ∗ P = (x2, y2), P + P = (x2,−y2).

Íåêà jå ïðàâà íà êîjîj ëåæå P è P ∗ P ïðàâà: y = λx + ν. Èç y2 = 2f(x) çàê§ó÷ójåìî äà jå
2ydy = f ′(x)dx ïà âàæè:

λ =
dy

dx
=
f ′(x1)

2y1
, ν = y1 − λx1
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Ñàäà ïðèìå»ójåìî èñòó ïðîöåäóðó êàî è êîä îáè÷íîã ñàáèðà»à ïà äîáèjàìî:

x2 = λ2 − a− 2x1, y2 = λx2 + ν

ïà ïîñëå çàìåíå y2 ñà f(x) äîáèjàìî îïøòè îáëèê Áàõåîâå ôîðìóëå äóïëèðà»à:

x(2P ) =
f ′(x)2

4f(x)
− a− 2x =

x4 − 2bx2 − 8cx+ b2 − 4ac

4x3 + 4ax2 + 4bx+ 4c
, P = (x, y)
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4 Òà÷êå êîíà÷íîã ðåäà

Ïîñìàòðà£åìî åëèïòè÷êó êðèâó C äàòó ó Âàjåðøòðàñîâîì îáëèêó:

y2 = f(x) = x3 + ax2 + bx+ c,

ãäå jå òà÷êà ó áåñêîíà÷íîñòè O íåóòðàë ó ãðóïíîì çàêîíó. Àêî ñòàâèìî X = d2x, Y = d3y
òàäà jåäíà÷èíà ïîñòàjå Y 2 = X3 + d2aX2 + d4bX + d6c ïà áèðà»åì äîâî§íî âåëèêîã d ìîæåìî
ïîíèøòèòè èìåíèîöå, òàêî äà íà äà§å ñìàòðàìî äà ñó a, b, c öåëè áðîjåâè.

Äåôèíèöèjà 4.0.1. Åëåìåíò P ãðóïå èìà ðåä m àêî âàæè:

mP = P + P + · · ·+ P︸ ︷︷ ︸
m

= O

ïðè ÷åìó m′P 6= O çà ñâå ïðèðîäíå áðîjåâå 1 ≤ m′ ≤ m. Àêî òàêâî m ïîñòîjè, P èìà êîíà÷àí
ðåä, ó ñóïðîòíîì P èìà áåñêîíà÷àí ðåä.

Èñïîñòàâè£å ñå äà òà÷êå êîíà÷íîã ðåäà åëèïòè÷êå êðèâå ÷èíèå ãðóïó è îíå £å íàì áèòè îä
âåëèêå âàæíîñòè çà äà§å ïðîó÷àâà»å åëèïòè÷êèõ êðèâèõ.

4.1 Òà÷êå ðåäà äâà

Êîjå òà÷êå çàäîâî§àâàjó 2P = O è P 6= O? Îâî jå åêâèâàëåíòíî óñëîâó P = −P 6= O, òj. âàæè
(x, y) = (x,−y). Òî ñó òà÷êå ñà y êîîðäèíàòîì íóëà, îäíîñíî òà÷êå:

P1 = (α1, 0), P2 = (α2, 0), P3 = (α3, 0)

ãäå ñó α1, α2 è α3 íóëå ïîëèíîìà f(x). Êàêî C íèjå ñèíãóëàðíà, îâå òðè òà÷êå ñó ðàçëè÷èòå.
Ðåøå»à jåäíà÷èíå 2P = O ÷èíå ïîäãðóïó. Ãðóïà {O,P1, P2, P3} jå ïðîèçâîä äâå öèêëè÷íå ãðóïå
ðåäà äâà.9 Îâèìå ñìî äîêàçàëè ñëåäå£ó òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.1.1. Íåêà jå C åëèïòè÷êà êðèâà

C : y2 = f(x) = x3 + ax2 + bx+ c.

(à) Òà÷êà P = (x, y) 6= O íà C jå ðåäà äâà àêî è ñàìî àêî âàæè y = 0
(á) C èìà òà÷íî ÷åòèðè òà÷êå ðåäà êîjè äåëè 2. Òå ÷åòèðè òà÷êå ôîðìèðàjó ãðóïó êîjà jå
ïðîèçâîä äâå öèêëè÷íå ãðóïå ðåäà äâà.

4.2 Òà÷êå ðåäà òðè

Çà òà÷êå ðåäà òðè, äîêàçà£åìî ñëè÷íó òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.2.1. Íåêà jå C åëèïòè÷êà êðèâà

C : y2 = f(x) = x3 + ax2 + bx+ c.

(à) Òà÷êà P = (x, y) 6= O íà C jå ðåäà òðè àêî è ñàìî àêî jå x íóëà ïîëèíîìà

g3(x) = 3x4 + 4ax3 + 6bx2 + 12cx+ (4ac− b2).

(á) C èìà òà÷íî äåâåò òà÷êà ðåäà êîjè äåëè 3. Òå òà÷êå ôîðìèðàjó ãðóïó êîjà jå ïðîèçâîä äâå
öèêëè÷íå ãðóïå ðåäà òðè.10

9Îâî âàæè àêî ðàäèìî íàä àëãåáàðñêè çàòâîðåíèì ïî§åì, òj. íàä ïî§åì ãäå ïîëèíîì ñòåïåíà n èìà n íóëà
ó òîì ïî§ó

10Îâî âàæè àêî ðàäèìî íàä àëãåáàðñêè çàòâîðåíèì ïî§åì, òj. íàä ïî§åì ãäå ïîëèíîì ñòåïåíà n èìà n íóëà
ó òîì ïî§ó
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Äîêàç. Êîjå òà÷êå èìàjó ðåä òðè? Çà »èõ âàæè 3P = O, øòî jå åêâèâàëåíòíî ñà 2P = −P òàêî
äà òà÷êà ðåäà òðè çàäîâî§àâà x(2P ) = x(−P ) = x(P ). Ñà äðóãå ñòðàíå, àêî P 6= O çàäîâî§àâà
x(2P ) = x(P ) òàäà jå 2P = P , òj. P = O øòî ñìî èñê§ó÷èëè, èëè jå 2P = −P , òj. 3P = O.
Äàêëå P 6= O jå ðåäà òðè àêî è ñàìî àêî x(2P ) = x(P ) øòî jå ïî ôîðìóëè çà äóïëèðà»å èç
äðóãîã ïîãëàâ§à åêâèâàëåíòíî ñà:

x =
x4 − 2bx2 − 8cx+ b2 − 4ac

4x3 + 4ax2 + 4bx+ 4c
,

øòî jå ïîñëå ìíîæå»à åêâèâàëåíòíî ñà g3(x) = 0 ÷èìå ñìî äîêàçàëè äåî ïîä (à).
Ïðèìåòèìî äà âàæè:

x(2P ) =
x4 − 2bx2 − 8cx+ b2 − 4ac

4x3 + 4ax2 + 4bx+ 4c
=
f ′(x)2

4f(x)
− a− 2x,

ïà äîáèjàìî íîâè èçðàç çà g3(x):

g3(x) = 2f(x)f ′′(x)− f ′(x)2.

Îäàâäå jå:
g′3(x) = 2f(x)f ′′′(x) = 12f(x)

Àêî áè g3(x) è g′3(x) èìàëè çàjåäíè÷êó íóëó îíäà áè jå èìàëè è f(x) è f ′(x) øòî jå ó êîíòðà-
äèêöèjè ñà òèì äà jå êðèâà íåñèíãóëàðíà. Äàêëå g3(x) èìà 4 ðàçëè÷èòå íóëå, β1, β2, β3, β4 òàêî
äà jå ñêóï òà÷àêà ðåäà òðè:

(β1,±
√
f(β1)), (β2,±

√
f(β2)), (β3,±

√
f(β3)), (β4,±

√
f(β4))

Îâèìå jå òåîðåìà äîêàçàíà.

4.3 Äèñêðèìèíàíòà

Öè§ îâîã ïîãëàâ§à jå äà äîêàæåìî òåîðåìó êîjà íàì ãîâîðè êàêî äà íà¢åìî ñâå òà÷êå êîíà÷íîã
ðåäà. Çà òî £å íàì áèòè ïîòðåáíî ïîçíàâà»å äèñêðèìèíàíòå.

Äåôèíèöèjà 4.3.1. Äèñêðèìèíàíòà D ïîëèíîìà òðå£åã ñòåïåíà, êîjè èìà íóëå α1, α2, α3 je

D = (α1 − α2)2(α2 − α3)2(α3 − α1)2

Äèñêðèìèíàíòà jå áðîj êîjè íàì ãîâîðè äà ëè ïîëèíîì èìà íåêå äâå íóëå jåäíàêå. Äèñêðè-
ìèíàíòà îä f(x) êîjà íàñ çàíèìà èçíîñè:

D = −4a3c+ a2b2 + 18abc− 4b3 − 27c2

Ñëåäå£à òåîðåìà jå jåäíî âàæíî ñâîjñòâî äèñêðèìèíàíòå è ìè £åìî jå äîêàçàòè çà ñëó÷àj êîjè
íàìà òðåáà.

Òåîðåìà 4.3.1. Çà ñâàêè ïîëèíîì f(x) ñà öåëîáðîjíèì êîåôèöèjåíòèìà ïîñòîjå ïîëèíîìè ñà
öåëîáðîjíèì êîåôèöèjåíòèìà s(x) è r(x), òàêî äà âàæè:

D = r(x)f(x) + s(x)f ′(x)

Äîêàç. Ó íàøåì ñëó÷àjó âàæè ñëåäå£å:

D = [(18b−6a2)x−(4a3−15ab+27c)]f(x)+[(2a2−6b)x2 +(2a3−7ab+9c)x+(a2b+3ac−4b2)]f ′(x)
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Óç ïîìî£ îâîãà äîêàçà£åìî ñëåäå£ó ëåìó:

Ëåìà 4.3.1. Íåêà jå P = (x, y) òà÷êà íà íàøîj åëèïòè÷êîj êðèâîj, òàêâà äà P è 2P èìàjó
öåëîáðîjíå êîîðäèíàòå. Òàäà jå èëè y = 0 èëè y | D.

Äîêàç. Ïðåòïîñòàâèìî äà jå y 6= 0 äîêàæèìî äà y | D. Çáîã y 6= 0 âàæè 2P 6= O ïà jå
2P = (X,Y ). Èç ôîðìóëå çà äóïëèðà»å èìàìî:

2x+X = λ2 − a, λ =
f ′(x)

2y

. Êàêî ñó x,X, a öåëîáðîjíè, òî jå è λ, òàêî äà y | f ′(x). Kako je y2 = f(x), îíäà è y | f(x) ïà
çáîã òåîðåìå 4.3.1 âàæè è y | D

Íàïîìåíèìî ñàìî äà âàæè è jà÷å òâð¢å»å, íàèìå âàæè y2 | D.

4.4 Òà÷êå êîíà÷íîã ðåäà èìàjó öåëîáðîjíå êîîðäèíàòå

Ïðåîñòàî íàì jå jîø jåäàí êîðàê ïðå íåãî øòî äîêàæåìî ãëàâíó òåîðåìó îâå ãëàâå, òâð¢å»å
äà òà÷êå êîíà÷íîã ðåäà èìàjó öåëîáðîjíå êîîðäèíàòå. Äîêàç íèjå êðàòàê òàêî äà £åìî ñàìî
îájàñíèòè ãëàâíó èäåjó. Jåäàí îä íà÷èíà äà äîêàæåìî äà jå íåêè áðîj öåî jå è òî äà »åãîâ
èìåíèëàö íèjå äå§èâ íè jåäíèì ïðîñòèì áðîjåì. Âî¢åíè òèìå, çà ðàöèîíàëàí áðîj îáëèêà x =
m
n p

ν , ãäå ñó m, n è p óçàjàìíî ïðîñòè ó ïàðîâèìà, äåôèíèøåìî »åãîâ ðåä êàî:

ord(
m

n
pν) = ν.

Ïîñìàòðàjìî ñàäà òà÷êó (x, y) íà êðèâîj è íåêà âàæè:

x =
m

npα
, y =

u

wpβ
,

è íåêà jå α > 0 è m, n è p êàî è u, w è p ñó óçàjàìíî ïðîñòè ó ïàðîâèìà. Êàäà îâî çàìåíèìî ó
jåäíà÷èíó êðèâå, äîáèjàìî:

u2

w2p2β
=
m3 + am2npα + bmn2p2α + cn3p3α

n3p3α
.

Êàêî jå α > 0 è p - m âàæè

p - (m3 + am2npα + bmn2p2α + cn3p3α)

îäàêëå äîáèjàìî

−3α = ord(
m3 + am2npα + bmn2p2α + cn3p3α

n3p3α
) = ord(

u2

w2p2β
) = −2β.

Äàêëå 2β = 3α, ïà ïîñòîjè ïðèðîäàí áðîj ν òàêàâ äà âàæè α = 2ν è β = 3ν. Äî èñòîã çàê§ó÷êà
áèñìî äîøëè è äà ñìî ïîøëè îä óñëîâà β > 0. Íà äà§å jå èäåjà äà ñå óî÷è ãðóïà

C(pν) = {(x, y) ∈ C(Q) : ord(x) ≤ −2ν, ord(x) ≥ −3ν}

è äà ñå îäðå¢åíèì àëãåáàðñêèì ìàíèïóëàöèjàìà, êîjå ìè íå£åìî îâäå íàâîäèòè, äîêàæå äà òà÷êå
êîíà÷íîã ðåäà çàèñòà èìàjó öåëîáðîjíå êîîðäèíàòå.
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4.5 Íàãåë-Ëóöîâà òåîðåìà

Êîíà÷íî, èìàìî ñâå ñàñòîjêå ïîòðåáíå äà áèñìî äîêàçàëè Íàãåë11-Ëóöîâó12 òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.5.1. Íåêà jå
y2 = f(x) = x3 + ax2 + bx+ c

åëèïòè÷êà êðèâà, ãäå ñó êîåôèöèjåíòè a b è c öåëè áðîjåâè, è íåêà jåD äèñêðèìèíàíòà ïîëèíîìà
f(x),

D = −4a3c+ a2b2 + 18abc− 4b3 − 27c2.

Íåêà jå P = (x, y) ðàöèîíàëíà òà÷êà êîíà÷íîã ðåäà. Òàäà ñó x è y öåëè áðîjåâè è èëè jå y = 0
ïà jå P òà÷êà ðåäà äâà, èëè âàæè y | D

Äîêàç. Ó îäå§êó 4.4 ñìî âèäåëè äà òà÷êà P èìà öåëîáðîjíå êîîðäèíàòå. Àêî je P ðåäà äâà,
âàæè y = 0 ïà ñìî ó òîì ñëó÷àjó ãîòîâè. Ó ñóïðîòíîì âàæè 2P 6= O, ïà êàêî jå è 2P òà÷êà
êîíà÷íîã ðåäà, è îíà èìà öåëîáðîjíå êîîðäèíàòå. Ñàäà èç ëåìå 4.3.1 ñëåäè äà y | D.

Ñàäà £åìî óðàäèòè jåäàí ïðèìåð. Íà¢èìî ñâå òà÷êå êîíà÷íîã ðåäà êðèâå

y2 = x3 + 8.

Äèñêðèìèíàíòà jå D = −1728 = −33 · 26 ïà èìàìî

y2 ∈ {1, 4, 16, 64, 9, 36, 144, 576}

ïà äîáèjàìî 8 jåäíà÷èíà

1 = x3 + 8, 4 = x3 + 8, 16 = x3 + 8, 64 = x3 + 8

9 = x3 + 8, 36 = x3 + 8, 144 = x3 + 8, 576 = x3 + 8

è çà òà÷êå ðåäà äâà x3 + 8 = 0. Ñàìî òðå£à, ïåòà è äåâåòà jåäíà÷èíà èìàjó ðåøå»å ïà äîáèjàìî
äà ñó òà÷êå êîíà÷íîã ðåäà îâå êðèâå {O, (2, 4), (2,−4), (1, 3), (1,−3), (−2, 0)}.
Çà êðàj îâîã ïîãëàâ§à, íàâåø£åìî jîø jåäàí âàæàí ðåçóëòàò ó âåçè òà÷àêà êîíà÷íîã ðåäà,
Ìàçóðîâó13 òåîðåìó êîjà íàì ìàëî áëèæå ãîâîðè êàêî ãðóïà ðàöèîíàëíèõ òà÷àêà ìîæå äà
èçãëåäà.

Òåîðåìà 4.5.2. Íåêà jå C åëèïòè÷êà êðèâà è íåêà Gt ãðóïà ðàöèîíàëíèõ òà÷àêà êîíà÷íîã
ðåäà îâå êðèâå. Òàäà âàæè:

Gt =
Z
nZ

, n ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12}

èëè

Gt =
Z
2Z
⊕ Z

2nZ
, n ∈ {1, 2, 3, 4}

11T. Nagell (1895-1988) � íîðâåøêè ìàòåìàòè÷àð.
12E. Lutz (1914-2008) � ôðàíöóñêè ìàòåìàòè÷àð.
13B. C. Mazur (1937-) � àìåðè÷êè ìàòåìàòè÷àð.
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5 Ãðóïà ðàöèîíàëíèõ òà÷àêà

Ãëàâíè öè§ ó îâîì ïîãëàâ§ó £å áèòè äîêàçèâà»å Ìîðäåëîâå14 òåîðåìå êîjà òâðäè äà jå ãðóïà
ðàöèîíàëíèõ òà÷àêà åëèïòè÷êå êðèâå êîíà÷íî ãåíåðèñàíà. Äîêàç jå âåîìà äóãà÷àê, ïà £åìî
ïðåñêî÷èòè íåêå äåëîâå, àëè £åìî äîáàð äåî è ñàìè äîêàçàòè.

5.1 Ëåìå è òåîðåìà î ñïóñòó

Çà ïî÷åòàê, äåôèíèøèìî ôóíêöèjó âèñèíà (H) íàä ðàöèîíàëíèì áðîjåâèìà, ñà êîjîì £åìî ó
íàñòàâêó äîñòà áàðàòàòè.

H(
m

n
) = max{|m|, |n|}.

Îíà íàì íà íåêè íà÷èí ãîâîðè î òîìå êîëèêî jå äàòè ðàöîíàëàí áðîj êîìïëèêîâàí. Ïðèìå£ójåìî
äà jå ñêóï òà÷àêà êîjå èìàjó âèñèíó ìà»ó îä äàòîã ôèêñíîã áðîjà, êîíà÷àí. Îâî jå òçâ. ñâîjñòâî
êîíà÷íîñòè âèñèíå è êîðèñòè£å íàì ó ïîjåäèíèì òðåíóòöèìà. Çà òà÷êó P = (x, y) íà êðèâîj
äåôèíèøåìî âèñèíó êàî

H(P ) = H(x).

Òàêî¢å, äåôèíèøåìî ôóíêöèjó h ðàäè ëàêøåã çàïèñà àêî òî áóäå ïîòðåáíî

h(x) = ln(H(x)).

Ïðèìåòèìî äà jå è ñêóï ðàöèîíàëíèõ òà÷àêà íà êðèâîj ÷èjà jå âèñèíà ìà»à îä íåêîã óíàïðåä
çàäàòîã áðîjà, êîíà÷àí. Äåôèíèøåìî è âèñèíó áåñêîíà÷íå òà÷êå

H(O) = 1

Ñàäà íàâîäèìî ÷åòèðè ê§ó÷íå ëåìå êîjå æåëèìî äà äîêàæåìî.

Ëåìà 1: Çà ñâàêè ðåàëàí áðîj M , ñêóï

{P ∈ C(Q) : h(P ) ≤M}

jå êîíà÷àí.
Îâu ëåìó cìo íàâåëè ó ðàíèjåì òåêñòó.

Ëåìà 2: Íåêà jå P0 ôèêñèðàíà òà÷êà íà C. Òàäà ïîñòîjè êîíñòàíòà k0 êîjà çàâèñè îä P0, a,
b è c, òàêî äà âàæè

h(P + P0) ≤ 2h(P ) + k0,

çà ñâå P ∈ C(Q)
Îâó ëåìó £åìî äîêàçàòè ó íàðåäíîì äåëó.

Ëåìà 3: Ïîñòîjè êîíñòàíòà k êîjà çàâèñè îä a, b è c, òàêî äà âàæè

h(2P ) ≥ 4h(P )− k,

çà ñâå P ∈ C(Q)
Äîêàç îâå ëåìå çàõòåâà ìàëî êîìïëèêîâàíèjè ðà÷óí ïà £åìî ãà ïðåñêî÷èòè.

Ëåìà 4: Èíäåêñ (C(Q) : 2C(Q)) jå êîíà÷àí.

Îâäå òðåáà èìàòè ó âèäó äà 2C(Q) îçíà÷àâà ïîäãðóïó C(Q) êîjà ñå ñàñòîjè îä òà÷àêà êîjå
ñó äâà ïóòà íåêà äðóãà òà÷êà. Çà ñâàêó êîìóòàòèâíó ãðóïó G, ìíîæå»å ñà m

G→ G, P → P + P + · · ·+ P︸ ︷︷ ︸
m

= mP

õîìîìîðôèçàì. Ñàäà íàâîäèìî, áåç äîêàçà, ê§ó÷íó ñòàâêó çà äîêàç Ìîðäåëîâå òåîðåìå. Òåî-
ðåìà î ñïóñòó.

14J. L. Mordell (1888-1972) � àìåðè÷êî-áðèòàíñêè ìàòåìàòè÷àð.
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Òåîðåìà 5.1.1. Íåêà jå G êîìóòàòèâíà ãðóïà è íåêà ïîñòîjè ôóíêöèjà

h : G→ [0,∞)

ñà ñëåäå£èì ñâîjñòâèìà.
(à) Çà ñâàêè ðåàëàí áðîj M , ñêóï {P ∈ G : h(P ) ≤M} jå êîíà÷àí.
(á) Çà ñâå P0 ∈ G. Òàäà ïîñòîjè êîíñòàíòà, òàêî äà âàæè

h(P + P0) ≤ 2h(P ) + k0,

çà ñâå P ∈ G
(â) Ïîñòîjè êîíñòàíòà k òàêî äà âàæè

h(2P ) ≥ 4h(P )− k,

çà ñâå P ∈ G
(ã) Ïîäãðóïà 2G èìà êîíà÷àí èíäåêñ ó G.
Òàäà jå G êîíà÷íî ãåíåðèñàíà.

Äîêàç íèjå òåæàê àëè jå ïîòðåáíî ïîçíàâà»å íåêèõ ïîjìîâà èç òåîðèjå ãðóïà ïà £åìî ãà ó
îâîì ðàäó ïðåñêî÷èòè.

5.2 Âèñèíà P + P0

Ëåìå êîjå ñìî íàâåëè ñó ðàñòó£å òåæèíå è ó îâîì ïîãëàâ§ó £åìî äîêàçàòè ëåìó 2. Öè§ jå äà
íåêàêî ïîâåæåìî âèñèíå P ,P0 è P + P0. Íåêà jå P = (x, y) ðàöèîíàëíà òà÷êà íà êðèâîj è íåêà
ñó

x =
m

M
, y =

n

N

ãäå jå (m,M) = 1 è (n,N) = 1 è M,N > 0. Êàäà îâî óáàöèìî ó jåäíà÷èíó åëèïòè÷êå êðèâå
äîáèjàìî

n2

N2
=
m3

M3
+ a

m2

M2
+ b

m

M
+ c,

îäíîñíî êàäà ñå îñëîáîäèìî èìåíèëàöà

M3n2 = N2m3 + aN2Mm2 + bN2M2m+ cN2M3.

Êàêî N2 äåëè äåñíó ñòðàíó jåäíàêîñòè è êàêî jå (n,N) = 1 çàê§ó÷ójåìî äà âàæè N2 | M3.
Èç jåäíà÷èíå òàêî¢å ñëåäè äà M | N2. Ñàäà ñó ñâè ñàáèðöè îñèì N2m3 äå§èâè ñà M2 òàêî
äà M2 | N2 òj. M | N . Ìå¢óòèì, ñàäà ñó ñâè ñàáèðöè îñèì N2m3 äå§èâè ñà M3 òàêî äà
çàê§ó÷ójåìî äà M3 | N2. Äàêëå, N2 | M3 è M3 | N2 øòî çíà÷è äà jå M3 = N2. Çáîã îâîãà ó
íàñòàâêó ïèøåìî

P = (x, y) = (
m

e2
,
n

e3
).

Ñàäà £åìî ñå ïîçàáàâèòè âèñèíîì òà÷êå P . Âàæè H(P ) = max{|m|, e2}, òj. |m| ≤ H(P ) è
e2 ≤ H(P ).
Ïîêóøàjìî äà îãðàíè÷èìî âèñèíó y, òj. âèñèíó n. Êàäà ó jåäíà÷èíó óáàöèìî êîîðäèíàòå òà÷êå
è îñëîáîäèìî ñå èìåíèëàöà, äîáèjàìî

n2 = m3 + ae2m2 + be4m+ ce6.

Ñàäà £åìî èñêîðèñòèòè íåjåäíàêîñò òðîóãëà

|n2| ≤ |m3|+ |ae2m2|+ |be4m|+ |ce6|,

îäíîñíî
|n2| ≤ H(P )3 + |a|H(P )3 + |b|H(P )3 + |c|H(P )3
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Äàêëå, äîáèëè ñìî îöåíó:

|n| ≤ KH(P )3/2, K =
√

1 + |a|+ |b|+ |c|.

Ñàäà £åìî äîêàçàòè ëåìó 2. Ñëó÷àj P0 = O òðèâèjàëíî âàæè òàêî äà ó íàñòàâêó ïðåòïîñòàâ§àìî
P 6= O. Íåêà jå P0 = (x0, y0) è P 6∈ {P0,−P0, O} è íåêà jå P + P0 = (X,Y ). Íàø öè§ jå äà
îãðàíè÷èìî âèñèíó X. Èç ôîðìóëà èçðà÷óíàòèõ ðàíèjå èìàìî

X + x+ x0 = λ2 − a, λ =
y − y0

x− x0

Êàäà èçjåäíà÷èìî îâà äâà èçðàçà, äîáèjàìî

X =
(y − y0)2

(x− x0)2
− a− x− x0

=
(y − y0)2 − (x− x0)2(x+ x0 + a)

(x− x0)2

Êàäà îâî èçìíîæèìî è çàìåíèìî y2 − x3 ñà ax2 + bx+ c äîáèjàìî

X =
Ay +Bx2 + Cx+D

Ex2 + Fx+G

ïðè ÷åìó ñìàòðàìî äà ñó A,B,C,D,E, F,G öåëè áðîjåâè jåð ìîæåìî ìíîæèòè áðîjèëàö è
èìåíèëàö ïîñëåä»åã èçðàçà äîê îíè òî íå ïîñòàíó. Íàâåäåíè êîåôèöèjåíòè çàâèñå ñàìî îä a,

b, c, x0 è y0. Ñàäà ìå»àìî ó jåäíà÷èíó x =
m

e2
è y =

n

e3

X =
Ane+Bm2 + Cme2 +De4

Em2 + Fme2 +Ge4
.

Ñàäà ðàäèìî èñòè ïîñòóïàê êàî ðàíèjå.

H(X) ≤ max{|Ane+Bm2 + Cme2 +De4|, |Em2 + Fme2 +Ge4|}.

Ïðèìåíè£åìî ñëåäå£å âå£ èçðà÷óíàòå îöåíå

e ≤ H(P )1/2, n ≤ KH(P )3/2, m ≤ H(P )

è ïðèìåíèòè íåjåäíàêîñò òðîóãëà.

|Ane+Bm2 + Cme2 +De4| ≤ |Ane|+ |Bm2|+ |Cme2|+ |De4|

≤ (|AK|+ |B|+ |C|+ |D|)H(P )2

|Em2 + Fme2 +Ge4| ≤ |Em2|+ |Fme2|+ |Ge4|

≤ (|E|+ |F |+ |G|)H(P )2.

Äàêëå
H(P + P0) = H(X) ≤ max{|AK|+ |B|+ |C|+ |D|, |E|+ |F |+ |G|}H(P )2

Íàêîí ëîãàðèòìîâà»à âèäèìî äà çàèñòà ïîñòîjè êîíñòàíòà k0 çà êîjó âàæè

h(P + P0) ≤ 2h(P ) + k0.

Àêî jå P ∈ {P0,−P0, O} çà êîíñòàíòó áèðàìî ìàêñèìóì k0 è íàjâå£å âðåäíîñòè h(P+P0)−2h(P )
çà îâå òðè òà÷êå. Îâèì jå ëåìà 2 äîêàçàíà
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5.3 Ëåìà 4

Ñàäà £åìî ñå ïîçàáàâèòè ëåìîì 4, äà ãðóïà 2C(Q) èìà êîíà÷àí èíäåêñ ó C(Q). Íà äà§å îçíà-
÷àâàìî C(Q) = G. Äà áèñìî èçáåãëè êîðèø£å»å àëãåáàðñêå òåîðèjå áðîjåâà, ïðåòïîñòàâè£åìî
äà f(x) èìà jåäíó ðàöèîíàëíó íóëó x0. Âîäå£è êîåôèöèjåíò ïîëèíîìà f(x) jå 1 ïà x0 ∈ Z. Ñà-
äà ìîæåìî óâåñòó ñìåíó êîîðäèíàòà òàêî äà ïîìåðèìî x0 ó êîîðäèíàòíè ïî÷åòàê. Jåäíà÷èíà
êðèâå èçãëåäà îâàêî:

y2 = x3 + ax2 + bx

ãäå jå T = (0, 0) ðàöèîíàëíà òà÷êà ðåäà äâà. Äèñêðèìèíàíòà ñàäà èçíîñè

D = b2(a2 − 4b),

è êàêî êðèâà íèjå ñèíãóëàðíà, b 6= 0 è a2 6= 4b.

5.3.1 Êîðèñíè õîìîìîðôèçàì

Âå£ ñìî âèäåëè äà ôîðìóëà çà äóïëèðà»å òà÷êå íèjå áàø jåäíîñòàâíà, òàêî äà £å íàì áèòè
êîðèñíî äà jå ðàçáèjåìî íà äâå ìà»å îïåðàöèjå. Ïîñìàòðà£åìî êðèâó C̄ êîjà jå äåôèíèñàíà íà
ñëåäå£è íà÷èí:

C̄ : y2 = x3 + āx2 + b̄x, ā = −2a, b̄ = a2 − 4b.

Íà ïðâè ïîãëåä, îâà êðèâà íåìà íèøòà çàjåäíè÷êî ñà ïðåòõîäíîì, àëè ðàçëîã çáîã êîã íàì jå
çíà÷àjíà óâè¢àìî êàäà jîø jåíäîì ïðèìåíèìî èñòó ïðîöåäóðó.

¯̄C : y2 = x3 + ¯̄ax2 + ¯̄bx, ¯̄a = −2ā = 4a, ¯̄b = ā2 − 4b̄ = 16b

Äàêëå íîâà êðèâà ¯̄C jå äàòà jåäíà÷èíîì y2 = x3+4ax2+16bx è ãîòîâî jå èñòà êàî ïîëàçíà êðèâà,
à øòî jå íàjâàæíèjå, ãðóïå G è ¯̄G ñó èçîìîðôíå. Ñàäà æåëèìî äà íà¢åìî õîìîìîðôèçìå ñà C
íà C̄ è ñà C̄ íà ¯̄C òàêî äà »èõîâà êîìïîçèöèjà áóäå ìíîæå»å ñà äâà. Âàæè ñëåäå£å òâð¢å»å.

Òâð¢å»å: Íåêà ñó C è C̄ åëèïòè÷êå êðèâå äàòå jåäíà÷èíàìà:

C : y2 = x3 + ax2 + bx

C̄ : y2 = x3 + āx2 + b̄x, ā = −2a, b̄ = a2 − 4b

è íåêà jå T = (0, 0) òà÷êà ñà C. Òàäà:
(à) Ïîñòîjè õîìîìîðôèçàì φ : C → C̄ äåôèíèñàí íà ñëåäå£è íà÷èí

φ(P ) =

{(
y2

x2
, y(x2−b)

x2

)
, P = (x, y) 6= O, T

Ō, P ∈ {O, T}

Jåçãðî φ jå {O, T}.
(á) Ïðèìåíîì èñòå ïðîöåäóðå íà C̄, äîáèjàìî ïðåñëèêàâà»å φ̄ : C̄ → ¯̄C. Êðèâà ¯̄C je èçî-

ìîðôíà ñà C ïðåêî ïðåñëèêàâà»à (x, y) → (x/4, y/8). Çàòî, ïîñòîjè õîìîìîðôèçàì ψ : C̄ → C
äåôèíèñàíà íà ñëåäå£è íà÷èí

ψ(P̄ ) =

{(
ȳ2

4x̄2
, ȳ(x̄2−b̄)

8x̄2

)
, P̄ = (x̄, ȳ) 6= Ō, T̄

O, P̄ ∈ {Ō, T̄}

Êîìïîçèöèjà ψ ◦ φ : C → C jå ìíîæå»å ñà äâà, òj. ψ ◦ φ(P ) = 2P .
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5.3.2 Äîêàç

Ðàöèîíàëíå òà÷êå ñà C ñëèêàjó ó ðàöèîíàëíå òà÷êå ñà C̄, àëè êàäà èçàáåðåìî íåêó òà÷êó íà
C̄ íå ìîðà äà çíà÷è äà îíà ïîòè÷å îä ðàöèîíàëíå òà÷êå ñà C. Àêî ïðèìåíèìî φ íà òà÷êå èç
G äîáèjàìî ïîäãðóïó ðàöèîíàëíèõ òà÷àêà ñà Ḡ. Îçíà÷è£åìî jå ñà φ(G). Ñëåäå£å òâð¢å»å íàì
ãîâîðè êàêî îíà èçãëåäà.

Òâð¢å»å: Ñâå îçíàêå èìàjó çíà÷å»å êîjå ñìî äî ñàäà íàâåëè. Òàäà âàæè:
(à) Ō ∈ φ(G)
(á) T̄ = (0, 0) ∈ φ(G) àêî è ñàìî àêî jå b̄ = a2 − 4b ïîòïóí êâàäðàò.
(â) Íåêà jå P̄ = (x̄, ȳ) ∈ Ḡ ãäå jå x̄ 6= 0. Òàäà P̄ ∈ φ(G) àêî è ñàìî àêî jå x̄ êâàäðàò íåêîã

ðàöèîíàëíîã áðîjà.

Æåëèìî äà ïîêàæåìî äà 2G èìà êîíà÷àí èíäåêñ ó G. Ïðâî £åìî ïîêàçàòè êîjà jå èäåjà ó
äîêàçó äà ñó èíäåêñè (Ḡ : φ(G)) è (G : ψ(Ḡ)) êîíà÷íè. Äîêàçójå ñå äà jå (Ḡ : φ(G)) ≤ 2s+1 è
G : ψ(Ḡ) ≤ 2r+1, ãäå ñó s è r ðåäîì áðîjåâè ïðîñòèõ äåëèëàöà b̄ è b. Î÷èãëåäíî jå äîâî§íî
äà íàâåäåìî ñàìî jåäíî îä îâà äâà òâð¢å»à è ìè £åìî íàâåñòè äðóãî. Èäåjà jå äà íà¢åìî
õîìîìîðôèçàì êîjè jå áèjåêöèjà è ñëèêà G/ψ(G) ó íåêó êîíà÷íó ãðóïó.

Íåêà jå Q∗ ìóëòèïëèêàòèâíà ãðóïà ðàöèîíàëíèõ áðîjåâà è íåêà jå Q∗2 ïîäãðóïà îâå ãðóïå
äåôèíèñàíà êàî

Q∗2 = {u2 : u ∈ Q∗}.

Äåôèíèøèìî ïðåñëèêàâà»å α : G→ Q∗/Q∗2 êàî

α(O) = 1

α(T ) = b (mod Q∗2)

α(x, y) = x (mod Q∗2),

Âàæè ñëåäå£å òâð¢å»å.

Òâð¢å»å: (à) Ïðåñëèêàâà»å α îïèñàíî ãîðå jå õîìîìîðôèçàì.
(á) Jåçãðî α jå ψ(Ḡ). Çáîã òîãà ïîñòîjè õîìîìîðôèçàì êîjè jå áèjåêöèjà

G

ψ(Ḡ)
→ Q∗

Q∗2

(â) Íåêà ñó p1, p2, · · · , pt ðàçëè÷èòè ïðîñòè áðîjåâè êîjè äåëå b. Òàäà ñå ñëèêà α ñàäðæè ó
ïîäãðóïè Q∗/Q∗2 êîjà ñå ñàñòîjè îä åëåìåíàòà

{±pm1
1 , pm2

2 , · · · , pmtt : mi ∈ {0, 1}}.

(ã) Èíäåêñ (G : ψ(Ḡ)) jå íàjâèøå 2t+1.
Çà êîìïëåòèðà»å äîêàçà êîðèñòè ñå ïîçíàòà ëåìà èç òåîðèjå ãðóïà.

Ëåìà: Íåêà ñó A è B Àáåëîâå ãðóïå, è ïîñìàòðàìî õîìîìîðôèçìå φ : A→ B è ψ : B → A.
Íåêà âàæè

ψ ◦ φ(a) = 2a, φ ◦ ψ(b) = 2b

çà ñâå a ∈ A è ñâå b ∈ B. Òàäà âàæè ñëåäå£å

(A : 2A) ≤ (A : ψ(B))(B : φ(A))

Íàâåëè ñìî êàêî îòïðèëèêå èäå ïóò äî äîêàçà Ìîðäåëîâå òåîðåìå. Äîêàç jå äóãà÷àê ïà ñìî
íåêå ñòâàðè ïðåñêî÷èëè, àëè êàäà ñå ñâå íàâåäåíî ëåïî óêëîïè äîêàç jå êîìïëåòàí.
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5.4 Ïðèìåíà Ìîðäåëîâå òåîðåìå

Ñà Zm £åìî îçíà÷àâàòè ãðóïó Z/mZ. Òî jå ãðóïà áðîjåâà ïî ìîäóëó m. Ìîæå ñå äîêàçàòè äà jå
ãðóïà ðàöèîíàëíèõ òà÷àêà åëèïòè÷êå êðèâå èçîìîðôíà ñà:

G ∼= Z⊕ Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸
r

⊕Zpν11 ⊕ · · · ⊕ Zpνss .

Îäàâäå ñëåäè äà ïîñòîjå ãåíåðàòîðè P1, ..., Pr, Q1, ...Qs òàêâè äà ñå ñâàêà òà÷êà P ñà êðèâå ìîæå
çàïèñàòè ó îáëèêó:

P = n1P1 + · · ·+ nrPr +m1Q1 + · · ·+msQs

ãäå ñó ni è mj öåëè áðîjåâè. Áðîj r çîâåìî ðàíã è àêî jå îí jåäíàê íóëè ãðóïà jå êîíà÷íà.
Çàïðàâî, ãðóïà

Zpν11 ⊕ · · · ⊕ Zpνss
ïðåäñòàâ§à áàø ãðóïó òà÷àêà êîíà÷íîã ðåäà åëèïòè÷êå êðèâå. Îâàj ñëó÷àj £å íàñ íàjâèøå
çàíèìàòè, jåð £åìî óãëàâíîì ðåøàâàòè çàäàòêå êîjè èìàjó êîíà÷àí áðîj ðåøå»à. Ñàìî íàì jå
îñòàî jåäàí ïðîáëåì. Êàêî äà èçðà÷óíàìî ðàíã? Òåîðèjà ãðóïà íàì äàjå ñëåäå£è îäãîâîð.

2r =
#α(G) ·#ᾱ(Ḡ)

4

ãäå jå α ïðåñëèêàâà»å îïèñàíî ó ïðåòõîäíîì äåëó îâîã ïîãëàâ§à, ïðè ÷åìó # îçíà÷àâà áðîj
ðàçëè÷èòèõ åëåìåíàòà îäðå¢åíîã ñêóïà.

Æåëèìî äà âèäèìî êîëèêî åëåìåíàòà èìà α(G). Íåêà jå P = (x, y) òà÷êà ñà êðèâå. Âå£ ñìî
âèäåëè äà îíà ìîæå áèòè çàïèñàíà ó îáëèêó

x =
m

e2
, y =

n

e3
.

Àêî jå m = 0, âàæè P = T ïà jå α(P ) = b, äàêëå b ∈ α(G). Òàêî¢å, àêî jå a2 − 4b = d2 çà

d ∈ Z, jåäíà÷èíà x(x2 + ax+ b) = 0 èìà ðàöèîíàëíî ðåøå»å, ïà ó òîì ñëó÷àjó
−a+ d

2
è
−a− d

2
òàêî¢å ïðèïàäàjó α(G). Çà ñàäà ñìî óçåëè ó îáçèð ñâå òà÷êå ðåäà äâà. Íåêà jå ñàäà m,n 6= 0.
Èç jåäíà÷èíå êðèâå ñëåäè

n2 = m(m2 + ame2 + be4).

Íåêà jå
b1 = sgn(m) · (m, b), m = b1m1, b = b1b2, (m1, b2) = 1, m1 > 0

Êàäà îâî çàìåíèìî ó jåäíà÷èíó äîáèjàìî:

n2 = b21m1(b1m
2
1 + am1e

2 + b2e
4)

Äàêëå b21 | n2, òj. b1 | n ïà ïèøåìî n = n1b1. Êàäà îâî çàìåíèìî ó jåäíà÷èíó, äîáèjàìî

n2
1 = m1(b1m

2
1 + am1e

2 + b2e
4)

Êàêî jå (m1, b2) = 1 è (m1, e) = 1 ÷èíèîöè ñà äåñíå ñòðàíå jåäíàêîñòè ñó óçàjàìíî ïðîñòè, à
êàêî èì jå ïðîèçâîä êâàäðàò, îáà ìîðàjó áèòè êâàäðàòè. Äàêëå

m1 = M2, b1m
2
1 + am1e

2 + b2e
4 = N2, n1 = MN, (M,N) = 1

Êàäà jîø åëèìèíèøåìî m1 äîáèjàìî âåîìà âàæíó jåäíà÷èíó íà êîjó £åìî ñå óâåê âðà£àòè ïðè
ðåøàâà»ó çàäàòàêà

N2 = b1M
4 + aM2e2 + b2e

4 (∗)

Òà÷êà P ñàäà èìà êîîðäèíàòå

x =
b1M

2

e2
, y =

b1MN

e3
.
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Ïîäñå£àìî ñå äà jå α(P ) = x (mod Q∗2) îäíîñíî ó íàøåì ñëó÷àjó α(P ) = b1. Ñàäà âèäèìî äà
jå ïðîöåäóðà çà íàëàæå»å #α(G) ñëåäå£à: ôàêòîðèøåìî b = b1b2 íà ÷èíèîöå íà ñâå ìîãó£å
íà÷èíå è çà ñâàêè ïàð (b1, b2) ðåøèìî îäãîâàðàjó£ó jåäíà÷èíó îáëèêà (∗) ïî (M, e,N). Àêî îíà
èìà áàð jåäíî ðåøå»å, b1 ∈ α(G). Íà ñëè÷àí íà÷èí íàëàçèìî è #ᾱ(Ḡ) òàêî äà çàïðàâî èìàìî
ïðîöåäóðó êàêî äà ïðîíà¢åìî ðàíã.

Ñàäà £åìî óðàäèòè äâà ïðèìåðà.
Ïðèìåð 1. Íà£è ñâå ðàöèîíàëíå òà÷êå êðèâå C : y2 = x3 − x.
Âèäèìî äà jå a = 0 è b = −1. Äàêëå −1 ∈ α(G). Êàêî jå a2 − 4b = 4,

0 + 2

2
= 1 ∈ α(G). Ñàäà

ñìî âå£ ïîêóïèëè ñâå ôàêòîðèçàöèjå áðîjà b òàêî äà jå α(G) = {1,−1} ïà jå #α(G) = 2.
Ñàäà æåëèìî äà íà¢åìî ᾱ(Ḡ). Ïîñìàòðàìî êðèâó C̄ : y2 = x3 + 4x ñàäà jå a = 0 è b = 4. Êàêî jå
b êâàäðàò, âàæè 1 ∈ ᾱ(Ḡ). Ñàäà ôàêòîðèøåìî b, ïà b1 ∈ {1,−1, 2,−2, 4,−4} àëè ïîøòî ðàäèìî
(mod Q∗2) è ïîøòî ñìî ïðâè ñëó÷àj âå£ îáðàäèëè îñòàjó íàì âðåäíîñòè b1 ∈ {−1, 2,−2}. Ñàäà
ðåøàâàìî òðè jåäíà÷èíå îáëèêà (∗).

N2 = −M4 − 4e4,

N2 = 2M4 + 2e4,

N2 = −2M4 − 2e4.

Ïðâà è òðå£à jåäíà÷èíà î÷èãëåäíî íåìàjó ðåøå»à, à äðóãà èìà ðåøå»å (M, e,N) = (1, 1, 2).

Äàêëå ᾱ(Ḡ) = {1, 2}, îäíîñíî #ᾱ(Ḡ) = 2. r = log2(
2 · 2

4
) = 0 ïà ñó jåäèíå ðàöèîíàëíå òà÷êå îíå

êîjå èìàjó êîíà÷àí ðåä.
Òà÷êå êîíà÷íîã ðåäà ïðîíàëàçèìî ïî ñòàíäàðäíîj ïðîöåäóðè ïîìî£ó Íàãåë-Ëóöîâå òåîðåìå.
Àêî jå y = 0, èìàìî jåäíà÷èíó x3− x = 0 îäàêëå äîáèjàìî ðåøå»à (0, 0), (1, 0) è (−1, 0). Àêî jå
y 6= 0 âàæè äà y2 | D, òj. y2 | 4. Äîáèjàìî jåäíà÷èíå

x3 − x = 4,

x3 − x = 1.

Îâå jåäíà÷èíå íåìàjó ðåøå»à, òàêî äà êîíà÷íî äîáèjàìî:

C(Q) = {O, (0, 0), (1, 0), (−1, 0)}

Îâèìå jå çàäàòàê çàâðøåí.

Ïðèìåð 2 Íà£è ñâå ðàöèîíàëíå òà÷êå êðèâå C : y2 = x3 + x.
Âèäèìî äà jå a = 0 è b = 1. Äàêëå 1 ∈ α(G). Òðåáà jîø ïðîâåðèòè ôàêòîðèçàöèjó áðîjà b

íà (b1, b2) = (−1, 1). Äîáèjàìî jåäíà÷èíó

N2 = −M4 − e4

êîjà íåìà ðåøå»à ïà jå #α(G) = 1.
Ñàäà æåëèìî äà íà¢åìî ᾱ(Ḡ). Ïîñìàòðàìî êðèâó C̄ : y2 = x3 − 4x ñàäà jå a = 0 è b = −4.
Êàêî jå −b êâàäðàò, âàæè −1 ∈ ᾱ(Ḡ). Êàêî jå a2 − 4b = (−4) · (−4) = 16, Äîáèjàìî äà è 2 è −2
ïðèïàäàjó ᾱ(Ḡ). Ñàäà ôàêòîðèøåìî b, b1 ∈ {1,−1, 2,−2, 4,−4} àëè ïîøòî ðàäèìî (mod Q∗2)
è êàäà èçáàöèìî ñëó÷àjåâå êîjå ñìî âå£ îáðàäèëè, îñòàjå íàì âðåäíîñò b1 = 1. Êàêî je α(O) = 1,

ìîðà âàæèòè è 1 ∈ ᾱ(Ḡ). Äàêëå ᾱ(Ḡ) = {1,−1, 2,−2}, îäíîñíî #ᾱ(Ḡ) = 4. r = log2(
1 · 4

4
) = 0

ïà ñó jåäèíå ðàöèîíàëíå òà÷êå îíå êîjå èìàjó êîíà÷àí ðåä.
Òà÷êå êîíà÷íîã ðåäà ïðîíàëàçèìî ïî ñòàíäàðäíîj ïðîöåäóðè ïîìî£ó Íàãåë-Ëóöîâå òåîðåìå.
Àêî jå y = 0, èìàìî jåäíà÷èíó x3 + x = 0 îäàêëå äîáèjàìî ðåøå»e (0, 0). Àêî jå y 6= 0 âàæè äà
y | D, òj. y | −4. Äîáèjàìî jåäíà÷èíå

x3 + x = 1,
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x3 + x = 4,

x3 + x = 16

Îâå jåäíà÷èíå íåìàjó ðåøå»à, òàêî äà êîíà÷íî äîáèjàìî:

C(Q) = {O, (0, 0)}

Îâèìå jå çàäàòàê çàâðøåí a ñàìî íàïîìè»åìî äà ñìî óñïóò äîàçàëè è äà êðèâà

C̄ : y2 = x3 − 4x

òàêî¢å èìà ðàíã íóëà.
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6 Ïðîãðàìñêè ïàêåò SAGE

Êàî øòî ñìî íåêîëèêî ïóòà äî ñàäà ïðèìåòèëè, ïðè ðàäó ñà åëèïòè÷êèì êðèâàìà ÷åñòî áðîjåâè
ìîãó ïîñòàòè èçóçåòíî âåëèêè, øòî äîâîäè äî ïîòåøêî£à ó ðó÷íîì ðàäó ñà »èìà. Çàòî £åìî
êîðèñòèòè ïîìî£ ðà÷óíàðà. Óïîòðåáè£åìî SageMath ñîôòâåð ïîçíàòèjè êàî SAGE ("System for
Algebra and Geometry Experimentation"). Òî jå áåñïëàòàí open-source ñîôòâåð êîjè ïîêðèâà ñêî-
ðî ñâå îáëàñòè ìàòåìàòèêå: òåîðèjó áðîjåâà, ãðàôîâå, êîìáèíàòîðèêó, àëãåáðó, êðèïòîãðàôèjó,
ïà jå èçóçåòíî ïîãîäàí è çà ðàä ñà åëèïòè÷êèì êðèâàìà.

6.1 Äåôèíèñà»å åëèïòè÷êå êðèâå

Ïîñòîjè âèøå íà÷èíà çà äåôèíèñà»å åëèïòè÷êå êðèâå ó SAGE-ó, à ìè £åìî íàâåñòè íåêîëèêî
îñíîâíèõ êîjå £åìî êîðèñòèòè ó äà§åì ðàäó.

6.1.1 Âàjåðøòðàñîâà íîðìàëíà ôîðìà

Åëèïòè÷êà êðèâà ñå ìîæå äåôèíèñàòè êàäà jå ó îáëèêó òçâ. äóãå Âàjåðøòðàñîâå íîðìàëíå
ôîðìå êîjè èçãëåäà îâàêî:

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6.

Ñàäà ñå êðèâà äåôèíèøå êîìàíäîì:

E=EllipticCurve([a_1,a_2,a_3,a_4,a_6])

Àêî jå êðèâà çàïèñàíà ó êðàòêîj Âàjåðøòðàñîâîj íîðìàëíîj ôîðìè ó îáëèêó:

y2 = x3 + ax+ b,

êðèâó äåôèíèøåìî ñëåäå£îì êîìàíäîì

E=EllipticCurve([a,b])

6.1.2 Äåôèíèñà»å êðèâå ïóòåì ïîëèíîìà

Àêî íàì òàêî îäãîâàðà, êðèâó ìîæåìî çàïèñàòè è ïîìî£ó ïîëèíîìà. Íïð êðèâó y2 = x3 + 1
ìîæåìî äåôèíèñàòè ïîìî£ó íåõîìîãåíîã ïîëèíîìà íà ñëåäå£è íà÷èí:

P.<x,y>=QQ[];

p=y^2-x^3-1;

E=EllipticCurve(p)

Àêî æåëèìî äà äåôèíèøåìî êðèâó y2+y+2xy2−x3−2x2−1 = 0 äåôèíèøåìî ïîìî£ó õîìîãåíîã
îáëèêà ZY 2 + Y Z2 + 2XY 2 −X3 − 2ZX2 −Z3 = 0, ìîðà£åìî äà äåôèíèøåìî è jåäíó òà÷êó íà
»îj, íïð. òà÷êó P = (1, 1, 1). Îâàj íà÷èí íàì äàjå òðàíñôîðìàöèjó ó Âàjåðøòðàñîâó íîðìàëíó
ôîðìó. Êîìàíäà èçãëåäà îâàêî:

R.<x,y,z> = QQ[];

cubic = z*y^2+y*z^2+2*x*y^2-x^3-2*z*x^2-z^3;

P = [1,1,1];

E = EllipticCurve_from_cubic(cubic, P, morphism=True);

E

-> Scheme morphism:

From: Closed subscheme of Projective Space of dimension 2 over

Rational Field defined by:

-x^3 + 2*x*y^2 - 2*x^2*z + y^2*z + y*z^2 - z^3

To: Elliptic Curve defined by y^2 - 2276766726*x*y -
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875154115527458874759912976*y = x^3 + 433712803696009923*x^2 over

Rational Field

Defn: Defined on coordinates by sending (x : y : z) to

(-19609/158601998160000*x^2 + 137893/396504995400000*x*y -

969661/3965049954000000*y^2 - 13337/99126248850000*x*z +

46837/247815622125000*y*z - 33739/991262488500000*z^2 :

-5577903214129/158601998160000*x^2 + 48823377430993/396504995400000*x*y

- 411443597638381/3965049954000000*y^2 -

3096752644231/49563124425000*x*z + 51856165554479/495631244250000*y*z -

26112927303919/991262488500000*z^2 : 1/4691923518802943907236160000*x^2

- 7/11729808797007359768090400000*x*y +

49/117298087970073597680904000000*y^2 +

1/5864904398503679884045200000*x*z - 7/29324521992518399420226000000*y*z

+ 1/29324521992518399420226000000*z^2)

Íà îâîì ïðèìåðó çàïðàâî âèäèìî çàøòî íàì jå ðà÷óíàð îä âåëèêå âàæíîñòè.

6.2 Îñòàëå êîìàíäå

Îñòàëå êîìàíäå êîjå £å íàì áèòè ïîòðåáíå ïîêàçà£åìî íà ïðèìåðó. Èçó÷è£åìî êðèâó

y2 = x3 − x2 − 180x+ 900.

Çà ïî÷åòàê äåôèíèøåìî êðèâó.

E=EllipticCurve([0, -1, 0, -180, 900])

Ðàíã ðà÷óíàìî íà ñëåäå£è íà÷èí

E.rank()

-> 1

Äàêëå êðèâà èìà ðàíã 1. Ñàäà ðà÷óíàìî ãðóïó òà÷àêà êîíà÷íîã ðåäà, òà÷êå êîíà÷íîã ðåäà è
ãåíåðàòîðå ãðóïå òà÷àêà êîíà÷íîã ðåäà.

E.torsion_subgroup();

E.torsion_points();

E.torsion_subgroup().gens()

-> Torsion Subgroup isomorphic to Z/4 + Z/2 associated to the Elliptic

Curve defined by y^2 = x^3 - x^2 - 180*x + 900 over Rational Field

[(-15 : 0 : 1), (0 : -30 : 1), (0 : 1 : 0), (0 : 30 : 1),

(6 : 0 : 1), (10 : 0 : 1), (20 : -70 : 1), (20 : 70 : 1)]

((0 : 30 : 1), (6 : 0 : 1))

Òà÷êå ñà öåëîáðîjíèì êîîðäèíàòàìà, ñà ïîçèòèâíîì y êîîðäèíàòîì ðà÷óíàìî íà ñëåäå£è íà÷èí

E.integral_points();

->[(-15 : 0 : 1), (-10 : 40 : 1), (-8 : 42 : 1), (0 : 30 : 1),

(5 : 10 : 1), (6 : 0 : 1), (10 : 0 : 1), (12 : 18 : 1),

(20 : 70 : 1), (60 : 450 : 1), (90 : 840 : 1),(1700 : 70070 : 1)]

Ñëåäå£à êîìàíäà èçáàöójå íèç ãåíåðàòîðà.

E.gens()

-> [(-10 : 40 : 1)]

Ìîãó£å jå ðà÷óíàòè äèñêòèìèíàíòó è øòî jå jîø âàæíèjå, »åíó ôàêòîðèçàöèjó íà ïðîñòå ÷è-
íèîöå.
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E.discriminant();

E.discriminant().factor()

-> 70560000

2^8 * 3^2 * 5^4 * 7^2

Ïîñìàòðàjìî ñàäà êðèâó y2 = x3 + 24. Jåäíîñòàâíà êðèâà êîjà èìà ðàíã 2.

Elliptic Curve defined by y^2 = x^3 + 24 over Rational Field

2

[(-2 : 4 : 1), (1 : 5 : 1)]

Torsion Subgroup isomorphic to Trivial group associated to the Elliptic

Curve defined by y^2 = x^3 + 24 over Rational Field

[(-2 : 4 : 1), (1 : 5 : 1), (10 : 32 : 1), (8158 : 736844 : 1)]

Ïîêàçà£åìî jîø êàêî ñå ñàáèðàjó òà÷êå.

P=E(1,5);

Q=E(-2,4);

for i in range (1,5):

P=P+Q

P

-> (10/9 : -136/27 : 1)

(457/49 : 9913/343 : 1)

(-85334/34225 : -18459536/6331625 : 1)

(73085377/363609 : -624807708677/219256227 : 1)
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7 Çàäàöè

Ñàäà £åìî ïðèìåíèòè ñâå íàó÷åíî äî ñàäà êàêî áèñìî óðàäèëè íåêå çàäàòêå.

Çàäàòàê 1. Ïðîíà£è ñâå ïðèðîäíå áðîjåâå n çà êîjå âàæè äà jå çáèð ïðâèõ n êâàäðàòà
ïîòïóí êâàäðàò.

Ðåøå»å: Ïðåìà ïîçíàòîj ôîðìóëè ðà÷óíàìî çáèð ïðâèõ n êâàäðàòà

12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

Îâà âðåäíîñò òðåáà äà jå jåäíàêà êâàäðàòó ïðèðîäíîã áðîjà ïà jå ïðèðîäíî ïîñìàòðàòè êðèâó

Y 2 =
X(X + 1)(2X + 1)

6
=
X3

3
+
X2

2
+
X

6
.

Äà áèñìî ïðåáàöèëè êðèâó ó îáëèê êîjè ñìî êîðèñòèëè ó ïåòîj ãëàâè, óâîäèìî ñìåíó êîîðäèíàòà
y = 72Y è x = 18X ïà jåäíà÷èíà äîáèjà îáëèê

y2 = x3 + 18x2 + 72x.

Æåëèìî äà ïðîíà¢åìî ñâà »åíà ïðèðîäíà ðåøå»à è òî îíà (x, y) òàêî äà âàæè 18 | x è 72 | y.
Êîðèñòè£åìî SAGE äà áèñìî îâî óðàäèëè.

E=EllipticCurve([0,18,0,72,0]);

E.integral_points()

->[(-12 : 0 : 1), (-9 : 9 : 1), (-8 : 8 : 1), (-6 : 0 : 1),

(0 : 0 : 1), (6 : 36 : 1), (12 : 72 : 1), (288 : 5040 : 1)]

Ñàìî ïîñëåä»å äâå òà÷êå çàäîâî§àâàjó óñëîâå òàêî äà ñó jåäèíà ðåøå»à n ∈ {1, 24}

Çàäàòàê 2. (ÈÌÎ 1986.) Íåêà jå d ïðèðîäàí áðîj òàêàâ äà âàæè d /∈ {2, 5, 13}. Äîêàçàòè äà
jå èç ñêóïà {2, 5, 13, d} ìîãó£å èçàáðàòè äâà ðàçëè÷èòà áðîjà a è b òàêî äà ab − 1 íèjå ïîòïóí
êâàäðàò.

Ðåøå»å Íà ïðâè ïîãëåä îâî èçãëåäà êàî îáè÷àí çàäàòàê èç òåîðèjå áðîjåâà êîjè íåìà
íèêàêâå âåçå ñà åëèïòè÷êèì êðèâàìà, àëè êàäà ìàëî ðàçìèñëèìî, âåçà £å áèòè î÷èãëåäíà.
Êàêî âàæè

2 · 5− 1 = 9, 2 · 13− 1 = 25, 5 · 13− 1 = 64

çàïðàâî æåëèìî äà äîêàæåìî äà áàð jåäàí îä áðîjåâà 2d − 1, 5d − 1 è 13d − 1 íèjå ïîòïóí
êâàäðàò. Äà áè îâî âàæèëî, äîâî§íî jå äà äîêàæåìî äà »èõîâ ïðîèçâîä íèjå êâàäðàò îäíîñíî
äà jåäíà÷èíà

n2 = (2d− 1)(5d− 1)(13d− 1) = 130d3 − 101d2 + 20d− 1

íåìà ðåøå»à ó ñêóïó ïðèðîäíèõ áðîjåâà. Ñàäà óâè¢àìî âåçó ñà åëèïòè÷êèì êðèâàìà. Jåäíà÷èíà
íàâåäåíà ãîðå jå óïðàâî jåäíà÷èíà åëèïòè÷êå êðèâå è ìè æåëèìî äà äîêàæåìî äà îíà íåìà
ðåøå»à ó ñêóïó ïðèðîäíèõ áðîjåâà. Óâîäèìî ñìåíó êîîðäèíàòà y = 130n è x = 130d äà áèñìî
êðèâó ïðåâåëè ó îáëèê ãäå ñó êîåôèöèjåíòè óç y2 è x3 jåäíàêè, êîjè SAGE ïðèõâàòà. Ñàäà
jåäíà÷èíà èìà îáëèê

y2 = x3 − 101x2 + 2600x− 1302 = (x− 10)(x− 26)(x− 65).

Ñàäà ïîçèâàìî ðà÷óíàð ó ïîìî£.

P.<x,y>=QQ[];

p=y^2-(x-10)*(x-26)*(x-65);

E=EllipticCurve(p); E.rank();

E.torsion_subgroup()



Åëèïòè÷êå êðèâå 31

-> 0

Torsion Subgroup isomorphic to Z/2 + Z/2 associated to the Elliptic

Curve defined by y^2 = x^3 - 101*x^2 + 2600*x - 16900 over Rational

Field

Äàêëå êðèâà èìà ðàíã 0 øòî çíà÷è äà ñó jåäèíå ðàöèîíàëíå òà÷êå îíå êîjå èìàjó êîíà÷àí ðåä.
Òàêî¢å âèäèìî äà ãðóïà òà÷àêà êîíà÷íîã ðåäà èìà îáëèê

Z
2Z
⊕ Z

2Z

îäíîñíî ãðóïà òà÷àêà êîíà÷íîã ðåäà jå ñà÷è»åíà ñàìî îä òà÷àêà ðåäà äâà. Äàêëå jåäèíà ðåøå»à
ñó

(x, y) ∈ {O, (10, 0), (26, 0), (65, 0)}

øòî îäãîâàðà âðåäíîñòèìà d ∈ {1
2 ,

1
5 ,

1
13} øòî áè çíà÷èëî äà d íèjå öåî áðîj. Îâèì jå òâð¢å»å

çàäàòêà äîêàçàíî.

Çàäàòàê 3. (Âåëèêà Ôåðìàîâà òåîðåìà çà n = 3) Äîêàçàòè äà jåäíà÷èíà

x3 + y3 = z3

íåìà íåòðèâèjàëíèõ ðåøå»à ó ñêóïó öåëèõ áðîjåâà.
Ðåøå»å Çàäàòàê ðåøàâàìî äèðåêòíîì ïðèìåíîì SAGE-à

R.<x,y,z> = QQ[];

cubic = x^3+y^3-z^3;

P = [1,-1,0];

E = EllipticCurve_from_cubic(cubic, P, morphism=False);

E.rank();

E.torsion_subgroup();

-> 0

Torsion Subgroup isomorphic to Z/3 associated to the Elliptic Curve

defined by y^2 + 2*x*y + 1/3*y = x^3 - x^2 - 1/3*x - 1/27 over Rational

Field

Äàêëå êðèâà èìà ðàíã íóëà è ãðóïà ðàöèîíàëíèõ òà÷àêà jå èçîìîðôíà ñà Z/3Z, à òå òà÷êå
îäãîâàðàjó òðèâèjàëíèì ðåøå»èìà.

Çàäàòàê 4. (Âåëèêà Ôåðìàîâà òåîðåìà çà n = 4) Äîêàçàòè äà jåäíà÷èíà

x4 + y4 = z4

íåìà íåòðèâèjàëíà ðåøå»à ó ñêóïó ðàöèîíàëíèõ áðîjåâà.
Ðåøå»å Äîêàçà£åìî îïøòèjå òâð¢å»å, äà jåäíà÷èíà

x4 + y4 = z2

íåìà íåòðèâèjàëíà ðåøå»à ó ñêóïó ðàöèîíàëíèõ áðîjåâà. Íåêà jå (x, y, z) íåòðèâèjàëíî ðåøå»å,
òj. x, y, z 6= 0. Jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà ñà

x4

y4
+ 1 =

z2

y4

Óâîäèìî ñìåíó ïðîìåí§èâèõ s = x/y, t = z/y2. Jeäíà÷èíà ïîñòàjå

s4 + 1 = t2.
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Íåêà jå r = s2, ïà êàäà îâî ïîìíîæèìî ñà ïðåòõîäíîì jåäíà÷èíîì è çàìåíèìî a = st äîáèjàìî

a2 = r3 + r.

Îâî jå çàïðàâî êðèâà èç ïðèìåðà 2 è »åíà jåäíèíà ðàöèîíàëíà òà÷êà (íåðà÷óíàjó£è Î) jå
(r, a) = (0, 0) øòî ïîâëà÷è äà jå x = 0 ÷èìå jå òâð¢å»å çàäàòêà äîêàçàíî.

Çàäàòàê 5. Äîêàçàòè äà jåäíà÷èíà

x4 − y4 = z2

íåìà íåòðèâèjàëíà ðåøå»à ó ñêóïó ðàöèîíàëíèõ áðîjåâà.
Ðåøå»å Ïîñòóïàìî ñëè÷íî êàî è ó ïðåòõîäíîì çàäàòêó. Íåêà jå (x, y, z) íåòðèâèjàëíî

ðåøå»å, òj. x, y, z 6= 0. Jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà ñà

x4

y4
− 1 =

z2

y4

Óâîäèìî ñìåíó ïðîìåí§èâèõ s = x/y, t = z/y2. Jeäíà÷èíà ïîñòàjå

s4 − 1 = t2.

Íåêà jå r = s2, ïà êàäà îâî ïîìíîæèìî ñà ïðåòõîäíîì jåäíà÷èíîì è çàìåíèìî a = st äîáèjàìî

a2 = r3 − r.

Îâî jå çàïðàâî êðèâà èç ïðèìåðà 1 è »åíå jåäèíå ðàöèîíàëíå òà÷êå (íåðà÷óíàjó£è Î) ñó
(r, a) ∈ {(0, 0), (1, 0), (−1, 0)} øòî ïîâëà÷è äà jå jåäàí îä áðîjåâà x, z jåäíàê íóëà ÷èìå jå òâð¢å»å
çàäàòêà äîêàçàíî.

Çàäàòàê 6. Äîêàçàòè äà çà ñâàêè ïðèðîäàí áðîj N , ïîñòîjè ïðèðîäàí áðîj m òàêàâ äà
jåäíà÷èíà

x3 + y3 = m

èìà áàð N öåëîáðîjíèõ ðåøå»à.
Ðåøå»å Èäåjà jå äà ïðîíà¢åìî jåäíà÷èíó êîjà èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî ðàöèîíàëíèõ ðåøå»à,

ïà äà îñëîáà¢à»åì îä èìåíèëàöà »åíèõ ðåøå»à òî ïîñòàíó ðåøå»à íåêå äðóãå jåäíà÷èíå.
Ïîñìàòðà£åìî êðèâó

X3 + Y 3 = 9.

Ïîìî£ó ïðîjåêòèâíå òðàíñôîðìàöèjå óâîäèìî ñìåíó

x =
12

X + Y
, y =

12(X − Y )

X + Y

ïà jåäíà÷èíà ïîñòàjå
y2 = x3 − 48

Îâà êðèâà èìà òà÷êó P = (4, 4). Ðà÷óíàìî: 2P = (28,−148), 3P = (73
9 ,

595
27 ). Ïîøòî òà÷êå

êîíà÷íîã ðåäà èìàjó öåëîáðîjíå êîîðäèíàòå, çàê§ó÷ójåìî äà òà÷êà P èìà áåñêîíà÷àí ðåä ïà è
êðèâà èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî ðàöèîíàëíèõ òà÷àêà.
Èçàáåðèìî ñàäà N ðàöèîíàëíèõ òà÷àêà ñà êðèâå: P1, P2, ..., PN . Çà òà÷êó R =

(
a
b ,

c
d

)
ñà êðèâå,

(a, b) = (c, d) = 1 âàæè
a3d3 + b3c3 = 9b3d3

ïà êàî ìíîãî ïóòà äî ñàäà çàê§ó÷ójåìî äà âàæè b = d. Äàêëå ìîæåìî ïèñàòè

Pi =

(
ai
di
,
ci
di

)
, i = 1, ..., N
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Ñàäà áèðàìî
m = 9(d1d2 · · · dN )3

è ïîñìàòðàìî òà÷êå

Qi = (d1 · · · di−1aidi+1 · · · dN , d1 · · · di−1cidi+1 · · · dN ), i = 1, ..., N

Ñâàêà îä òà÷àêà Qi ïðåäñòàâ§à ðåøå»å jåäíà÷èíå

x3 + y3 = 9(d1d2 · · · dN )3

ïà jå îâèìå òâð¢å»å çàäàòêà äîêàçàíî.

Çàäàòàê 7. (Ðóìóíñêè ìàñòåð 2016.) Íàçîâèìî êóáíèì íèçîì íèç öåëèõ áðîjåâà çàäàò
ôîðìóëîì

an = n3 + an2 + bn+ c,

ãäå ñó a, b è c öåëîáðîjíå êîíñòàíòå à an ïðîëàçè êðîç ñâå öåëå áðîjåâå (óê§ó÷ójó£è íåãàòèâíå).
(à) Ïîêàçàòè äà ïîñòîjè êóáíè íèç òàêàâ äà ñó jåäèíè ïîòïóíè êâàäðàòè ó òîì íèçó a2015 è

a2016.
(á) Îäðåäèòè ñâå ìîãó£å âðåäíèñòè èçðàçà a2015 · a2016 çà êóáíè íèç êîjè èñïó»àâà óñëîâ èç

äåëà (à).
Ðåøå»å Ïîñìàòðà£åìî êðèâó C : y2 = x3 + ax2 + bx + c. Òðàíñëàöèjîì êðèâå äîáèjàìî

îäãîâàðàjó£ó êðèâó çà êîjó äîêàçójåìî òâð¢å»å çà a0 è a1. Ïðâî £åìî óðàäèòè äåî ïîä (á).
Äàêëå êðèâà èìà äâå öåëîáðîjíå òà÷êå P è Q. Äîêàçà£åìî äà jåäíà îä »èõ èìà ðåä äâà.

Ïðåòïîñòàâèìî ñóïðîòíî, äà íè P íè Q íåìàjó ðåä äâà. Òàäà êðèâà èìà jîø òà÷íî äâå
öåëîáðîjíå òà÷êå (íåóê§ó÷ójó£è Î), −P è −Q. Ñàäà ñàáèðàìî P è Q ïî ïîçíàòîj ôîðìóëè.

x(P +Q) =
(yP − yQ)2

(xP −XQ)2
− a− xP − xQ = (yP − yQ)2 − a− 1,

jåð jå {xP , xQ} = {0, 1}. Ïî ôîðìóëàìà èç òðå£å ãëàâå è y(P + Q) ∈ Z. Äàêëå P + Q èìà
öåëîáðîjíå êîîðäèíàòå ïà âàæè jåäíà îä ñëåäå£å ÷åòèðè jåäíàêîñòè

P +Q = P, P +Q = Q, P +Q = −P, P +Q = −Q

Êàêî jå P,Q 6= O ïðâå äâå jåäíàêîñòè íèñó ìîãó£å ïà íåêà áåç óìà»å»à îïøòîñòè âàæè P+Q =
−P (*).

Àíàëîãíî, àêî ñàáåðåìî P è −Q, äîáèjàìî äà jå P + (−Q) = −P èëè P + (−Q) = Q. Àêî
âàæè ïðâà, êîìáèíîâà»åì ñà (*) äîáèjàìî 2Q = O ïà jå òî êîíòðàäèêöèjà. Äàêëå 2P = −Q è
2Q = P . Ñàäà jå

{x(2P ), x(2Q)} = {0, 1}
Ïðèìå»ójåìî ôîðìóëó äóïëèðà»à çà òà÷êå x = 0 è x = 1.

b2 − 4ac

4c
= 1,

1− 2b− 8c+ b2 − 4ac

4 + 4a+ 4b+ 4c
= 0

b2 − 4ac = 4c, 1− 2b− 8c+ b2 − 4ac = 0

Êàäà çàìåíèìî ïðâó jåäíà÷èíó ó äðóãó äîáèjàìî

1 = 2b+ 4c

øòî jå êîíòðàäèêöèjà jåð ñó b è c öåëè áðîjåâè.
Äàêëå íà C ïîñòîjè òà÷êà ðåäà äâà ïà jå »åíà y êîîðäèíàòà íóëà ïà jå è jåäèíà ìîãó£à

âðåäíîñò
a0 · a1 = 0.

Øòî ñå òè÷å äåëà (à), ëàêî ñå ïîêàçójå äà êðèâà

y2 = x3 − x2 + x

çàäîâî§àâà óñëîâå çàäàòêà.
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Ïðîáëåì êîíãðóåíòíèõ áðîjåâà

Çà êðàj, ïîçàáàâè£åìî ñå jåäíèì ïðîáëåìîì êîjè ïîòè÷å jîø èç ñòàðå Ãð÷êå. Çà ïðèðîäàí áðîj n
êàæåìî äà jå êîíãðóåíòàí àêî ïîñòîjè ïðàâîóãëè òðîóãàî ÷èjå ñó äóæèíå ñòðàíèöà ðàöèîíàëíè
áðîjåâè, à ïîâðøèíà jåäíàêà n. Íà ñëèöè ñó äàòè ïðèìåðè íåêèõ êîíãðóåíòíèõ áðîjåâà.

Ñëèêà 7: Ïðèìåðè êîíãðóåíòíèõ áðîjåâà

Òâð¢å»å 1. Ïðèðîäàí áðîj n jå êîíãðóåíòàí àêî è ñàìî àêî ïîñòîjè ðàöèîíàëàí áðîj x
òàêàâ äà ñó áðîjåâè x, x+ n è x− n êâàäðàòè ðàöèîíàëíèõ áðîjåâà ðàçëè÷èòè îä íóëå.

Äîêàç. Íåêà jå n êîíãðóåíòàí áðîj. Òàäà ïîñòîjå a, b, c ∈ Q çà êîjå âàæè

a2 + b2 = c2,
ab

2
= n

Àêî äîäàìî è îäóçìåìî äðóãó jåäíà÷èíó ïðâîj äîáèjàìî è ïîäåëèìî ñà 4(
a+ b

2

)2

=
( c

2

)2
+ n,

(
a− b

2

)2

=
( c

2

)2
− n

ïà x =
(
c
2

)2
çàäîâî§àâà óñëîâ çàäàòêà.

Íåêà ñàäà ïîñòîjè x ∈ Q òàêàâ äà ñó áðîjåâè x, x+n è x−n êâàäðàòè ðàöèîíàëíèõ áðîjåâà.Òàäà
ïîñòîjå u, v, w ∈ Q òàêî äà âàæè

u =
√
x, v =

√
x+ n, w =

√
x− n.

Ñàäà áèðàìî ñòðàíèöå òðîóãëà íà ñëåäå£è íà÷èí

a = v + w, b = v − w, c =
√
a2 + b2 =

√
2v2 + 2w2 =

√
4x = 2u



Åëèïòè÷êå êðèâå 35

Ïîâðøèíà îâîã òðîóãëà èçíîñè
ab

2
=
v2 − w2

2
= n

Ñàäà jå ïðèðîäíî êàêî £åìî ïîâåçàòè êîíãðóåíòíå áðîjåâå è åëèïòè÷êå êðèâå. Ïîñìàòðà£åìî
êðèâó

En : y2 = x(x− n)(x+ n) = x3 − n2x

Àêî jå n êîíãðóåíòàí èç òâð¢å»à 1 ñëåäè äà £å íà êðèâîj ïîñòîjàòè ðàöèîíàëíà òà÷êà ñà y 6= 0
îäíîñíî ðàöèîíàëíà òà÷êà êîjà íèjå ðåäà äâà. Ñàäà £åìî äîêàçàòè äà âàæè è îáðíóòî.

Òâð¢å»å 2. Ïðèðîäàí áðîj n jå êîíãðóåíòàí àêî è ñàìî àêî íà åëèïòè÷êîj êðèâîj En ïîñòîjè
ðàöèîíàëíà òà÷êà P = (x, y) ñà y 6= 0.

Äîêàç. Ïîñìàòðà£åìî òà÷êó 2P . Êîðèñòèìî ôîðìóëó äóïëèðà»à äà áèñìî èçðà÷óíàëè »åíó
x êîîðäèíàòó. Çà êðèâó y2 = x3 + ax2 + bx+ c âàæè

x(2P ) =
x4 − 2bx2 − 8cx+ b2 − 4ac

4x3 + 4ax2 + 4bx+ 4c

îäíîñíî ó íàøåì ñëó÷àjó

x(2P ) =
x4 + 2n2x2 + n4

4x3 − 4n2x
=

(x2 + n2)2

(2y)2

Òàêî¢å âàæè

x(2P ) + n =
x4 + 2n2x2 + n4 + 4x3n− 4n3x

4x3 − 4n2x
=

(x2 + 2nx− n2)2

(2y)2

x(2P )− n =
x4 + 2n2x2 + n4 − 4x3n+ 4n3x

4x3 − 4n2x
=

(x2 − 2nx− n2)2

(2y)2

Äàêëå n jåñòå êîíãðóåíòàí.

Ïðèìåòèìî äà ñìî êðîç ïðèìåðå 1. è 2. èç ïåòå ãëàâå âå£ äîêàçàëè äà 1 è 2 íèñó êîíãðóåíòíè
áðîjåâè. ×è»åíèöà äà 1 íèjå êîíãðóåíòàí çíà÷è äà íèjåäàí êâàäðàò íèjå êîíãðóåíòàí, jåð áè
îíäà è »åìó ñëè÷àí n-ïóòà ìà»è òðîóãàî èìàî ðàöèîíàëíå ñòðàíèöå è ïîâðøèíó 1. Äàêëå ó
íàñòàâêó ìîæåìî ñìàòðàòè äà n íèjå êâàäðàò. Ñàäà £åìî ðå£è íåøòî âèøå î ãðóïè ðàöèîíàëíèõ
òà÷àêà êðèâå En.

Òâð¢å»å 3. Ïðèðîäàí áðîj n jå êîíãðóåíòàí àêî è ñàìî àêî jå ðàíã êðèâå En ïîçèòèâàí.

Äîêàç. Àêî jå ðàíã ïîçèòèâàí ïîñòîjè áåñêîíà÷íî ìíîãî ðàöèîíàëíèõ òà÷àêà ñà y 6= 0 ïà jå
îâàj ñìåð òðèâèjàëàí. Äîêàçójåìî äðóãè ñìåð. Ïðåòïîñòàâèìî ñóïðîòíî, äà jå ðàíã En jåäíàê
íóëè. Òî çíà÷è äà ñó jåäèíå ðàöèîíàëíå òà÷êå, òà÷êå êîíà÷íîã ðåäà. Ñàäà £åìî èñêîðèñòèòè
Ìàçóîâó òåîðåìó. Ó ãðóïè Z/nZ ïîñòîjè ñàìî jåäíà òà÷êà ðåäà äâà ïà îâàj ñëó÷àj íèjå ìîãó£.
Äàêëå ïðåîñòàëå ñó íàì ñëåäå£å ÷åòèðè ìîãó£ìîñòè çà ãðóïó ðàöèîíàëíèõ òà÷àêà Gt

Gt =
Z
2Z
⊕ Z

2Z
, Gt =

Z
2Z
⊕ Z

4Z
, Gt =

Z
2Z
⊕ Z

6Z
, Gt =

Z
2Z
⊕ Z

8Z
1. ñëó÷àj: Íåêà jå Gt = Z/2Z ⊕ Z/4Z = {[0, 0], [0, 1], [0, 2], [0, 3], [1, 0], [1, 1], [1, 2], [1, 3]}. Êàêî jå
[0, 2] òà÷êà ðåäà äâà è êàêî âàæè

[0, 1] + [0, 1] = [0, 2]

ñëåäè äà íà êðèâîj En ïîñòîjè òà÷êà P = (x, y) ñà y 6= 0 çà êîjó âàæè x(2P ) ∈ {−n, 0, n}.
Äîáèjàìî òðè jåäíà÷èíå

x4 + 2n2x2 + n4

4x3 − 4n2x
= −n,
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x4 + 2n2x2 + n4

4x3 − 4n2x
= 0,

x4 + 2n2x2 + n4

4x3 − 4n2x
= n.

Ïðâå äâå jåäíà÷èíå î÷èãëåäíî íåìàjó ðåøå»à à êàêî n íèjå êâàäðàò íåìà èõ íè òðå£à ïà
çàê§ó÷ójåìî

Gt 6=
Z
2Z
⊕ Z

4Z
2. ñëó÷àj: Íåêà jå Gt = Z/2Z⊕ Z/8Z = {[0, 0], [0, 1], [0, 2], [0, 3], [0, 4], [0, 5], [0, 6], [0, 7], [1, 0],

[1, 1], [1, 2], [1, 3], [1, 4], [1, 5], [1, 6], [1, 7]}. Êàêî jå [0, 4] òà÷êà ðåäà äâà è êàêî âàæè

[1, 2] + [1, 2] = [0, 4]

àíàëîãíî êàî è ó ïðåòõîäíîì ñëó÷àjó äîáèjàìî êîíòðàäèêöèjó è çàê§ó÷ójåìî äà âàæè

Gt 6=
Z
2Z
⊕ Z

8Z
3. ñëó÷àj: Íåêà jåGt = Z/2Z⊕Z/6Z = {[0, 0], [0, 1], [0, 2], [0, 3], [0, 4], [0, 5], [1, 0], [1, 1], [1, 2], [1, 3], [1, 4], [1, 5]}.
Êàêî [0, 2] èìà ðåä òðè, êðèâà £å èìàòè òà÷êó ðåäà òðè, îäíîñíî òà÷êó P = (x, y) çà êîjó âàæè

3x4 + 4ax3 + 6bx2 + 12cx+ (4ac− b2) = 0

oäíîñíî ó íàøåì ñëó÷àjó
3x4 − 6n2x2 + n4 = 0

Óâåäèìî ñìåíó t =
x2

n2
. Jåäíà÷èíà ïîñòàjå

3t2 − 6t+ 1 = 0.

t1/2 =
6±
√

36− 12

2
= 3±

√
6

Äàêëå

x = ±n
√

3±
√

6.

Íè jåäíî îä îâà ÷åòèðè ðåøå»à íèjå ðàöèîíàëíî òàêî äà äîáèjàìî êîíòðàäèêöèjó è âàæè

Gt 6=
Z
2Z
⊕ Z

6Z

Êîíà÷íî, jåäèíî øòî jå ïðåîñòàëî jå äà âàæè

Gt =
Z
2Z
⊕ Z

2Z
.

Îâî çíà÷è äà ñó jåäèíå ðàöèîíàëíå òà÷êå íà êðèâîj òà÷êå {(0, 0), (−n, 0), (n, 0)} øòî jå ó êîí-
òðàäèêöèjè ñà òèì äà jå n êîíãðóåíòàí.

Çà êðàj, ïðîíà£è £åìî êîjè ñó îä ïðâèõ 100 áðîjåâà êîíãðóåíòíè.

for i in range(1,101):

a=-i*i

E=EllipticCurve([a,0])

if E.rank()>0:

print(i)

->5,6,7,13,14,15,20,21,22,23,24,28,29,30,31,34,37,38,39,41,45,46,47,

52,53,54,55,56,60,61,62,63,65,69,70,71,77,78,79,80,84,85,86,87,

88,92,93,94,95,96



Åëèïòè÷êå êðèâå 37

8 Çàê§ó÷àê

Öè§ îâîã ìàòóðñêîã ðàäà áèî jå äà ïðåäñòàâè åëèïòè÷êå êðèâå è ïîñìàòðà èõ ñà ñòàíîâèøòà
òåîðèjå áðîjåâà. Îñâàðèëè ñìî ìîãó£íîñò äà ðåøàâàìî âåëèêó êëàñó Äèîôàíòîâèõ jåäíà÷èíà, à
óñïóò ñìî ñå è óïîçíàëè ñà ñîôòâåðîì SAGE. Óðàäèëè ñìî ìíîãî òîãà, àëè ñìî òåê çàãðåáàëè
ïî ïîâðøèíè òåîðèjå î åëèïòè÷êèì êðèâàìà. Íàñòàâàê îâå ïðè÷å áèëî áè »èõîâî ïðîó÷àâà»å
íà äðóãèì ïî§èìà ãäå áè íåêà òâð¢å»à êîjà ñìî äîêàçàëè è äà§å âàæèëà. Òàêî¢å, âàæíî jå
íàïîìåíóòè äà åëèïòè÷êå êðèâå èìàjó âåëèêó ïðèìåíó ó ðà÷óíàðñòâó, à ïîñåáíî ó êðèïòîãðà-
ôèjè è àëãîðèòìè êîjè ñå êîðèñòå, çàñíîâàíè ñó íà ïðèíöèïèìà êîjèìà ñìî ñå áàâèëè êðîç îâàj
ìàòóðñêè ðàä.

Çà êðàj æåëåî áèõ äà èçðàçèì âåëèêó çàõâàëíîñò

• Ñòåâàíó Ãàjîâè£ó � ìîì ìåíòîðó, íà èçóçåòíîì ñòðï§å»ó, âðåìåíó êîjå ìè jå ïîñâåòèî
äîê ñàì ïèñàî îâàj ðàä, ñâèì ñóãåñòèjàìà, äîáðîíàìåðíèì êðèòèêàìà è ïðåíåòîì çíà»ó.

• Ìèëîøó �îðè£ó � ìîì ïðîôåñîðó àíàëèçå ñà àëãåáðîì, êîjè ìè jå ñâîjèì íåñåáè÷íèì
çàëàãà»åì è ïðåíîøå»åì çíà»à òîêîì ñâå ÷åòèðè ãîäèíå ó Ìàòåìàòè÷êîj ãèìíàçèjè jîø
âèøå ó÷âñòèî âå£ ïîñòîjå£ó §óáàâ ïðåìà ìàòåìàòèöè.
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