MATEMATHYKA 'NTMHA3HUJA

Y BEOI'PALY

MATYPCKHU PAJ

u3 pusuke

Monte Kapio meToaa u keHa npuMeHa 'y pusunu

meHnTop: UBan Cranuh yueHuk : Hukoisia Puctuh 4e

Bbeorpan, jyn, 2016



Capaxkaj

1 VBona

2 Ilceynociayuajuu 6pojeBu

2.1 MHcropuja riceyiocayuajHux OPOJEBA . . . . . o o v .o e e

3 Tenepartopu mnceygocjydajHux GpojeBa
3.1 Temeparopu mnceynociyuajuux 6pojeBa ca jeJHUM IYBAHUM ITAPEMETPOM . . .
3.2 Middle-square u apyru aaropuTMuU CPEAHBUX MUAPAPA . - - - « - o . . . . . .

3.3 JIluHeapHW KOHIDYEHTHU MeHepaTop Tceynocaydajuux opojesa (JIKI)

4 Pacnojesie HENPEKUAHUX CJAYYAJHUX HPOME/bUBUX
4.1 VYuundopmHua pacmonesia U METOAa WHBep3uje MyHKIMje pacoogene . . . . . .
4.2 lenTpaJina rpaHudHa TeopeMa U HOpMAJIHA JUCTPUOYIIHia, . . . . . . . . . .

4.2.1 TlIpomena rpemxke MouTe Kapsgo meTtome . . . . . . . . . . . .. ...

5 Moute Kapno merona koa MapKoB/beBUX JIaHITA
5.1 CAYIAJAH XOML -« « v v v v v v e e e e e e e e e
5.2 MarpuvHO OPUKABABABGE JTAHIIA - - « - « « « o o o e e e et e e e
9.3 UHBapHjaHTHA PACIIOMETA . . « « « « o o e e e et e e e e e e e e

54 MeTpomoiuiC aTOPUTAM . . . .« « o o o e e e e e e

6 IIpumena y dousumnm
6.1 Cumyramnuja IBOAUMEH3HOHAX CHCTEMA, . . . « .+ « o« v o e e e e e e et
6.1.1 Hectuiie y KYTHJH . . . .« . o o v v i e e e e
6.1.2 MBHUHTOB MOIEIT . + + v v v v v v v v e e e e e e e e e e e e
6.2 Cumynanuja TPOAUMEH3MOHUX CHCTEMA, . . . . « o« .« o o ot o oo
6.2.1 Pacnogena e1eKTpPOHA HA CHEPH . . « « v v oot e e

6.2.2 Uspcre cepe ¥ KYTHUJH . .« o v v v vt v e e e e e
7 3akspydak

JIureparypa

il



YBOJI

Monte Kapso meToga je nMe 3a 9UTaBy KJIacy MAaTEMATHIKIX METOAA KOje Cy Hay THUTIH
modesu Jga kopucte 40-tux ronmHa mponntor Beka y Jloc Anmocy mpuimkom n3pajie HyKiie-
apHor opyxkja. Maja je Ha modeTKy U3IJIe1a/10 Kao Jia urparke nrapa Ha cpehy u kopuriihemne
cayuajunx bpojeBa nehie nMaT HUKAKBY IIPUMEHY y PEIIaBaiby CTBAPHUX MPOOIeMa, MOXKe-
MO JIAKO Hah¥ IpuMepe rJie MOXKEMO [IyTeM UI'Pe PEIUTU HEKK KOHKpeTaH mpobsem. Cappiiex
npumMep 6u Omo NpBa IIPUMEHa OBE METOJe 33 PellaBamhe HEKOT MaTeMaTH4YKor MpobiemMa:
Bydonosa urima. Osaj excriepument useeo je bydon jorr 1777, MHOTO TIpe HErO MTO Cy OBE
MeToje gobmie cBoje mMe. Y HEeroBOM eKCIepuMeHTy Oalamna je muria aykunae L ma paBan
Ha KOjO] ce Hasiaze napapesnne guauje mehycobuo ynamene 3a d (d<L). On je nokazao na
Je TIaHca JTa WIJia Mpecede jeIHY O TUX JUHUja Tadno: P = % Hexonuko ronnna KacHmje
Jlamac je npennoxkuo jga pesyarar osor ekcrepumenta (manca P) mMoxke ce KopucTuTH 3a
onpebusame 6poja 7.

Nnax oBaksu mpobyemu cy 6o/be permeHn APyruM MAaTEMATHIKUM MeTogama. Jlamac
ce Monte Kapjo mMeTos KopucTu 3a padyHame BUIIECTPYKUX MHTETPAJIA, 33 CUMYJIAIN]Y
CTOXaCTHYKWX mpoiieca. HapaBHo oBa BpcTa cnMyJsialiije pa3inKyje ce oj1 KIacuiHe CUMYyJia-
IMje KOja KOPUCTU 3aKOHE CHCTEMa JIa TUPEKTHO Joje 0 OATOBOpa. 33 PA3JIUKY Ol TAKBE
Bpcre cumystaije Moute Kapiio kopuctu npobajmcTiuyke METO/IE J1a Ce pelile HernpobaucTuIKu
pobGJIeMU (JIeTEPMUCTUYKN ).

Tpeba nanomenyTu na je Moh OBe MeTOJE YTOJUKO IOpPAc/ja W PACTe Ca Pa3BojeM
komrjyrepa. Maja Ha 1TOYeTKy OBe MeTOje HHCY OCMUIIJbEHE CA KOMIIjJyTEPOM Y BUJY,
JaHac ce He MOry m3BoguTu 030mmbHu Monte Kapso ornenu 6e3 mera. To je 3aro mTo
ce ymecTo Beh HaBeJEHOT MaHyeJHOI M3BODeHa eKCliepruMeHaTa KOPHUCTe KOMjyTepH Koju
remepuiity caydajue Opojese koju he mociayxkuru ymecro ciaydajoux jgorahaja y peasHom

CUCTEMY.



Ilceynocayuajun 6pojeBu

2.1 MHNcropuja nceymociaydajHux oOpojesBa

Y camoj ocaoBu MouTe Kapio merone croje nceynocayuajuu 6pojepu. OHu ce Kopucre
J1a 61 ce CUMYITUPAJIH JIeJIOBYM TOCMATPAHUX ITPOIIeca Koju cy nacymuunu. Fbuxoso edpukacwo
HAJTAXKEHe MTPEJICTaB/ha jelaH Of TJIaBHUX mpobsema Koj cuMmysarnumje tux mporeca. OBm
6pojeBu Cy ce MPBO PyYHO U3BOUIN U CUMYJIAIN]a, CE& M3BO/IUIA MEXAHUIKNUM KaJIKYJIaTOPH-
Ma Koje cy Kopuctuau pamuuiu. To ce paguio na camom nouerky npumene Momte Kapso
metoge jorn 1943. y Jloc Anmocy 3a permasame mpobieMa HeyTpOHCKOT daykca. Mmak
OBaKBe CHMyJialyje OM 3axTeBaJjie HeJes/he aKo He M MeCere TEIKOr MaHyeJ Hor paja ja ou
ce u3sese. To je maBesio jemmor on ocumBada ose merone [lon dhon Hojmana ma pagruke
3aMeHM JUTMTAJIHUM KOMjyTepuMa, y 4nju pa3Boj je u cam 6mo ymeman. Ty ce HapaBHO
110jaBHO MIPOOJEM KOju CMO IIPEXOIHO MOMEHYJIH, TPEOAJIO jeé HEKAKO TeHePUCATH C/IyvdajHe
6pojeBe myTeM KoMmItjyTepa. 3ato je (born HojMan u3ymMeo npBu reHEpaTop MCEYA0CTY YajHUX
6pojeBa, TakozBanu middle-square anropuTam.

Ilocmatpajyhu oBaj ajnropuram yBuhamo ja 6pojeBu Koju cy JobujeHU HUCY CTBAPHO
caydajuu Beh 3aBuWCe O yjaa3a, CeMeHa ajropurMa. 1ako Cy oBu OpojeBm m HOOWIU CBOj
Ha3uB, 300r YMIHLEHUIIC 13 CY 33 jeIHO JaTo ceMe yHampen oapehenn 6pojeBr M HBUXOB
pemocsen. 3aTo ce 0Baj mpobJieM JIaKO peraBa TakKo IMITO Ce y3UuMa CeMe KOje 3HaMO JIa je
HACyMUYHO, TPEHYTHO Bpeme Ha npumep. Ha raj Haumn xopuimihemem jegHor CaydajHor

bpoja mobujajy ce xusbaje MCeyaocydajunx OpojeBa 3a KOpHUIIhembe.

675248 <—

455959861504

S,

959861

pa9s 1xau sawodaq Indino

Cummka 2.1: Middle-square anropuram, jenan mposias , ceme 675248



I'enepaTopu 1ceyaocayvdajHuX

opojeBa

Kao mrro cMmo Beh moMenymu reHepaTopu MCEYA0CTyYajHIX OpojeBa HUCY HUIITA BUIIIE
O/l KOMjYTE€PCKUX aJTOPUTAMa. 3aTO KAa0 U CBAKM KOMIIJYTEPCKU AJTOPUTAM OHU 1ajy
JEeTEPMUCTHYKO PeIere. 3aTO OHW HUKAKO HE MOTY OUTH CIydajHu OPOjeBM, au WAk
MOTY JIa UTPajy yJIOTY CAydajHux OpojeBa y HAINMMM CUMYJIanujaMa. 3aTO CBAKU ME€HEPATOD
MOPa Ja 33/I0BOJbU JlaTe YCJIOBE:

1. da b6yme 6p3. 3a mobpy cumyaamnujy moTpeOHU CY MUJIHOHH ICEYIOCTYUAjHUX
bpojena.

2. Ja 6yne OHOBJ/BUB, Jia, OUCMO MOTVIM Ja TPayKUMO IDEIIKE.

3. Hla ce moxke anajim3uparu, Aa 6u Ouwiu curypuu 1a g00po aucrpudbyupa 6pojese.

4. Jla nma gyrauax nepuoj. CBaky TeHEpaTOp Ce Ha Kpajy MOHAB/HA U HAMA je TIOTPeOHO
nIa To Oyme IITO Maibe Tj. Hepuoa aa Oymae mTo Behu.

5. la ce monama Kao ciaydajan 6poj 3a mporec Koju CuMmyanpa, mro Ou buia HajBaKHMja
CTaBKa.

Koanko je BaykHO TpaTUTH OBe YCJI0BE MOXKEMO BHUAETH Ha mpumMepy KuyToBOT mpBOT
aJITOPUTMa, 33 DEeHEpHUCae Iceyaocaydajuux OpojeBa. bberos asropuram je 6uo BpJiO
KOMJIMKOBAH W CaMUM TuUM Huje 6wo amajm3upan. Kamga ra je mcnpobao yBuaeo je na

6p30 KOHBEPIUpA HA jeJIHY BPEIHOCT KOja OHJA caMa cebe reHepuie.

3.1 T'eneparopu rceygocJjy4dajHux OpojeBa ca jeJHOM 4yBaHOM

IIpoMe/bnBOM

CBaku aaropuTam 3a TeHEPUCARLE TICEYT0CTY 9ajHIX OPOjeBa ce MOYKe 3annucaTn y O0InKYy:

pesynrar = f(IpoMeH/buBe, TTApaMeTPH)

ITapaMeTpu €y 3ajaTv yHANpes JOK MPOMEH/bUBE MOTY OUTH TEeHepUCAaHe Y CaMOM
AJTOPUTMY WJIN JIaTe eKCTEPHO, Ha TPUMEDP TPEHYTHO BPEME WJIW TEMTIEPATYPA WA PE3YATAT
HEKOT JIPYTOr ajJIrOPUTMa WJIM TIPOLIECa.

[IpomessuBe ce Memajy W3 UTepaIije y UTEPAIN]y A Ce TeCTO Y3UMa]y OHHU KOjU aJrOpUTaM



4 3. Teneparopu nceyaociyvajoux dpojesa

caM reHepuine. Y TOM CAy4Yajy caMo TOYETHHW MapaMeTap Ce YHOCH CI0J/ba U OH CE 30Be
ceme anzopumma. OBo ce pajgu 360r ycjaosa 2, jna 6u ajaropuram OMO IIOHOBJBUB, jep y
CAyYajy ma ceMe y3WMa M3 CIIOJBAITHOCTH 33 CBAKYy WTEPANN]y MW HE DMCMO MOTJIM J1a
ITIOHOBO TEHEPHUINIEMO HCTE Iceyociayuajue 6pojepe. OBako je camo moTpebHO IIPBO ceMe

y3€Tu U3 CIIOJ/bAITHOCTU W HEra 3allaMTUTH.

3.2 Middle-square u apyru ajropuTmMu cpeamux mudapa

Oeu asiropurmu ce ba3upajy Ha Ujeju jia mocje HekoJmKo nudapa pesyarara MyHKIMja
Kao 1mTo cy sin(z) uan log(x), ocrarak mudapa ce moHaImajy Kao ciaydajan 6pojesu. Umak
Beh Ha moueTKy ce yBuDa MaHa OBAKBUX aJrOPUTAMA, MPEBHINE Cy cropu. 1o ciaeqnm us
TO3HATE IUFHEHNTIE pa PAadyHame OBUX (PYHKITHja Ha BETUKHU BPOj JEMUMATIA 3aXTEBa MYHO

BpeMeHa.

Anropuram 3a renepucame 10 mceymocaydajanx 6pojeBa aJropuTMOM CPeamhuX mnudapa
begin
=03 Ceme ajropurma

fori:=1 to 10 step 1 do

x = 10% % sin(x) Nzasaja ce mpeux 5 1mudapa BaH JEMUMATHOT 3ape3a
w = floor(x) V3uma ce upsux 5 mudapa
T=2—wW YauMmajy ce mudpe mocae mere Kao CaydajHe
od
end

36or criopoctu oor ajropurma ¢pou Hojman je kopucruo cBoj Beh moMmeny Ty ajnropuram
KBajpuparma ceMena. mak Taj aaropuram wMa jeJlaH BETWKNA HEJTOCTATAK, BEOMA MaJn
nepuoy. To HapaBHO JIOBO/IM JIO TOra jia ce Op30 IMOHAB/BAjY jeJIHU Te MCTH OPOjeBH IITO
YHUIITaBa CBY TMPUBUIHY CIyIajHOCT TUX OpojeBa. 360r Tora je 6mmno morpedbuo nahn 60/mn

aJTOPUTAM.

3.3 JluHeapHU KOHT'PYEHTHU IeHEPATOP MCeya0C/TydajHnX OpojeBa
(JIKT)

JIuHeapHu KOHI'DYEHTHU NEHEPATOP j€ jeJaH 0J1 HAjLOoly/IapHUjux, Hajkopuinhembujux u
HajjeJHOCTABHUJUX T'eHepaTopa Iceyaocaydajunx 6pojesa. OH KOPHUCTU IPOCTY PEKYP3Ujy
Jga 6m u3 nperxomHor pesynrara jgobmo caexeliv ( m HAPABHO M3 cemeHa A00MO NPBH

nceyocaydajad 6poj).

Hedunurja 3.3.1. Onmra dopMmy/ia 3a JUHEAPHN KOHIPYEHTHU NEHEPATOD je :
f(x) = (ax +¢) mod m

gne cy a, ¢ 1 m IlapaMeTpud a & IPOMesbUBa.



3.3. JluHeapHu KOHI'PYEHTHH IeHepaTop mnceyaociaydajoux opojesa (JIKIL') 5

Jobujame HU30BA MICEYIOCAYIAjHUX OPOjeBa OBUM AJITOPUTMOM PAJIU CE IYTEM jeTHOCTABHE
pexypsuje : Tpy1 = f(zy)

Hapasro mu xenumo ma mobujemo najsehu mepuoj OBUM arOPUTMOM, 11a CEe TIOCTAB/bA
nuTame KakBu Tpeba ga Oyny mapamerpu a, ¢ u m ja bucmo To nocruriau. Ha o murame

Ham oxrosapa ciaeneha Teopema:

Teopema 3.3.1. JluneapHu KOHTPYEHTHU T€HEPATOP IMCEYIOCTyUajHUX OpOjeBa
f(x) = (ax 4+ ¢) mod m
MMa [1ePUOJT M aKO U CAMO aKO

1. najsehu 3ajeuuun meunai 3a c u a je 1

2. a — 1 je mespuB ca p 3a CBaKW TMpoCcTH OPOj p KOju Jeim m U Ha KPajy

3. a—1 je nespuB ca 4 ako je m nemuB ca 4.

Ipumep 1. Yamumo 1a je m = 232, taja Bpegnoctn napamerpa ¢ = 1 u a = 41 + 1 gajy

nepuos, m 3a ceaku 1neo 6poj [ > 0.

250
200
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Cimmka 3.1: JluHeapHu KOHIDYEHTHH TE€HEPATOpP ICEYAOCAydajHuX OpojeBa 3a MapaMeTpuMa

m=256, c=1,a=9, r=34, 1000 urepamnmja

Tlomrro je 0BO peaTUBHO jeIHOCTABAH AJTOPUTAM JIAKO MOXKEMO YOUUTH AUCTPUOYIIH]Y
nceyocayuajuux 6pojepa xoje creapa. 300r caMe YHEbEHUIIE 1A je [MEPUOJ JeJHAK TTyHOM
m (mpenxoEa TeopeMa) CJAeIn A je y CBAKOj JyKHUHU O JeJIHOT MEePUOIa CBAKH OJl OBUX
HpojeBa pazIuUIUT JOK CYy KPAjeBU UCTH. Y MPOTUBHOM OM 300T came YHH-eHUIE Ja ciaegeha
wTeparja 3aBUCH CaMO OJT TTPETXOHE CJIEANIO0 J1a je mepuoa Mawu o1 m. Ceaku o 6pojera
Ce OH/JIA 1T0jaBJ/byj€ TAYHO jeJHOM y mepuomy. decTo ce pesyararu jeje ca m aa bu ce poduan
6pojesu u3 cermenta [0, 1) Koju ce mocie Mory Kopucru 3a nobujame Gpojesa u3 GUIO0 KOr
apyror cermenta. Tpeba cromenyrn jom jemmy mpegnoct kox JIKE. Ako yzmemo m = 232
wm m = 254 36or apxuTexType padyHapa,lPBEHCTBEHO UHIEHUIE /13 e TOJAIN YyBajy
y OmTOBMMA, OMEpaImja MOAY/Ia Ce M3BPITaBa y jeJHOM KOpaky. Jemua ox majsehmx mana

OBOT TEHEPATOPa je IIITO ce y JaTOM IEPUOAy HUKAI He moHaB/ba ncTu 6poj. To ykasyje ma

OpojeBu TeHEPUCAHN OBUM IIyTEM HUCY I00pW 3a KOpHUIheme Kao CayJdajHHu.



Pacnoaese nenpekmJHUX CJOy4dajHIX

IIpoOME/bUBNX

4.1 VYuudopmHa paciojeijia U METOoAa MHBep3uje (pyHKIuje

pacmo/eJie

Y Monte Kapso merogama riiaBHy yaory urpa HaMm yHugoOpMHa pacnogena. [Ipemcras-
Jba jeJIHy OJ] HAjOCHOBHUjuX aJju u HajMohHMjux pacuojena y BepoBarHohu. O3nadasa ce
ca U (a,b) tae cy a u b rpanune yaudopmue pacnogesne. Kao mro joj Ha3uB HaIaxKe CBaKn

6poj uzmehy a u b je jemHAKO BepOBaTaH y 0BOj PACHOIEH.

f(x)
F(x)
1] . .
b-a ‘ ‘
| |
| |
| |
| |
! |
0 a b X 0 X

Cauka 4.1: @ynkmmja pacmomesie U pacioaesia BepopaTHohe 3a yHuGOpMHY PacIoaeny om a 10 b

Wnak, germaBa ce jga y HAITUM CHMYJIaIjaMa XoheMo /1a, Halllu CIydajHu OpojeBu uMajy
Ipyradnjy auctTpubyIujy. ¥ MecTo /1a MPAaBUMO HOBE aJITOPUTME 33 TeHEPUCamhe THX OpojeBa

MOXKEMO J1a uckopuctumo cienehe cBojcTBo yHUDOPMHE pacIouese.

Teopema 4.1. (UuBeproBatse nenpekuaae dpyukmnuje pacrnozee) Heka je F'(x) dyuknuja
pacrioziesie caydajHe npomesbuse X 1 ja je HenpekujaHa n Heka je fa je U = F(X). Tana

je U cayuajua npomesbuBa Koja uma yaudopmHy pacrojeny ua cermenty [0, 1).



4.2. IleunTpaJjiHa rpaHuYHa TEOPEMAa U HOPMaJIHA AUCTPubynmja 7

Jloxas:Tpeba ma mokazkemo na je P(U < u) =wu3a 0 <wu < 1. [lomro je F HempekuHa u
pacryha 3mamo ma moctoju F~1. Ako je x = F~1(u) onna je:
PU<u)=PF(X)<u)=PX<Fu)=PX <z)=F(r) =u,
mro je u tephemo. Cammm T axo je U ysopax m3 U(0,1), onma je X = F~1(U)

y30pak u3 pacnojesne ca pyHKImjom pacmomesne F.

ITpumep 2. Penumo 1a xohemo 7a Hamm nceymnocaydajanu OpojeBr nMajy eKCIIOHEeHIIWjATHY
pacmofieny ca mapamerpoM «. OyHKiuja pacmogese je ouna F(z) = 1—e™ " u kopumihiemem
reopeme 4.1 nobujamo X pemasamwem jeanaunte U = F(X) rue je U nceynociyuajan 6poj
y3er u3 yHudopMmue pacmoneie. Pereme oBe jennaunne je X = %ln(l —U), u mume

mobumjamo nceymocaydajare OpojeBe X ca €KCOMEHIINjATHOM PACIIONEIOM.

4.2 Tlenrpasna rpanndHa TeopemMa(IL.I.T) 1 HOPMAJIHA JUCTPUOYIIja

Toxowm nzBohera cumyaanuja Kopuctehu Be Ky 6poj IceyIocayaajHnx OpojeBa MoKeEMO
TPUMETUTH 73 PE3YATATH MoJaKy 'KoHBeprupajy’ Ka oapelenoj pacnomemn. OBo je HapaBHO
HUje HUIIITa, BUIIE 0JI OUEKUBAHE TIOCASIUIE IeHTPAJIHE rpaHudHe TeopeMe. Tako jia TOKOM
U3pajie XUCTOrpaMa 3a Hallle CHMYJ/IAIje MOKeMO IPUMETUTH 13 100ujajy 00IUK CUMeTpH-
gnor 3¢dona Koje Texku ka 0 kag r — + — 00. TakBo ncto 3¢pono nma u rpadux dyakmuje

f(z) = \/%6_:”2/2.

Ciauka 4.2: @ynkimja pacmoaesie U pacioaesia BepopaTHone 3a yHudOpMHY PacIoaeny om a m0 b

JlokazaHo je J1a BpeaHOCT HHTeraHa:f_JF;O ﬁe‘ﬁﬂdx = 1, mro je ycioB ja hyHKITHMja

Oyae ryctuna BepoBarHOhe Heke pacmomesne. Ta pacmozesa ce 30Be HOPMAJIHA PACIIONEITa
u o3HagaBa ce ca N ~ (u, 02) TJe je 0 CTAaHAApJHA JeBUjalnja a [, OYeKWBaHa BPEIHOCT
pacmozesie. Y mamem cay4dajy p je 0 a o 1, a 3a apyre BpemgHOCTH TapaMeTpa KOPUCTH Ce
tpanccdopmanmia X * o + g~ N(u,0?) 3a X ~ N(0,1).

Kosnmko je opa amcTpubyruja BaXXHA BUIU CE MOCTE HABODEma IEHTPAJIHE TPAHUIHE

TEOpeMe.



8 4. Pacnopesie HeNPeKUAHUX CJAY4YajHUX HPOMEbUBUX

Teopema 4.2.1. (Ilenrpanna rpanuuna reopema)Heka cy X7, Xo, ..., X, He3aBucHu 6poje-
BH Y3€TH U3 PACIOJe/e ca OYeKHBAIEM [i I KOHAYHOM JMCIEP3HjoM 02.Y CHMYyJIamujaMa
TO Cy LCeyAoc/iyvajuu OpojeBu Koje CMO reHepucalsiu Ja upare Ty paciojey. Taja

y — S Xi—np

no?

rie je }\/ﬂmy)qajﬂa npoMe/pbuBa A00mjeHa rope HaBemeHOM (GOPMYIOM HMa HOPMAJIHY
quctpubynujy ca ouekuBameM 0 u nucnepsujom 1 kada n — oo.

Majia Ha pBHU TIOIJIE ] OBa TeOpeMa M3IJIe/la CaMo Ja HaM TapaHTyje KaKo Ce [TOHAIa
30Up HAIKX TCEYIOCAyUYajHuX OpojeBa, Tpeba ce ceTuTH Ja U pe3yarar (pyHkIimje 6pojeBa
u3 HEKe PACToese faje HeKy APYry pacrmomeny, CaMuM THM ¥ 30D Tj. TPOCEK HAITMX
CUMYJIalKja 9eCTO Y3uMa HOPMAJIHY PACIIONEILy 38 J0BOJHHO BeUK O0poj cumysaruja. Umak
ITOCTaBJba Ce ITUTAE KAKO J0OUTH HOPMAJIHY PACIIOJIETY U3 OHE KOje HaM je Ha PACIIOJIarakwy,
yuucopmue. He moxke ce kopuctutu Teopema 4.1 mormrro ce He MOxKe aHATUTUIKN PEITUTH

—x2/2

HeoyipeljeHU MHTETpaJ oJ1 € . 3a To ce Kopuctu llenTpanny rpaHUYHY TEOPEMY.

IIpumep 3. Yamemo n nceynocayuajuux 6pojea m3 pacrogene U(0,1), Uy, Us, ..., Uy, u

_ 2 Ui—n/2
oHj1a u3pagynamo X = 2

1/2 n pucnepsujy 1/12). Tlo m.r X-esu jnobujenn Ha opaj Haunmu nmahe npubinzkHo

(TTomro yaudopmua pacnogena U(0,1) nma ouekuBame

HOpMaJIHY pacrojyesy ca odekuBamweM () un jucnepsujom 1. Hecro je nosospHO 1006pa

AIPOKCUMAIHja KaJ y3MeMmo n = 12 u tume jornr n3beraBaMo Jebeme Ca KOPEHOM.

4.2.1 IIpomnena rpemnke Monte Kapso merone

Kana Monte Kapo cumymanumjoMm TpaxXuM0 HEKY CKAJIAPHY BPEIHOCT, OUIO TO BpeMe
JeKama HeKor fgorahaja nin HeyTpoHCKH (DIyKe Kpo3 oapeleny meb/buHy Tpemnpeke OUTHO je
3HATHU Iperu3HocT pobujenor pesysarar. Heka cy X7, Xo, ..., X, n nporiena jare BpeHOCTH
nobujene cuMyaanujoM. AKO Cy Te BPEIHOCTH HE3ABUCHE W MMA]y jeJHAKY PACIIOAeNy Ca
OYeKHBatbeM 0, HAIUM KE/bEHUM PE3yJITaTOM, Taja Mo I.I.T jobujaMo Ja IIPOCceK TUX
CUMYyJIATHja TPUOINKHO TPATH HOPMAJIHY AUCTPUOYIH]Y Ca OUeKrBambeM f 1 JUCTIeP3ujoM

0%x/n Tae je o HaMa Hemo3HATa CTaHIapHa JACBHjalllja Pe3y/ITaTa CHMYIaIHje.

IIpumep 4. Xohiemo wa npumep ja 6yaemo 95% curypHu ja je Hallla OpoIlleHa pe3ysraTa
X6
o2y

[Mocmarpajyhm Ty pacmojiesry MoKeMo NPpUMETHTH 1a ce 0poj Hanasm ca mancom 0.954% y

CUMyJIalyje TadHa. Y3MeMo aa je Y = u T0 npubauxkaO parn pacnogery N (0, 1).

n

OKOJIMHU OJT JIBE CTaHJIAp/HEe JEBUJAIje O] OUeKUBAHA:

Pr(-2<Y <2)=0.954

7 3aMeHOM Y [00mjaMo TpaHUIle HAIller pe3yJITaTa

X —2y/02x/n < 0< X +2y/02x/n

Kopumihemen oBor pesynrara majsaze ce TAKO3BAHU MHTEpBaJU Hoy3aaHocTu. Inak
y CaMOM pe3yJITaTy BHUJMMO HEJOCTATAK OBOI' IOCTYIIKA, Y BENWHU CJaydajeBa JUCIEP3Hja

pe3y/ITaTa je Hemo3HaTa. 3aT0 ce Ta JUCTeP3Hja BeimHOM MpOoTekyje Ha OCHOBY Pe3yJITaTa.



Moute KapJjo Mmerosa Ko,

MapkoB/beBuX JIaHIIA

MapkoB/bEBU JIAHITH TIPEICTAB/HA]Y TyIefarhe Caydajuux porabaja He w3 mepCreKTuBe
MojeIMHaYHIX Jorahaja Hero w3 MepCKenTHBe CEKBEHIIe CaydajHux gorahaja. Axo mpencTaBu-
MO ca §) CKyI ¢BUX MOTYHHX MCXO/a, ¥ jeJHOM ciaydajHoM gorahajy MOKeMO Jia OCTBAPUMO
CaMO MaJIH TOJICKYT THX UCxoda. AKo yamemo ma X 03HaYaBa cTaibe mocie k-Te nTeparimje
OHJIa je TO cTarhe A00mjerno 3 crama Xj_1 HekuM caydajunm forahjajem. Cse moryhimocTn
npejiasza u3 crama X y ciejehe crame HazuBaMo OKOJMHOM Xp. OBaKaBO MOCTAB/bAHE
cumysiarnuja uma opojae yrnorpebe y dbusurnu. Ha npumep npomeHe y T€pMOJIMHAMUYIKUAM
cucremnMa,kao 1 MapKoB/bEB JiaHAll, Ce JIEIIaBajy HA CAy4dajaH HAYMH U 3aBUCE CAMO O/

TPEHYTHOT' CTalba CUCTEMA.

5.1 CayyajaH X0

Cay4ajan xoj npejicrassba mnpoiec koju MapkossbeBu Jsiantu onucyjy. Cam Ha3uB HaAM
TOBOPH J1a C€ Pajy O MPOIECy T/e Ce CTAME jJeTHOT CHCTEeMa Mema "caydajunm Kopakom',
HEKUM CJIydajHuM jorafjajeM KOju 3aBHCH OJI TPDEHYTHOI CTakba cucrema. 1o ce Hajiakiie

Buau Ha rpaduky jeqaor MapKOB/bLEBOT JIAHIIA.

Markov graph of transiton probabilites
between states A, B and C

Cumka 5.1: Mapkossbes sanan ca 3 moryha crama.
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Csaka JMHI]a OBOT I[PTEXKA MPEACTaB/ba jefjad Moryh mpesias cTamba y jeHO] NTepaliiju,
1j. Moryhe kopake y marom cramy. (CBako moryhe crame /10 KOI CUCTEM MOXKe johu
n3 cramy X oznHadasamo ca Ny. Ha csakoj suHMju Ha jaToM Iprexy uma 0poj Koju
IIpe/ICTaB/ba BepoBaTHONY TOr KOpaka y JlaToM ctamy koje hemo. Ty BeporHohy o3HauaBaMo
ca pgy TAe je X TpenyTno crambe a Y moryhe. CaM jamal mounme y cTamy Xo KOje MOXKeMO
y3eTu U3 HeKe pacrojesie Wik MpocTo yHampes ra 3ajgaru. Ojatie ce jgaHal HACTAB/bA Y
CKJIaJIy ca BepoBaTHONaMa TIpesia3a y CyceHa CTamba, CTamba Koja ce Hajaze y N,. Crenehe
crame ce OMpa Ha OCHOBY pacmojesne gobujeHe pyy : y € Ny. IlomTo 3axTeBaMo 1a yBek
noctoju cieneha wrepamnuja, ciaemehm Kopak cieanm ma je yKyITHA BepoBaTHOhA Tpesasa
jeanaka 1 3a ¢Bako x € ( wiu opMaaHuje:

>y € Nypay = 1 3a cBaxo z €

5.2 MarpuuHo nmpuKa3uBame JaHIA

MapkoBJbeBCKH JIaHIM Takohe ce Mory npuxasaTu Kao Marputa P = (pgy) rae je pay
Beh momenyTa BepoBaTHoha mperacka n3 x y y y jeanoMm xopaky. OBa mMaTpuiia ce Ha3mBa
MaTpuia TpancnopTa. U3 mpegxonne cyMme ciiein 1a cyMa cBake BpcTe Marpurie P Mopa 1a
6yze jennaka 1. ImaBau pazsor 3amrro ce jianall MpeJcTaB/baM Ha 0Baj HAYMH je MOryhHOCT
pauayHama BepoBaTHohe moryhux crama. ¥Y3mMuMmo ga je p; BeKTOp BepoBaTHONE CaydajHe
npomespbuBe Xy. 10 je BeKTOp umje Cy KOMIIOHEHTE HeHeraTuBHE U buxoB 30up je 1.Cpaku
6poj mpeacras/ba BepoBaTHOhy cucrema ga Oyzae y ompehenom cramy. Taza xopucrehnm

MaTPUILy TPAHCIIOPTA MOXKEMO U3PAYYHATH Py41 KAO cjaejehn npousBo:

pr+1 =peP t=1,2,....
ITpumep 5. Y3mumo Ha npumep MaTPHUILy TPAHCIOPTA KOja mMma 3 moryha crama X,Y, Z.

X Y Z

X [03 02 05
P=Y |04 03 03
Z \03 04 03

N ysmumo Xg = X,1j ma moummemo of ctama X ,0HIa MOXKeMo Kopucrtehwm mpeaxomny

dopmysy 1a u3padyHamo pp

0.3 0.2 0.5
p1 =[1 00]]04 03 03| = [0.3 0.2 0.5| Tako pexypsujom mobujamo omurrTy
0.3 04 0.3
dopmy.ty 3a py
pt = poP*

AKO HACTAaBUMO /13 PAYYHAMO BPEJHOCTH TUX BEKTOPa BepoBaTHONE:
ps =[0.332 0.304 0.364], p5 =[0.33032 0.3036 0.36608] p19 =[0.330357 0.303571 0.366072]
npuMeruhemo 1a 6p30 KOHBEPrupajy J0 TaKo3BaHe nHBapujanTHe pacnoneie. OBo je ominra

oj/IyInKa BeJIuKOr Hpoja MapKOB/beBUX JIAHAIIA.
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5.3 MHWMuBapujaHTHa pacIriojesa

3a yobuyajene MapKkoB/beBe JiaHIle UMaMO J[a BEKTOPHU BepoBaTHONE p; TeXKe Ka NHBapuUja-
HTHOj pacrogeau 7. Ha3ws muBapujanTa paciojesa je go0muia 1mo m»eHOM CBOjCTBY :

P =m

Camum TuM 9uM BEKTOP BepoBarHONe mole y 6sn3mHy WHBAapHWjaHTE PACojesne OH Ty

1 OCTaHe.

Teopema 5.3.1. (Ileppon-®pobenycoosa Teopema)Bexkrop BepoBarHohe TeXn WHBAPHja-
HTHO] JucTpubynujn ako 3a MapKOBJHEB JIAHAI BAXKU:

1. Upenynmbmman: Mopa Ja MMOCTOjU YCMEpEHa IyTaiba O jeIHOT CTambha 10 CBAKOD
JApyTor cTama(mocToju manca fa u3 6mro Kor crama gohe y 6uno koje apyro)

2. Anepuwonnuan: He cMe Jia TMOCTOjU HE jeman 1eo 6poj d>1 Tako ma 6poj nreparmja

3a Bpahatbe /10 IpBOOUTHOr CTatba Mopa jia Oyie nebus ca d.

5.4 MeTponosmc ajgropuram

Cama nzeja 3a xopurliere MapKOB/bEBUX JIAHIIA 38 CUMYJIAIN]Y TIPOIECA TOTHIE JOIIT
u3 1953. kana je H.MerponoJsiuc o6jaBuo cBoj pajs "Equations of state calculations by fast
computing machines". Ty je pazmarpao npobjem u3 pusnke Be3aH 338 KUHETUIKO KPETAhe
aToMa W MOJIEKYJia. Y TOM IpobJeMy ce MEPU/Ia W HpaTHja JIOKAIMja, OpUjeHTAINja U
6p3una aToma 1 Mosiekyna. Ty ce npBu nyT nomurbe Merpomosnc ajgropuram 3a CUMYJIAIHI]Y.
Tpeba HATOMEHYTH J1a € OH JaHAC CMAaTpa jeJHUM O HajOO/bUX AJTOpUTaMa KOjU je UMao
BEeJINKM YTHIA] HA Pa3Boj Hayke m wHxkKemepcTBa. Kaja ce xopucre MapkoBibeBr janim
3a CUMYJIAIN]Y HEKOT TPOIeca y BeJIMKOM OPOjy CayUdajeBa ce KOPUCTU OBaj aJrOpPUTAM A
6u ce TO TOCTUTJIO.

Cam asiropuram je BpJio jemHocTaBaH u (uekcnbuiaan. IlpBu kopak y ajropurmy
je J1a KoucTpywuiiemMo MapKoB/beB JiaHal] Koju 3aj0BobaBa Teopemy 5H.3.1.Kopucruhemo
seposataohy P(X'||X) omrocHo BeposaTHONy na ce m3 X nobe y crame X' 1j BeposaTHONY
TpaHcopTa. Mu caj 3aXTeBaMoO Jia Cce CUCTEM HAJa3d y PABHOTEXKHU I0/IPAa3yMeBaMo Ja je
OOpHYT TIPOIIEC jeTHAKO BEPOBATAH Tj:

P(X'|X)P(X) = P(X] X")P(X)

rae moj P(X) mogpasymeBamo Kao BepoBaTHOhy [a je cucteM y ToM cramy, Tj P(X) je
pacmogesa eposaTHohe 3a Harm cuctem. OBaj yCJIOB HA3WBA CE YCJIOB JeTa/HHOT DATAHCA.

U zammcyje ce y BUIY
PX'|X) _ P(X)
PX]X7) — P(X)
Crnenehn kopak ajiropuTMa je paszjiBajare BEpOBaTHOhE TPAHCIOPTA Y TPOU3BOJ JIBE

BepopaTHohe.

IIpsu meo je Beposarnoha 3a mpuxsartame ciaeneher crama A(X'||X), ako je cucrem y
cramy X U IIOKyIIaMo Ja T'a IoMepuMo y crame X', Koja je BepoBarHola ja ce IIOMEpH.
Jpyru neo je pacnogena seposaraohe cieaehux crama g(X'|| X). Ona npegcrasba Beposa-

THOhY /& ce mpeIoKu MOKpeT u3 cramba X y crame X',
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Mozxemo nzabparu 6110 K0jy pacmoneny ciaeaelinx cTaba Koja 0JroBapa HaIllnM moTpedaMa
ca JeJTHUM OT'pPaHUIEFhEM.
9(X'||X) = g(X|X).

Beposarnoha Tpamcrnopra pazasajam na caegehn naaun: P(X'[|X) = g(X'|| X)A(X']| X)
AX'X) _ P(Xg(X]|X")

AX[X7) — P(X)g(X']X)

u gect u360p 3a A(X'|| X) na 6u oa jenqaaunsa 6uita 3a10B0/bEHA je TAKO3BAHN MeTpOIoJIcKn

u Tume nobumjamo jemmaqnny 3a A(X'[|X) a o je:

m3bop: A(X'[|X) = min(l,%) rae ce g(X||X’) n g(X'||X) ckpare 360r cumerpuje.
U3 oBe dopmyse cienn ga MeTponosicku ajaropuTaM ayToOMaTCKU TIPUXBATa BEPOBATHHUjE

crame, JOK Marhe BePOBATHO CTarhe npuxeara ca seposarnohom A(X'[|X).

Metpomoanc anropuTram
begin
Initialize: X IlocraBu TpenyTHO cTame cucreMa

for i := 1 to n step 1 do

Y € Nx TIpenmoxu HOBO CTame CHCTEMA,
A=min(1,P(Y)/P(X)) Beposarnoha ga npejior npobe
U = rand(0,1) Tenepummm cayvajan 6poj 3a TPOBEPY MPeJIora
if U< Athen X =Y Axo npesior mpolje mpoMmenn crambe
fi
Save: X 3alaMTu CTabhe Pajy U3Pajle XUCTOIPAMA
od
end

ITpu kopumnihermy oBor anropurMa, kKao u 6miao kor apyror y Monre kap/io meromama,
IIMJb je U3padyHaBarhe O9eKUBaHe BPEJHOCTH HEKOT CBOjojcTBa naTor cucrema. Kopurhemem
OBOI' aJITOPUTMa J[00Mja ce oueKnBaHa BPeaHOCT MapKOBILEBOT JIaHIIA KOjU Ce CHUMYIUPA.

To nokasyje ciaeneha Teopema.

Teopema 5.4.1. Yammmo j1a je (Xy) upenynubuian,anepuogudan MapKoB/beB JaHAIl ca
KOHATHUM TPOCTOPOM mcxoja §2 u crammoHapHoM jguctpudbynujom 7. Heka je r : @ — R
6uio koja dpyuknuja. Tana Baxu:
Iimpy oo % Zf\il r(X;) = Ex(r), tae E, 03HauaBa OUEKUBAIE 33 ATy JUCTPHOYIH]Y 7.
IIpehyrro cvo osme y3umanu ma Merporosue ajaropuram cTBapuo cumysanpa Mapko-
BJ/bEB JIAHAII KOjU MMa WHBapHjaHTy pacmogeny n. Tpeba mokazaTu ma OH 33/I0BO/baBa
ycaose Koje Teopema 5.3.1 moctassa 3a Takse gante. [IpBo 3HaMo na ce He 100mja mepuognIan
cucreM MoImTo he yBeK mocTojaTn cTame Y y 94ijoj OKOJOHH he crucTeM ocTaru 300T IOCTOjama,
(f(Y) > f(X)VX € Ny), 3a gpyru yciaos tpeba ga omabepemo pactogendy cienehnx
cramba g(X'||X) rakBy na omoryhasa mpenas u3 jemHor crama cucTeMa y OUIo Koje JIpyro

Ha TTpUMep KOHCTAHTY 3a CBa CTarba.



IIpumena y dpusumnn

Kana cmo ymoznatn ca MeTrponosnc MeTomoM n caMuM TAM U MapKOBJ/LEBUM JaHITIMA
MozkeMmo moueru roBoputu o npumenu Moute Kapsio merome y dusunm. [nasua npumvena
Hazupa ce Ha m3beraBamy mpobjeMa KjaacuuHe (DU3UKE Y CUCTEMUMA Ca BEJIMKUM OpojeM
objexara. TakBu cmcTeMW MMOCTajy TOTOBO HEMOTYHNHW & Ce perne aHaJIUTUYIKA WIN JaK
pupexkTHoM cumynammjom. IllTa Buine 3a cucreme KOju Ce HAJIA3€ Yy BUINE JAUMEH3U]A
npobJieM 1ocTaje joIn KOMIJIEKCHAJU. 3aT0 Y TAKBUM CHUTYyallujama ce Kopuctu Merpormosuc
aiaropurtaM. Maga oBaj anropuram He Jaje Hajbo/bu yBUI y TO KAKO ce cucrem kpehe, on
HaM MOYKE JIATU OYEKUBAHY BPEIHOCT HEKOD' CBOjCTBA TOT CUCTEMA, HA IIpUMep KOJIuKu he
6uTH MarHeTHU MOMEHT jaror cucrema. To rapanryje Teopema 5.4.1.

Cam agropwrTaMm ce CBOIM Ha KpeTarse o0jeKaTa Kpo3 n—IMMEH3MJjOHW TPOCTOD Ha
npousBo/baH HaunH. [loTpebHa HaM je pacmojena BeposatHolie f(R) rae je R BuIie muMeH30-
OHW BEKTOD KOju TpefcTaBba mam objekar. U ce kopuctu crammapmaann Merpomosmc
aJaropuTaM: y3MeMo mnpom3BosbaH BekTop u3 f(R1) rme ce R1 y3uma u3 ckyma BEKTOpa
ua nouerky. Cienehe crame ce 6upa uHa ocuoBy BeposarHohe g(R2||R1) u nposepasa ce
na i je upenas3 npuxsahen. ¢(R2||R1) = %ﬁ“%) U HApaBHO ako je ¢ > 1 ogmax ce

IIpUXBaTa WHa4Y€ Ce IIPUXBaTa Ca IMIaHCOM (.

6.1 Cumyaainuja ABOJUMEH3NOHUX CHCTEMA

6.1.1 Yectune y KyTujn

a 6u 6osbe mpUKa3a/u 0Baj HAUNH PE30HOBaMa y3eheMo jeIHOCTABAH IPUMED YECTUIA

y 2J1 kyruju. CBaky WecTHIly OMHUCYjeMO jBemMa KopjauHarama, (X;,y;). YKYIHA eHepruja

. ;2 .
OBOT' CHCTeMa OHJa je jegnaka: E = Zfil g+ 2 icjen Ep(ri-rj) e npen wian cyme
7

IIpe/icTaB/ba KHHETUYKY €HEPTHjy CUCTEMA, & IPYTHU UaaH CyMe IIPeCcTaB/ba IOTEHITH]aTHY
€Heprujy CACTEMa
3a moTeHnuja Hy eHeprujy cucrema mu hemo xopuctutu Lennard-Jones morentmjas
_ o\l _ (o\6
Epy(r)=4xe((7)2-(3)")
rje je T pacrojatbe usmehy decruna, e je jybuna noreHiujasiHe jaMe a ¢ pacrojarbe Ha

KOjeM je moTeHIuja Ha eHepruja u3Mmehy e decruile jepnaka (.

13
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Pacmomeny BeposaTHOhe wecTHIa OHIA TpayKnUMO Kao (GpYHKIH]Y DO3UIAje B Op3UHE
YeCTHUIIA.

f(v,R) = exp(—E(v,R)/kpT)/ [ exp(—E(v,R)/kpT)dRdv,

rae je kp Boamvanosa koucranTa, 1" Temieparypa u E(v, R) enepruja cucrema. Mu u3

OBe pacIo/iesie MOKeMO n30aNTH KWHETHYIKY eHepruj u qoo6ujamo boamvanoBy pacmomeny

f(R) = fejﬁé(izz}g?xjﬁfg%) N caga MOXKEMO Ja M3padyHaMO IIPOCEYHY MOTEHIINjAJHY

eHeprujy osor cucrema kopucrehn Merpormosnc ajgropuraM U OBY PacIofieny.

Y oBoM npuMepy paszmarpaliemo uBpcre auckose y 2/ kyTuju, u kopucruhemo Bosmano-
BY pacrojery ga 0u cMo cumyaupasin oBaj nporec. Tu auckosu 360r kKopumthema Lennard-
Jones norenmujana cumMysnpajy aroMe Wind MOJIEKYJe KOju MehyCOBHO MHTEPAryjy U TezKe

Ka cTabuHoM cTamy : CaMuM TUM 3a BepoBaTHNY MpUXBaTamkha IPOMEHE CUCTeMa 1001ujaMo:
_ eap(= 2 F(r};)/kBT)
— eap(= 2 F(ri;)/ksT)

TeMIIleparype, npejia3 U3 CTamba Mare [IOTEHINjaTHe eHEPIHje v cTambe Behe moTeHImjatae

:exp(%) rae je U npomena norenujaaae enepruje. Ca nopacrom

eHepruje mocraje Beposarauju. To 3HAYM A2 €4 MOPACTOM TEMIEPATYPEe CUCTEM TEXKHU J1a
ce yHUMDOPMHO pacHojiesiu, U3 YuibeHuIle Ja CBU Ipeaasn noctajy moryhu. ObpryTO, ca
CMAHeIheM TeMTIEPATYPEe CBe TeKe W TEXKEe CHCTEM TIPea3n U3 CTarha Marher TTOTEHIjara

y cramwe Beher noreHiujaia 1 10JaK0 HheroBa HOTeHIMjaHa eHepruja Olajia.

Lennard-Jones Potential

)

Vv

(

= —r (o)

(=]
-

(Potential Energy)

Intermolecular Potential

Cimka 6.1: Lennard-Jones norenmujast
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Metpormoanc aaropuTaM Mojesaa UBpCcTUX JHUCKOBa

begin
Initialize: (X7, Xo,..X,)¥Y3mumo Heky yHubOpMHY pacrogeny N TUCKOBa Ha rpaduKy
Initialize: T [MocraBumo TemmepaTypy HAIIEr CHCTEMA
b= kE%T Pauyname nHBEp3HE TEMIIEpaType

Ceme asropurma

fori:=1to N step 1 do

X Hexn nmpounsBoman Iuck

¥ =1x+o0x IIpejtokMO HOBY X KODAMHATY

Yy =y+dy ITpeiyI0sKMMO HOBY ¥ KOPJUHATY

OB, = Eppry — EppyOapennvo pasamKy TOTEHIHjaIRe eHeprije TPEHYTHOT W MPEeJI0KeHOT CHCTeMa

q = min(l,exp(—0Ep x b)) Wspauynaj mManCy Oa e IPUXBATH IPOMEHA

a = rand(0,1) Nzabepu u3 yaudopmue pacmoaene 6poj oa 0 mo 1

if (a < ¢) then IMpoeepn na nm je kopak npuxsahen
r=x2,y=19 IIpomenn momozxKaj

fi

od
end

IIpumep 6. Heka je xyruja mupune u jyzuue 1, a guckosu noaynpeunuka 0.01. Taga
6u mormm Maxkcnmasno 10000 quckoBa fa cMecTHMO y KyTHjy. ¥Y3MmuMmo oHga jga je 10/y
okBHUpPY KBajpata crpanure 0.04, u 1a je cBaku moMepaj jeJ[HAKO BEPOBATAH. 3a KOHCTATE
yaumamo e = 2.9391541 x 10721,0 = 0.04, u K he 6uru 1.38064 10~'°. Hnaue GurHa
HamoMena 3a osaj mpumep: CKOPO CBe BPEIHOCTH TTapaMeTpa Cy TPOTemhene OTIPUANKE Ha
OCHOBY BWUIIle MPOOHUX cuMysaruja. MakcuMasian moMepaj IUCKa 33 jeIHY UTePallnjy y3eT
je na Oy/e pejia BesqnynHe TosynpedHuka. [lapaMerap e y3er je Ha OCHOBY Tanupa 3a cam
Lennard-Jones norennujasi. Vcro Baxku u 3a nmapamerap o. Temmeparypy Tperupamo Kao

IapameTrap.
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Cimka 6.2: Jlese cimke cy ciydajHo pacuopeljeHu nucKOBU y KyTuju, IOpe JeCHA CJIUKA je
mocyie cumysanuje ca temmeparypom 1 = 0.0001 y kojoj ce mobuja mOTEHIMjaHA EHEPIHja
orm -5.75874107 18, a mome mecmo mocie cuMmymammje Ha Temmeparypu 1 = 100 rme mobumja ce
noTeHNMjaIHa eHepruja ox 1.0609610~1°

Tnenajyhu nprexe npumehyjemMo Kako Halll Mojesa nMa YHUMDOPMHY PACIONeNy Ha
BEJINKO] TEMIEPATypPH, U y TOM CTakby WMa OTPOMHY TIOTEHIIHjATHY €HEPTrujy. A Kaja
CMambUMO TEMIIEPATYPY HaMa ce TOTEeHIWjaJiHa eHepTHja cMmamyje u mpuMehyjeMo Kako
IUCKOBM m3rpalyjy BeoMa Opranm30oBaHy CTPYKTYPY Koja Ju4y Ha Kpuctaany. Hapaswo
OBa PEITIea Cy W OUEeKMBAHA Ca 003UPOM Ha TO 13 HDOPMYJIa 33 MOTEHIINjATHY €HEPTHU]Y OBOT
cucreMa je jgobpa ampokcumaliuja oJ00jHe Tj IPUBJIAYHE CUie U3MEDY JIBa MOJEKY/Ia UJIN
aroma. CaMuM THM MU OB€ UBPCTE JIMCKOBE MOYKEMO CMATPATH Ja CY ATOMU WM MOJIEKYJIN
y 3aTBOpeHOM cucreMy. M3nocrap/ba ce ja oBaj MOJET OJUINYHO CHUMYJupa MehycobHy

MHTEPAKIN]Y MOJIEKYJIA.

6.1.2 MWM3uHros momeJt

N3zunros moesr 106mo je ume no pusuyapy Epucry Uzunry, u npejacrasiba MaTeMaTuaku
Mojies1 (pepoMarHeTu3Ma y CraTucTuaKoj Mexanuiu. MoJies ce cacToju u3 mpoMesbuBUX Koje
O3Ha4YaBajy CIUH EJEKTPOHA Y aToMy, W 4uje cy BpejaHocTd +1 muwm -1. VYbanyjemo mnx y
rpacduk Kao Tauke u oMoryhaBamo MHTEpaKIINjy caMo u3Mehy Tadaka Koje cy Hajosuku
cycemu. Hajosmxku cyceau y jeIHOj AUMEHBMJU Cy TAYKE ONMAX JIEBO MM JECHO, 0K V JIBE
JIUMEH3HU]je TO Cy TadKe Koje Cy rope, JoJje, JeBO U JeCHO oJf mocMaTpane Tadke. OBaj Mozen
HaM J103BOJbABA 12 younMmo (ha3He mpera3e KOoju ce JeraBajy na oapehernoj Temmeparypu.
Ha roj remueparypu osaj mojesn rTexku yHudOpMHO Jja ce pacuozgesu. Mogen je BpJio
jemHocTaBaH W aHAIUTWIKN pemwB 3a 11 u 2/] cucTeM, JOK ce 3a ocTaje KOPUCTE JIpyre
mMetoze, MouTe KapJso Ha TIpuMep.

Mu hemo nonoBo kopuctutu MeTporosnc MeTo/ Iy 3a CUMYJIAIK]y OBOTI' CUCTeMa, KOPUCTUNEMO
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MTOHOBO BoamMaHoBY pacmoeny camo mrTo heMo eHeprujy padyHaru myTeM ose hopmysie:
E(o) = =>_,.; Jijoio; — p); hjo;

I'ne J;; npencras/ba eHeprujy MHTepakimje JBa cycela, a hj mpeacraB/ba eHeprujy
I/IHTepaKL[I/Ije CIIMHA Ca CIIOJbAIIUM MAT'HETHHUM IIOJBEM. I/I Cal MOZKEMO 3aMCTa yO4YUTHU
cHary MeTpornosuc aaropurMa. 3a CUMYJIAINA]Y OBOT CUCTEMa KOPUCTUheMO ucTy hbopMyTy
Kao0 U 3a CUMY/TAIN]y 9BPCTUX AUCKOBA, CAMO IIITO CBAKA, TAYKA OBE MMa BPEIHOCT CIIWHA U
mosoxkaj. U jorm jemma pasamka y OAHOCY HA CUMYJIAIN]Y UIBPCTUX JUCKOBA je IIITO YMEeCTO

ITOMEPaka JINCKA, Y OBOM aJIOPUTMY MEHhaMO BPEIHOCT CIIMHA Tadke Ha rpady.

Mertpomnoauc anropurtam 3a M3unros momen

begin
Initialize: R  Temepumremo NxN perrerky ca yHUDOPMHO paciopeljeHuM COuHOBIMA
Initialize: T [TogermapaMo TeMIepaTypy CHCTEMa,
for i :=1 to N step 1 do

Tij € R WN3abepu jemamy Tauky u3 CHUCTEMY

Yij = —Tij IIpoMeHn 3HAK CIWHA y TOj TAUKN

q =min(1, emp(%)) W3pauynaj BepoBaTHONY [a Ce IPUXBATH IIPOMEHA

a = rand(0, 1) Nzabepn n3 ynudopmue pacrmogene 6poj ox 0 mo 1

if (a < ¢) then [Ipoeepu na nu je Kopak mpuxBahen
Tij = Yij Memamo crime n3abpame Tadke

fi

od
end

IIpumep 7. Yzehemo momen ca 32x32 Tayaka, cruuHOBe heMo yHU(OPMHO PACIONEUTH U

W3KOPUCTUTHA OBAj aJITOPUTAM Ha PA3AUUUTAM TeMIlepaTypaMa.

Cimmka 6.3: Usunros 2/1 momen 32x32, mpBa ciauka opwrunaj, npyra Ha 1T = 0.4, tpeha Ha
T = 160 a gerspra Ha T = 64000

Ha caumnu 3eernom 60jom cy obojere Tauke ca - CHHHOM a 1pBeHoM ca + crmaom. [menajyhu
OBy cJUKy mpuMehyjeMo jJa ce Ha MajauM TeMIIepaTypama [M0JIAKO IPYIHINY MO3UTUBHU U
HETATWBHU CIMHOBY W jeJlaH TOoUnibe ja npeosbalhyje. Ca mopacToM TeMiiepaType OHHU Ce
yuudopmuo pacuopehyjy. M3nocraspa ce 7@ HA BeOMa HUCKAM TEMIEPATYPaAMa ITOUUHE

Ja HpeOBﬂa,HaBajy WM [O3UTUBHN WJIM HETaTHBHU CHMHOBH. MarmerHm MOMEHT HOCTaje
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cBe Behu u mpub/mkaBa ce jeHOM O €eKCTeMyMa. 300T cuMmeTrpuje mpobiaema go6uja ce
Jla je jeqHaKo BepoBaTHO jda Oy/ly CBU HEraTUBHU WM CBU IIO3UTHBHU Ha Kpajy. Oba

KOHBEPIeHIMja [IPUKA3aHa je Ha ciaegehem mpumepy.

ITpumep 8. Ilouernu mozen he nam durm cucrem ca 10x10 ragaxka, ¥ HEroB MOMEHT j€
-20. Hexka cy Temneparype T' = 0.0001 u T" = 10000000 u nexa je 6poj recrosa 10000.
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Cunka 6.4: Uzunaros 2/1 momen 10x10 ,mpBa cimka 7' = 10000000, apyra = 0.0001

XwucTorpaMm je HATPAB/bEH TAKO Ja je Yy 0ca IpeicTaB/ba OpPOj TeCTOBA Ca MArHETHUM
MoMeHTOM Z. Bujiumo jia 0ba xucrorpama mmajy O0JIMK 3BOHA, PE3Y/ITAT KOJU HAM I.I.T
npejasuha. YaybibeHa Koja HApyIIaBajy Taj oOJUK Cy IMOCJE/INIla YHEHEHUIA /18 MArHETHU
MomMeHnT Mopa boutu gesus ca 2y 10x10 mozeny. Taj pesymar je mocaeaniia ra TPOMEHA
JEJTHOT CIIMHA MEHa Pe3yJITaT 3a +2 mwin -2, a 3HaMo J1a je jegaH o Moryhux pesysiarara (
(uctu 6poj + m - cimHOBA). 360r TOra je 6POj CBUX HEMAPHWX MarHeTHuX MomenTa (), ma

ce jaB/bajy 'pyne’ y XUCTOTPaMY.

6.2 Cumynarnuja TPOAMMEH3NOHUX CHCTEMA

Merponosmc asropuramM oKa3yje CBojy mpaBy Moh Kasa ce KOPUCTH HA BUIIEAMMEH3UOHUM
cucreMuMa. 3a mera npenaxeme n3 N y N +1 TUMeH3M0HU CUCTEM He IIPEICTaB/ba, HUIITA
BHIIle HETO ybarmBarbe joIr jeJHOr CAyYajHoOT mapaMeTpa W ako je ToTpebHo Maje M3MeHe
pagyna pacmozene Beposaraohe. Tpaxkeme aHaIMTUYKOr peliema Haiumx npobjema ce
HEBEPOBATHO 3aKOMILIUKYjE ¥ BUIIEUMEH3UOHOM CUCTEMY, CAMUM THM j€ OBJI€ METPOIIOJINC

AJTOPUTAM JOIT KOPUCHU]U HETO 33, JeTHOAMMEH3MOHN U JIBOJIMMEH3MOHN CUCTEM.
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6.2.1 Pacmnozena ejrekTpoHa Ha cdhepu

3a cnenehy cumynanujy nocmarpaheMo Kako ce m ejleKTpoHa pacnopehyjy Ha cdepu.
Tpaxwuhemo jia Haml cucreM €JeKTPOHA MMa HajMarby MOryly IOTEHIMjaJIHY €HEprujy,

BUXOBO HajcTabuIIHM]e CTatbe. 3aT0 y OBOM aJITOPUTMY KOPUCTUMU BEOMA MAJIy TEMIIEPATYPY

e2

Kao IPOME/bHBY. 3a IOTEHIIIjaIHy eHepPrujy eeKTpoHa kopucruliemo nzpas: L, = ) . _ j Treoerrid
(3]

3a pacrozmeny ciegehux crama pasMaTpaMo Jla ¢e HAlll eJIeKTPOH MOYKe MOMEPATH CaMO
o nopmmHE cdepe W 1A ABA €TeKTPoHA He Mory omtm y wmcroj taukm: g(R'|R) = 0
ako y R’ eleKTpoH Haja3m y jefaH oJ ABa rope OmnncaHa 3abparbeHa CTaba Y MPOTHUBHOM
g(R'|R) = const. Butno je naBectu GopMy/Iy 3a Tpaxkere IpOU3BIbHE Tauke Ha cdepu,
KOjU Ce KOPUCTH OBJI€ 32 MEHEPUCAE MOYETHOr CTAbha M 33 MOMEPAE €JeKTPOHA, MOIITO
fieMo CcBakHMM KOPaKOM €JIEKTPOH TPEMECTHTH Ha CIAy9ajHy TadKy Ha cdepu, HapaBHO

yaumajyhu y 003up BepoBaTHONY TIpe/iacKka u3 jeIHO CTAE V IPYro.

Anropuram 3a remepucame N Tavaka Ha cdpepn

begin
fori:=1to N step 1do
r1 = rand(0,1) [enepurmie mpsu caydajan 6poj ox 0 1o 1
ro = rand(0,1) Tenepume apyru caygajan 6poj ox 0 mo 1
Gp=r1*x2x%x7T Wspauynaj mpsu cdepHu yrao
w = arccos(2 xrg — 1) WNzpauaynaj apyrn ccepru yrao
x; = sin(w)sin(¢) Wspagynaj X KOpATHATY
y; = sin(w)cos(@) Uspaaynaj y kopauHaaTy
z; = cos(w) UspauyHaj z KopauHaTy

end
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Cummka 6.5: Tope jieBo 8 HaeekTpucama CIyd4ajHO, TOPE JECHO TIOC/IE AJTOPUTMA, JT0J€e JeBo 12

HEAJIEKTPHUCAHA CIYYajHO pacnopelero, mose mecHo 12 HaeJeKTpUCama TMOCIe aJrOpuTMa,

Pesyarar koju npukazyje civka 6.5 noksiama ce ca YUEHUIOM JIa Ce eJTKTPOHU paciopehyjy
o cdepu y pacmopen y KOjeM Cy HajyAa/bEIbUju jellaH y APYror, TaKO Ja je TPOCETHO
pacTojame MaKCUMAJHO. Y [NpUMepy ca § eJeKTpoHa jobuja ce W3BPHYTa KOIKA 4uja je
TOPHU KBAJAPAT POTUPAH IO YIJIOM Of 45 cremenu y oJHOCY Ha M0mU. 3a 12 eeKTpoHa
nmobujaMo paBWIaH nkocaemap. 3a Behe 6pojeBe eslekTpoHa M06H]ajy ce BPJIO KOMILIEKCHE

KoHduUrypalje u cee BHIle juve Ha YHUMOPMHY PACIIO/IETy.

6.2.2 Uspcre chepe y KyTuju

Kaxo camo ume najaxke osze he Outu pedu O MPOIIUPEHY MOJIEIa 38 YBPCTE JTUCKOBE

Ha 3 JiMMeH3uje JIOK OCHOBHA HuJieje, mapamMerpu u gopmysie octajy ucre. OBakaBas MOjeJ
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jortr 60/be OTHCYje MHTEPAKIIA]Y MOJIEKYJIa [MOMITO U Y TPUPOIU Ce Ta UHTEPAKITH]ja, JTeIaBa

Y TPOJUMEH3UOHAJIHOM IIPOCTOPY.

ITpumep 9. Heka nmanmo 400 usperux chepa auje je momynpeunuk r = 0.01 u yaudopmuo
MX PACHOJAEUMO Yy KOIKY uwuja je crpasuma 1. CBu ocraju napaMerpu Cy UCTH KAo 3a

npumep 6. IbuxoBa pacmomesna mpe u mocjie CUMYyJIaIAje je :
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Cianka 6.6: JleBo yuudopmuO pacnopeljeru, TeCHO pacomoOpes TMOCje CHUMYyJalnje Cca

TemmeparypoM T = 0.000001

OBa cuMysamuja HAM TOKA3yje KAKO Ce KOMIAKTHO TMOCTAB/bAjJY YECTHUIE TP HUCKUAM
Temieparypama. Bumgumo Takohe f1a ce rpynuiny y Mare CTabuIHUje MMOIjeUHUTIE, HEITTO
IITO JWYH HA MOJIEKYJE. 3aTO Ce 0Baj MOJE] KOPHUCTHO 33 CHMYJIAIN]y WHTEPAKITA]a
MoJIeKysIa yaumajyhu y paszmarparme Ban mep Bascose cuie. Jlanac ce takohe kopucre
Moute Kapso merose 3a oBaj mpobjemM, camMo IMITO Ce KOPUCTe MHOTO KOMILIMKOBAHU]E U

npernu3auje GOPMYJIE 33 €HEPIrUje HHTEPAKIIIje.



3aKJby4aK

Toxom nzpajie 0BOr MaTypCKOr paja MMao CaM MPUJINKe J1a ce 60/be YII03HAM Ca CTATUCTHU-
UKOM (PUBUKOM M Ca CUMYJIUPAHEM CUCTEMA. Y THIIA] TOD UCKYCTBA U 3HAKA TPUMETHO CaM
JOIII KaJla caM II0Ye0 Ja I[HINEeM JAPYTU aJropuTaM 3a OBaj MATYPCKHU PaJi, aJIfOPUTAM 3a
Nzunaros mogen depomarnerusma. Bpeme koje mu je 6mmo moTpebHO 1A Ta HAMUIIEM,
TecTUpaM U CKHUITMPAM DE3YIATAT JAPACTUYHO CE CMAUIIO Y OJHOCY HAa IPBU AJITOPUTAM,
UYspcrn auckosn y Kyrtuju. Hayumo cam na xkopuctum reopemy 5.4.1 3a m3pauyHaBambe
OYEKUBAHUX BPEIHOCTH CUTEMA, KAO IITO je MarHeTHU MOMEHT fobujer 3uHroBUM MOIEI0M
¥ J1a CKUIMPaAM IeroB xucrorpam. Tek mocse ButiecTpykor kopurihema Momre Kapio
METO0/1a CA3HAO CaM Pa3JIor 3AlITO CE OBE METO/E JAHAC KOPHUCTE Yy CUMYJIAlUju Pa3HUX
IITOXaCTUIKUX U BUIIEIMMEH3UOHUX Iporieca. llpe Hero mro cam movueo mcTpakKupaTu
oBy obsract jeamue pu3WUKe CHMYyJaInje Koje caM BPIMuO Omjie Cy OHe HajjeIHOCTABHU]E,
ciaobojaH TaJ, XUTall, KOJU3Wja KPyroBa M MHOre Apyre ejemenTapHe npobseme. Cana
“MaM JTOBOJHPHO ajiaTa Jia CUMY/JIHpPAM MHOTO KOMILIEKCHUje TTPOIece W MPUTOM 3HAM KaKO
Ja 7o0ujeM pe3yaTaT Koju ¥KeJIUM, KAKO Ta Ta cadyBaM 1 npukKaxkeMm. MucanMm jma 6u cBako
KO BOJIM (pUMBWKY m mporpamuparke TpedaJsio na 3ua u ga mpoba ga kopuctu mHeky MowTe

KapJsio merosmy.
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