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1 Uvod

Niz promenƩivih elektriqnih i magnetnih poƩa, me�usobno
spregnutih, koji se xire kroz prostor tako xto indukuju jedno
drugo, qine elektromagnetski talas (skra�eno EM talas)[8]. Kada
vidƩiva svetlost, posmatrana sa aspekta elektromagnetske prirode,
prolazi kroz staklo, atomska struktura stakla, pri Ƭegovom reago-
vaƬu sa svetlox�u, gubi na vaжnosti, zbog qiƬenice da talasna
duжina vidƩive svetlosti moжe biti i do nekoliko stotina puta
ve�a od samih molekula stakla i od razmaka izme�u Ƭih. Tako,
elektromagnetske osobine providnih (transparentih) materijala
se mogu opisati preko dve adekvatne veliqine: dielektriqna per-
mitivnost ε i magnetna permeabilnost µ. Kod transparentnih
sredina koje se mogu na�i u prirodi, kao xto su staklo, kristal
itd., ova dva parametra (tj. Ƭihovi realni delovi) su uvek pozi-
tivne veliqine.

Metamaterijali predstavƩaju relativno novu grupu vextaqkih
materijala. Za neke metamaterijale, u zavisnosti od frekvencije
talasa koji se puxta kroz Ƭih, moжe da vaжi ε, µ < 0, xto ih qini
jedinstvenim materijalima, jer nijedna prirodna sredina ne is-
puƬava ovaj uslov. Takvi metamaterijali se nazivaju levoruki
metamaterijali (LHM- left handed metamaterial) [1], zato xto pri
prolasku EM talasa kroz Ƭih, za Ƭegov vektor magnetnog poƩa i
vektor pravca kretaƬa, vaжi tzv. pravilo ,,leve ruke”.

Istorija metamaterijala poqiƬe poqetkom dvadesetog veka ide-
jom ruskog fiziqara Leonida Isakoviqa Mandelxtama o posto-
jaƬu supstance sa istovremeno negativnim vrednostima ε i µ.
Promenom algebarskog znaka tih parametara u qetiri Maksvelove
jednaqine [3], dobija se levoruka trojka elektriqnog poƩa E , mag-
netnog H i talasnog vektora k [1]. VaƩa napomenuti i ruskog
fiziqara Viktora Veselaga kao osobu koja je imala najve�i uti-
caj na razvoj Mendelxtamove ideje na teorijskom planu [2].

Krajem dvadesetog veka osmixƩene su strukture bazirane na
periodiqnom ponavƩaƬu blokova napravƩenih od dva osnovna el-
ementa: tankih metalnih жica (TW- metal thin wire) i prstenas-
tih rezonatora (SRR- metal split ring resonator). Gradivni elementi
bloka, nezavisno jedni od drugih, u nekim opsezima frekvencija
upadnog poƩa, poseduju negativnu dielektriqnu permitivnost (TW),
odnosno magnetnu permeabilnost (SRR). Kombinacijom ovakva dva
elementa napravƩeni su levoruki metamaterijali sa elektromagne-
tskim svojstvima koja se u prirodi ne mogu prona�i (Slika 1), a
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najzasluжniji Ʃudi za ovakvu ekperimentalnu realizaciju bili
su �on Pendri i Dejvid Smit (David R. Smith, John B. Pendry)[9].

Slika 1: (a) jednodimenzionalna i (b) dvodimenzionalna
struktura LHM.

Bitna osobina metamaterijala jeste da im je proseqna dimenz-
ija jediniqne �elije mnogo maƬa od talasne duжine upadnog zraqeƬa.
U krajƬem sluqaju, ona moжe iznositi qetvrtinu vrednosti ta-
lasne duжine upadnog zraqeƬa. To je uslov koji osigurava da pri
prelamaƬu talasa kroz metamaterijal ne do�e do efekata rase-
jaƬa i difrakcije [1].

Indeks prelamaƬa neke sredine (n = n′ + in′′, gde su n′ i n′′ re-
alan i imaginaran deo indeksa prelamaƬa, respektivno) zavisi
od pomenutih dveju veliqina ε i µ. Iako se obiqno smatra da je
n′ > 0 , relacija n′ < 0 ne krxi nikakve fundamentalne zakone.
Materijal sa istovremeno negativnim realnim delovima dielek-
triqne permitivnosti ε′ i magnetne permeabilnosti µ′ �e uvek
posedovati negativan efektivni indeks prelamaƬa (ubudu�e samo
indeks prelamaƬa). Glavna osobina ovih materijala je inverzan
Snelov zakon. Zakon prelamaƬa je dat izrazom n1 sin α1 = n2 sin α2

pri qemu su α1 i α2 upadni, odnosno prelomƩeni ugao, a n1 i n2

indeks prelamaƬa sredine iz koje talas dolazi, odnosno materi-
jala kroz koji se talas prelama. Poxto je indeks prelamaƬa LH
metamaterijala negativan, znaqi da se kroz takvu sredinu svet-
lost prelama pod negativnim uglom, tj. sa iste strane normale
na razdvojnu povrxinu kao i upadni talas (Slika 2).
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Slika 2: Svetlost se prelama pod ,,negativnim” uglom kad
prolazi kroz levoruki metamaterijal.

Potrebno je napomenuti da indeks prelamaƬa zavisi i od frekven-
cije i da u zavisnosti od upadnog ugla (Brusterov ugao) moжe
do�i do totalne refleksije, pojave pri kojoj nijedan deo svet-
losti ne prolazi kroz metamaterijal, ve� se sva svetlost, sa druge
strane normale na razdvojnu povrxinu, odbija od Ƭega pod istim
uglom, kao od ogledala. U ovim materijalima prime�eni su i
fenomeni inverznog Doplerovog efekta, obrnute Qerenkove radi-
jacije itd. [4].

Zbog mnoxtva specifiqnih svojstava, metamaterijali bi u ve-
likoj meri mogli doprineti razvoju optike, medicine i raznih
nauqnih grana. Naime, predvi�aƬa ukazuju na to da bi se od
Ƭih mogla proizvesti tzv. supersoqiva koja bi bila planarna
za razliku od konvencionalnih i davala oxtriju sliku predmeta,
znaqajno smaƬuju�i aberaciju. Ova pojava sledi iz qiƬenice da
bi kod ovakvih soqiva bio prevazi�en difrakcioni limit, pa bi
se ona mogla primeniti i u medicini za npr. posmatraƬe mini-
jaturnih �elija raka [1]. Supersoqiva bi se mogla koristiti u
ciƩu pove�aƬa kapaciteta memorije kod optiqkih diskova i kao
pojaqavaqi antena [5]. Jox jedna neobiqna primena metamateri-
jala jeste pravƩeƬe plaxta za nevidƩivost. Naime, napravƩene
su strukture koje primoravaju EM zrak da zaobi�e predmet koji
se nalazi unutar Ƭih, pa predmet, na taj naqin, postaje nevidƩiv
za naxe oko.

CiƩ rada je ispitivaƬe osobina planarnih soqiva na bazi
metamaterijala, odnosno izraqunavaƬe uslova pri kojima se ovo
soqivo moжe okarakterisati kao supersoqivo. Tako�e su ispiti-
vana svojstva sfernog soqiva konstruisanog od levorukog metama-
terijala kao i mogu�nost Ƭegove upotrebe kao rutera u optiqkim
(telekomunikacionim ili raqunarskim) sistemima.
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2 Model

Relativna dielektriqna permitivnost i magnetna permeabil-
nost u metamaterijalima se modeluju na razliqite naqine, u skladu
sa osobinama periodiqne strukture. Najqex�e korix�en model je
Lorencov model [6]. Prema tom modelu, relativna dielektriqna
permitivnost, magnetna permeabilnost i indeks prelamaƬa dati
su izrazima:

ε = ε∞ ·
(

1 −
ω2

p

ω2 − ω2
r + iωΓe

)

, (1)

µ = 1 − Fω2
0

ω2 − ω2
0 + iωΓm

, (2)

n = ±√
ε · µ, (3)

gde su ε∞ pozadinska dielektriqna konstanta, ω frekvencija upadnog
talasa, ωp plazma-frekvencija koja predstavƩa jaqinu interak-
cije oscilatora sa elektriqnim poƩem, ωr rezonantna frekven-
cija elektriqnog dipola, F jaqina interakcije elektriqnog i mag-
netnog poƩa, ω0 rezonantna frekvencija magnetnog dipola, a Γe i
Γm faktori priguxeƬa u elektriqnom i magnetnom poƩu, respek-
tivno. Ukoliko je zadovoƩen uslov (ε′ < 0∧µ′ < 0)∨(ε′ ·µ′′+ε′′ ·µ′ < 0)
vrednost indeksa prelamaƬa u jednaqini (3) �e biti negativna.
U ostalim sluqajevima indeks prelamaƬa je pozitivan.

Apsorpcija predstavƩa slabƩeƬe svetlosti pri prolasku kroz
neku sredinu i Ƭena vrednost se kre�e u opsegu od 0 do 1. Ap-
sorpcija EM talasa kroz metamaterijal je data slede�im izrazom
[7]:

A =
1

γ0|E0|2
∫ L

0

[

Im(γ2
b )|Ey(x)|2 − Im

(µ′

µ
E ′E∗

y

)

]

dx,

gde je E0 amplituda upadnog elektriqnog poƩa, E∗

y konjugovano
kompleksna vrednost y-komponente elektriqnog poƩa u supersoqivu,
γ0 =

√

k2
0εsµs − β2, gde je k0 talasni broj u vakuumu, β konstanta

propagacije talasa, a εs i µs permitivnost i permeabilnost okolne
sredine, respektivno. PoƩe unutar metamaterijala na poziciji
x, oznaqeno je sa Ey(x) dok su ostale relevantne veliqine date

izrazima µ′ = dµ

dx
, E ′

y = dEy

dx
, γb =

√

εs · µs + ε · µ · sin2 α, pri qemu je α

upadni ugao talasa na povrxinu upadnog soqiva.
Pri svakom prelasku zraka svetlosti u novu sredinu, jedan Ƭen

deo se reflektuje, dok se ostatak transmituje. Procenat svet-
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losti koji se transmituje dat je slede�om relacijom:

T = 1 −
(

tg(β − α)

tg(β + α)

)2

,

gde α i β predstavƩaju upadni tj. prelomƩeni ugao, respektivno.
Deo svetlosti koji pro�e kroz metamaterijal je dat slede�om for-
mulom:

Tuk = T1 · T2 · (1 − A),

gde su T1 i T2 koeficijenti transmisije pri ulasku, odnosno izlasku
iz metamaterijala.

2.1 Planarno soqivo od metamaterijala

Neka je dato planarno soqivo debƩine d i neka se taqkasti
izvor svetlosti nalazi na rastojaƬu p od soqiva (Slika 3). Frekven-
cija svetlosti je takva da zadovoƩava uslov n′ < 0. Neka je θs ugao
pod kojim neki zrak upada na soqivo. Ako je ns indeks prelamaƬa
sredine, prema Snelovom zakonu, ugao prelamaƬa dat je slede�im
izrazom:

θ = arcsin
(sin θs · ns

|n|
)

.

Optiqka (glavna) osa sadrжi izvor svetlosti i normalna je na
soqivo. S druge strane soqiva, zrak seqe glavnu osu u tacki L.
Kako je AB = PB · tgθs i AB = BC · tgθ, izjednaqavaƬem dobijamo:

BC = BE − CE = PB
tgθs

tgθ
. (4)

Analogno se dobija da vaжi:

CE = EL
tgθs

tgθ
. (5)

Imaju�i u vidu da je PB = p, BE = d i EL = x, iz jednaqina (4)
i (5) sledi:

x = d
tgθ

tgθs

− p. (6)

U sluqaju kada je x < 0, preseqna taqka L je imaginarna i nalazi
se sa druge strane prave DE.
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Slika 3: Planarno soqivo napravƩeno od metamaterijala.

2.2 Sferno soqivo od metamaterijala

Posmatra se 2-D model homogene sfere polupreqnika Rs napravƩene
od metamaterijala u (x, y) koordinatnom sistemu (Slika 4). Uko-
liko, paralelno x-osi, kroz sferno soqivo pustimo svetlosni zrak
qija frekvencija zadovoƩava uslov n′ < 0 on �e se dva puta prelomiti,
kao xto je prikazano na Slici 4. Radi detekcije, sa druge strane
x-ose moжemo postaviti zastor na kome �e ovaj zrak padati u taqku
L(x′′, y3). Ukoliko sa P (x1, y1) oznaqimo taqku u kojoj zrak pada na
povrxinu sferiqnog soqiva, poloжaj koordinate x′′ taqke L moжe
se izraqunati na naqin opisan u slede�em pasusu.

Radi jednostavnosti recimo da je x′′ > 0. Neka je (x, y) komplek-
sna ravan. Taqka A se dobija rotacijom taqke P oko centra soqiva
za ugao 2β + π. Otuda vaжi:

(x1 + iy1)e
i(2β+π) = x2 + iy2. (7)

Ako je γ = 2β + π, realni i kompleksni delovi leve strane jedna-
qine (7) dati su izrazima x2 = x1 cos γ−y1 sin γ i y2 = y1 cos γ+x1 sin γ,
respektivno. Iz sliqnosti trouglova △DAO i △CBO sledi da
je x′ = x2

y3

y2

. Na sliqan naqin se dobija da je |AB| = Rs
y3−y2

y2

.
Tako�e vaжi da je θ1 = π

2
− arccos x2

Rs

, pa je ugao kod taqke L jednak
θ2 = π

2
− θ1 − α. PrimeƬuju�i sinusnu teoremu na trougao △BLA

dobija se da je |BL| = |AB| sinα
sin θ2

. SabiraƬem duжi CB i BL dobi-
jena je traжena koordinata tj. x′′ = x′ + |BL|. Ukoliko svetlost
padne na levu stranu zastora u nekoj taqki, sliqnim postupkom
je mogu�e odrediti Ƭene koordinate. Koordinata y3 je odre�ena
poloжajem zastora.
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Potrebno je napomenuti da, za razliku od planarnih, u praksi
do sada nisu konstruisane sferiqne strukture na bazi metama-
terijala, tako da je, naжalost, sferni pojam metamaterijala jox
uvek u domenima teorije.

Slika 4: 2-D model sfernog soqiva napravƩenog od
metamaterijala.

3 Rezultati i diskusija

Pri prouqavaƬu modela metamaterijala potrebno je izabrati
osobine istog koje su okarakterisane parametrima iz jednaqina
(1) i (2). U ovom radu korix�eni su parametri iz rada [7]. Za
tako odabrane parametre, opseg talasnih duжina u kom je indeks
prelamaƬa negativan kre�e se izme�u 799nm i 818nm. Vrednosti
parametara su: ωp = 2700THz, ωr = 0, ω0 = 2300Hz, F = 0.052, ε∞ =
3.1, Γe = 35THz, Γm = 35THz i Rs = 50nm.

U odabranom modelu zanemareni su faktori priguxeƬa. De-
bƩina soqiva iznosi d = 1cm, a udaƩenost taqkastog izvora je
p = 0.5cm. Za koeficijent indeksa prelamaƬa sredine uzimano je
ns = 1.
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Slika 5: UdaƩenost preseqne taqke L od soqiva u zavisnosti od
frekvencija upadnog zraqeƬa za razliqite upadne uglove.

3.1 Supersoqivo

Na Slici 5 prikazano je mereno rastojaƬe preseqne taqke L

od povrxine soqiva u zavisnosti od frekvencije (jednaqina (6)).
Proraqun je ra�en za vixe razliqitih upadnih uglova. Pikovi
na Slici 5 predstavƩaju frekvencije pri kojima dolazi do to-
talne refleksije zraka, tako da pri ve�im frekvencijama od tih,
zraci ne seku glavnu osu. Odatle vidimo da se opseg dozvoƩenih
frekvencija smaƬuje sa pove�aƬem upadnog ugla (porede�i po uglovima
sa Slike 5, vidimo da je za θs = π

4
opseg je najmaƬi, a za θs = π

10

najve�i). Taqka preseka za koju vaжi da je x = d − p = 5mm odgo-
vara sluqaju kada je ns = −n (uve�ani deo na Slici 5), xto znaqi
da je ovo potreban i dovoƩan uslov da ovakvo soqivo ispoƩava
osobine supersoqiva. Na uve�anom delu Slike 5 moжemo oqitati
frekvenciju pri kojoj je dati uslov zadovoƩen. Sa Slike 5 se
vidi da su, za maƬe frekvencije upadne svetlosti, neka rasto-
jaƬa negativna, xto znaqi da je u svakom od tih sluqajeva presek
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zraka sa glavnom osom imaginaran. Ovaj problem se prevazilazi
smaƬeƬem udaƩenosti taqkastog izvora p od supersoqiva, tako da
svaki zrak seqe glavnu osu i unutar soqiva.

3.2 Sferno soqivo

Kod sferne geometrije vrxeni su proraquni za dva sluqaja
(Slika 4): prvi, kada je upadni zrak zanemarƩivo male xirine,
i drugi, kada je lansiran laserski tj. gausovski impuls.

U prvom sluqaju zrak nosi talase razliqitih frekvencija svet-
losti qija je jaqina odre�ena Gausovom raspodelom po frekvenci-
jama. Na Slici 6 dat je uporedni prikaz raspodela jaqina svet-
losnog zraka pri ulasku u soqivo i pri Ƭenom izlasku. Upadni
ugao je iznosio 0.4 radijana.

Slika 6: Pore�eƬe raspodela zastupƩenosti frekvencija zraka
svetlosti pri ulasku odnosno izlasku iz sfernog soqiva (za

upadni ugao od 0.4 rad).

Sa Slike 6 se vidi da se maksimum jaqine talasa pri ulasku
razlikuje od maksimuma jaqine talasa pri izlasku, i da je frekven-
cija drugog malo vixa. Raspodela se deformisala, jer su se,
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pri prelamaƬu upadnog zraka, zbog razliqitih indeksa prela-
maƬa, talasi razliqitih frekvencija prelamali pod razliqitim
uglovima i na taj naqin prelazili razliqite puteve pri prolasku
kroz sferu. Ova pojava ima za posledicu razliqitost u koefici-
jentu transmisije svakog od talasa kojeg nosi upadni zrak. Ve-
lika varijabilnost indeksa prelamaƬa metamaterijala uzrokuje
rasprxivaƬe ovakvog zraka pri prelamaƬu kroz isti.

Vidi se da su gubici relativno veliki (oko 50%). Za razli-
qite upadne uglove dobijani su relativno sliqni grafici, s tim
xto je pri upadnim uglovima ve�im od 0.5 radijana dozvoƩeni
opseg frekvencija veoma uzak, tj. dolazi do potpune refleksije
nekih talasa u posmatranom opsegu. Porede�i gubitke, ustanov-
Ʃeno je da su oni uvek maksimalni za talas frekvencije ωGUB ≈
2345THz, nezavisno od upadnog ugla. Utvr�eno je da je za tu frekven-
ciju indeks prelamaƬa najmaƬi i da iznosi oko -1.3. Frekvencije
za koje su gubici minimalni zavise od upadnog ugla i kre�u se do
40%.

U drugom sluqaju posmatran je laserski impuls qija je xi-
rina reda veliqine polupreqnika sfere. Jaqina impulsa je data
prostornom Gausovom raspodelom (po xirini impulsa) za odre-
�enu frekvenciju svetlosti. Ako se odabere frekvencija ω1 takva
da indeks prelamaƬa metamaterijala iznosi 1, tada pri prolasku
zraka kroz sferu ne dolazi do refleksije; koeficijenti obe trans-
misije jednaki su jedinici, pa su tada gubici najmaƬi. Na Slici
7 se vidi da su gubici svedeni na minimum i iznose oko 3%.

Slika 7: Pore�eƬe raspodela jaqina svetlosti pri ulasku
odnosno izlasku iz sfernog soqiva u odnosu na visinu, za n = 1.
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Slede�i primer posmatra zastor postavƩen kao na Slici 4,
tako da je y3 = −2RS. Ako je frekvencija ω2 laserskog zraka
takva da je indeks prelamaƬa negativan, zrak �e padati na zastor.
Frekvencija ω2 je odabrana tako da je n′ = −1. Na Slici 8 se jasno
vidi kako se gausijan na zastoru pri ovoj frekvenciji laserskog
impulsa spustio zbog gubitaka i deformisao. Do deformacije je
doxlo jer su se zraci svetlosti koji su na ulasku bili bliжi
x-osi, prelamali pod relativno malim uglom i prexli najve�i
put do zastora. Usled toga se deformacija gausijana na izlasku
moжe smaƬiti podizaƬem doƬeg dela laserskog impulsa, jer bi
na taj naqin sve komponente snopa padale bliжe y-osi i dobijeni
gausijan bi bio uжi. Gubici su pribiжno iznosili 52%. Radi
provere proraqunat je i sluqaj za frekvenciju ωGUB, kada su se
dobili najve�i gubici koji su iznosili 65%. Ali uprkos tome,
to je ,,sigurna” frekvencija, jer je graniqni upadni (Brusterov)
ugao pri kome dolazi do totalne refleksije najve�i.

Slika 8: Raspodela intenziteta svetlosti na zastoru sa
gubicima, odnosno bez Ƭih pri n = −1.

Ukoliko bi se postavio jox jedan zastor vertikalno u II kvad-
rant, izborom frekvencije upadnog zraka (ω1 ili ω2), mogu�e bi
bilo diktirati pravac prostiraƬa svetlosti kroz ovakvo sferno
soqivo. Naime, za prvu frekvenciju svetlost bi skrenula levo,
dok bi za drugu nastavila prostiraƬe u istom smeru zavrxivxi
na ovom zastoru. Na ovaj naqin, mogu�e je realizovati optiqki
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ruter koji bi izborom frekvencije usmeravao zrak u жeƩenom
pravcu.

4 ZakƩuqak

Indeks prelamaƬa metamaterijala je zbog svoje prirode veoma
promenƩiv u zavisnosti od karakteristika EM zraka koji se puxta
kroz Ƭega. Dokazano je da, u opsezima frekvencija koje su korix�ene,
a u skladu sa datim parametrima, supersoqivo moжe postojati
iskƩuqivo ako je Ƭegov koeficijent indeksa prelamaƬa jednak
negativnom koeficijentu indeksa prelamaƬa sredine. Prime�eno
je da do najve�ih gubitaka, pri prolasku EM talasa kroz sferno
soqivo napravƩeno od metamaterijala, dolazi kada je indeks prela-
maƬa najmaƬi koji je mogu�e posti�i. Interesantno je i to da na
gubitke gotovo ne utiqe upadni ugao zraka.

Projekat bi se mogao poboƩxati i kada bi se u obzir uzelo
da u realnom sluqaju laserski impuls nije odre�en samo jednom,
glavnom frekvencijom. Naime, laserski impuls sadrжi niz talasa
qije su frekvencije bliske glavnoj frekvenciji zraqeƬa lasera.
ƫihova zastupƩenost je data Gausovom raspodelom. Na taj naqin
bi na zastor u jednu taqku stizali zraci vixe frekvencija koji
bi morali da se slaжu i po fazama. Ipak, opisana analiza izlazi
iz okvira rada.

Konstrukcija sfernih soqiva bi mogla da doprinese razvitku
nove generacije rutera, ure�aja koji bi, u zavisnosti od frekven-
cije signala koji xaƩemo, omogu�ili skretaƬe signala u жeƩenom
smeru.
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