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1. ¥YBO/

1 ¥YBona

Komnaexcna anansusa je jedna 00 HOJAENWUT, KGO U HAJNPUMEHDUSUIUL 2PAHG
MAMEMAMUKE.
— Mapej P. Cnuredt

KominekcHa aHaJ/m3a, Mo3HaTA Kao W TeopHuja (pyHKIM]e KOMIJIEKCHE IIPOMEHJ/bUBE, CBAKAKO je 3a-
HUMJBWUBA U BPJIO KOpucHA cepa maremaTruke. Hajsuma jocturayha u3 ose obsactu jgarupajy u3 19.
Beka. Hekw o)1 MO3HATUX MaTEMATUIAPa KOju Cy ce 6ABUJIM OBOM JIEJIATHONINY W MOCTUTJIM 3HAYAjHE
pesymnare cy Ojuep!, Fayc?, Puman® u Komu?. Kommiekcua anaim3a je BpJIO HPUMEH/PHBA KAKO Y
pa3sHUM 0OJACTHMA MAaTEMATUKE, TAKO U Y cdepamMa OCTAJIUX TPUPOJIHUX HAYKA, HA TPUMED y: AHAJIN-
TUIKO] TEOMETPHjU, TeOpHju OPOjeBa, aHAJIUTUIKO] KOMOMHATOPHUIN, TIPUMEHEHO] MATEMATHUIIN, KAa0 U
XUAPOAUHAMATIA U TepMmojmHaMutii. 1To ce Tnie wHKemepcTBa KOMIJIEKCHA AHAJIN3a, €€ KOPUCTH U
y HYKJIEAPDHOM, Ba3JIYIITHOM, MEXAHUIKOM U €JIEKTPOTEXHUIKOM WHXKEHEPCTBY.

Nneja oBor MaTypcKor paJjia jecTe y YIO3HABAKY €A OCHOBHUM TIOJMOBUMA KOJU C€ KOPUCTE Y KOM-
IJIEKCHO] aHaJim3e. JlepuHucame rpanrnyHe BPeIHOCTU U HENPEKUHOCTU (DYHKIIHjE€ KOMILIEKCHE ITPO-
MEeHJbUBE, KA0 MPBOT M3BOJA U aAHAJUTHIKE (DYHKIIH]jE

! JTeonapza Ojnep (1707—1783), mBajuapcKu MaTeMaTugap
*Kapa ®@pumpux Layc (1777—1855), HeMaukn MareMaTmaap
3Beprxapa Puvan (1826—1866), Hemauku MaTeMaTHaap
“Orucren Jlyj Kommu (1789—1857), dbpamiyckn MareMaTugap



2. OYHKINJE KOMIIJIEKCHE ITPOMEHJ/bUBE

2 PyHKIINje KOMILJIEKCHE IIPOMEHJ/bIBE

Y nocamalmmeM TTKOJIOBakBY HAYYWIX CMO TITA je peajHa (YHKIHjA jeHE peaJiHe TPOMEHJbHUBE,
IMTa je ’eH rpaduk, Ha KOM WHTEPBAJIY je 00JacT a1epWHUCAHOCTH U JOIT HEKe ocoOmHe TaKBe (pyHK-
nuje. Takohe cmo ce yro3Haju ca 1MOjMOM KOMILUIEKCHOT OpOja M KOMILIEKCHOM (DYHKITMjOM peaJsiHe
IpOMeH/bUBe, OAHOCHO, (byukimjom obauka f : D — C, tme je D C R. Cazna hemo ce ymosmaTu ca
KOMILJIEKCHOM (DYHKITHjOM KOMILJIEKCHE ITPOMECHIbUBE.

2.1 OcHoBHa cBOjcTBA PyHKIHje KOMIIJIEKCHE IIPOMEH/bIIBE

Hedununuja 2.1. Ako je D C C, npeciukasamwe f : D — C nazupamo pyHKIHjOM KOMIIJIEKCHE
npomensbuBe. llpecimkapaime f IpoMeHBUBO] 2 € Z, 2 = x + 1Y, T,y € R npuapyxyje BpeIHOCT
w = f(z) € C. OynKIWMjy jour muremo:

f(z) =Re f(z) +iIm f(2).

Buumo j1a KoMIwieKcHa (hYHKIHja KOMILIEKCHE IIPOMEH/BUBE 3aBUCH O/ JIBE PeaJiHe IPOMEHJ/bUBE &
u y 1 MOXKeMoO je 3anucatu kao f(z,y) = u(z,y) + iv(x,y), tae cy byHKImje u u v peasiHe GyHKIM]je
ca JBe peaJiHe IPOMeHJ/bUBE U jeJiHaKe cy, pesoM, Re z u Im 2.

A

Z-paBaH w-paBaH

Cimmka 1: OyHKIMja KOMILIEKCHE TPOMEHJ/bUBE

Hedbunaunuja 2.2. Iloj OKOIMHOM TavKe z) Y KOMIUIEKCHO] PABHU MOJIPA3YMEBA C€ CKYIl CBUX Ta-
yaka z y 0Boj pasuu, y ozuanu U (zp), 3a Koje Baxu |z — zg| < €. Jlara no3uTnBHA KOHCTAHTA £ HA3UBA
ce IOJIyIIPEYHUKOM OKOJIHE.

Hedbununuja 2.3. Tauka z( je ymyTpamma tadka ckymna S C C ako mocroju € > 0 TakBo 1a je

UE(ZO) CS.

Hedbununuja 2.4. Tauka 2o je rpaumgHa Tauka ckyna S C C ako y cBak0j € —OKOJMHM TaYKe 2(
MOCTOje TadKe KOje Mpumaajy S, a Takohe m tavuke Koje He TpUIAIAJy S.



2. OYHKINJE KOMIIJIEKCHE ITPOMEHJ/bUBE

ty ty
S
i (4
0 0
Cauka 2: YHyTpalima TadKa, Cimka 3: I'pannana Tavka,

Hedbununuja 2.5. Ckyn cBUX TpaHUIHUX Tadaka cKyma S obpa3yje rpaHmIly cKyma S.

Hedbununuja 2.6. OTBOpeH CKyIH je CKyI Uhja je CBaKa TadKa YHYTpallliba. 3ATBOPEH CKYI je
CKYT KOjU CaJIPXKW CBOJY T'PAHUILY.

Hanomena. llpumermmo jfa je CKyn 3aTBOPEH CaMO KaJa CaJApPKU CBOJy TPAHUILY, YEeCTa T'PENIKa je
pa3yMeTu 3aTBOPEH CKYIl KA0 HEOTBOPEH, JIOK CKYI JIAKO MOXKe OUTH HU 3aTBOPEH HU OTBOPEH.

Hedbununuja 2.7. IloBe3aH CKyT je CKyIl 4uje ce CBAKe JIB€ TAYKE MOTY IOBE3aTU MOJIMTOHAJHOM
JIMHUJOM KOja MPUTIAJIA TOM CKYILY.

Ay

\ &

Cnuka 4: IloBe3an ckym

Hedbunnunuja 2.8. Ob6jacT je OTBOPEH U MOBE3aH CKYII.

['maBna paznuka n3Mely peasHe n KOMIUIEKCHE AHAJIU3E JeCTe Y TOME IITO je TeOMeTpHja paBHA (DYyHK-
11je KOMIJIEKCHE IMPOMEHJbMBE MHOIO BUIle Ooraruja oj peasune oce. Ha mpumep, nosesan mojckyn
CKyHa peaJHuX OpojeBa je MHTEpPBaJ, JOK y KOMILJIEKCHO] aHAJHU3W IMOCTOje MHOT'O KOMILIUKOBAHU]U
ITOBE3aHUX MOJICKYIIOBA KOMILIEKCHUX OpOjeBa.

IIpumep 1. 3a caenehe ckymoBe oJpeUTH TPAHUTIHE TaUKe W UCIUTATH Ja JIK Cy OTBOPEHHU, 3aTBO-
peHn, WM HU OTBOPEH, HU 3aTBOPEH.

(a) S1={z] |z—3|<4}; (6) Se={z]||z+1]<2}; (B) S3={z|]|z| <3AImz>0}.
Pewewe. Heka je G; ckyn rpaHudHuxX Tadaka, ¢ = 1,2, 3.

(a) G1 ={z| |z — 3| =4}, S;—orBopeH;

(6) G2 ={z| |z + 1| = 2}, Sy—3arBOpEH;

(B) Gs = {z] (]z| = 3AImz > 0) VImz = 0}, S3 Huje HU OTBOPEH HU 3aTBODPEH, jep CaJPKU
IPAHUYHY BPEJIHOCT HA jEJIHOM JIeJTy CKYIIa, 8 HA JIPYTOM He.



2. OYHKINJE KOMIIJIEKCHE ITPOMEHJ/bUBE

2.2 EaemeHTapHe (PYyHKIMje KOMILJIEKCHE TIPOMEH/LUBE

Cajyta hemo ce ymnosnatu ca Hajuenthe kopuinrheHuM (DyHKIMjaMa KOMILIEKCHE MPOMEH/bUBE W HhU-
xoBUM ocobmnama. Te dyHKIMje Ha3uBaMoO jorn u eJjeMeHTapHuM dyukmujama. [Ipe tora nedu-
uucahemo jBa HOBaA TIOjMa, BuUIe3HAUHY (DYHKIU]Y U IPAHY BUIlle3HAYHE (DYHKIH]E:

Hedbunnnuja 2.9. Oyukumja f(2) Koja nMa BuUIe CJIUKa W, 3a jeJaH OPUTHHAJ z HUje TpaBa (DyHK-
1Aja ¥ HA3WBa Ce BUIIE3HAYHA Wi MYJATUMOPMHA QyHKIM]a. 3a BUIIE3HATHE (DYHKIM]E KaKEMO
Jla Cy TpeJICTaB/beHe CKYIOM npasux (jejaHo3nadnux) (GpyHKIMja KOje Ha3uBamMoO rpaHama QyHKIuje
3a CBaKW MOjeIMHAYHU CJIyda] BPEIHOCTH IpoMeHsbHuBe z. lloceOHO mcTakHyTa rpaHa (DYHKIHjE 30Be
ce TJIaBHA TpaHa Wiu IJIaBHA BPeJHOCT (DyHKIH]e.

2.2.1 [TIlorenmnujaauna pyHKIHIja

f(z)=2", neN.

3

JInneapna kombGunaimja crenena 1,22, 23, ..., 2 Ha3WBa ce KOMIIJIEKCHU TIOJIMHOM.

P(z) = a,2" + an_lzn—l +..+aiz+ag, a; €C, 1 =1,2,... . n.

P(2)
Q(z)’

Dyuknuja obsmka f(z) = 3a KOMILIEKCHe tojimHoMe P u (), Ha3uBa ce paiuoHa Ha (PyHK-

nuja.
2.2.2 Kopen

f(z)=w, w" =2z neN.

Kopen je naBep3na dpyukmmja norennujaiae GyHKIMje, TaKohe je n BUIe3HATHA, (PyHKIIHIja ca 1 TPaHAa.

2k 2k
Y <COS argz +2kr w) Ck=0,1,m— 1.
n n

2.2.3 EkcnonennujasiHa (pyHKIIja

f(z) = ¢,
e* = lim (1—|—E)n.
n—-4o00 n

Teopema 2.1. Oyukmyja f(z) = e* uma caenehe ocobune:
1. e# = et = ¢%(cosy + isiny);
2. € = cosp +isingp (Ojmeposa dpopmyma);
3. eFle® = A1 1?2,

21
4 £ = e 72,
o ;

5. e# #0Vz € C;

6. 3a z =z, ¢ € R mara medunumnuja mokaamna ce ca aeUHUANK]OM €KCHOHEHIjaaHe QpyHIrje y
peatHUM OPOojeBUMA;

7. Oyuknmja f(z) = €* je npocTO NEPUOJMIHA Ca OCHOBHUM IIEPUOJOM 27T7.

4



2. OYHKINJE KOMIIJIEKCHE ITPOMEHJ/bUBE

/oxas. Jlokazahemo camo npBy ocobuny, octaje ocobuHe ce MOry J0KA3aTH Kao MOCJE U IPBE:

zZ\"n
3a rpaHUYHY BPEIHOCT HU3A 2 = <1 + —) , neN, z=x+1iy, z,y € R MOKEMO OIpeTUTH MOIYJI
n
X n
lim |z, = lim (1 +— —|—iy)
n

nu apI‘YMeHTI
2 2\" 2 2\ 2
U = tim (1+f) +5) = am ((1+5) + 5
n—-4o0o n—-4o00 n n—-4o00 n n2 n——4o00 n n2

_ ) n z\2 o2 B ) n 2xn + z2 + 2
= exp (nllgloogln((l—l—ﬁ) +ﬁ)) = exp (ngrfooaln (1—|— 2 .

2xn + 22 + y? 1 )
Kako 5 — 0 kagma n — 400 MOXKeMO NIpUMeHHTH MaKJIOpEHOB™ pa3BOj 3a IPUPOITHU
JIOTAPHUTAM: n
5 nl 1+2:En—i—a:2—|—y2 B ! n 2xn+x2—i—y2
P n—l>r—i{loo 2 . n2 - n—lgloo 2 n?2
2,2
x
:exp(lim (x+ Yy )):ex,
n—r+o0 2n
¥
. T ) n
ngrfoo arg z, = ngriloon arctg T (2.1)
n
Kaxko je apkyc TaHreHc HempeKUJIaH HA CBOM JIOMEHY, BaXKW JIa, je
Y 4
- n _ : n _ _
ngrfm arctg -~ 7| = arctg nEI—Ii—loo . 7| = arctg 0 =0,
n n
T1a MOKEMO IPUMEHHTH JIOTHTAIOBO? MPABUIIO:
arctg Y
2 2 2
lim — ET gy T2ty g Y =y (2.2)
n——400 1 n——400 1 n——+00 x2 + 2xn + y2
- —— 1+
n n n2
U3 jeqnaumna 2.1 u 2.2 umamo cieaehu UIeHTUTET:
oy _ 5 .. _ oz Csin).
e’ = lim z,= lim |zn|(cos(arg z) + isin(arg z)) = e*(cosy + isiny)
O

2.2.4 Jlorapuramcka pyHKIHIja

f(z)=w=Lnz, Y=z

Nrsepsna GyaKkmja ekcnonennujamie Gynaknmje. Heka je w = u+iv m z = |z[e*?. Tama Baxe ciaenehe
JeTHAKOCTH:

eV =2 = e =|z|e"Y = " =|z| A eV =€ «— u=In|z| A v=p+2%kn, k<Z
Opmakye caean J1a je JorapuTaM jeIHaKk:
Lnz =In|z| +i(p + 2k7), k € Z.

Kao u ko1 Kopena mo6miii cMo BUIIE3HAYHY (DYHKIHI]Y ca OeCKOHAYHO MHOTO rpaHa. PyHKIHja 00IUKa,
wy = In |z| + i(p + 2km), 3a HEKO k € Z, je rpanHa Bumesnaune pyHKIUje. AKO je ¢ TyriaBHA BPEIHOCT
aprymenTa, Tj. ¢ = argz, —m < argz < 7w u k = 0, Tako jobujena dbyurnuja Ln z = In|z| + iarg z,
HA3WBa Ce TJIaBHA TPaHA WU IVIABHU JIOTAPUTAM.

'"Kommn Maxmopen (1698—1746), mKOTCKE MaTeMaTHaap
*I'jom me Jlormran (1661—1704), dbpannycks MmaremaTugap



2. OYHKINJE KOMIIJIEKCHE ITPOMEHJ/bUBE

Teopema 2.2. JlorapuraM HeraTuBHOI PeaJHOT OPoja je KOMIIEKCaH Opoj.

Jloxas. Axo nocmarpamo jorapuraM KOMILIEKCHe npoMmensbuse Ln z = In|z| + i(¢ + 2km) u 2z = —ux,
rJie je © MO3UTHUBAH peasiaH Opoj (Tama je ¢ = ), uMaMo cjeehy jeaHaKoCT:

Ln(—z) = Inz+i(2k + 1)7. Kako je 2k + 1 # 0 3a cBako k € Z, jacHO je 1a je Jorapuram HEraTUBHOT
6poja kKoMmIeKcan Opoj. O

2.2.5 Tpuronomerpujcke pyHKIIHje

sin z, cosz, tgz, ctgz;

—1iz 1z

. aep€¥ —e nedp €° + €7 nedp SIN 2 nedp COS Z
Snz' = ———, cosz = ——, tgz'= , ctgz'=
21 2 cos 2

Teopema 2.3. Tpuronomerpujcke (PyHKIHje KOMILJIEKCHE IIPOMEHJBHBE UMajy cJjejiehe ocobuHe:

sinz

1. Ocuoruu nepuoy, pyHKIWM]a Sin z u cos 2z je 27, a dyHknuja tg 2z u ctg z je m;
2. Baxe ajiummone popmyae:
sin(z1 £ z2) = sin 21 cos 29 £ cos 21 sin 23

cos(z1 & 2z2) = cos z1 €OS 2o F sin 21 sin 2o

2

3. cos? z +sin? z = 1;

4. Cunycna (yHKIHja je HelapHa, a KOCUHYCHA je IapHa.

Jloxas. Tlpee nBe ocobune cy mocjieuiie 0COOMHA eKCIIOHeHIujaiHux (dyHKmnuja. lIpBa ocobuna ce
JIAKO JIOKa3yje MPeKo Imecrte ocobuHe eKcrnoHeHnuja e ¢pykamuje. Agunuone dpopmysie Cy JUPEKTHA,
OCJIEIUIIA IPyre ocobmHe ekcrmoHeHnnjatHe dyuknuje. Tpeha m yerpsra ce u3BOIE M3 ATUIMMOHUX

dopmyiia.
]

2.2.6 VuBep3He TpuUroHomMerpujcke (PyHKIHjE

Arcsin z, Arccosz, Arctgz, Arcctgz.

Nzeemmo dopmyay 3a Arcsin z:

z =sinw <= Arcsinz = w;

eiw . e—iw ) 1 ) )
= = iz =" — — = (e")? —2ize™ — 1 =0.
21 e

V3 nobujene KpaJpaTHe jeHadnHe uMaMo cjeaeha pemema e = iz =1 — 22, ogakie je jajbe

Ln (iz:l: m)

[

7w = Ln (izi\/l—zz) = w = <— w=—1Ln (’iZ:l:\/l—ZQ).

AmnaJiorHo 3a cBe MHBEp3HE TPUTOHOMETpHjcKe PyHKIHje mobujaMo ciaenehe Bpe HOCTH:
Arcsinz = —i Ln (zz +v1-— 22) ;

Arccosz = —iLn (z + /22 — 1) :

) 14
Arctg z = —ELn +Z,Z;
2 1—1z
Arcctg z = 1n Z+Z,.
2 zZ—1



2. OYHKINJE KOMIIJIEKCHE ITPOMEHJ/bUBE

2.2.7 Omnra noreniujajsHa pyHKIIja

f(z)=2% A=a+if, a,B€R,

Z)\ _ ean)‘ _ e/\an _ e(a+iﬂ)(ln|z|+i(<p+2k7r)), keZ.

Omirrra norennujaana (hyHKIM]a je BUIIE3HAYHA U UMa, OECKOHAYHO MHOT'O I'DaHa, IVIABHA T'DAHA Ce
jobuja 3a k = 0 u o = argz, ¢ € (—m,7), HaA3UBaA Ce IJIABHA BPEJHOCT NOTEHIMjasHe (DyHKIWje u
jenHaka je 6(a+i,3)(ln|z|+iargz).

2.2.8 Omnra ekcrioHeHOUjaaHa (pyHKIIja

f(z) =d*, a€C.

Bpao carmyHO Kao m ominTa NOTEHITHjAaJHA W OBa (DYHKIMja je BUIIE3HAYHA W MMa OECKOHAYHO MHOTO
rpaHa.
af = 6Lna _ eana _ ez(ln|a|—|—z(arga—|—2k7r)’ ke,

[1aBHA TpaHa OLIITe eKcrnoHeHujasne GyHkimje jeqnaxa je e*(nlal+iarga)

Hedbununuja 2.10.

1° Cse 10 caja nomenyTte (PyHKIMjE Cy eJIeMeHTapHe.

2° Ako cy f u g enemenrapre dyukimje ouga cy u f £g, f-g, f/g u f o g enemenrapue dyHkuje
(mojt, yestoBoMm sa cy jedpunucane).

3° Cse enemenTapue dpyHKIHje ce 1061jajy KOHATHOM MPUMEHOM IMPETXOIHA JIBa ITPABUJIA.

IIpumep 2. Ilpejcraputu ciejiehe BpegHOCTH Y AnredapCKOM WM TPUTOHOMETPUJCKOM OOJIMKY:

(a) e (6) sin(i+1); (s) @ (r) 1V2

Pewere.
i o .
i1 e__cosl—l—zsml
(a) e i . :
- - i1 1 . cos2 +¢sin 2
(6) sin(i+1) elitl) —emilikl) € "= 03 Q22 o2 - cos2 +isin2 — e?
sin (i = = = . = — =
2 2 2¢~1 26081 +isinl 2e(cos 1 +isinl)
e
_ (cos2+isin2 —e*)(cosl —isinl) cosl—e?cosl+i(sinl+e?sinl)
~ 2e(cos1+isinl)(cosl —isinl) 2e cos 2 '
(B) il =il i = pi(In [i|+i(argi+2km)) _ Li(5+i2km) _ ,—F—2km

(r) 1V2 = eV2In 1 = oV2(n[llti(arg 14+2km)) — 2iV2kT — c0g(24/2km) + isin(2v/2kn), k € Z.



3. HEIIPEKMJHOCT U I'PAHUYHA BPEJIHOCT

3 HenpeknaHoCT m rpaHMYHa BPEIHOCT

3.1 HenpekuagHoct

Hedbununuja 3.1. Heka je f: D — C kommtekcHa (pyHKIMja KOMILIEKCHE TPOMEHIBUBE U 2() TAUIKA
IEHOT JIoMeHa. 3a yHKIujy f Ka)keMmo Ja je HempPeKUHA Y TaYKM! 2() aKO 33 CABKU KOMILIEKCAH
6poj € > 0 nocroju kommuiekcan 6poj § > 0, rakas na je |f(z) — f(z0)] < €, 3a cBe one z € D 3a Koje
je |z — 20| < 0. Ako y Hekoj Taukum zg cBOr JoMeHa (pyHKImja f HUje HEIPEKU/HA, KAXKEMO Ja y TOj
TAYKH OHA UMa HpeKna. MaTeMaTHIKu 3aIucaHo:

f D — C je nenpekujna y tayku zg € D
— Ve >0)(35>0)(Vz € D)(|z — 20| <6 =|f(2) — f(20)| < e),

nJim:

f D — C je menpekuana y tadku zg € D
— (Ve > 0)(30 > 0)(Vz € D)(z € Us(20) = f(z) € Us(f(20))).

Teopema 3.1. Ako cy f u g nedunucane u HenpekujHe y Hekoj tauku zg € C taga cy dyHKIwmje
fxg, f-gu f/g, (9(z0) # 0) HEIpeRUAHE ¥ TAUKH 2.

Joxas. Jlokazahemo ja Teopema Baxku 3a 36up. Heka je zg € C tauka y kojoj cy nedunucane u
Henpekugae pyuknuje f u g. 3a gato € > 0 moxkemo sa Hahemo mo3utuBHE OpojeBe 01 U d2, TAKBE JIa

je:
€ .

|f(2) = f(20)] < 5 xama je [ — 2| <01,
€ .

lg(2) — g(20)| < 5 Kaaa je |z — zo| < 02.

Axo ozHaummo ca § mamu 07 6pojeBa 1 u 2, 1j. 0 = min{di,d2}, 0 je Takolje mozurusan 6poj. Ako
je z y 3ajemHuukoM Jeny jgoMeHa dbyHKIHWja f W g u ako je |z — zg| < §, Baxkuhe u |z — z9| < 01 m
|z — 20| < d2, ma Baxkwm u:

(F(2) + 9(2)) = (F(z0) + g(20)] < 1F(2) = Flz0)l + lg(2) = glz0)] < 5 + 5 =e.

IITO Ce TUYe PA3JIMKe, J0Ka3 je CJAWIaH Kao KoJi 30upa, 0K he ce Tpou3BO/L U KOJUIHUK JABUTHU KAO
IOCJIEIUIA KACHUJUX TeopeMa. L]

Teopema 3.2. Ako cy dysKImje KomiuiekcHe npomensbuse f : A — B u g : B — C nenpekunae
y Taukama ug € A, omHocuo, vg = f(up),vo € B, Taga je cioxena dbynkumja h = go f : A — C
HETPEKMTHA V TAYIKH UQ.

Jloxas. Heka je ¢ nosurusan 6poj. Kako je dyukiuja g Henpekuaaa y tauku vg = f(ug), TO mocroju
6poj n > 0 Takas jia BaXKu:

g(v) € Us(g(vo)) anm je v € B,v € Uy(vo).

Kako je dpyuknuja f HempekumHa y TadKu ug, TO ce 3a 6poj 1 Moxke Hahu § > 0, TAKBO J1a BaXKu:

F(w) € Uy(f (o)) it je u € A, g € Us(up).
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3. HEIIPEKMJHOCT U I'PAHUYHA BPEJIHOCT

3a rakse g he onya Baxkuru f(u) = g(f(uo)) € Us(g(vo)). Tume je nokaszana nenpekupaocT GyHKIUjE

gy Ta4K" Ug.
U]

Teopema 3.3. Cge enementapue dpyHKIMje Cy HEIPEKUJHE Y CBAKO] TAYKHU CBOT' JIOMEHA.
/loxas. OBa TeopeMa je Hemocpe Ha mocaeauiia Teopema 3.1 n 3.2. U

Teopema 3.4. Oyukimja f(z) = u(z,y) + iv(x,y) je HEMPEKUIHA y TAYKA 20 = To + 1Yo AKO U CAMO
ako cy dyukuije u(z,y) u v(x,y) Henpekujane y tauku (o, yo)-

Jloxas. TlocmarpajMo mpBO gupekTan cmep (=):

(Ve > 0)(30 > 0)(Vz € D)(|z — 20| <0 = |f(2) — f(20)] < €).

Mogys |z — 20| < § moxkemo zanucaru kao \/(z — x0)2 + (y — yo)? < &, u Kajua 3amenumo f(z) =
u(z,y) +iv(z,y) u f(z0) = u(xo,yo) + v (xo, yo) mobujemo:

lu(z,y) + vz, y) — u(zo, yo) — w(zo, yo)| < €

V(u(z,y) — u(zo,v0))2 + (v(z,y) — v(xo, y0))% < €
\/’u(xhy) - u(l'o,yo)|2 + \/lv(x,y) - U($0,y0)|2 <€
= [u(z,y) — ulzo, yo)| <e A |v(z,y) — v(zo,y0)| <e,

IMTO je U Tpebajio JTOKA3ATH.
Jokaxkumo caj 00pHYT cMmep (<=):

(Ve > 0)(30 > 0)(Vz € D) \/(z —x0)2 + (y —y0)2 < 0

g 13
= |u(z,y) — u(zo,v0)| < 3 lv(z,y) — v(zo, yo)| < 3

Kaxko je |f(2) — f(20)] = v/(u(z,y) — u(zo,y0))? + (v(z,y) — v(zo,y0))?, cnemm ma je:

1) = Fo)l < Vule,y) = uleo, )P + Vol y) = olao )P < 5+ 5 =e,

qnMe je TBpheme JToKa3aHo. U]

3.2 I'panuyHa BpeJHOCT

Hedbununuja 3.2. Heka je f : D — C dyuknmja KOMIJIEKCHe TpoMeH/bUBE. 3a (pYHKIHU)Y f KarxKeMo
J1a IMa TPAHUYHY BPEIHOCT WK JJUMEC W y TaYKH 2Z) aKO 3a cBako € > () moctoju d > 0, Tako Ja
je |f(z) —w| < e 3a cBe one z € D 3a Koje je z # zp u |z — 20| < 0. Taya jom kaxewmo ja f(z) Texkn

6pojy w Kaja z Texu zo u numemo lim f(z) = w. Maremarndaku 3anucaHo:
Z—20

lim f(z) =w <= (Ve >0)(36 >0)(Vz€ D)(0< |z — 20| <6 = |f(2) —w| < e),

Z—20

nJim:

lim f(z) =w <= (Ve > 0)(36 > 0)(Vz € D)(z € Us(20), z # 20 = f(2) € Us(w)).

Z—r20



3. HEIIPEKMJHOCT U I'PAHUYHA BPEJIHOCT

Ay Ay

w = f(z)

VH
\ A

Z-paBaH w-paBaH

Chuka 5: I'panwmdyHa BpeIHOCT

Teopema 3.5. QPyurnuja f je HENPEKUIHA Y TAYKK 2o aKO U caMo ako je lim f(z) = f(zp).
Z—20

Jloxas. OBa Teopema je nupekTHa mocaeuna jgedununyje senpekugnocta (nedunummja 3.1) u gedu-
HuIMje rpanuydne BpeaHoctu (jedununuja 3.2). O

Ha ocuoBy Teopeme 3.5. MOXKeMO 3aKJ/bYyUIUTH JIA 33 CBe ejeMeHTapHe (pyHKIWMje f, U TaYKy 2() HEHOT
JIOMEHA BaXKu

lim f(z) = f(20)-

Z—20

Teopema 3.6. Oyukuuja f(z) = u(z,y) + w(z,y) uma gumec w = u + iV y TAYKU 29 = Tg + 1Yo AKO
1 CaMO aKo

u = lim u(z,y),
(z,y)—(z0,Y0) (9)

v = lim v(x,y).
(z,y)—(z0,90) (z.9)

Jloxas. TlocmarpajMo MpBO JuUpeKTaH cMmep (=):

(Ve >0)(30>0)(Vz2€ D)0 < |z—20| <d=|f(z) —w)| <¢)

2 — 20| <5 <= V(x—20)2+ (Y —90)2 <= |z — x| <IA|y —wo| <6

f(2) —w)| <& <= |(u(z,y) +iv(z,y)) — (u+iv)] <e

V(u(z,y) = u)? + (v(z,y) —v)* < V(u(z,y) —u)? + V/(v(z,y) —v)? <e.

Onarne ciaemn:

|u($7y) - u| + |’U($,y) - U| <eg, ma je |U($,y) - ’LL| <em |U($,y) - U)| <g,
IMTO je U Tpebasio JTOKA3ATH.

Joxaxkumo caj 00pHyT cmep (<):

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz € D)\/(z —20)2 + (y —40)2 < 8

€ €
= [u(a,y) —ul <3, o(z.y) —of <3
f(2) —w| = V(u(z,y) — u)? + (v(z,y) —v)?
g €
£() = wl < fu(z,y) — ul + Jo(,y) — ol < S+ =,
quMe je TBpheme JoKa3aHO. U
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3. HEIIPEKMJHOCT U I'PAHUYHA BPEJIHOCT

3a pazJimky o1, peajine (PyHKIH]je, KA HEKO] TAYKH 2, Y KOMILJIEKCHO] PABHU, TPOMEHJbUBA, 2 MOXKE CE
npubIMXKaBATH U3 OECKOHAYHO MHOTO MPAaBaIla, IITO 3HAYH /I3, MOPAMO YBECTH HOB TEPMUH IPAHUYHA

BPEOHOCT y IIPABILY.

Hedbununuja 3.3. ['panmuna BpejHocT (QyHKIHje KOMILUIEKCHE MPOMEH/bUBE [ y Tadkw Zzp, JIyXK
BEKTOpA @, ¢4 [OYETKOM y TAUKH Z, KOJI TPAIH yTao (v €A PEAHOM OCOM HASHBA Ce JUMEC y IPABIY

u jgedwunuiie ce Ha ciaeaehn HadwmH:

lim f(z) = lm f(z0+|2]e).

Z—20 | |
zeda

3.3 DBeckonauHo maJjia pyHKIIIja

Hedbunnnuja 3.4. 3a dyskmujy o : D — C, (D € C) 3a kojy je lim a(z) = 0 xaxemo ma je
Z—20

6ecKOHAYHO MaJa Kaja z — 2o, (zp MOXKe OUTH 3aMemeHa HEKOM 0] DECKOHAYHOCTH ).

Teopema 3.7.
1. lim f(z) = w ako u camo ako je f(z) = w+ a(z), rue je a(z) beckonawHo Masia PyHKIIHjA Kaga
%
é —ZQ 20-
2. 306up, OJTHOCHO Pa3JIMKa JBe DeCKOHATIHO MaJie (PyHKIHje je 6eCKOHAYHO MaJia (DYyHKIH])A.
3. IIpomsBos 6eckoHavHO MaJjie PYHKIHje U orpaHndeHe (pyHKIHje je 6eCKOHATHO MaJa (PyHKIT)A.
Aoxas.
1. TTocmarpajmo npBo jupekTan cmep (=):
Heka je lim f(z) = w u ozmaummo a(z) = f(z) — w. 3a & > 0 uzabepemo 6 > 0 Takso Jjia je
Z—20
|f(z) —w| <e3a0<|z— 2| <. Tana je 3a Takse z u |a(2)| = |f(2) — w| < &, mro 3HAYM 2
je lim «a(z) =0, na je a GeckonayHo MaJia HYHKIMjA Kajga z2 — 2.
Z—20
Jlokaxumo casr o6pHYT cMmep (<):
Heka je f(z) = w+ a(z), rae je lim a(z) = 0 u veka je € > 0. Taya je 3a |a(z)| < € 3a morogHo
Z—r20
omabpano § > 0u 0 < |z — 29| < d. Tama je u | f(2) — w| = |a(2)| < € 3a TakBe z, mTO 3HAYM 1A
je li = w.
e A f) =w
2. Heka cy a u  beckonauno maJje pyHKIHje KaJia z — 2o U HeKa, je € > () mpousBosbHO. M3abepumo
mo3uTuBHE OpojeBe 01 U Jo TakBe JIa je:
€
0<|z—20 < = |a(2)| < >
€
0< |Z—Zo| < 09 = |B(Z)| < 5
Ako yamemo § = min{dy, d2}, 6ulie 3a 0 < |z — 2| < 9:
e €
la(2) + B(2)| < la(2)[ +]B(2)] < 5 + 5 ==
IITO 3HAYHU J1a je a + [ beckonadno MaJjia PyHKIWM]a Kajga 2z — 2g. JloKa3 3a paz3iimKy je CJudaH.
3. Heka je f(z) orpanndena dpyukmmja: f(z) < M u a(z) 6eckonauno mMasia GyHKIAjA Kaga 2 — 2.

3a maro € > 0 mahumo d > 0 takso 1a je |a(z)| < 34 cpako z 3a koje Baxu 0 < |z — zp| < 0.
3a TakBe z je oHA
£
< JE—
o)) < o

ma je « - f 6beckoHavHO MaJia, (hYHIIKHAja Kajga 2 — zp, IAMe je JTOKa3 3aBPIIEH.

M = ¢,

11



3. HEIIPEKMJHOCT U I'PAHUYHA BPEJIHOCT

3.4 Ocobune jqumeca

Teopema 3.8. Ako dyukimja f(z) y Tauku zp ©Ma KOHAYAH JIUMEC, OHJa mocToju okosmHa Us(zg) Te
Tavuke, TaKBa Ja je dyHKmmja [ orpanmuena Ha ckymy Us(zo)\{zo0}-

Jloxas. Heka je lim f(z) = w u € > 0 npoussossHo. M3abepumo § > 0, Takso ja je |f(z) — w| < € 3a
Z—20

0<|z—20 <d. Tamaje w —e < f(2) <w+e3a0< |z— 2| <d, mTo u 3Haun 12 je [ orpaHuyIeHa
na ckyny Us(zo0)\{z0}. [

Teopema 3.9. Heka je lim f(z) =wu, lim ¢g(z2) = v. Taga Baxu:

1.

2.

3.

Jim (f(z) £ g() = ut v;
Jim (£(2)g(2)) = ues

lim f(z):EaKOjev#OHg(z)#OVZ'GC.

=20 g(2) v

Jloxas. Tlpema reopemu 2.10 cras 1, moxemo nucaru f(z) = u+ a(z), g(z) = v+ [(2), tne cy a u g
OeckoHAYHO MaJje PYHKIM]e Kalda 2 — 2Q.

1.

Takobe je 1o uctoj Teopemu ctap 2, u o + [ 6eckoHaYHO MaJja QYHKIM]A Kada 2 — 29. Kako je

f(2) £9(2) = (utv) + (afz) £ 5(2)),

TO je, o muctoj Teopemu ctas 3, lim (f(2) £ g(2)) = u +v.
Z—r20

f(2)g9(2) = uv + (uB(2) + va(z) + a(2)5(2))

Kako cy mpBa jiBa cabupka y 3arpa/id IpOU3BO/iM KOHCTAHTE U OECKOHATHO MaJje (PyHKIH]je, 110
Teopemu 2.10 ctaB 3, To cy 6eckoHAUHO MaJie (pYHKIIHje, IMTO Ce TUYE MOCHeImHer cabupka TO
je mpousBoj, ABe G€CKOHAYHO MaJie (DYHKIHMje, Ha OCHOBY Teopeme 2.11 oHe cy orpaHMYeHe Ia
je To Takohe OeckoHauHO MaJia (PYHKIHjA. Y 3arpajy ce HajJa3uw 30up Tpu OECKOHAYHO MaJie
dyukumje, To je mo Teopemu 2.10 craB 2, 6eckonauno masia pyskimja. Caja mpuMeHOM IPBOT
craBa Teopeme 2.10 mobujamo ma je Zli)rgl (f(2)g(z)) = uv.

0

. Iocmarpajmo BpejgmocT ciaeneher nzpasa:

f(z) _ut a(z) u _ww +va(z) —uv — uf(z) _ va(z) — gB(z) (3.1)
9(2) v wtalz) w vg(2) vg(z) '

Kako dyHKIMja © HUKa)L HAje y HYJIM HOCTOjU BPEJHOCT M 3a Kojy je |g(z)| > m > 0. Ila je

1
vg(2)

1
[0l -1g(2)]  Jvl-m

orpanuyena ¢yHnkmnuja. Ha ocroBy Teopeme 2.10 6pojusiar; pazsomak u3 uzpaza 3.1 je becko-

HAYHO MaJia (PYHKIIFja, JOK je MMEHHUJIAIl OTpaHuYeHa (pYHKIIH]ja, TITO je Ha OCHOBY MCTE TeopeMe
flz)

6eckonauno maJjia pyuknuja. Tume je qokaszano ja je lim = —.
== g(z) v
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4. N3BOJ ®YHKINJE

4 N3Boa dpyHKI]E

Hedbununuja 4.1. Heka je f bynkimja koMmiekcHe mpomesbuse Aedunncana y obsactu G, u BEKTOP
@ C G ca noueTKOM y TAYKU z KOja 3aKJIala yrao (. ca MO3WTHBHUM cMepoMm x-oce. Ako je caemehn

JUMeC
o £ = 1)
e JEEE

ompeher m KOHAYaH, Kaxke ce ja (pyHKIHMja [ UMa M3BOJ, y TAYKU 2( y HPABIY (' ¥ OBA TPAHAIHA
BpeHoCT ce o3uaduasa ca fr(z0) mma (f(20))L,-

Axo ce yBemy nomapue KoopauHaTe, Taga je z — 29 = |Az|(cosa + isina) = |Az|cis«, ma ce u3Box y
IPaBILy (@ MOXKE 3aIlACATH

) + |Az|cisa) — f(20)
/ — 1 f(ZO
fa(20) |Azl|r—r>lo+ |Az]| cis ’

1101, yCJIOBOM /I3, OBaj JIMMEC TOCTO]jH.

Hedbununuja 4.2. Ako 3a GYyHKIHM]y KOMIJIEKCHE TpoMeHsbuBe f nedunucany y obsiactu G mocroju
KOHAYHA, TPAHUTHA BPETHOCT

liy 1) =10)
z,zOEOG Z A0

Kaxke ce ja GpyHKIMja f uMa U3BOL y TA4YKWU 2( Win Ja je audepennujabuiauna y tadku zg. OBaj
u3BOJ 03HauaBa ce ca f’(zg).

N3Bon pyHKIMje KOMIUIEKCHE TPOMEHJBPUBE Y TTPOU3BOJHHO] TAUKN MOYKEMO TPEJICTABUTHA KAO

f(z0 + Az) — f(20)
Az—0 Az

)

rae je Az = z — zp, OOHOCHO aKo je z = x + iy, ouma je Az = Az + iAy.

4.1 Komu-PumaHoBu ycJjoBu

Heduunnuja 4.3. Uzson y tauku x = xg dyarnuje f(z,1yp) Ha3uBa ce MapHUjaTHA U3BOJ, IIPBOT
pena dyuknuje f(x,y) mo aprymenty x y tadku 2o = o + Yo = (To,Yo) ¥ O3HAYABA CE CA

%(20) — lim f(xayO) _f(x()ay()).

Ox T—T0 r — X
Anajtorao 3a aprymest v,

g(zo) — lim f(CUO,y) _f(x()ay()).

dy T Y — Yo

Teopema 4.1. (ITorpebun ycaosu jpudepennujabunnocru.) Ja 6u dyukimja

f(2) = u(z,y) +iv(z,y)
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4. N3BOJ ®YHKINJE

buna judepennujabuina y Tauku zg = xg + 1Yg, HOTPeOHO je Ja y OBOj TAYKU MOCTOj€ TAPIIHjaJTHA
WU3BOJIN

ou Ou Ov Ov
ox’ 0Oy 0Oz’ Oy’
u ja cy ucnymenn Kommu-Pumanosu ycaosu (kpahe K-P ycnosn):

0 0 0 0
8_Z($07y0) - 8_Z(x07y0)a a_Z($07y0) = _a_Z(any0)~

/oxas. Heka je f mudepennujabuiia y tTauku zg € G. Tama rpanuaHa Bpe HOCT

f/(ZO) _ AILIEO f(ZO + AAZ; - f(ZO)

, OJTHOCHO,

u(xo + Az, yo + Ay) + iv(zo + Az, yo + Ay) — u(zo,y0) — iv(zo, Yo)

/
f(z0) = lim : 4.1
(20) Az—0 Ax + iAy (4.1)
Ay—0
nocToju 6e3 063upa m3 KOr HpaBI@a Tadka z € (G TeXu TauKu 2o, Kajga Az — 0.
Kako f/(z) me 3aBucu ojf IpaBIia, MOXKEMO y3€TH
JIBa IPaBIa M3 KOjuX he Tadyka 2z TEXKUTH TAIKHU Ay
20, Tako j1a je A — 0. .
1° gy mosiynipaBe ca MOYETKOM Y TAYKU Z
Koja 3akuama yrao a = (0 ca mo3WTUBHUM Ay
cmepom z-oce, Tj. Ay = 0, ma je Az = Ax;
10
2° JyK TOJIyIIpaBe €& TMOYETKOM y TAYKHA 2 20 Az
. 7
KOja 3aKJjiala yrao o = — €a MO3WUTUBHUM x
. 2 >
cmepoM z-oce, Tj. Az = 0, ma je Az = Ay. 0

Ako ybammmo caga y u3Boj jeqnaumnay 4.1, oa
JiBa CJIy4daja UMaMo:

: + Az, y0) —u(zo,v0) . .. v(xo+ Ax,y0) — v(xo,Y0)
! — 1 u(xo ) ) 1 ) )
Jolzo) = fim, Au R Az

= 9% 0. 90) + i 20, 0)
= 9z 205 Yo Z@x 205 Yo)-

. + Ay) —ulxo,v0) |, . .. v(xo,yo + Ay) — v(xo, o)
/ — ] U(IIT(), Yo ) 1 ) )
T j2(20) Ao iAy T Ags0 iAy

= 17 (w0, 0) + 52 (z0,10)
= Z8y Zo, Yo 8y Zo,Y0)-

Kaxko cy u3Boaum y nipasity jegHaku jep je dyHKImja audepeHnujaduiana y TaYKy, ITOC/Ie N3jeHATaBAbA,
JIBa M3BOJA Y MPAaBIy (HUXOBUX PEAJHUX W WMATHHAPHUX JejoBa) jnobujemo ma Baxe K-P ycniosw,
OJTHOCHO,

0 0 0 0
a—z(fﬂo,yo) = 8—2(96‘0,%), 8—3(330,90) = _8_:;(330’%)’

O
Kopumrhemem K-P ycioa Moxkemo oapeautu ja au je PYHKIIMja MOXKe 6uTu audepeHIujaduaHa, y
CKyIy KOMILJIEKCHIX OpojeBa.

IIpumep 3. Ucnuraru ja au dbyukimja f(z) = Z, z € C moxe 6urn judepeHnujabuiiHa y Tauku
20 = o + 1Yo-
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4. N3BOJ ®YHKINJE

Pewewe. Kako je z = z + iy, x,y € R, rana je f(z) = Z = ¢ — iy. Axo dyuknyjy f zanumemo
kao f(z) = u(z,y) + iv(x,y), jacuo je ja je u(x,y) = = n v(z,y) = —y. llapumjasnu uzBogm OBHUX

dyHKIHja Cy

ou ou v v

— =1, — =0, — =0, — =—1.

ox dy ox Jy
[TpumeTnmo Jia 0BaKo J00MjeHn apIMjaJHu u3BOIM He 3310BosbaBajy K-P yciose, npema Tome f(z) =
Z nuje gudepeHnnjadbuiHa HI y jeIHOj TAYKNA KOMILJIEKCHE PDABHH.

Teopema 4.2. ([losossuu ycnosu jgudepennujabuinoctu.) Ako cy dyukimje u(z,y) u v(z,y) aude-
pennujabusne y Tauku (g, yo) U aKo cy y T0Oj Tauku 3a1080/beHu K-P ycsosu, onpa je dynkuuja f(2)
JudepeHnujabmirHa Y TAYKH 20 = Tg + 1Y0-

Jloxas. Heka cy a1, asg, f1, P2 6eckonauno masie dpynkmmje kaua Az — zg. Kako cy dyukumje u(z,y)
u v(x,y) mudepennujabuiine y Tauku (xg, Yo), CIAETH:

ou ou
u(xo + Az, yo + Ay) — u(wo,y0) = %(«ro, Yo)Ax + a—y(l‘o, Y0)Ay + a1 Az + f1Ay,
ov ov
v(zo + Az, yo + Ay) — v(wo,%0) = %(l‘o, Yo) Az + a—y(l‘o, Y0) Ay + as Az + B2 Ay.
Kana ce Tako mobujene Bpeanoctu u K-P yciaosu
ou ov ou ov

%(xo,yo) = a—y(fﬂo,y()% 8—y($0,yo) = —%(5607110)

3aMeHe y ciaejgeheM uspasy

f(z0 + Az) — f(20)

Az ’
Jobuja ce:
_ u(xo + Az, yo + Ay) + iv(zo + Az, yo + Ay) — u(zo, yo) — v (o, Yo)
Az + 1Ay
0 0 0 0
Az + LAy + 1Az + B1AY + i 2 Ax + i 22 Ay + ianAx + iy
_ Ox oy Oz oy
N Az + 1Ay
%Ax — @Ay + a1Ax + S1Ay + i@Aaz + i%Ay + i Az + i Ay
_ Oz ox ox ox
Az + 1Ay
Az — BY
B @ Az + iAy +i@ T= 77 aAxr+ 1Ay asAx + BaAy
0r Ax+iAy  Oxr Ax+iAy Az + Ay Ar+ Ay
—1
Ca ob3upom Ha TO ja je — = i, j100uja ce ja je:
i

f(zo +Az) — f(z0)  Ou Z,c?v a1Ax + 1Ay asAx + PaAy

Az " Oz | Ox Ax + Ay Az + Ay

36up mocseama jiBa cabupka ropmer u3pasa je beckonadno maJa ¢pyakimja kKaga Ar — 0w Ay — 0,
ma je:
Az) — 0 0
lim f(20 + Az) f(ZO): u-l—i U.
Az—0 Az Ox ox

Hanomena. V3 nmperxojiHe TeopeMe ciejie hopmyie

ou Ov ou Ou
f'(z0) = $($o,yo) +2%($0,y0) = a—y(iﬁo,yo) - Za—y(l“o,yo)-
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4. M3BOJ OYHKIINIE

ITpumep 4. Uctmratu jpudepentmjabuianocta u y ciaydajy JindepeHnyjabuiiHoCTH OJIPEeTUTH U3BOJ
y Tauyku ciejgehux pyHKiyja:

(8) fry) =o' +igs (6) f()=7% (8) f(2) ="
Pewere.

4

(a) f(z,y) =u(z,y) +iv(z,y) = 2 +iy*, maje u(z,y) = 2%, v(z,y) = y*. Kaxo napoujannm m3somu

roctoje, Ha ocHoBy K-P ycjoBa mmamo:

ou ou v v
_:43’—20’—:0,—:43
ox o oy ox oy 4
Ba x =y, dyukimja f(2) je qudepennujabuina va ckyny G = {z+iy | = y}. Ussox dyuknuje
[y Tauku zg € G jennak je f'(zg) = —u—l—z@ = 43
y 0 JeA J 0) = Oz or O

6) f(2) = (x—iy)(x+iy)? = (z —iy)(z? + 2izxy — y?) = 23 — 2y? + 22y® — ix’y + iy® + 2iz?y.

f(z) = 23 +xy? +i(2?y+v3), maje u(x,y) = z(2? +9?) n v(x,y) = y(2* +y?). Ussoau norpebun
3a K-P ycimose cy:
ou ou ov ov

ox x+y’8y W or Y Oy TT Aoy

Kako ne Baxe ciejiehe jeqnakocTu

ou Ov Ou ov

or 9y’ oy oz’
HU 33 jejHo zg # 0, caenm ja je byukuuja f(z) pudepennujabuina camo y Tauku 2o = 0 1 u3BO/I
y 0BOj Tauk® jemHak je 0.
1 T — 1y T Ly x

() f(2) = ey — e = e _ZxQ—l—yz’ ofaTie BUIMMO Jia je u(zr,y) = R u

v(z,y) = x2_—1—y 5. Vlspadymajmo canma npammjamme uspose 3a K-P ycnose:
ou —22 + 9% Ou 2wy ov 2xy ov . —x2 + 92
Or (a2 +yH)? dy (2 +y?)? dx (22492 Oy (2 4y

Bumumo na je dynkmuja f (z) JudepeHnujabmiHa y CBAKO] TAYKU Z( U3 JOMEHA, W HEH U3BOJ
.2 2 2

xy + Yo ; ZoYo
(3 +ud)? (23 +45)?
Teopema 4.3. Heka cy dpyHKIMje KOMILIEKCHE TPOMEHJbUBE JIMdepHeIjabuiiHe y TAYKU 2y U HEKa,
je c € C. Tana cy byukmuje f + g, f — g u cf nudepennujabuine y Tauku 2y U BaXKu:

(f+9)'(z0) = f'(20) + 9'(20),
(f = 9)(20) = f'(20) — ¢'(20),
(cf) (20) = cf'(20)-
Joxas. JlokaxkuMo npaBujio 3a 30up, OcTaJja J[Ba MPaBUJa J0KA3yjy Ce BPJIO CJAUTHO.

(f+9) () = lim S H9EF22) = (F+9)(20)

jemmak je f'(z0) =

Az—0 Az
~ im f(z+ Az) + g(2 + Az) — f(20) — g(20)
Az—0 Az
_ i [ A2) — fz0) +9(2 + A2) — g(=0)
Az—0 Az
~ im f(z+ Az) — f(20) + lim g(z + Az) — g(20)
Az—0 Az Az—0 Az

16



4. N3BOJ ®YHKINJE

O

Teopema 4.4. Heka cy f u g nudepennmjabuiame (byHKIINje KOMILIEKCHE IPOMEH/bUBE V TAYKN Z().
Tana cy byukiuje fg u f/g mudepennujabunne y Tauku 2o, ako je g(2o) # 0 u Baxu:

(f9) (20) = f'(20)9(20) + ¢'(20) f(20),
f'(20)9(20) — 9'(20) f (20)
g 9%(20) '

Joxas. Jlokazahemo caMo npaBujIiO 3a KOJUYHUK, IIPABUJIO TTPOU3BOJIA CE JIOKA3Y]y BPJIO CJIMIHO.

fo Oeray-dia)
(o) = dim, Az

flz+Az)  fl20)

gz +Az)  g(z)

= lim
Az—0 Az
_ i L2+ A2)g(20) — f(20)9(z + Az)
Az—0 g(z+ Az)g(z0)Az
et Az)g(e0) — Fan)aten) + Feo)glzo) — Flan)glz + A2)
Az—0 g(z+ Az)g(z0)Az
_ iy A2~ flz0) f(z) lim 9(z + Az) — g(20)
Az—0  g(z 4+ Az)Az Az—0 g(z + Az)g(z9)Az
f'(20) f(zo)g/(ZO) _ J'(20)9(20) — 9'(20).f (20)
9(2) 9%(20) 9%(20) '

(]

Teopema 4.5. Heka cy f u g dyHKIMje KOMIUIEKCHE IIPOMEHJLUBE U HEKA, je 2o Ta4YKa, TaKBa Jia je
dbyuknmja g pudepennujabusnaa y Tauku 2g, a dyakuuja f audepennujabuina y tauku g(zp). Taga
je dyukimja f o g iudpepeniumjabuiiHa y TAYKHA 2) U HHE U3BO/I j€

(f 0 9)'(20) = f'(9(20))9' (20)-
Zlokas.

(fog)(z+ Az) — (fog)(20)

(f09)(20) = lim

Az—0 Az
_ iy Jl9(z 4 AZ)) — fg(20)
Az—0 Az
_ i T+ A2)) — flg(20)) gz + Az) — g(20)
Az—0 Az g(z + Az) — g(20)
_ i T+ A2)) — fg(20)) gz + Az) — g(20)
Az—0  g(z+ Az) — g(20) Az
= f'(9(20))9' (0)-

Ipumep 5. Uspauynarn ussox bynxmuje f(z) = (iz + 4)3(2% +1)?
Pewerve.

3(iz 4+ 4)%i(22 + 1)* + (iz + 4)32(2* +1)22
)(iz + 4)%(3i2% + 3i + 4iz* + 162)
V(iz + 4)%(Tiz* + 162 + 34).

f'(2)
(2°
( 2

z

+1
+1
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4. M3BOJ OYHKIINIE

4.2 U3Boa HeKUX ejieMeHTapHuX (pyHKIIja

4.2.1 W 3Boxa moreHnujagHe (pyHKIHjE

f(z)=2",neN.

F(2) = i (z 4+ Az)" — 2" I 2" 4" A+ A — 2
z) = lim = lim
Az—0 Az Az—0 Az
= lim nz""' + (n) V2 Az L AV = gl
Az—0 2

Ha ucTy HaumH MOXKEMO M3padyHATH W3BOJ, IHOJIUHOMA,
-1 .
P(z)=apz"+apn_12"" "+ .. +a1z+ag, a; €C,i=0,1,2,....n,

KOJW je jeHaK
P(z) = na,z""t + (n— 1)an_1z”_2 + ...+ a;.

4.2.2 H3Boxa ekcrnoHeHinjasHe PYyHKIIjE

f(z) =€* =e€e"(cosy +isiny) = e” cosy + ie” siny.

ou ov
u(z,y) = e* cosy, v(z,y) = e’ siny, p = e” cosy, 97 = e’ siny.
X X
ou ov
f/(Z):a— 7:8_:exCOSy-FiexSiny:emcisy:ez.
T T

Bpiao cauano, uzBox dpynkmuje €** je ae??, a € C.

4.2.3 HW3Boxa norapuramcke PyHKIHIjE
[Tocmarpajmo dyukIwmjy
F(z) = 7 = elnleltiarez _ hnlzlgiargz _ ) cig(arg 2) = 2, —7 < argz < 7.

Ln

Kaxo je e“™% cjoxena (pyHKIMja U Kako je u3Boj, 2/ = 1, nobujamo:
J y ) J ]

f,(Z) _ (eLnZ)/ _ 6an . (an)/ _ (Z)/ — (an), _ 1

z
4.2.4 UV3Boa TPUTrOHOMETPHUjCKUX (PYHKIHIja
. ez’z _ e—iz
f(z) =sinz = 57
, B eZZ 6—12} B ,Le’LZ B _,LeZZ B e’LZ + e—’LZ .
f(z)_<2¢ % )~ 2 2 2 %

Ha nctm maumn ce mobuje na ¢y M3BOJM TPUTOHOMETPUCKUX (DYHKIM]a jeTHAKHA:

(sinz)’ = cos z, (cosz) = —sinz,
—1
2

(ctg2) =

tg z) = .
(tg 2) cos? 2’ sin® z
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5. AHAJINTUYKA OYHKIINJA

5 AnajgmTnyka pyHKIHIja

Hedbununuja 5.1. Oyakimja KOMIUICKCHE TPOMEH/bUBE [ je aHAJUTUYKA y TAYKHU Z) AKO [TOCTOjU
e > 0 TakBo 5a je f nudepeHnujabuina y € —OKOJUHU TAYKE 2.

Hedbununuja 5.2. Crenennu pen' jedunuiie ce Kao pej 0b6JIHKa,
[ee]
f(z) = Zan(z —20)" = ag + a1(z — 29) + ag(z — 2)* + ...
n=0
rae je a, KoedumujeHT n—rTor cabupka, 2o je KOHCTaHTa, & 2 jé MPOMEHJ/bUBA Y HEKOj OKOJIMHHA TAUKE
20-

Hedbununuja 5.3. Heka je dbyukumja f meduHmcaHa y OKOJMHE TadKe zg W HeKa ce dyHKImja f
MOKe MPEJICTABATH CTEIIEHUM PeIoM

xo
= Z an(z — 20)",
n=0

KOjU KOHBEPI'UPa y HEKO] OKOJIMHU TadykKe 2g. laja je pyHkiuja f aHAJIUTUIKA § TAYKHU 2().

Hedbununuja 5.4. Oyakiuja KOMIJIEKCHE TPOMEH/bUBE [ je aHAJUTHIKA y jeHO) 00JIacTH ako je
AHAJIUTHYIKA Y CBAKO] TAYKH T€ 0OJIACTH.

ITpumep 6. Vcnuratu ga au je dbyakmmja f(z) = z - Re z anamuruyka y Taukm 2o = 0.

Pewere. TIposepumo nipBo J1a Jiu je oBa (pyHKIM]a gudpepeHnujabmiraa y Tauku zg = 0, Tj. mpoBepuMoO
na s Baxke K-P yciosu:
f(2) = (xz + iy) Re(z + iy) = 2% + izy.

u(r,y) = 2%, v(z,y) =y,

ou ou v v
_:23:7 _:07 a5 =Y I
oy Ox dy
Buanmo na dysknmja jecte mudepennmjabmirHa camo y Tadkud zg = 0 ¥ BeH W3BOJ y TO] TAYKH je
f'(z0) = 0. Kako dynkumja nuje pudepennujabuina o y jeIHOj TAYKM PA3JIUIATO] OJ HYJIE, CAMUM
THM HH Y OKOJIUHU TadKe zj, MOXKEMO 3aKbydnuTH jia GhyHKImja f(z) HUje aHAJIUTHYKA Y TAYKHU Z().

=x.

Hedbununuja 5.5. OyHKImja KOMILIEKCHE IPOMEH/BUBE KOja je AaHAJIUTUIKA Y CBUM TaUKaMa, KOHATHE
pPaBHM Ha3WBa ce Ieja PyHKIuja.

[Tpumepn enux pysHKIHja jecy byHKIMje €, sin z, CoS 2.

Teopema 5.1. Axko je dpyukiumja f anamurnaka y taukm 29 € C, tata je f HenpekuaHa y Tadku z(.

oxas. Heka je f amanmTuyaka y Tadku zg, OAHOCHO PENPE3EeHTATUBHA je cremenuM peaom. Oparie
ciemu na je f(z0) = ag. Kako cremnenu pesi KOHBEpPrupa, rpaHUIHA BPEIHOCT U OECKOHAYHA CyMa MOTY
3aMEHUTH MECTA, OIHOCHO:

Z—)Zo

lim f(z) = lim Zan z—zo)" Z lim an(z — 20)" = ap = f(z20).
0

O

'Konseprenrre ocobure creneHor pejia npesa3uia3e OKBUPE OBOT MATyPCKOT' Pa/ia, IpemMa ToMe Taj Jjieo Guhie usocta-
BJb€H. Y CBaKOM HAallleM IIOCMaTPaHOM C/Iydajy 0Baj Peji KOHBEPIHUDPA.
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5. AHAJINTUYKA OYHKIINJA

Teopema 5.2. Ako je ¢pyHknmja f amaauTuuka y Tauku zg € C, Tama je [’ Takole amanmrmuka y
TAYKHA Z().

Jlokaz oBe Teopeme je J0CTa KOMIJIMKOBAHW]H OJ OCTAJIMX TEOPEeMa y OBOM MaTypPCKOM paJLy, IpeMa
Tome Ouhe m3ocTaB/HEH.

ITocaemuma 1. Heka je dbynkmnuja f anamutwuka y tadku zg € C, mpejcTaB/beHa peaoM

f(z) = Z an(z — z0)".
n=0

F®) (z0)

Tana je 3a cBako k € N ¢pyuxunja f¥) amamnruuka y tauxu 2, 1 Baxu aj = o

5.1 XapMmoHHjcKa PYHKIIja

Hexka je f(z) = u(zx,y) + iv(x,y) ananuruuka dyHkmja, taga saxe K-P yciosu

ou B ov Ou ov

or oy’ By oz
Axko mudepenimpaMo IpBy jeJHAYUHY 110 X, & APYry 10 Y, J00MjaMo

0% B v 0%u L 0%
0x2  Oydxr’ 0y2  Oxdy’

Cama ce Buan 1a Baxke cjienehe jeTHAKOCTH

Pu  O%u v 0%
@4‘@—0/\@4-6—3/2—0 (5.1)
2

Hedbununuja 5.6. Jeauauune 5.1 nazupajy ce JlamsiacoBe” mapiuujajiHe jeJHAYWHE CA JBE MPO-

MEHJbUBE.

Hedbununuja 5.7. Oyukiyja Koja 3a70BosbaBa JlamiacoBy jeqHadnHy Ha3UBa CE XapMOHHUJCKA
dyukuja.

Teopema 5.3. Axo je dyukmmja f(2) = u(z,y) + iwv(zr,y) anamuruaka y obmactu G, byHKIHjE © 1 v
Cy XapMOHUJCKE Y WCTO] 00JIaCTH.

Jloxas. Heka je f(z) = u(z,y) + tv(x,y) anamuruaka GbyHKnuja y Tauku 2g. Hben uzsoj

_8u Ov @_Z@

f'(z)

_%le% oy oy

je Takohe anasuruuka GyHknmja y ucroj tauku zg (reopema 5.2). JIpyru uzsos je takohe dbyukimja
AHAJIUTHYKA Y Tauku 2o (nocsaemuua 1), Tj.

P P P o
022 o2 T Oy? Z8y2'

Cana mobujamo JlammacoBe mapriujajiHe jeTHATHHE

u  0*u 0%v 0%
—+—=0AN —+-—5=0,
ox? = 0y ox2  Oy?
oJiHoCHO (DYHKIIHje u U v Cy XapMoHHUjcKe y obsactu G. U]

*ITjep Cumon Jlamnac (1749—1827), dbpauiycks MmaremaTuaap
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5. AHAJINTUYKA OYHKIINJA

Kako ce Ha ocHOBY aHaJmTHYKe (DYHKIHjE MOTY OJIPEJIUTH XaPMOHHjCKe (DYHKITH]jE, TOCTAB/HA CE ITUTa~
e obparHor pobsieMa, OJTHOCHO /I3, JIM C€ Ha OCHOBY JIBE XapMOHUjCKe (PYHKIIMje MOXKE KOHCTPYUCATH
AHAJUTHYIKA (PYHKITH]A.

IIpumep 7. Jlare cy dbyukumje u(z,y) = x u v(x,y) = —y. Wcumraru ma jgu cy gare dpyHKIuje
XapMOHUjCKe, U aKo jecy ja Jju je dbyukimja f(z) = u(z,y) + vz, y) anamurudka.

Pewere. Kako cy npyru u3Bomu oBe niBe hyHKIMje jeJHAKN HYJH, Baxke Jlamracose jemnadune, ma cy

oBe jiBe (yHKIMje XapMOHUjcKe, J0K byHKIHja f(2) = ¢ — iy = Z HUje aHAJINTHYIKA.

5.2 CuHryjapHe TadKe

Hedbununuja 5.8. Tauke y kojuma dyHKIMja [ HUje aHAJUTUIKA HA3WBAJy C€ CUHTYJIAPHE TAadKe.

Hedbununuja 5.9. CunyrajpHa Tadyka 2z je A30JI0BAHU CHHIYJIAPDUTET aKO IIOCTOJU €—OKOJIMHA
Ue(zp) Tavuke zp KOja HE CAIPIKM JPyre CUHTYJIAPUATETE OCHM 2.

IIpumep 8. Ucnuratu cuHTYyJIApUTETE W W30JIOBaHE CUHyTaJpuTeTe ciaeaehux pyHKIHMja:

1

(a) f(2)=1: (6) f(z)==
Pewerve.
1
(a) Kako ¢dyurnumja f(z) = Z HUje aHAJUTHIKA y Tadk®m zg = 0, Ta Tauyka jecte cuarymapua. C

o6U3UpPOM Ha TO JI3 je AHAJUTUYKA Yy CBUM OCTAJUM TAYKaMa KOMILIEKCHE paBHH, Tadka zg = 0
je M30JI0BaAHU CUHTYJIAPUTET.

(6) Kako dyukmmja f(z) = Z HUje aHATUTHYIKA HHA y jeJIHOj TAYKW KOMILIEKCHE DABHU, KaXKeMO J1a
je cuurynapaa Ha neaoMm ckyny C. Ilpema Tome HEMa M3I0J0BAHUX CHHIYJIAPUTETA.

IIocToje Tpu BpcTe M30JIOBAHUX CUHTYJIAPHUTETA:

1. OTKJIO®bUB CHHTYJIAPUTET — TAYKA 2 = Z( j€ OTKJIOIUB WJIU IIPUBUIHA CUHTYJIAPUTET AKO j€
lim f(z) konauan 6poj, a pyuknuja nuje jedunucana y Taukm 2.
Z—20

2. ITosm — W30JI0BAHW CHHTYJIAPUTET Zg je ToJ ako je lim f(z) = oo.
Z—20

3. EceHumjaJiHu CUHTYJIAPDUTET — TaYKa 2 = Z( € eCeHIUjaJHU CUHTYJIapuTeT ako lim f(z) e
Z—r20

ITOCTO]J .
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6. BAKJ/bYYAK

6 3akJpy4ak

Ob6aacTu Koje MOKpUBA OBaj MATYPCKU paJl HE JIOCEXKY JIO CPXKU KOMILUIEKCHE aHajm3e. Teopuja
KOMILJIEKCHE aHaJIM3e Kao jeJIHa OJ TPaHa MaTeMaTuKe He MOXe JIa CTaHe y jeJlaH yIOeHUK, a KaMOJIu
y marypcku paj. Moja ujeja 6una je yrnoznaBarme ca OCHOBHUM IIOjMOBUMA U3 OBe obJiacTH, Jia Ou ce
Ha BHUIMIEM CTeleHy 00pa30Baiba JAKIe CaBIa ada. 3ayCTaBHO CaM Ce KOJ aHAJUTHIKUAX (DYHKIHja U
CUHTYyJIapuTeTa, jep Beh cienehn kopak 6muo 6m yBoheme MHTETpaJHUX OOJIMKA, IITO je 00JIacT caMa 3a
cebe.

Baxno je nanomenyTu Jia 1nmomohy wmHTErpaja (QpyHKIHMje KOMIUIEKCHE TPOMEHJbUBE, BPJO j€JIHO-
CTABHO MOTY Ce M3pAUYyHATH WHTETPAJIM peajiHe MPOMEH/bUBE, KOjU HUCY JaKu 3a padyHame. OBaj
MEeTOJI je IO3HAT Ka0 METOJ KOHTYPE HHTErpaiuje u MOXKIA je HAJKJIACUIHUJU IMpPHUMep 3allTo je
KOMILJIEKCHA aHAJIN3a IPUMEHJbUBA. JOIII HEKH TPUMED MPUMEHEHOCTH KOMILJIEKCHE aHaJm3e je JIujy-
BHJIOBa! TeopeMa Koja BOJM JIO jeJHOr Of CTAHIAPIHAX JI0Ka3a OCHOBHE Teopeme anirebpe’. Ilopes
oBe TeopeMe Ty je 1 PumanoBa 3era—@dyHKIHja KOja je 6e3 cyMibe HajBaKHMja (DYHKIM]a TeopHje
6pojeBa, 360r cBoje Be3e ca paciojesioM npoctux opojea. [locToje jorr MHOro BaXXKHHUX ITPUMEHA KOM-
IUIEKCHE aHAJIU3€e KOje HaM MOMaXKy Jia 00Jjbe m3ydaBaMo peajine Opojere, MTO YUHU OBY OOJIACT JaKO
aTPAKTUBHOM U 33HUMJbUBOM 33, IIPOYIABAIHE.

1 29Kozed JInjysmr (1809—1882), dbpanmyckn MaremarIaap
’TTospe koMmIIeKCHEX GpojeBa je anreGapCcKu 3aTBOPEHO.
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