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1. UVOD

1 Uvod

Kompleksna analiza je jedna od najlepxih, kao i najprimen	ivijih grana

matematike.

{ Marej R. Spigel

Kompleksna analiza, poznata kao i teorija funkcije kompleksne promen	ive, svakako je za-
nim	iva i vrlo korisna sfera matematike. Najvixa dostignu�a iz ove oblasti datiraju iz 19.
veka. Neki od poznatih matematiqara koji su se bavili ovom delatnox�u i postigli znaqajne
rezulate su Ojler1, Gaus2, Riman3 i Koxi4. Kompleksna analiza je vrlo primen	iva kako u
raznim oblastima matematike, tako i u sferama ostalih prirodnih nauka, na primer u: anali-
tiqkoj geometriji, teoriji brojeva, analitiqkoj kombinatorici, prime�enoj matematici, kao i
hidrodinamici i termodinamici. Xto se tiqe in�e�erstva kompleksna analiza se koristi i
u nuklearnom, vazduxnom, mehaniqkom i elektrotehniqkom in�e�erstvu.

Ideja ovog maturskog rada jeste u upoznava�u sa osnovnim pojmovima koji se koriste u kom-
pleksnoj analize. Definisa�e graniqne vrednosti i neprekidnosti funkcije kompleksne pro-
men	ive, kao prvog izvoda i analitiqke funkcije

1Leonard Ojler (1707−1783), xvajcarski matematiqar
2Karl Fridrih Gaus (1777−1855), nemaqki matematiqar
3Bernhard Riman (1826−1866), nemaqki matematiqar
4Ogisten Luj Koxi (1789−1857), francuski matematiqar

1



2. FUNKCIJE KOMPLEKSNE PROMEN�IVE

2 Funkcije kompleksne promen	ive

U dosadax�em xkolova�u nauqili smo xta je realna funkcija jedne realne promen	ive,
xta je �en grafik, na kom intervalu je oblast definisanosti i jox neke osobine takve funk-
cije. Tako�e smo se upoznali sa pojmom kompleksnog broja i kompleksnom funkcijom realne
promen	ive, odnosno, funkcijom oblika f : D → C, gde je D ⊂ R. Sada �emo se upoznati sa
kompleksnom funkcijom kompleksne promen	ive.

2.1 Osnovna svojstva funkcije kompleksne promen	ive

Definicija 2.1. Ako je D ⊂ C, preslikava�e f : D → C nazivamo funkcijom kompleksne

promen	ive. Preslikava�e f promen	ivoj z ∈ Z, z = x + iy, x, y ∈ R pridru�uje vrednost
w = f(z) ∈ C. Funkciju jox pixemo:

f(z) = Re f(z) + i Im f(z).

Vidimo da kompleksna funkcija kompleksne promen	ive zavisi od dve realne promen	ive x
i y i mo�emo je zapisati kao f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y), gde su funkcije u i v realne funkcije
sa dve realne promen	ive i jednake su, redom, Re z i Im z.

x

y

u

v

w = f(z)

z-ravan w-ravan

0 0

Slika 1: Funkcija kompleksne promen	ive

Definicija 2.2. Pod okolinom taqke z0 u kompleksnoj ravni podrazumeva se skup svih ta-
qaka z u ovoj ravni, u oznaci Uε(z0), za koje va�i |z−z0| < ε. Data pozitivna konstanta ε naziva
se polupreqnikom okoline.

Definicija 2.3. Taqka z0 je unutrax�a taqka skupa S ⊂ C ako postoji ε > 0 takvo da je
Uε(z0) ⊂ S.

Definicija 2.4. Taqka z0 je graniqna taqka skupa S ⊂ C ako u svakoj ε−okolini taqke z0

postoje taqke koje pripadaju S, a tako�e i taqke koje ne pripadaju S.
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2. FUNKCIJE KOMPLEKSNE PROMEN�IVE

x

y

z0

S

x

y

z0

S

0 0

Slika 2: Unutrax�a taqka Slika 3: Graniqna taqka

Definicija 2.5. Skup svih graniqnih taqaka skupa S obrazuje granicu skupa S.

Definicija 2.6. Otvoren skup je skup qija je svaka taqka unutrax�a. Zatvoren skup je
skup koji sadr�i svoju granicu.

Napomena. Primetimo da je skup zatvoren samo kada sadr�i svoju granicu, qesta grexka je
razumeti zatvoren skup kao neotvoren, dok skup lako mo�e biti ni zatvoren ni otvoren.

Definicija 2.7. Povezan skup je skup qije se svake dve taqke mogu povezati poligonalnom
linijom koja pripada tom skupu.

x

y

Slika 4: Povezan skup

Definicija 2.8. Oblast je otvoren i povezan skup.

Glavna razlika izme�u realne i kompleksne analize jeste u tome xto je geometrija ravni funk-
cije kompleksne promen	ive mnogo vixe bogatija od realne ose. Na primer, povezan podskup
skupa realnih brojeva je interval, dok u kompleksnoj analizi postoje mnogo komplikovaniji
povezanih podskupova kompleksnih brojeva.

Primer 1. Za slede�e skupove odrediti graniqne taqke i ispitati da li su otvoreni, zatvo-
reni, ili ni otvoren, ni zatvoren.

(a) S1 = {z| |z − 3| < 4}; (b) S2 = {z| |z + 1| ≤ 2}; (v) S3 = {z| |z| < 3 ∧ Im z > 0}.

Rexe�e. Neka je Gi skup graniqnih taqaka, i = 1, 2, 3.

(a) G1 = {z| |z − 3| = 4}, S1−otvoren;

(b) G2 = {z| |z + 1| = 2}, S2−zatvoren;

(v) G3 = {z| (|z| = 3 ∧ Im z > 0) ∨ Im z = 0}, S3 nije ni otvoren ni zatvoren, jer sadr�i
graniqnu vrednost na jednom delu skupa, a na drugom ne.
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2. FUNKCIJE KOMPLEKSNE PROMEN�IVE

2.2 Elementarne funkcije kompleksne promen	ive

Sada �emo se upoznati sa najqex�e korix�enim funkcijama kompleksne promen	ive i �i-
hovim osobinama. Te funkcije nazivamo jox i elementarnim funkcijama. Pre toga defi-
nisa�emo dva nova pojma, vixeznaqnu funkciju i granu vixeznaqne funkcije:

Definicija 2.9. Funkcija f(z) koja ima vixe slika w, za jedan original z nije prava funk-
cija i naziva se vixeznaqna ili multiformna funkcija. Za vixeznaqne funkcije ka�emo
da su predstav	ene skupom pravih (jednoznaqnih) funkcija koje nazivamo granama funkcije
za svaki pojedinaqni sluqaj vrednosti promen	ive z. Posebno istaknuta grana funkcije zove
se glavna grana ili glavna vrednost funkcije.

2.2.1 Potencijalna funkcija

f(z) = zn, n ∈ N.

Linearna kombinacija stepena 1, z2, z3, ..., zn naziva se kompleksni polinom.

P (z) = anz
n + an−1z

n−1 + ...+ a1z + a0, ai ∈ C, i = 1, 2, ..., n.

Funkcija oblika f(z) =
P (z)

Q(z)
, za kompleksne polinome P i Q, naziva se racionalna funk-

cija.

2.2.2 Koren

f(z) = w, wn = z, n ∈ N.

Koren je inverzna funkcija potencijalne funkcije, tako�e je i vixeznaqna funkcija sa n grana.

wk = n
√
|z|
(

cos
arg z + 2kπ

n
+ i sin

arg z + 2kπ

n

)
, k = 0, 1, ..., n− 1.

2.2.3 Eksponencijalna funkcija

f(z) = ez,

ez
def
= lim

n→+∞

(
1 +

z

n

)n
.

Teorema 2.1. Funkcija f(z) = ez ima slede�e osobine:

1. ez = ex+iy = ex(cos y + i sin y);

2. eiϕ = cosϕ+ i sinϕ (Ojlerova formula);

3. ez1ez2 = ez1+z2 ;

4.
ez1

ez2
= ez1−z2 ;

5. ez 6= 0 ∀z ∈ C;

6. Za z = x, x ∈ R data definicija poklapa se sa definicijom eksponencijalne funcije u
realnim brojevima;

7. Funkcija f(z) = ez je prosto periodiqna sa osnovnim periodom 2πi.
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2. FUNKCIJE KOMPLEKSNE PROMEN�IVE

Dokaz. Dokaza�emo samo prvu osobinu, ostale osobine se mogu dokazati kao posledica prve:

Za graniqnu vrednost niza zn =
(

1 +
z

n

)n
, n ∈ N, z = x+ iy, x, y ∈ R mo�emo odrediti modul

i argument:

lim
n→+∞

|zn| = lim
n→+∞

∣∣∣(1 +
x

n
+ i

y

n

)n∣∣∣ = lim
n→+∞

√((
1 +

x

n

)2
+
y2

n2

)n
= lim

n→+∞

((
1 +

x

n

)2
+
y2

n2

)n
2

= exp

(
lim

n→+∞

n

2
ln

((
1 +

x

n

)2
+
y2

n2

))
= exp

(
lim

n→+∞

n

2
ln

(
1 +

2xn+ x2 + y2

n2

))
.

Kako
2xn+ x2 + y2

n2
→ 0 kada n → +∞ mo�emo primeniti Maklorenov1 razvoj za prirodni

logaritam:

exp

(
lim

n→+∞

n

2
ln

(
1 +

2xn+ x2 + y2

n2

))
= exp

(
lim

n→+∞

n

2
· 2xn+ x2 + y2

n2

)
= exp

(
lim

n→+∞

(
x+

x2 + y2

2n

))
= ex,

lim
n→+∞

arg zn = lim
n→+∞

n · arctg

y

n

1 +
x

n

. (2.1)

Kako je arkus tangens neprekidan na svom domenu, va�i da je

lim
n→+∞

arctg

 y

n

1 +
x

n

 = arctg

 lim
n→+∞

y

n

1 +
x

n

 = arctg 0 = 0,

pa mo�emo primeniti Lopitalovo2 pravilo:

lim
n→+∞

arctg
y

n+ x
1

n

= lim
n→+∞

−y
x2 + 2xn+ n2 + y2

− 1

n2

= lim
n→+∞

y

1 +
x2 + 2xn+ y2

n2

= y. (2.2)

Iz jednaqina 2.1 i 2.2 imamo slede�i identitet:

ez = lim
n→+∞

zn = lim
n→+∞

|zn|(cos(arg z) + i sin(arg z)) = ex(cos y + i sin y).

2.2.4 Logaritamska funkcija

f(z) = w = Ln z, ew = z.

Inverzna funkcija eksponencijalne funkcije. Neka je w = u+iv i z = |z|eiϕ. Tada va�e slede�e
jednakosti:

ew = z ⇐⇒ eueiv = |z|eiϕ ⇐⇒ eu = |z| ∧ eiv = eiϕ ⇐⇒ u = ln |z| ∧ v = ϕ+ 2kπ, k ∈ Z.

Odakle sledi da je logaritam jednak:

Ln z = ln |z|+ i(ϕ+ 2kπ), k ∈ Z.

Kao i kod korena dobili smo vixeznaqnu funkciju sa beskonaqno mnogo grana. Funkcija oblika
wk = ln |z|+ i(ϕ+ 2kπ), za neko k ∈ Z, je grana vixeznaqne funkcije. Ako je ϕ glavna vrednost
argumenta, tj. ϕ = arg z, −π < arg z < π i k = 0, tako dobijena funkcija Ln z = ln |z| + i arg z,
naziva se glavna grana ili glavni logaritam.

1Kolin Makloren (1698−1746), xkotski matematiqar
2Gijom de Lopital (1661−1704), francuski matematiqar
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2. FUNKCIJE KOMPLEKSNE PROMEN�IVE

Teorema 2.2. Logaritam negativnog realnog broja je kompleksan broj.

Dokaz. Ako posmatramo logaritam kompleksne promen	ive Ln z = ln |z| + i(ϕ + 2kπ) i z = −x,
gde je x pozitivan realan broj (tada je ϕ = π), imamo slede�u jednakost:
Ln(−x) = lnx+ i(2k+ 1)π. Kako je 2k+ 1 6= 0 za svako k ∈ Z, jasno je da je logaritam negativnog
broja kompleksan broj.

2.2.5 Trigonometrijske funkcije

sin z, cos z, tg z, ctg z;

sin z
def
=
eiz − e−iz

2i
, cos z

def
=
eiz + e−iz

2
, tg z

def
=

sin z

cos z
, ctg z

def
=

cos z

sin z
.

Teorema 2.3. Trigonometrijske funkcije kompleksne promen	ive imaju slede�e osobine:

1. Osnovni period funkcija sin z i cos z je 2π, a funkcija tg z i ctg z je π;

2. Va�e adicione formule:

sin(z1 ± z2) = sin z1 cos z2 ± cos z1 sin z2

cos(z1 ± z2) = cos z1 cos z2 ∓ sin z1 sin z2

3. cos2 z + sin2 z = 1;

4. Sinusna funkcija je neparna, a kosinusna je parna.

Dokaz. Prve dve osobine su posledice osobina eksponencijalnih funkcija. Prva osobina se
lako dokazuje preko xeste osobine eksponencijalne fukncije. Adicione formule su direktna
posledica druge osobine eksponencijalne funkcije. Tre�a i qetrvta se izvode iz adicionih
formula.

2.2.6 Inverzne trigonometrijske funkcije

Arcsin z, Arccos z, Arctg z, Arcctg z.

Izvedimo formulu za Arcsin z:

z = sinw ⇐⇒ Arcsin z = w;

z =
eiw − e−iw

2i
⇐⇒ 2iz = eiw − 1

eiw
⇐⇒ (eiw)2 − 2izeiw − 1 = 0.

Iz dobijene kvadratne jednaqine imamo slede�a rexe�a eiw = iz ±
√

1− z2, odakle je da	e

iw = Ln
(
iz ±

√
1− z2

)
⇐⇒ w =

Ln
(
iz ±

√
1− z2

)
i

⇐⇒ w = −iLn
(
iz ±

√
1− z2

)
.

Analogno za sve inverzne trigonometrijske funkcije dobijamo slede�e vrednosti:

Arcsin z = −iLn
(
iz ±

√
1− z2

)
;

Arccos z = −iLn
(
z ±

√
z2 − 1

)
;

Arctg z = − i
2

Ln
1 + iz

1− iz
;

Arcctg z = − i
2

Ln
z + i

z − i
.
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2. FUNKCIJE KOMPLEKSNE PROMEN�IVE

2.2.7 Opxta potencijalna funkcija

f(z) = zλ, λ = α+ iβ, α, β ∈ R,

zλ = eLn zλ = eλLn z = e(α+iβ)(ln |z|+i(ϕ+2kπ)), k ∈ Z.

Opxta potencijalna funkcija je vixeznaqna i ima beskonaqno mnogo grana, glavna grana se
dobija za k = 0 i ϕ = arg z, ϕ ∈ (−π, π), naziva se glavna vrednost potencijalne funkcije i
jednaka je e(α+iβ)(ln |z|+i arg z).

2.2.8 Opxta eksponencijalna funkcija

f(z) = az, a ∈ C.

Vrlo sliqno kao i opxta potencijalna i ova funkcija je vixeznaqna i ima beskonaqno mnogo
grana.

az = eLn a = ez Ln a = ez(ln |a|+i(arg a+2kπ), k ∈ Z.

Glavna grana opxte eksponencijalne funkcije jednaka je ez(ln |a|+i arg a).

Definicija 2.10.

1◦ Sve do sada pomenute funkcije su elementarne.
2◦ Ako su f i g elementarne funkcije onda su i f ± g, f · g, f/g i f ◦ g elementarne funkcije
(pod uslovom da su definisane).
3◦ Sve elementarne funkcije se dobijaju konaqnom primenom prethodna dva pravila.

Primer 2. Predstaviti slede�e vrednosti u algebarskom ili trigonometrijskom obliku:

(a) ei−1; (b) sin(i+ 1); (v) ii; (g) 1
√

2.

Rexe�e.

(a) ei−1 =
ei

e1
=

cos 1 + i sin 1

e
.

(b) sin(i+1) =
ei(i+1) − e−i(i+1)

2
=
ei−1 − 1

ei−1

2
=
e2i−2 − 1

2ei−1
=

cos 2 + i sin 2

e2
− 1

2
cos 1 + i sin 1

e

=
cos 2 + i sin 2− e2

2e(cos 1 + i sin 1)

=
(cos 2 + i sin 2− e2)(cos 1− i sin 1)

2e(cos 1 + i sin 1)(cos 1− i sin 1)
=

cos 1− e2 cos 1 + i(sin 1 + e2 sin 1)

2e cos 2
.

(v) ii = eiLn i = ei(ln |i|+i(arg i+2kπ)) = ei(
iπ
2

+i2kπ) = e−
π
2
−2kπ.

(g) 1
√

2 = e
√

2 Ln 1 = e
√

2(ln |1|+i(arg 1+2kπ)) = e2i
√

2kπ = cos(2
√

2kπ) + i sin(2
√

2kπ), k ∈ Z.
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3. NEPREKIDNOST I GRANIQNA VREDNOST

3 Neprekidnost i graniqna vrednost

3.1 Neprekidnost

Definicija 3.1. Neka je f : D → C kompleksna funkcija kompleksne promen	ive i z0 taqka
�enog domena. Za funkciju f ka�emo da je neprekidna u taqki z0 ako za savki kompleksan
broj ε > 0 postoji kompleksan broj δ > 0, takav da je |f(z)− f(z0)| < ε, za sve one z ∈ D za koje
je |z − z0| < δ. Ako u nekoj taqki z0 svog domena funkcija f nije neprekidna, ka�emo da u toj
taqki ona ima prekid. Matematiqki zapisano:

f : D → C je neprekidna u taqki z0 ∈ D
⇐⇒ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀z ∈ D)(|z − z0| < δ ⇒ |f(z)− f(z0)| < ε),

ili:

f : D → C je neprekidna u taqki z0 ∈ D
⇐⇒ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀z ∈ D)(z ∈ Uδ(z0)⇒ f(z) ∈ Uε(f(z0))).

Teorema 3.1. Ako su f i g definisane i neprekidne u nekoj taqki z0 ∈ C tada su funkcije
f ± g, f · g i f/g, (g(z0) 6= 0) neprekidne u taqki z0.

Dokaz. Dokaza�emo da teorema va�i za zbir. Neka je z0 ∈ C taqka u kojoj su definisane i
neprekidne funkcije f i g. Za dato ε > 0 mo�emo da na�emo pozitivne brojeve δ1 i δ2, takve da
je:

|f(z)− f(z0)| < ε

2
kada je |z − z0| < δ1,

|g(z)− g(z0)| < ε

2
kada je |z − z0| < δ2.

Ako oznaqimo sa δ ma�i od brojeva δ1 i δ2, tj. δ = min{δ1, δ2}, δ je tako�e pozitivan broj. Ako
je z u zajedniqkom delu domena funkcija f i g i ako je |z − z0| < δ, va�i�e i |z − z0| < δ1 i
|z − z0| < δ2, pa va�i i:

|(f(z) + g(z))− (f(z0) + g(z0))| ≤ |f(z)− f(z0)|+ |g(z)− g(z0)| < ε

2
+
ε

2
= ε.

xto se tiqe razlike, dokaz je sliqan kao kod zbira, dok �e se proizvod i koliqnik javiti kao
posledica kasnijih teorema.

Teorema 3.2. Ako su funkcije kompleksne promen	ive f : A → B i g : B → C neprekidne
u taqkama u0 ∈ A, odnosno, v0 = f(u0), v0 ∈ B, tada je slo�ena funkcija h = g ◦ f : A → C
neprekidna u taqki u0.

Dokaz. Neka je ε pozitivan broj. Kako je funkcija g neprekidna u taqki v0 = f(u0), to postoji
broj η > 0 takav da va�i:

g(v) ∈ Uε(g(v0)) qim je v ∈ B, v ∈ Uη(v0).

Kako je funkcija f neprekidna u taqki u0, to se za broj η mo�e na�i δ > 0, takvo da va�i:

f(u) ∈ Uη(f(u0)) qim je u ∈ A, g ∈ Uδ(u0).

8



3. NEPREKIDNOST I GRANIQNA VREDNOST

Za takve g �e onda va�iti f(u) = g(f(u0)) ∈ Uε(g(v0)). Time je dokazana neprekidnost funkcije
g u taqki u0.

Teorema 3.3. Sve elementarne funkcije su neprekidne u svakoj taqki svog domena.

Dokaz. Ova teorema je neposredna posledica teorema 3.1 i 3.2.

Teorema 3.4. Funkcija f(z) = u(x, y) + iv(x, y) je neprekidna u taqki z0 = x0 + iy0 ako i samo
ako su funkicje u(x, y) i v(x, y) neprekidne u taqki (x0, y0).

Dokaz. Posmatrajmo prvo direktan smer (⇒):

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀z ∈ D)(|z − z0| < δ ⇒ |f(z)− f(z0)| < ε).

Modul |z − z0| < δ mo�emo zapisati kao
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ, i kada zamenimo f(z) =
u(x, y) + iv(x, y) i f(z0) = u(x0, y0) + iv(x0, y0) dobijemo:

|u(x, y) + iv(x, y)− u(x0, y0)− iv(x0, y0)| < ε√
(u(x, y)− u(x0, y0))2 + (v(x, y)− v(x0, y0))2 < ε√
|u(x, y)− u(x0, y0)|2 +

√
|v(x, y)− v(x0, y0)|2 < ε

=⇒ |u(x, y)− u(x0, y0)| < ε ∧ |v(x, y)− v(x0, y0)| < ε,

xto je i trebalo dokazati.
Doka�imo sad obrnut smer (⇐):

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀z ∈ D)
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ

=⇒ |u(x, y)− u(x0, y0)| < ε

2
, |v(x, y)− v(x0, y0)| < ε

2
.

Kako je |f(z)− f(z0)| =
√

(u(x, y)− u(x0, y0))2 + (v(x, y)− v(x0, y0))2, sledi da je:

|f(z)− f(z0)| <
√
|u(x, y)− u(x0, y0)|2 +

√
|v(x, y)− v(x0, y0)|2 < ε

2
+
ε

2
= ε,

qime je tvr�e�e dokazano.

3.2 Graniqna vrednost

Definicija 3.2. Neka je f : D → C funkcija kompleksne promen	ive. Za funkciju f ka�emo
da ima graniqnu vrednost ili limes w u taqki z0 ako za svako ε > 0 postoji δ > 0, tako da
je |f(z)− w| < ε za sve one z ∈ D za koje je z 6= z0 i |z − z0| < δ. Tada jox ka�emo da f(z) te�i
broju w kada z te�i z0 i pixemo lim

z→z0
f(z) = w. Matematiqki zapisano:

lim
z→z0

f(z) = w ⇐⇒ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀z ∈ D)(0 < |z − z0| < δ ⇒ |f(z)− w| < ε),

ili:

lim
z→z0

f(z) = w ⇐⇒ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀z ∈ D)(z ∈ Uδ(z0), z 6= z0 ⇒ f(z) ∈ Uε(w)).

9
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x

y

z0

δ

x

y

w0

ε

w = f(z)

z-ravan w-ravan

0 0

Slika 5: Graniqna vrednost

Teorema 3.5. Funkcija f je neprekidna u taqki z0 ako i samo ako je lim
z→z0

f(z) = f(z0).

Dokaz. Ova teorema je direktna posledica definicije neprekidnosti (definicija 3.1) i defi-
nicije graniqne vrednosti (definicija 3.2).

Na osnovu teoreme 3.5. mo�emo zak	uqiti da za sve elementarne funkcije f , i taqku z0 �enog
domena va�i

lim
z→z0

f(z) = f(z0).

Teorema 3.6. Funkcija f(z) = u(x, y) + iv(x, y) ima limes w = u+ iv u taqki z0 = x0 + iy0 ako
i samo ako

u = lim
(x,y)→(x0,y0)

u(x, y),

v = lim
(x,y)→(x0,y0)

v(x, y).

Dokaz. Posmatrajmo prvo direktan smer (⇒):

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀z ∈ D)(0 < |z − z0| < δ ⇒ |f(z)− w)| < ε)

|z − z0| < δ ⇐⇒
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ ⇒ |x− x0| < δ ∧ |y − y0| < δ

|f(z)− w)| < ε⇐⇒ |(u(x, y) + iv(x, y))− (u+ iv)| < ε√
(u(x, y)− u)2 + (v(x, y)− v)2 ≤

√
(u(x, y)− u)2 +

√
(v(x, y)− v)2 < ε.

Odatle sledi:

|u(x, y)− u|+ |v(x, y)− v| < ε, pa je |u(x, y)− u| < ε i |v(x, y)− v)| < ε,

xto je i trebalo dokazati.

Doka�imo sad obrnut smer (⇐):

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀z ∈ D)
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ

=⇒ |u(x, y)− u| < ε

2
, |v(x, y)− v| < ε

2
.

|f(z)− w| =
√

(u(x, y)− u)2 + (v(x, y)− v)2

|f(z)− w| ≤ |u(x, y)− u|+ |v(x, y)− v| < ε

2
+
ε

2
= ε,

qime je tvr�e�e dokazano.

10



3. NEPREKIDNOST I GRANIQNA VREDNOST

Za razliku od realne funkcije, ka nekoj taqki z0, u kompleksnoj ravni, promen	iva z mo�e se
pribli�avati iz beskonaqno mnogo pravaca, xto znaqi da moramo uvesti nov termin graniqna
vrednost u pravcu.

Definicija 3.3. Graniqna vrednost funkcije kompleksne promen	ive f u taqki z0, du�
vektora −→a , sa poqetkom u taqki z, koji gradi ugao α sa realnom osom naziva se limes u pravcu
i definixe se na slede�i naqin:

lim
z→z0
z∈−→a

f(z) = lim
|z|→0+

f(z0 + |z|eiα).

3.3 Beskonaqno mala funkcija

Definicija 3.4. Za funkciju α : D → C, (D ∈ C) za koju je lim
z→z0

α(z) = 0 ka�emo da je

beskonaqno mala kada z → z0, (z0 mo�e biti zame�ena nekom od beskonaqnosti).

Teorema 3.7.

1. lim
z→z0

f(z) = w ako i samo ako je f(z) = w+α(z), gde je α(z) beskonaqno mala funkcija kada
z → z0.

2. Zbir, odnosno razlika dve beskonaqno male funkcije je beskonaqno mala funkcija.

3. Proizvod beskonaqno male funkcije i ograniqene funkcije je beskonaqno mala funkcija.

Dokaz.

1. Posmatrajmo prvo direktan smer (⇒):
Neka je lim

z→z0
f(z) = w i oznaqimo α(z) = f(z) − w. Za ε > 0 izaberemo δ > 0 takvo da je

|f(z)− w| < ε za 0 < |z − z0| < δ. Tada je za takve z i |α(z)| = |f(z)− w| < ε, xto znaqi da
je lim

z→z0
α(z) = 0, pa je α beskonaqno mala funkcija kada z → z0.

Doka�imo sad obrnut smer (⇐):
Neka je f(z) = w+α(z), gde je lim

z→z0
α(z) = 0 i neka je ε > 0. Tada je za |α(z)| < ε za pogodno

odabrano δ > 0 i 0 < |z − z0| < δ. Tada je i |f(z)−w| = |α(z)| < ε za takve z, xto znaqi da
je lim

z→z0
f(z) = w.

2. Neka su α i β beskonaqno male funkcije kada z → z0 i neka je ε > 0 proizvo	no. Izaberimo
pozitivne brojeve δ1 i δ2 takve da je:

0 < |z − z0| < δ1 ⇒ |α(z)| < ε

2
,

0 < |z − z0| < δ2 ⇒ |β(z)| < ε

2
.

Ako uzmemo δ = min{δ1, δ2}, bi�e za 0 < |z − z0| < δ:

|α(z) + β(z)| ≤ |α(z)|+ |β(z)| < ε

2
+
ε

2
= ε.

xto znaqi da je α+ β beskonaqno mala funkcija kada z → z0. Dokaz za razliku je sliqan.

3. Neka je f(z) ograniqena funkcija: f(z) ≤M i α(z) beskonaqno mala funkcija kada z → z0.

Za dato ε > 0 na�imo δ > 0 takvo da je |α(z)| < ε

M
za svako z za koje va�i 0 < |z − z0| < δ.

Za takve z je onda

|α(z)f(z)| < ε

M
·M = ε,

pa je α · f beskonaqno mala funckija kada z → z0, qime je dokaz zavrxen.
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3.4 Osobine limesa

Teorema 3.8. Ako funkcija f(z) u taqki z0 ima konaqan limes, onda postoji okolina Uδ(z0) te
taqke, takva da je funkcija f ograniqena na skupu Uδ(z0)\{z0}.

Dokaz. Neka je lim
z→z0

f(z) = w i ε > 0 proizvo	no. Izaberimo δ > 0, takvo da je |f(z)−w| < ε za

0 < |z − z0| < δ. Tada je w − ε < f(z) < w + ε za 0 < |z − z0| < δ, xto i znaqi da je f ograniqena
na skupu Uδ(z0)\{z0}.

Teorema 3.9. Neka je lim
z→z0

f(z) = u, lim
z→z0

g(z) = v. Tada va�i:

1. lim
z→z0

(f(z)± g(z)) = u± v;

2. lim
z→z0

(f(z)g(z)) = uv;

3. lim
z→z0

f(z)

g(z)
=
u

v
ako je v 6= 0 i g(z) 6= 0 ∀z ∈ C .

Dokaz. Prema teoremi 2.10 stav 1, mo�emo pisati f(z) = u+ α(z), g(z) = v + β(z), gde su α i β
beskonaqno male funkcije kada z → z0.

1. Tako�e je po istoj teoremi stav 2, i α± β beskonaqno mala funkcija kada z → z0. Kako je

f(z)± g(z) = (u± v) + (α(z)± β(z)),

to je, po istoj teoremi stav 3, lim
z→z0

(f(z)± g(z)) = u± v.

2.
f(z)g(z) = uv + (uβ(z) + vα(z) + α(z)β(z))

Kako su prva dva sabirka u zagradi proizvodi konstante i beskonaqno male funkcije, po
teoremi 2.10 stav 3, to su beskonaqno male funkcije, xto se tiqe posled�eg sabirka to
je proizvod dve beskonaqno male funkcije, na osnovu teoreme 2.11 one su ograniqene pa
je to tako�e beskonaqno mala funkcija. U zagradi se nalazi zbir tri beskonaqno male
funkcije, to je po teoremi 2.10 stav 2, beskonaqno mala funkcija. Sada primenom prvog
stava teoreme 2.10 dobijamo da je lim

z→z0
(f(z)g(z)) = uv.

3. Posmatrajmo vrednost slede�eg izraza:

f(z)

g(z)
− u

v
=
u+ α(z)

v + α(z)
− u

v
=
uv + vα(z)− uv − uβ(z)

vg(z)
=
vα(z)− gβ(z)

vg(z)
. (3.1)

Kako funkcija u nikad nije u nuli postoji vrednost m za koju je |g(z)| > m > 0. Pa je∣∣∣∣ 1

vg(z)

∣∣∣∣ =
1

|v| · |g(z)|
<

1

|v| ·m

ograniqena funkcija. Na osnovu teoreme 2.10 brojilac razlomak iz izraza 3.1 je besko-
naqno mala funkcija, dok je imenilac ograniqena funkcija, xto je na osnovu iste teoreme

beskonaqno mala funkcija. Time je dokazano da je lim
z→z0

f(z)

g(z)
=
u

v
.
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4. IZVOD FUNKCIJE

4 Izvod funkcije

Definicija 4.1. Neka je f funkcija kompleksne prome	ive definisana u oblasti G, i vektor
−→a ⊂ G sa poqetkom u taqki z koja zaklapa ugao α sa pozitivnim smerom x-ose. Ako je slede�i
limes

lim
z→z0
z∈−→a

f(z)− f(z0)

z − z0

odre�en i konaqan, ka�e se da funkcija f ima izvod u taqki z0 u pravcu α i ova graniqna
vrednost se oznaqava sa f ′α(z0) ili (f(z0))′α.

Ako se uvedu polarne koordinate, tada je z − z0 = |∆z|(cosα + i sinα) = |∆z| cisα, pa se izvod u
pravcu α mo�e zapisati

f ′α(z0) = lim
|∆z|→0+

f(z0 + |∆z| cisα)− f(z0)

|∆z| cisα
,

pod uslovom da ovaj limes postoji.

Definicija 4.2. Ako za funkciju kompleksne promen	ive f definisanu u oblasti G postoji
konaqna graniqna vrednost

lim
z→z0
z,z0∈G

f(z)− f(z0)

z − z0

ka�e se da funkcija f ima izvod u taqki z0 ili da je diferencijabilna u taqki z0. Ovaj
izvod oznaqava se sa f ′(z0).

Izvod funkcije kompleksne promen	ive u proizvo	noj taqki mo�emo predstaviti kao

f ′(z0) = lim
∆z→0

f(z0 + ∆z)− f(z0)

∆z
,

gde je ∆z = z − z0, odnosno ako je z = x+ iy, onda je ∆z = ∆x+ i∆y.

4.1 Koxi-Rimanovi uslovi

Definicija 4.3. Izvod u taqki x = x0 funkcije f(x, y0) naziva se parcijalni izvod prvog
reda funkcije f(x, y) po argumentu x u taqki z0 = x0 + y0 = (x0, y0) i oznaqava se sa

∂f

∂x
(z0) = lim

x→x0

f(x, y0)− f(x0, y0)

x− x0
.

Analogno za argument y,
∂f

∂y
(z0) = lim

x→x0

f(x0, y)− f(x0, y0)

y − y0
.

Teorema 4.1. (Potrebni uslovi diferencijabilnosti.) Da bi funkcija

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

13
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bila diferencijabilna u taqki z0 = x0 + iy0, potrebno je da u ovoj taqki postoje parcijalni
izvodi

∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂v

∂x
,
∂v

∂y
,

i da su ispu�eni Koxi-Rimanovi uslovi (kra�e K-R uslovi):

∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0),

∂u

∂y
(x0, y0) = −∂v

∂x
(x0, y0).

Dokaz. Neka je f diferencijabila u taqki z0 ∈ G. Tada graniqna vrednost

f ′(z0) = lim
∆z→0

f(z0 + ∆z)− f(z0)

∆z
, odnosno,

f ′(z0) = lim
∆x→0
∆y→0

u(x0 + ∆x, y0 + ∆y) + iv(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− u(x0, y0)− iv(x0, y0)

∆x+ i∆y
(4.1)

postoji bez obzira iz kog pravca taqka z ∈ G te�i taqki z0, kada ∆z → 0.

x

y

1◦
z0 ∆x

2◦

∆y

0

Kako f ′(z) ne zavisi od pravca, mo�emo uzeti
dva pravca iz kojih �e taqka z te�iti taqki
z0, tako da je ∆→ 0.

1◦ du� poluprave sa poqetkom u taqki z
koja zaklapa ugao α = 0 sa pozitivnim
smerom x-ose, tj. ∆y = 0, pa je ∆z = ∆x;

2◦ du� poluprave sa poqetkom u taqki z

koja zaklapa ugao α =
π

2
sa pozitivnim

smerom x-ose, tj. ∆x = 0, pa je ∆z = ∆y.

Ako ubacimo sada u izvod jednaqinu 4.1, ova
dva sluqaja imamo:

f ′0(z0) = lim
∆x→0

u(x0 + ∆x, y0)− u(x0, y0)

∆x
+ i lim

∆x→0

v(x0 + ∆x, y0)− v(x0, y0)

∆x

=
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0).

f ′π/2(z0) = lim
∆y→0

u(x0, y0 + ∆y)− u(x0, y0)

i∆y
+ i lim

∆y→0

v(x0, y0 + ∆y)− v(x0, y0)

i∆y

= −i∂u
∂y

(x0, y0) +
∂v

∂y
(x0, y0).

Kako su izvodi u pravcu jednaki jer je funkcija diferencijabilna u taqki, posle izjednaqava�a
dva izvoda u pravcu (�ihovih realnih i imaginarnih delova) dobijemo da va�e K-R uslovi,
odnosno,

∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0),

∂u

∂y
(x0, y0) = −∂v

∂x
(x0, y0).

Korix�e�em K-R uslova mo�emo odrediti da li je funkcija mo�e biti diferencijabilna u
skupu kompleksnih brojeva.

Primer 3. Ispitati da li funkcija f(z) = z, z ∈ C mo�e biti diferencijabilna u taqki
z0 = x0 + iy0.

14



4. IZVOD FUNKCIJE

Rexe�e. Kako je z = x + iy, x, y ∈ R, tada je f(z) = z = x − iy. Ako funkciju f zapixemo
kao f(z) = u(x, y) + iv(x, y), jasno je da je u(x, y) = x i v(x, y) = −y. Parcijalni izvodi ovih
funkcija su

∂u

∂x
= 1,

∂u

∂y
= 0,

∂v

∂x
= 0,

∂v

∂y
= −1.

Primetimo da ovako dobijeni parcijalni izvodi ne zadovo	avaju K-R uslove, prema tome f(z) =
z nije diferencijabilna ni u jednoj taqki kompleksne ravni.

Teorema 4.2. (Dovo	ni uslovi diferencijabilnosti.) Ako su funkcije u(x, y) i v(x, y) dife-
rencijabilne u taqki (x0, y0) i ako su u toj taqki zadovo	eni K-R uslovi, onda je funkcija f(z)
diferencijabilna u taqki z0 = x0 + iy0.

Dokaz. Neka su α1, α2, β1, β2 beskonaqno male funkcije kada ∆z → z0. Kako su funkcije u(x, y)
i v(x, y) diferencijabilne u taqki (x0, y0), sledi:

u(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− u(x0, y0) =
∂u

∂x
(x0, y0)∆x+

∂u

∂y
(x0, y0)∆y + α1∆x+ β1∆y,

v(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− v(x0, y0) =
∂v

∂x
(x0, y0)∆x+

∂v

∂y
(x0, y0)∆y + α2∆x+ β2∆y.

Kada se tako dobijene vrednosti i K-R uslovi

∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0),

∂u

∂y
(x0, y0) = −∂v

∂x
(x0, y0)

zamene u slede�em izrazu
f(z0 + ∆z)− f(z0)

∆z
,

dobija se:

=
u(x0 + ∆x, y0 + ∆y) + iv(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− u(x0, y0)− iv(x0, y0)

∆x+ i∆y

=

∂u

∂x
∆x+

∂u

∂y
∆y + α1∆x+ β1∆y + i

∂v

∂x
∆x+ i

∂v

∂y
∆y + iα2∆x+ iβ2∆y

∆x+ i∆y

=

∂u

∂x
∆x− ∂v

∂x
∆y + α1∆x+ β1∆y + i

∂v

∂x
∆x+ i

∂u

∂x
∆y + iα2∆x+ iβ2∆y

∆x+ i∆y

=
∂u

∂x
· ∆x+ i∆y

∆x+ i∆y
+ i

∂v

∂x
·

∆x− ∆y

i
∆x+ i∆y

+
α1∆x+ β1∆y

∆x+ ∆y
+
α2∆x+ β2∆y

∆x+ ∆y
.

Sa obzirom na to da je
−1

i
= i, dobija se da je:

f(z0 + ∆z)− f(z0)

∆z
=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
+
α1∆x+ β1∆y

∆x+ ∆y
+
α2∆x+ β2∆y

∆x+ ∆y
.

Zbir posled�a dva sabirka gor�eg izraza je beskonaqno mala funkcija kada ∆x→ 0 i ∆y → 0,
pa je:

lim
∆z→0

f(z0 + ∆z)− f(z0)

∆z
=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
.

Napomena. Iz prethodne teoreme slede formule

f ′(z0) =
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0) =

∂u

∂y
(x0, y0)− i∂u

∂y
(x0, y0).
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Primer 4. Ispitati diferencijabilnosti i u sluqaju diferencijabilnosti odrediti izvod
u taqki slede�ih funkcija:

(a) f(x, y) = x4 + iy4; (b) f(z) = zz2; (v) f(z) =
1

z
.

Rexe�e.

(a) f(x, y) = u(x, y)+ iv(x, y) = x4 + iy4, pa je u(x, y) = x4, v(x, y) = y4. Kako parcijalni izvodi
postoje, na osnovu K-R uslova imamo:

∂u

∂x
= 4x3,

∂u

∂y
= 0,

∂v

∂x
= 0,

∂v

∂y
= 4y3.

Za x = y, funkcija f(z) je diferencijabilna na skupu G = {x+iy | x = y}. Izvod funkcije

f u taqki z0 ∈ G jednak je f ′(z0) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
= 4x3

0.

(b) f(z) = (x− iy)(x+ iy)2 = (x− iy)(x2 + 2ixy − y2) = x3 − xy2 + 2xy2 − ix2y + iy3 + 2ix2y.

f(z) = x3 +xy2 +i(x2y+y3), pa je u(x, y) = x(x2 +y2) i v(x, y) = y(x2 +y2). Izvodi potrebni
za K-R uslove su:

∂u

∂x
= 3x2 + y2,

∂u

∂y
= 2xy,

∂v

∂x
= 2xy,

∂v

∂y
= x2 + 3y2.

Kako ne va�e slede�e jednakosti

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x
,

ni za jedno z0 6= 0, sledi da je funkcija f(z) diferencijabilna samo u taqki z0 = 0 i izvod
u ovoj taqki jednak je 0.

(v) f(z) =
1

x+ iy
=

x− iy
x2 + y2

=
x

x2 + y2
− i

y

x2 + y2
, odatle vidimo da je u(x, y) =

x

x2 + y2
i

v(x, y) =
−y

x2 + y2
. Izraqunajmo sada pracijalne izvode za K-R uslove:

∂u

∂x
=
−x2 + y2

(x2 + y2)2
,
∂u

∂y
=

−2xy

(x2 + y2)2
,
∂v

∂x
=

2xy

(x2 + y2)2
,
∂v

∂y
= x
−x2 + y2

(x2 + y2)2
.

Vidimo da je funkcija f(z) diferencijabilna u svakoj taqki z0 iz domena, i �en izvod

jednak je f ′(z0) =
−x2

0 + y2
0

(x2
0 + y2

0)2
+ i

2x0y0

(x2
0 + y2

0)2
.

Teorema 4.3. Neka su funkcije kompleksne promen	ive difernecijabilne u taqki z0 i neka
je c ∈ C. Tada su funkcije f + g, f − g i cf diferencijabilne u taqki z0 i va�i:

(f + g)′(z0) = f ′(z0) + g′(z0),

(f − g)′(z0) = f ′(z0)− g′(z0),

(cf)′(z0) = cf ′(z0).

Dokaz. Doka�imo pravilo za zbir, ostala dva pravila dokazuju se vrlo sliqno.

(f + g)′(z0) = lim
∆z→0

(f + g)(z + ∆z)− (f + g)(z0)

∆z

= lim
∆z→0

f(z + ∆z) + g(z + ∆z)− f(z0)− g(z0)

∆z

= lim
∆z→0

f(z + ∆z)− f(z0) + g(z + ∆z)− g(z0)

∆z

= lim
∆z→0

f(z + ∆z)− f(z0)

∆z
+ lim

∆z→0

g(z + ∆z)− g(z0)

∆z

= f ′(z0) + g′(z0).
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Teorema 4.4. Neka su f i g diferencijabilne funkcije kompleksne promen	ive u taqki z0.
Tada su funkcije fg i f/g diferencijabilne u taqki z0, ako je g(z0) 6= 0 i va�i:

(fg)′(z0) = f ′(z0)g(z0) + g′(z0)f(z0),

(
f

g
)′(z0) =

f ′(z0)g(z0)− g′(z0)f(z0)

g2(z0)
.

Dokaz. Dokaza�emo samo pravilo za koliqnik, pravilo proizvoda se dokazuju vrlo sliqno.

(
f

g
)′(z0) = lim

∆z→0

(
f

g
)(z + ∆z)− (

f

g
)(z0)

∆z

= lim
∆z→0

f(z + ∆z)

g(z + ∆z)
− f(z0)

g(z0)

∆z

= lim
∆z→0

f(z + ∆z)g(z0)− f(z0)g(z + ∆z)

g(z + ∆z)g(z0)∆z

= lim
∆z→0

f(z + ∆z)g(z0)− f(z0)g(z0) + f(z0)g(z0)− f(z0)g(z + ∆z)

g(z + ∆z)g(z0)∆z

= lim
∆z→0

f(z + ∆z)− f(z0)

g(z + ∆z)∆z
− f(z0) lim

∆z→0

g(z + ∆z)− g(z0)

g(z + ∆z)g(z0)∆z

=
f ′(z0)

g(z)
− f(z0)

g′(z0)

g2(z0)
=
f ′(z0)g(z0)− g′(z0)f(z0)

g2(z0)
.

Teorema 4.5. Neka su f i g funkcije kompleksne promen	ive i neka je z0 taqka, takva da je
funkcija g diferencijabilna u taqki z0, a funkcija f diferencijabilna u taqki g(z0). Tada
je funkcija f ◦ g diferencijabilna u taqki z0 i �ne izvod je

(f ◦ g)′(z0) = f ′(g(z0))g′(z0).
Dokaz.

(f ◦ g)′(z0) = lim
∆z→0

(f ◦ g)(z + ∆z)− (f ◦ g)(z0)

∆z

= lim
∆z→0

f(g(z + ∆z))− f(g(z0))

∆z

= lim
∆z→0

f(g(z + ∆z))− f(g(z0))

∆z
· g(z + ∆z)− g(z0)

g(z + ∆z)− g(z0)

= lim
∆z→0

f(g(z + ∆z))− f(g(z0))

g(z + ∆z)− g(z0)
· g(z + ∆z)− g(z0)

∆z

= f ′(g(z0))g′(z0).

Primer 5. Izraqunati izvod funkcije f(z) = (iz + 4)3(z2 + 1)2

Rexe�e.

f ′(z) = 3(iz + 4)2i(z2 + 1)2 + (iz + 4)32(z2 + 1)2z

= (z2 + 1)(iz + 4)2(3iz2 + 3i+ 4iz2 + 16z)

= (z2 + 1)(iz + 4)2(7iz2 + 16z + 3i).
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4.2 Izvod nekih elementarnih funkcija

4.2.1 Izvod potencijalne funkcije

f(z) = zn, n ∈ N.

f ′(z) = lim
∆z→0

(z + ∆z)n − zn

∆z
= lim

∆z→0

zn + nzn−1∆z + ...+ ∆zn − zn

∆z

= lim
∆z→0

nzn−1 +

(
n

2

)
zn−2∆z...+ ∆zn−1 = nzn−1.

Na isti naqin mo�emo izraqunati izvod polinoma

P (z) = anz
n + an−1z

n−1 + ...+ a1z + a0, ai ∈ C, i = 0, 1, 2, ..., n,

koji je jednak
P (z) = nanz

n−1 + (n− 1)an−1z
n−2 + ...+ a1.

4.2.2 Izvod eksponencijalne funkcije

f(z) = ez = ex(cos y + i sin y) = ex cos y + iex sin y.

u(x, y) = ex cos y, v(x, y) = ex sin y,
∂u

∂x
= ex cos y,

∂v

∂x
= ex sin y.

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
= ex cos y + iex sin y = ex cis y = ez.

Vrlo sliqno, izvod funkcije eaz je aeaz, a ∈ C.

4.2.3 Izvod logaritamske funkcije

Posmatrajmo funkciju

f(z) = eLn z = eln |z|+i arg z = eln |z|ei arg z = |z| cis(arg z) = z,−π < arg z < π.

Kako je eLn z slo�ena funkcija i kako je izvod z′ = 1, dobijamo:

f ′(z) = (eLn z)′ = eLn z · (Ln z)′ = (z)′ =⇒ (Ln z)′ =
1

z
.

4.2.4 Izvod trigonometrijskih funkcija

f(z) = sin z =
eiz − e−iz

2i
.

f ′(z) =

(
eiz

2i
− e−iz

2i

)′
=
ieiz

2i
− −ie

iz

2i
=
eiz + e−iz

2
= cos z.

Na isti naqin se dobije da su izvodi trigonometrijskih funkcija jednaki:

(sin z)′ = cos z, (cos z)′ = − sin z,

(tg z)′ =
1

cos2 z
, (ctg z)′ =

−1

sin2 z
.
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5 Analitiqka funkcija

Definicija 5.1. Funkcija kompleksne promen	ive f je analitiqka u taqki z0 ako postoji
ε > 0 takvo da je f diferencijabilna u ε−okolini taqke z0.

Definicija 5.2. Stepeni red1 definixe se kao red oblika

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)n = a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)2 + ...

gde je an koeficijent n−tog sabirka, z0 je konstanta, a z je promen	iva u nekoj okolini taqke
z0.

Definicija 5.3. Neka je funkcija f definisana u okolini taqke z0 i neka se funkcija f
mo�e predstaviti stepenim redom

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n,

koji konvergira u nekoj okolini taqke z0. Tada je funkcija f analitiqka u taqki z0.

Definicija 5.4. Funkcija kompleksne promen	ive f je analitiqka u jednoj oblasti ako je
analitiqka u svakoj taqki te oblasti.

Primer 6. Ispitati da li je funkcija f(z) = z · Re z analitiqka u taqki z0 = 0.

Rexe�e. Proverimo prvo da li je ova funkcija diferencijabilna u taqki z0 = 0, tj. proverimo
da li va�e K-R uslovi:

f(z) = (x+ iy) Re(x+ iy) = x2 + ixy.

u(x, y) = x2, v(x, y) = xy,

∂u

∂x
= 2x,

∂u

∂y
= 0,

∂v

∂x
= y,

∂v

∂y
= x.

Vidimo da funkcija jeste diferencijabilna samo u taqki z0 = 0 i �en izvod u toj taqki je
f ′(z0) = 0. Kako funkcija nije diferencijabilna ni u jednoj taqki razliqitoj od nule, samim
tim ni u okolini taqke z0, mo�emo zak	uqiti da funkcija f(z) nije analitiqka u taqki z0.

Definicija 5.5. Funkcija kompleksne promen	ive koja je analitiqka u svim taqkama konaqne
ravni naziva se cela funkcija.

Primeri celih funkcija jesu funkcije ez, sin z, cos z.

Teorema 5.1. Ako je funkcija f analitiqka u taqki z0 ∈ C, tada je f neprekidna u taqki z0.

Dokaz. Neka je f analitiqka u taqki z0, odnosno reprezentativna je stepenim redom. Odatle
sledi da je f(z0) = a0. Kako stepeni red konvergira, graniqna vrednost i beskonaqna suma mogu
zameniti mesta, odnosno:

lim
z→z0

f(z) = lim
z→z0

∞∑
n=0

an(z − z0)n =

∞∑
n=0

lim
z→z0

an(z − z0)n = a0 = f(z0).

1Konvergentne osobine stepenog reda prevazilaze okvire ovog maturskog rada, prema tome taj deo bi�e izosta-
v	en. U svakom naxem posmatranom sluqaju ovaj red konvergira.
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Teorema 5.2. Ako je funkcija f analitiqka u taqki z0 ∈ C, tada je f ′ tako�e analitiqka u
taqki z0.

Dokaz ove teoreme je dosta komplikovaniji od ostalih teorema u ovom maturskom radu, prema
tome bi�e izostav	en.

Posledica 1. Neka je funkcija f analitiqka u taqki z0 ∈ C, predstav	ena redom

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n.

Tada je za svako k ∈ N funkcija f (k) analitiqka u taqki z0, i va�i ak =
f (k)(z0)

k!
.

5.1 Harmonijska funkcija

Neka je f(z) = u(x, y) + iv(x, y) analitiqka funkcija, tada va�e K-R uslovi

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

Ako diferenciramo prvu jednaqinu po x, a drugu po y, dobijamo

∂2u

∂x2
=

∂2v

∂y∂x
,
∂2u

∂y2
= − ∂2v

∂x∂y
.

Sada se vidi da va�e slede�e jednakosti

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 ∧ ∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 0 (5.1)

Definicija 5.6. Jednaqine 5.1 nazivaju seLaplasove2 parcijalne jednaqine sa dve pro-
men	ive.

Definicija 5.7. Funkcija koja zadovo	ava Laplasovu jednaqinu naziva se harmonijska
funkcija.

Teorema 5.3. Ako je funkcija f(z) = u(x, y) + iv(x, y) analitiqka u oblasti G, funkcije u i v
su harmonijske u istoj oblasti.

Dokaz. Neka je f(z) = u(x, y) + iv(x, y) analitiqka funkcija u taqki z0. �en izvod

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=
∂v

∂y
− i∂u

∂y

je tako�e analitiqka funkcija u istoj taqki z0 (teorema 5.2). Drugi izvod je tako�e funkcija
analitiqka u taqki z0 (posledica 1), tj.

f ′′(z) =
∂2u

∂x2
+ i

∂2v

∂x2
= −∂

2u

∂y2
− i∂

2v

∂y2
.

Sada dobijamo Laplasove parcijalne jednaqine

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 ∧ ∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 0,

odnosno funkcije u i v su harmonijske u oblasti G.

2Pjer Simon Laplas (1749−1827), francuski matematiqar
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Kako se na osnovu analitiqke funkcije mogu odrediti harmonijske funkcije, postav	a se pita-
�e obratnog problema, odnosno da li se na osnovu dve harmonijske funkcije mo�e konstruisati
analitiqka funkcija.

Primer 7. Date su funkcije u(x, y) = x i v(x, y) = −y. Ispitati da li su date funkcije
harmonijske, i ako jesu da li je funkcija f(z) = u(x, y) + iv(x, y) analitiqka.

Rexe�e. Kako su drugi izvodi ove dve funkcije jednaki nuli, va�e Laplasove jednaqine, pa su
ove dve funkcije harmonijske, dok funkcija f(z) = x− iy = z nije analitiqka.

5.2 Singularne taqke

Definicija 5.8. Taqke u kojima funkcija f nije analitiqka nazivaju se singularne taqke.

Definicija 5.9. Sinugalrna taqka z0 je izolovani singularitet ako postoji ε−okolina
Uε(z0) taqke z0 koja ne sadr�i druge singularitete osim z0.

Primer 8. Ispitati singularitete i izolovane sinugalritete slede�ih funkcija:

(a) f(z) =
1

z
; (b) f(z) = z.

Rexe�e.

(a) Kako funkcija f(z) =
1

z
nije analitiqka u taqki z0 = 0, ta taqka jeste singularna. S

obizirom na to da je analitiqka u svim ostalim taqkama kompleksne ravni, taqka z0 = 0
je izolovani singularitet.

(b) Kako funkcija f(z) = z nije analitiqka ni u jednoj taqki kompleksne ravni, ka�emo da
je singularna na celom skupu C. Prema tome nema izlolovanih singulariteta.

Postoje tri vrste izolovanih singulariteta:

1. Otklo�iv singularitet − taqka z = z0 je otklo�iv ili prividni singularitet ako je
lim
z→z0

f(z) konaqan broj, a funkcija nije definisana u taqki z0.

2. Pol − izolovani singularitet z0 je pol ako je lim
z→z0

f(z) =∞.

3. Esencijalni singularitet − taqka z = z0 je esencijalni singularitet ako lim
z→z0

f(z) ne

postoji.
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6 Zak	uqak

Oblasti koje pokriva ovaj maturski rad ne dose�u do sr�i kompleksne analize. Teorija
kompleksne analize kao jedna od grana matematike ne mo�e da stane u jedan u
benik, a kamoli
u maturski rad. Moja ideja bila je upoznava�e sa osnovnim pojmovima iz ove oblasti, da bi se
na vixem stepenu obrazova�a lakxe savladala. Zaustavio sam se kod analitiqkih funkcija i
singulariteta, jer ve� slede�i korak bio bi uvo�e�e integralnih oblika, xto je oblast sama za
sebe.
Va�no je napomenuti da pomo�u integrala funkcije kompleksne promen	ive, vrlo jedno-

stavno mogu se izraqunati integrali realne promen	ive, koji nisu laki za raquna�e. Ovaj
metod je poznat kao metod konture integracije i mo�da je najklasiqniji primer zaxto je
kompleksna analiza primen	iva. Jox neki primer prime�enosti kompleksne analize je Liju-
vilova1 teorema koja vodi do jednog od standardnih dokaza osnovne teoreme algebre2. Pored
ove teoreme tu je i Rimanova zeta−funkcija koja je bez sum�e najva�nija funkcija teorije
brojeva, zbog svoje veze sa raspodelom prostih brojeva. Postoje jox mnogo va�nih primena kom-
pleksne analize koje nam poma�u da bo	e izuqavamo realne brojeve, xto qini ovu oblast jako
atraktivnom i zanim	ivom za prouqava�e.

1�ozef Lijuvil (1809−1882), francuski matematiqar
2Po	e kompleksnih brojeva je algebarski zatvoreno.
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