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YBOJI

YHuBep3yM je HacTao npe oko 13.7 Munujapau roliHa y CTPaxoBUTO] €KCIIO3UJU KOJY
HasuBamo Benuku npacak (enr. Big Bang). Hakon camor Benukor nmpacka YHUBEp3yM ce pa3BHjao
y pasuuM ¢azama. [Ipa oz mux je 6mia [lnankosa emoxa koja je Tpajana go 10 s Hakon Bemnkor
Ipacka 1 TOKOM OBE eIoXe Cy CBe ueTUpH (yHaameTaiHe HHTepakuuje (rpaBuTaiuja,
eIIeTpOMarHeTHa, cjaaba u jaka HykJieapHa) OHMIIe jeHa jeIMHCTBEHA HHTepakinja. Hakox
[l1aHKOBE eroxe je yenemuia enoxa Bemukor Vienumerma koja je Tpajana ox 10 10 10%° s u
cMaTpa ce Jia motom nounme ernoxa nnduammje (Wienberg 2008). MudnaTopHy enoxy kao noaarak
moneny Benukor [Ipacka je npeanoxkuo Anaun 'yt 1980 rogune, HaKoH caciiyliaBama HU3a
npeaBama Koja cy ce 0aBuia 0 Tajia Heo0jalllbeHUM MIPoO0IeMUMa CBEMUpPa U TEOPUjU
yjenumema. Mneja Anana ['yra je camo mpBoOMHa HJIieja Koja je 1ajbe pa3BHjaHa O] CTpaHEe KaKo
ETa CaMoT, TaKO M OCTalnuX ¢u3nvapa. TOKOM BpeMeHa Cy JaTh Pa3HH NPEIIIO3H 3a OBY TEOPH]Y,
any y oBoM paay hemo ce 0aBUTH jeAHOM KOHKpPETHOM uzejoM — undnanujom Crapodbunckor. [Ipe
HEro IITO JIeTaJbHU]e YBEJIeMO OBY BpcTy HH(pamuje, ykpaTko hemo natu onuc uHdanyje.

Wudnanmja je mepuoa Koju je Tpaja0o BeoMa Kparko M TOKOM KOT' C€ CBEMHpP IIHUPHO
MpUOIMKHO eKcroHeHrjanHo. MHdnanuja je xurmore3a Koja jeé MOCTaB/b€HAa Kao JOoJaTraKk Ha
OCHOBHY Teopujy Bemukor mpacka jep o0jammaBa Buile (pyHIaMEHTAJIHHUX INpoOJeMa Ha Koje
Benuku npacak 0e3 uHGnanuje He mpyxa oarosope. Mely muma cy mpoOiem XopHu3oHTa (CH.
“Horizon Problem”), mpoGiem wmarHeTHux Monomona (eHr. “Monopoly problem™), mpoOiem
XOMOTCHOCTH BeNMKuX crpykrypa (enr. “Large scale homogenity problem”) u mpoGiem paBHUHE
(enr. “Flatness Problem”). 3a oBe npobieme nH(anuja aaje mpuKiIagHO PelieHhe.

[Tpobnem xopu3oHTa je NpBOOMTHO youeH Ha cieaehu HaumH. TokoM mMocMarpama
MO3aIMHCKOT 3paduerma 3a0ee)eHo je /Ja Cy TeMIlepaType TO33aJUHCKOT 3padyerma MPHOIMKHO
jeIHaKe y CBaKOM Jienry He0a, 9aK M Ja Cy JIeJIOBH CBEMHUpA KOjH CY MPETXOTHO OMIIM Y KOHTAKTY
nocenyjy mpuOMMKHO HUCTYy Temmeparypy. OBaj mpoOneM pemiaBa uH(pandja jep cy ce 1o
MH(IATOPHOM MOJIENy Tpe MouyeTKa MHQIIAIje OBU JIEJIOBH CBEMHpa JoAupuBaiu, oMoryhyjyhu
THM JIeJIOBUMa CBEMHPA J1a 0CTBApe KOMYHHUKAIIH]Y.

[TpoGiieM paBHUHE je YOUEH Kaja ce JOLUIO 0 3aKJby4Ka Jia je€ TPeHyTHa I'yCTHHA CBEMHUpa
NpUOIMKHO jeHaKa KPUTUYHO] T'YCTHHH, T'YCTHHM 32 KOjy je cBemup paBaH. CamMuM THUM O U
TYCTHHA y PaHOM YHHUBEp3yMy Ouia mpuOIMkKHa KPUTUYHO) TYCTHHHU, T€ OM U MPOCTOP y paHOM
YHUBEpP3YMYy OMO paBaH — OBO MPEJCTaBJba HECYTIIACHILY jep j€ 3aKpUBJHEHOCT Omiia orpoMHa. OBaj

npobneM je pemieH WH(IAM]OM jep TOKOM HHIAIMje ce 3aKPUBJHEHOCT CE€ CMamyje M Ha Taj



HAYMH CBEMHPCKH TPOCTOpP Mpelia3d W3 3aKpUBJLEHOT y paBaH mpoctop. HepaBHuHE Koje cy
nocrojaie npe uHIaMje cy ce TOKOM WH(MIATOPHOT MUPEHa palupuiie Ha OrPOMaH MPOCTOP
naBajyhu mocMaTpady yTHCAaK paBHHHE IPOCTOpA.

MarHeTHH MOHOIIONH CYy CTPYKTYpPE KOje TOCeyjy camMo jeJlaH OJ MarHeTHUX T0JIOBa — Ha
IpUMEP CaMO CEBEPHU MAarHeTHU TOJ 0e3 jy’)KHOT MarHeTHOr moja u oOpHyto. Ilo Benmkoj
TEOPHjH yjeAUIbEehba MAarHETHH MOHOIIONU OM Tpebalio /a MpelCcTaBibajy TOMOJIOMIKE JAe(eKTe Y
npocropy. [IpoGiieM MarHeTHIX MOHOIIONA je youeH kpajeM 1970-ux. OBu objektu 6u Tpebdaso na
Yy OrPOMHUM KOJIMYMHAMa TI0CTOj€ Y BPEJIOM, paHOM YHHBEp3yMy, IITO OU Tpedaso a pe3yaryje y
nakiieko Behoj rycTuHu o1 oHe J00MjeHe mocMaTpamuMa - ¢ 003UpOM JIa HUKaaa HUje mpoHaheH
HUjelaH MarHeTHH MOHomoJ. OTrpoMHO IIUpPEHE IMPOCTOpa TOKOM HH(IALMje TOBOAU 10
XOMOTEHOCTH Ha BEJIMKMM CKajlaMa M J0 JPACTUYHOT CMamema T'YCTHHE MOHOIIONA, Te J1aje
OZITOBOP Ha MPOOJIEM XOMOT€HOCTH Ha BEIMKHM CKajlaMa M Ipo0JieM MOHOTIOA.

[TocToju MHOIITBO Pa3IMUUTUX MOJENa KOjuMa ce Omucyje hHaiuja, aiu He3aBUCHO OfI
JieTasba, 3ajeIHUUKe 0COOMHE CBUX HHX Cy IOCMATpadyku MpoBepeHe (Ha mpuMep jeiHa o MOTBpa
NpeACTaB/ba TOKIAMAamke pe3yiaTara IoCMarpamka CHUTHUX HEXOMOTCHOCTH Y MHKPOTAIaCHOM
033 JMHCKOM 3pauckby ca mpeasuljambumMa 1aTuM Ha OCHOBY TeopHje MH}IAIHje), TaKo 1a Ce MOXKE
pehu na oBa Teopwja CTOjU HA YBPCTOM TIY — MOTKPEIJBCHUM TEOPUJOM U IOCMATpamUMa.
(Weinberg 2008).

V3pok uH(pnanuje ce Hajuenhe TOBOIM y BE3y ca pas/iBajarmbeM jake OJ1 €JICKTPOMArHeTHE U
ciabe WHTEpakildje MpH 4emy je ocioOoleHa BelrKa KOMWYMHA €Hepryje Koja je M3a3Baja jako
IIMpeHhEe CBEMHMpa 3a Kparko Bpeme. MelyTuM mnpoyuaBambe CHHIYIApUTETa Y OIINTO] TEOPHjU
penaruBHocTH (Mehy kojuma je m Benmku mpacak) mokazano je gaa ce moauduxanujom OTP 3a
BEIIMKE KPUBUHE MPOCTOP-BpeMeHa M30eraBajy CHHTYJIAPUTETH, a Takohe ce UCIOCTaBJba Jia Cce Y3
HEKe jeloCTaBHUje MoauduKanuje Moxke Hahu 3a10BoJbaBajyhu okBUp 3a onuc MH(IaLK]je — HOMyT
uHnanuje CrapoOMHCKOI Koja He YykJbydyje ¢(u3uky uectura Beh y3uma jemaH oOmuK
MOIU(PUKOBAHUX jeTHAYMHA OIIITE TEOPH]E PEIIATUBHOCTH.

Nupnanuja CtapoOHHCKOT 3aMemyje ckanapHy KpuBuHy R (Puunje ckanap) ca QyHKIHjoM
f(R) unjn obnuk Moske J1a ce Mea — OUTHO j€ Ja y Hoj Qurypuile Puuujes ckanap pasmmuuTux
cTerneHa. Y M3JI0KEeHOM MOJIeNy y3eTa je pyHKIMja Koja ce 3a MaJle KpUBUHE CBOJIM HA CTaHJApIHU
OOJIUK — CTETEHO IIHPEHe, a y CIIy4ajy BEJIMKUX 3aKPHBJHEHOCTH (BEJIIMKHUX BpeIHOCTH PuumjeBor
CKajapa) UMa Jpyraddje MmoHaIlame — eKCIIOHCHIIN]JTHO IITUPEHeE.

e oBor pama je ga ce ycraHoBu na nu wuHGumanuja CTtapoOMHCKOT ca YHETHUM
momudukanrjMma OTP Moxe na HMCIyHH HEKe OCHOBHE 3axTeBe HH(IaTopHOr Mojena —
eKCIIOHEHIIMjaTHO LIHpEeHhe TOKOM HH(IIaluje, pell BeIUYMHE 32 KOjU C€ CBEMHUP PAIlIMpHO U Aa JIK

MOCTOjH TIIaJIaK MpeJia3aK U3 eKCIIOHEHIIN]JTHOT Y CTaHapHO IIUPEHe Ha Kpajy nHpIamnumje.



TEOPUJCKH YBOJI

OTP oanu4HO OMKCYje IPABUTALIN]Y U HE MOCTOJU HUJETHO MMOCMATPaEe, HU EKCIIEPUMEHT
KOJH JI0JIa3W Yy HECYTJIACHIy ca OBOM TeopujoM. Mmak jemaH oj BENIUKUX MpodiieMa TeopHje je
MIOCTOjarbe€ CHHTYJIApUTETa Y KOjUMa KPHBHMHA IPOCTOP-BPEMEHA IOCTaje OSCKOHA4Ha, JaKie Y
OBaKBHM CHUTYyallljaMa TEOpHja MPaKTHYHO IpecTaje 1a Baku. MelyTuMm, yKOIuKo ce MoaAu(DUKY]jy
nonaszue jeqnaunHe OTP one Mory na pemie HeKu of mpodsieMa curynapurera. Moaudukarmja o
KO0j0j je ped mpeacraBiba Moaudukaiujy AjHirajH-XuadoepToBor J1ejCTBa.

AjHIITajHOBE jeAHauMHe ToJba cy ckyn jenHaunHa u3 OTP koje oOjammaBajy
IPaBUTALMOHY HMHTEPAKIM]y Kao pe3ylTaT IMPOCTOp-BpeMeHa H30aly Kao pe3yiaTaTr MpocTop-

BpeMeHa. To cy TeH30pCKe je/JHaAYMHE U MOTY JIa Ce 3aluIily Kao:

__ Bny

1
Ry —58mR+ 9uA="7T, (1)

rae je R,, Puuujes Tensop 3akpuBbeHOCTH, R PuunjeB ckanap 3aKpMBJbEHOCTH, §,,, METPUYKH

v
TeH30p, A kocMonomKka KoHcTanta U T, eneprercku tensop ((u,v)€(0,1,2,3)). Opa Hausriexn
jemHOCTaBHA jeHAYWHA TPEACTaBJhba EJICTAaHTHO 3alMCaH CHCTeM O] jaeceT jemHaumHa. OHa
OIKCYyj€e TPaBUTALMOHO IOJbE MOJ YTHILQJeM MaTepHuje W EHepruje Koje caBujajy IMpocTop.
AJHIITajHOBE jeAHAYMHE Cy U3BeAeHe U3 AjHIITajH-XWiI0epToBOr JejcTBa, Kopucrehn
XaMWITOHOB NPUHLUI HajMamer JejcTBa. AJHIITajH-XUIOEPTOBO JE€JCTBO j& M3PAKEHO INPEKO
dbopmyre:

5=——[R/—gd*x )

roc g npeacraBjba ACTCPMUHATY METPHUYOT TCH30pa Q"._,_I,, R PI/I‘{I/IjeB CKaJap, 5 L[ejCTBO u k
. By
KOHCTAHTY KOja U3HOCH — .
c

Opunman-Jlemantpe-Podeprcon-Bonkeposa merpuka (FLRW) omucyje  pemiema
AJHIITaJHOBUX jeIHAYMHA Y CBEMHPY KOJH j€ XOMOT€H, U30TpONaH, U30METpHUYaH, HeCTaTU4aH U

IIOBC3aH. MaTCMaTI/I‘{KI/I, OBa MCTpUKA MOKEC Ja CC MPHUKAKE KaO:

z

ds? = —dt? + a(t)* (= + r2df + r’sin®6d¢p*) 3)

dr
1+ErE
rae je a(t) daxrop ckamupama, 5 MeTpuka, T | 6 momapue koopaunate u K je KoHCTaHTa Koja
NoKasyje Jia JH je cBeMup 3akpuBibeH (m3Hocu 0 3a paBaH cBemup, 1 3a O3UTHBHO 3aKPUBJHEH

CBEMHD, -1 3a HEraTUBHO 3aKpHUBJBCH CBeMI/Ip). CDaKTOp CKaJiupakba TOBOpHU O HAYUHY Ha KOjI/I ce



. alt
CBCMHp pa3BHUja TOKOM BpPCMCHa %, npeacraBjba OAHOC YAAJbCHOCTU I/I3Meby JABC IIPOU3BOJBHC
@l o

Tauke npocTopa y Tpenyruuma t u to.

Metpuuku Ten3op g, 3a FLRW meTpuky je cneneher obnuxka:

—c? 0 0 0
z
(i
Guw = 0 1+Er® ﬂﬂ i 0 4)
0 0 a“r< 0
0 0 0 a’r’sin’@

[TprumeHOM OBe MeTpHKe Ha AJHINTajHOBE jeHAYMHE U y3 MPETHOCTaBKE Ja CHEPreTCKH je
Ten3op T, XOMOreH M u30TpomnaH nobujeHe cy @dpuaMaHOBE jelHauMHE KOje Baxe 3a Beh
onucaHu cBeMup. KapakTepucTHuHO je ja MoJien CBeMUpa KOpHUIINEeH OAroBapa HalieM CBEMHPY.

@®pupMaHOBE jeJHAYMHE Y FIbUXOBOM OIIITEM OOJIMKY M3TJIE1ajy OBAKO:

1 dalt)s _ Bmy  Kc*
(E':r:' dt ] T3 p a%(t) (5)
1 d%elt) 4wy 3F
a3 PR ©)

rze je o ryctuHa eHepruje, a P nputucak. OBe jeHa4YMHE ONKCY]y AUHAMUKY IIHPEHA CBEMHPA
KOja je caJipikaHa y eBONYIUjU (haKTopa CKaupama.

OBe jeqHaurHe HE OMUCY]Yy 100pPO CBEMHP TOKOM Meproja uHdamnuje — 1a Ou yCIenHo onucanie
CBEMHUp M TOKOM OBe emoxe Hajuemihe ce M0/aje jefaH ujaH KOju MpeAcTaBiba CKaJapHO IMOJbE
(uH(naToH) KOje je OmIo y3pok mHbIanuje. Y oBOM paay ce yBoau MoauduKaiuja AjHINTAjH-

XunbepToBOT JIejCTBa, U OHA OJiroBapa GopMyIu:
5=——[f(R)/—gd*x (7)

OcHOBHa 3ammcao Mojena je Aa ce ckamapHa kpuBuHa R (PuumjeB ckamap) 3amMeHH
¢ynximjom f(R) koja ce 3a Mane KpUBHHE CBOJIM HAa CTAHIApAHM OOIMK, a Y CIydajy BETMKHX
3aKpUBJLEHOCTH HMMa Jpyraduje IMOHAIlake KOj€ MOXKE Ja OTKJIOHU NMpOOJeM CUHTYJIApUTETa.
Mehytum oBakBe MoAM(HUKalKje MOTy UMaTH M KOCMOJIOIIKE IOCIEIule jep yTU4y U Ha
MOHaIIalke YHUBEpP3yMa y paHuM (pa3ama eBojylje Kaja je 3aKpHUBJHEHOCT MPOCTOpP-BpeMeHa

Ouia jako BeJIUKa.

Kao jemna ox wmoryhmx wmomudukanuja Moxe ma ce pasMoTpu GyHKIOHja OOJIUKa
f(R) =R+ aR" (a > 0,n € N) (De Felice et al. 2010), jep uma jako jemHocTaBHY (opMmYy,
yKJby4yje IBa mapaMeTpa, I1a je caMuM TUM 3rojiHa 3a Kopuiiheme. CeM Tora, 10JaTHy 4ian aR™

3ay3uMa BCJIMKE BPEAHOCTU 3a BCJIMKE 3aKPHUBJBEHOCTU — BCJIMKE BPCIAHOCTH R, JOK 3a Maje



Bpensoctu R ¢ynkiumja f(R) nocraje mpubnmkHo R, ma AjHINTajHOBE jeHAYUHE TOOHUjajy CBOj
kinacuyad oonmuk. OBaj Tun moaudukanuje 6uhe kopumheH y 0BoM paay 3a OMUC WHGIATOPHOT
Mpema Y HUBEp3yMma.

Jla Ou ce ommcao Mojen YHUBEpP3yMa y 0Bako MOAM(MUKOBAHO] TEOPHjH MOTPEOHO
je pemmT MonudukoBane OpuaMaHOBE jeAHAYUHE.

[Tperxoxano nomenytum Moaupukanujama OTP-a @puamanoBe jefHaunHE TTONPHUMAjy HOB
obnuk (De Felice et al. 2010):

3F(R)H? = 282 _ 3pF(R) + k%p (8)
3F(R)H? = F(R)— 3HF(R) + k*(p + P) (9)
npu uemy je F(R) = a‘gf}. Tpeba na ce mpumeru na ce MoAU(UKOBaHE jeAHAYMHE 3a CIIy4aj
f(R) =R cBOJIE Ha CTaHJap/HE dpummaHOBE jenHaunme.

3a Monenupame yHUBep3ymMa dpujMaHOBE jeHAUMHE HHCY JIOBOJbHE caMme 1Mo ceOu u
noTpedaH je nojaTaH ycloB y OOJIHMKY jeJHAUYMHE 32 OJIPIKamke CHePTHje, OBa jeIHAYMHA CE CBOJIH
Ha jenHaunHy koHTHHYHTeTa (Peebles, 1993). Jennaunna KOHTHHYTHTETA je naTa GOPMYIIOM:

p+3H(p+P)=0 (10)

rae je P mputucak uneansor ¢ayuna. Jennauune (8) u (9) cy mel)ycoOHO eKBHBAJICHTHE YKOJIHMKO
jennaunna xkoutuHytutera (10) Baku. [la Ou ce moOuo Mozen YHHBEp3yMa peliaBa ce CHCTEM
jeqHaYrHA (8), (10) ommocuo (9), (10) y3 3amaBame oaroeapajyhux yciosa.

Jennaunna KOHTHHYUTCTA ;Laje 3aBUCHOCT I'YyCTUHEC Ol BpEMCHA:

pra(f) P gy (12)

. E . .. _
rae je w - ¢akrop nedunucan xao w = — . OBaj mapamerap je jenHak kao w = 0 3a oOuuHy
o

. 1 .
MaTepujy, W = _ 3a 3pauerbe, a W = —1 3a TaMHY CHeprujy.

CkanapHa KpHBHHA j€ y CIIy4ajy paBHOT, XOMOTHEHOT U M30TPOIHOI CBEMHUpA MOBE3aHa ca

daxTopom ckanupama Ha cineaehu Hauus (De Felice et al. 2010):

R = 6(2H? + H) (12)

&

rae je H = E:—g XabmoB mapamerap. Y TpEeHYTKY Kaja je Xalj HampaBHO OTKuhe cMaTpasio ce Ja

j€ oBa BpeHOCT KOHCTaHTHA, T€ j€ YECTO ynoTpeOsbaBaH Ha3uB XabJ0Ba KOHCTAHTA.



MOAEJ U METOJ

V oBoM pamy pasmotpeH je ciexehu ciydaj f(R) =R+ aR® | ka0 u cHemdjaiaH clydaj
f(R) =R® — xama je @R® jako Benumko ma ce JiMHeapHHM wiaH R Moxe 3aHemaputu. Tpeba
HAallOMEHYTH Ja C€ OB€ jeJHAaYMHEe KaHIUAYjy 3a omuc WHQIANHMje caMO TPaBHTAIHjOM.
Henocratak kopumrheHor Mozena je YMibEeHUIIA J1a He OMKCYje CBEMHP MHOTO HAKOH WH(pIaImje
TaKO M3BAHPEIHO.

Y 0BOM paay cy u3BeleHe MOIU(pHUKOBaHE jeTHAUNHE 3a 00a ciy4daja. Kama ce 3aBUCHOCT

(11) uckopucty y jennaunnn (8) u kana ce f(R), F(R) i F(R) muspase npexo R u R a motom u3

jennaunne (12) R wuspasu npexo H, u xoHauyHO 3ameHOM H = L:i nobuja ce nudepeHujaiHa
al

jennaunHa Tpeher pena o GakTopy CKanupama .

g% 44 |, 3d4° d Kipt

3af(R) =R+aR® é=— T4 5 0ot e (13)
3a f(R) = R? R (14)

OBe jenHauMHe Ce Jajbe pellaBajy HyMEpPHYKH. YBohemeM cMmeHe b = d, ¢ = d nobuja ce
CHCTEM O] TpU CIperHyte AudepeHurjatHe jeJHaYMHe MpBOI peaa 3a oba ciydaja, U OHE ce
MOTOM pelaBajy HymepudkoMm metozoMm Pynre-Kyra (Runge-Kutta) werspror pena.

3a HyMepHruKo J00Hjame QyHKIM]ja @, b, ¢ MOTpeOHO je 3HaTH BUXOBE MOYETHE BPETHOCTH.
Kako je ¢dakrop ckanmupama BeIMYMHA KOja MPEACTaB/ba OJHOC pacTojama JBE Tauke y JaTOM
TPEHYTKY, 3a TIOYETHY BPEIHOCT C€ MOXKeE y3eTHu Ja je ap = 1. Kako je nnHammKa cucreMa TakBa
Ja Jaje eKCIIOHEHIMjalHO MIMpeme 0e3 003Mpa Ha IOYETHE YcloBe by u ¢y ce Oupajy
npou3BoJbHO. Y pany je y3ero by = 0,1 u ¢, = 0,05,

[TowyerHa ryctuHa - Py je y3era aa je 0 jep he ce undnanuja CrapobuHCcKor oaBHjatu 6e3
003upa Ha mpucycTBo MaTepuje. Kana je y3era y 003up oBa ampokcumaridja u3 jennaunte (13),
kao u jenHaunHe (14) nzbaueH je 4iaH KOjU 3aBUCH O]l W - T€ je jeIMHH mapamerap KOji MOXe Ja
Bapupa anda, ¥ TO caMo y IIPBOM CiIy4ajy— Tj . jeaHaunau (13).

Hymepuukom unTerpanujom jennaumna (13) m (14), koje mpencrtaBibajy Ba OJBOjeHA
ciydaja, J00HMjajy ce 3aBHCHOCTH (paKTopa CKalupama, HEroBOT MPBOT M JAPYror HM3BOAA O

BpEMEHa Kao W 3aBUCHOCT PuumjeBor ckamapa ox BpemeHa. ['paduim mobujeHu 3a UCTH OpO]



utepanuja kopumihemem jeanaunne (14) ce melycoOHO mopene ca rpaduima A00HjeHUM

nomohy jeanauunne (13) 3a pasnmuunTe BpeAHOCTH IIapameTpa .

PE3YJITATH

['paduum 3aBucHOCTH (hakTOpa CKanupama (&), BEroBHX HM3BOAa U rpaduK 3aBHCHOCTH
PuumjeBor ckamapa (R) Ox BpeME€HA Cy JaTH 3ajeJHO IPBO 3a CICIHHjaJHH CIIydYaj, IIOTOM 3a
OCHOBHHM CIly4aj. Y TpBOM ciiydajy he OuTH u3noxeHu rpaduiy 3a GakTop CKaIMpama 3a & U
onropapajyhe t - To je Bpeme koje omoryhaBa JoBoJbaH Opoj UTepanmja ja Ou rope HaBeACHH
napaMeTpH MPOILIH Kpo3 MOTpeOHy eBonynujy. Mako BpemHocT t HE mocemyje HEKH (PH3UYKU
CMHCa0, OBa BPEIHOCT je yIOpeauBa ca BPEMEHOM MEPEHHM O] CTpaHE jeIHOT JIOKAIHOT
JacoBHUKA. 3a ciydaj o= 100 gonatu cy rpaduim u 3a IpBU U APYTH U3BOJ (haKTOpa CKaIUpamba.
Kpaj undmanuje je ompehen tpenyrkom kama je © = 0, y MCTOM TpeHYTKy BpemHocT b je
MaKCHMaJlHa.

VY crneuujanHoM ciy4ajy npukaszaHoM Ha rpadunuma 1 u 2 undnanuja tpaje 6eCKOHAYHO U
¢dyHKIMje nobujene 3a a, b u ¢ oarosapajy eKCroHeHIHjaTHUM (QYHKI[Mjama, IITO je MPUKa3aHo

MoKJIanameM J00MjeHe KpHUBE ca eKCIOHeHUujanHuM ¢urom (QyHKIMja e  00guka

Yy=y+ HE_% W mpuKaszaHud (GUT oAroeapa BpeaHOCTHMA ¥y = 6,307, A = 1,067 u t=-12,1).
OBaKo je TIOKa3aHo Ja je IMHpeme eKCIIOHEHINaHO J0K je wian R* nomunantan. Takole Tpe6a
YOUHUTH JAa BpenHocT K He KOHBeprupa ka Hyiau Beh mocraje koHCTaHTa mocie Majior Opoja
uTepaluja u U3HOCH, y OBOM ciry4ajy, 0.082.

Taxole je mpumeheno na npu nosehamy napameTpa o BpeMe Tpajama nepuojia HHdIanmje
pacre.

VY ommrem cnyuajy (& = 100 - rpadpumu 3.1,3,2.,3.3 u 4, @« =400 - rpadunm 5 u 6 u

a = 1000 - rpadunu 7 u 8) mupeme je eKCIOHEHIMjATHO CaMO Ha ITOYETKY, HAKOH TOTa HINPEHEe
z

nobuja QopMmy creneHe (yHkmuje obnmka @~ ts, Takohe Tpeba HargacuTM [a BPEIHOCT

PI/I‘-II/IjCBOl" CKaJiapa ca BpECMCHOM IMOCTCIICHO OIlaZia y CBa TpHU cnyqaja 1 KOHBEpTrrpa Ka HYJIH.
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I'padux 1 Cnenujanan ciryuaj — Ha rpaduuuMa je NPHKAa3aHa 3aBHCHOCT MapamMerapa a o Bpemena t=700
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I'paduk 2 Crieunjanan cayvaj — Ha rpadguuuMa je npukasaHa 3aBHCHOCT napamerapa R ox Bpemena t=700
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I'padux 3.1 OcHoBHH c1yyaj — HA rpaduuMMa je npuKa3aHa 3aBHCHOCT napaMeTpa a o Bpemena t=350 u
=100
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I'padux 3.2 OcHOBHH clIy4aj — HA rpadMuMa je mpHKa3aHa 3aBHCHOCT nMapameTpa b ox Bpemena t=350 u
a=100
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I'padux 3.3 OcHoBHH cay4aj — HA rpaduuMMa je NpuKa3aHa 3aBHCHOCT napamerpa C o BpemeHa t=350 u
0=100
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I'padux 4 OcHOBHHM ciiy4yaj — HA rpadUIMMa je mpuKa3aHa 3aBHCHOCT napamMetpa R ox Bpemena t=350 u =100
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I'paduk 5 OcHOBHM ciiyuaj — HA rpadUUMMA j€ NPUKA3aHA 3aBHCHOCT mapaMeTpa a ox Bpemena t=1200 u a=400
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I'padpux 6 OcHoBHHE ciiy4yaj — HA rpadHIMMa je NpUKa3aHa 3aBHCHOCT napaMerpa R ox Bpemena t=1200 u a=400
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I'paduk 7 OcHOBHM ciiyuaj — HA rpadUUMMa je NPHKA3aHA 3aBHCHOCT mapamMerpa a o Bpemena t=3000 u a=1000
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I'padpux 8 OcHoBHHU ciyyaj — HA rpadMIMMa je NMpUKa3aHa 3aBHCHOCT napamerpa R ox Bpemena t=3000 u

0=1000



3AK/bYYAK

Mogen undnanuje kopuither y pany, uadumanuja CtapoOUHCKOT, j€ 100HjeH HA OCHOBY
moxuguxosane OTP koja 3amemyje ckanaphy kpusnny R (Puumjes ckanap) ca gpyuxuujom f ()
obmuka f(R) =R+aR™ (a>0,n€N) yopom paxy je y3eTo # = 2 U IPeICTaBIbA KOHKPETHY
peammsanujy f(R) =R+ aR®. VYrepheno je 1na je oBa MomuduKaumja 103BOJbABA
CKCIIOHEHIIM]aJIHO MIUPEEbE, IITO je jeJaH OJ OCHOBHHX 3axTeBa HH(uanuja. ExcriOneHnmjaino
HIMPEE KOje Tpaje ayXKHu Mmepuoj BpeMeHa 3a Behy BpeaHocT a. 3a a@~co nobuja ce 6ECKOHAYHO
eKCIIOHEHIMJTHO IIUPEHE, & 3a Mame BPeOHOCTH ¢ no0Hja ce kOHauHa uHpaanuja. Jla ou ce
n00Mo oaroapajyhu CTENeH IIUpeHma MOTY C€ Y3€TH pa3jInYuTe BPEIHOCTH Napamerpa (.
Moudukarmja obnuka f (R) =R + aR*® oMOryhaBa eKCIOHEHIMjaTHO HIMPEHe KOJe TIIATKO
npenasd y CTaHJaplHO, CTENCHO NIHpeme W omoryhaBa na BpenHocT PuumjeBor ckamapa
KOHBeprupa ka nyiau. [lakie, kopunthenn mozaen u moaudukoBane @puaMaHOBe jeTHAUYUHE CY CE
MoKa3zajie MOJICCHMM 3a OIMCHBAKE pa3Boja yHUBEp3yMa TOKOM HWHQUIAIMja jep 3all0BOJbaBa
OCHOBHE 3aXT€BE WH(IATOPHOT MOJIEIa.

IIpu yBohewy Momudukanuja win kopekuuja y OTP Tpebano Ou ucnuTatd 1a Jid je &
JIOBOJHHO MAJIO JIa UCTOBpEeMEeHO oMoryhu u aa He pemeTu nocrojehe nmposepe OTP — mrTo y pany
Huje ypaheno. Jlame, y paay je uHpnanuja camo KBaJHTATUBHO OIKCaHA M Tpeda H3BPIIUTH
peckanupame KOpUIIheHUX jeluHuIa Aa Ou ce 00MjeHe BpPEAHOCTH MOIJIE U3pa3uTH MPEKo
peaniHux ¢u3nukux jenuHuna. lloGosbiama kopunrheHor Mozaena cy moryha — Ha mpumep

n30anMBame ampokcumaliyje na je gy = 0.



JIOJIATAK A

Kox y C++ 3a mporpam HyMepH4KOT HHTTpaTopa:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

/* jedinice su
vreme 1gsp=10E-18 s
duzina lud=3E-10 m
masa 1lms=2E+30 kg
Dakle c (brzina svetlosti) je 1

using namespace std;
// vrednost alfa koja se menja.
const double alfa=100;

//funkcija koja vraca prvi izvod
double f(double a, double b, double c, double t)
{

return b;

//funkcija koja vraca drugi izvod
double g(double a, double b, double c, double t)
{

return c;

//funkcija koja vraca treci izvod
doubTle h(double a, double b, double c, double t)
{
double y = (c*c)/(2*b) - b*c/a + (3*pow(b,3))/(2*a*a);
//double z = b/(12*alfa);
return y; //specijalan slucaj
//return (y - z2); //opsti slucaj

int main(int argc, char *argv[])
{
//promenjljive koriscene u radu
double a, b, c, R, t;
double k1, k2, k3, k4;
double 11, 12, 13, 14;
double ml, m2, m3, m4;
double dt = 1.0E-6;
unsigned Tong i =0;



//poc
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do
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{
k1

11
ml

k2

12
m2

k3
13
m3
k4

14
m4

/7

a
b
c
R

t

//

//1

fcl

etni usTovi

= 0.5;

= 0.25;

LE* dokument;

kument = fopen("MaturskiRadizlaz01_alfa_100_t350.txt","w");
nge-Kutta numericka metoda

le (t<350)

= f(a! b; c, t);

= g(a, b, ¢, t);

= h(a, b, ¢, ©);

= f(a + 0.5*dt*kl, b + 0.5%dt*11, c + 0.5*dt*ml, t + 0.5%dt);
= g(a + 0.5*dt*kl, b + 0.5*%dt*11, c + 0.5*dt*ml, t + 0.5*dt);
= hCa + 0.5*dt*kl, b + 0.5%dt*11, c + 0.5%dt*ml, t + 0.5%dt);
= f(a + 0.5%dt*k2, b + 0.5%dt*12, c + 0.5%dt*m2, t + 0.5%dt);
= gCa + 0.5%dt*k2, b + 0.5%dt*12, c + 0.5*dt*m2, t + 0.5%dt);
= h(a + 0.5*dt*k2, b + 0.5*dt*12, c + 0.5*dt*m2, t + 0.5%dt);
= f(a + dt*k3, b + dt*13, c + dt*m3, t + dt);

= g(a + dt*k3, b + dt*13, c + dt*m3, t + dt);

= h(a + dt*k3, b + dt*13, c + dt*m3, t + dt);

izracunavanje vrednosti za a, b, ¢, t i R

+=1.0/6.0 * dt *(kl+2*k2+2*k3+k4);
+=1.0/6.0 * dt *(11+2*12+2*13+14);
+=1.0/6.0 * dt *(m1l+2*m2+2*m3+m4);

— 6*(b*b — C*a)/(a*a);
+= dt;
ispis f-je t i a,b ili c

if (i%10000 == 0)
fprintf(dokument,"%le %le %le\n", t, a, R);
spis je t, a, b i c
//fprintf(dokument,"%le %le %le %le\n", t, a, b, c;

i+

ose(dokument);
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