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Dodatna nastava u Matematiqkoj gimnaziji

Predavaq: Rastko Marinkovi�

1. Da li je mogu�e u ravni odabrati 100 razliqitih pravih, tako da imaju taqno 2004 taqke me�usobnih
preseka?

2. U ravni je dato 2004 taqaka tako da nikoje 3 nisu kolinearne,a nikojih 4 ne le�e na istom krugu. Da
li je uvek mogu�e me�u ǌima odabrati 3 taqke, tako da se od preostale 2001 taqke, 1000 nalazi unutar kruga
odre�enog tim trima taqkama, a 1001 van ǌega?

3. n (n ≥ 4) taqaka je dato u ravni, tako da bilo koje 4 pretstavǉaju vrhove konveksnog qetvorougla.
Dokazati da onda svih tih n taqaka pretstavǉaju vrhove konveksnog n-tougla.

4. a) Neka je u ravni zadato 5 taqaka A1, A2, . . . , A5. Posmatrajmo sve mogu�e ]AiAjAk, i 6= j 6= k 6= i (ima
ih inaqe 30). Neka sa α oznaqimo najmaǌi od tih uglova. U kakvom polo�aju treba da budu te taqke da bi
vrednost α bila maksimalna i kolika je ta vrednost?
b) Analogno kao pod a), samo umesto 5 imamo n taqaka (poopxteǌe).

5. U prostoru je dato 5 taqaka u opxtem polo�aju. Da li je od ǌih mogu�e uvek na�i neke dve tako da
du� odre�ena ǌima probija ravan kroz ostale 3 taqke u nekoj taqki koja se nalazi unutar trougla odre�enog
sa te 3 taqke.

6. 4 taqke u ravni odre�uju 6 du�i, oznaqimo ih po du�ini: a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ a6. Dokazati: a1

√
2 ≤ a6.

7. Imamo 1000 taqaka u ravni takvih da je rastojaǌe ma koje dve od ǌih maǌe od 1, a ma koje 3 od ǌih
obrazuju tupougli trougao. Pokazati da se onda sve one mogu smestiti unutar neke kru�nice(ili na ǌoj
samoj) polupreqnika r = 1/2.

8. Dat je konveksni n-tougao. Dokazati da je nemogu�e odabrati vixe od n ǌegovih dijagonala tako da
svake 2 od ǌih imaju zajedniqku taqku (zajedniqka taqka mo�e biti teme ili unutraxǌa taqka preseka).

9. U ravni je dato n taqaka tako da rastojaǌe ma koje dve ne prelazi 1. Neka je d najmaǌe me�u svim tim

rastojaǌima. Dokazati da je: d < 2
1 +

√
n

n− 1
.

10. (Jungova teorema) Dokazati da se n taqaka u ravni, takvih da rastojaǌe ma koje dve od ǌih ne prelazi
1, mogu smestiti u krug polupreqnika: r = 1/

√
3.

11. Dokazati da u koordinatnoj ravni ne postoji pravilni n-tougao (osim za n = 4) kome su sva temena u
taqkama sa obe celobrojne koordinate.

12. Dat je sistem od n taqaka u ravni, pri qemu za bilo koje dve taqke tog sistema postoji izometrija
te ravni koja prvu taqku prevodi u drugu, a ceo sistem taqaka u samog sebe. Dokazati da onda sve taqke tog
sistema le�e na jednoj kru�nici.

13. U kvadratu stranice 100, raspore�eno je N krugova radijusa 1, pri qemu bilo koja du� du�ine 10,
koja se cela nalazi unutar kvadrata, seqe bar jedan od krugova. Dokazati da je tada N > 400.

14. U ravni je dato 2n taqaka, u opxtem polo�aju (tj. ne postoje 3 kolinearne). n taqaka je obojeno
crvenom, a n plavom bojom. Dokazati slede�e:
a) postoje prava p u toj ravni i ceo broj k, (1 ≤ k ≤ n − 1), tako da se sa jedne strane te prave nalazi po k
crvenih i k plavih taqaka, a sa druge po n− k crvenih i n− k plavih;
b) mogu�e je spojiti svaku plavu taqku sa taqno jednom crvenom taqkom, i obrnuto, tako da se nikoje dve od
tih n nastalih du�i ne seku.

15. U ravni je dato n pravih u opxtem polo�aju i n taqaka van tih pravih, u opxtem polo�aju. Dokazati
da je mogu�e iz svake date taqke spustiti normalu na po jednu od pravih (pri qemu je na svaku od datih
pravih spuxtena taqno jedna normala, dakle uspostavǉa se bijekcija izme�u skupa taqaka i pravih), tako da
se nikoja dva, od tih n otseqaka normala (du� odre�ena taqkom i podno�jem normale iz ǌe) ne seku.

16.U ravni je dato n taqaka, tako da ne le�e sve na jednoj pravoj. Dokazati da postoji prava koja sadr�i
taqno 2 taqke iz tog skupa od n taqaka..

17. U ravni je dato nekoliko vektora, qiji je poqetak u taqki O, a zbir ǌihovih du�ina je 4. Dokazati
da je mogu�e odabrati nekoliko od ǌih (mo�e biti i samo jedan od ǌih), tako da je du�ina ǌihovog zbira
ve�a od 1.

18.U ravni je zadata prava i kru�nica polupreqnika n (n ∈ N) i unutar ǌe 4n jediniqnih du�i. Dokazati
da je mogu�e na�i tetivu te kru�nice, paralelnu ili normalnu zadatoj pravoj tako da ima zajedniqkih taqaka
sa bar dve od datih 4n du�i.

19.Dat je beskonaqan niz kvadrata sa stranicama 1, 1/2, 1/3, . . . , 1/n. Da li postoji kvadrat u kome je
mogu�e razmestiti sve ove kvadrate tako da nikoja dva nemaju zajedniqkih unutraxǌih taqaka? Ako postoji
odrediti kolika je minimalna stranica takvog kvadrata.

20. Baxta ima oblik kvadrata stranice 12. U ǌoj se nalazi izvor I. Od izvora je provedena mre�a
pravolinijskih kanala, tako da rastojaǌe ma koje taqke baxte do ǌoj najbli�eg kanala, ne prelazi 1. Dokaza-
ti da je ukupna du�ina kanala ve�a od 70. (Naravno, podrazumeva�emo da ti kanali nemaju debǉinu, tj. da
je ona jednaka 0)



22. U ravni je dat krug preqnika 2r = 2003 i nekih 1001 pravih. Dokazati da je uvek mogu�e na�i taqku
unutar kruga takvu da je ǌeno rastojaǌe od ma koje od tih pravih ve�e od 1, kako god bile raspore�ene te
prave.

23. Svaka taqka ravni obojena je jednom od 3 boje. Dokazati da je uvek mogu�e u toj ravni na�i du�
du�ine 1, tako da su joj oba kraja iste boje. (Da li je to uvek izvodǉivo ako imamo 4 boje? A za 10 boja?)

24. Baxta ima oblik kvadrata stranice 12. U ǌoj se nalazi izvor I. Od izvora je provedena mre�a
pravolinijskih kanala, tako da rastojaǌe ma koje taqke baxte do ǌoj najbli�eg kanala, ne prelazi 1. Dokaza-
ti da je ukupna du�ina kanala ve�a od 70. (Naravno, podrazumeva�emo da ti kanali nemaju debǉinu, tj. da
je ona jednaka 0)

25. U ravni je dato nekoliko vektora, qiji je poqetak u taqki O, a zbir ǌihovih du�ina je 4. Dokazati
da je mogu�e odabrati nekoliko od ǌih (mo�e biti i samo jedan od ǌih), tako da je du�ina ǌihovog zbira
ve�a od 1.

26. U ravni je dato 100 taqaka. Dokazati da se sve one mogu smestiti u nekoliko krugova qija suma
dijametara ne prelazi 100, a rastojaǌe izme�u ma koja dva kruga je ve�e od 1 (pod rastojaǌem dva disjunktna
kruga smatramo rastojaǌe dve ǌihove me�usobno najbli�e taqke).

27. Unutar jediniqnog kvadrata data je 51 taqka. Dokazati da je mogu�e me�u ǌima odabrati neke 3 koje
le�e unutar kruga polupreqnika r = 1/7.

28. Da li postoji u prostoru (3-dimenzionalnom) skup taqaka takav da sa bilo kojom ravni u prostoru
ima neprazan,ali konaqan presek?

29. U ravni je dato n taqaka, tako da ne le�e sve na jednoj pravoj. Dokazati da postoji prava koja sadr�i
taqno 2 taqke iz tog skupa od n taqaka.

30. Odrediti minimalni polupreqnik r, takav da se sa 3 kru�nice polupreqnika r mo�e potpuno prekriti
jediniqni kvadrat.

31. Skup du�i unutar (ili na ivici) kvadrata zva�emo neproziran, ako ma koja prava koja seqe kvadrat
ima presek i sa tim skupom. Kolika je minimalna ukupna du�ina takvog skupa du�i?

32. U ravni je zadata prava i kru�nica polupreqnika n (n ∈ N) i unutar ǌe 4n jediniqnih du�i. Dokazati
da je mogu�e na�i tetivu te kru�nice, paralelnu ili normalnu zadatoj pravoj tako da ima zajedniqkih taqaka
sa bar dve od datih 4n du�i.

33. Koliko najvixe oxtrih uglova mo�e imati nesamopresecaju�i n-tougao u ravni?
34. U ravni je opisana kru�nica polupreqnika r, sa centrom u koordinatnom poqetku pravouglog ko-

ordinatnog sistema. Neka je δ(r) rastojaǌe najbli�e taqke sa celobrojnim koordinatama od te kru�nice.
Dokazati da kad r → +∞, onda δ(r) → 0.


