MATEMATNYRKA NMHAYRIINMJA 1 PEKYPEHTHE JEJITHAYMNHE

Hacrasa y Maremaruukoj rumuasuju, okrobap 2003.
Baamumup Baatuh

1 IIpusnmuno mMareMaTUUKe WHIYKITHAje

CBakmy mOKa3 MaTEMaTUYKOM WHIYKIUJOM Ce CACTOju W3 TPHU Heja: baze undyrkyuje, unlyKyujcke npemnocmaske
undykyujckoz xopaka. bBasza je mpsu 6poj no 3a kKoju Basku TBpbheme (majuembie 0 mam 1). Y apyrom memy mper-
oCcTaB/haMO 1a TBpDheme Ba:Ku 3a HEKO N = k U OHIA y MHIYKOWjCKOM KODPAaKy HOKa3yjemMo na TBpDheme Baku U 3a
n =k + 1. Ha Taj Haunu cmo mokasanu na TBpDheme Ba:ky 3a CBaku 1eo Opoj n = ng. OBO je obuuHa MHAYKIUja, a
mopen |He UMAMO jOII HEKOJIMKO TUIOBA MAaTEeMATUYKE WHIYKIU]eE:

o (Obuuna unoykyuja) kE—k+1,

o (Unoyxyuja ca eeliom bazom u npemnocmagkom) k—m+1,....k—1k—k+1,

o (Unoyxuuja ca xoparxom m) k+— k+m, roe je m € N ¢pukcupas,
o (Tpancurnummna urdyryuja) 1,2,.... k—k+1,

o (Pezpecusna undyruyuja) anp. 20— 21 a zatum k— k- 1.

Otkpuhie nprHIUIA MaTEMAaTUYKEe UHAYKIH]E Ce IPUINCYje UTaInjaHCcKoM MaTteMaTndapy Franciscus Maurolycus-y
(pobenom 1494). Mana ce npuHOun BeoMa CIMYAH MATEMATUUYKO] MHAYKIUjU jaBba jom y 12. BeKy y TyMademuUMa
Tanmyna (kmure jeBpejcke myanpocru). IIpobuem ce jaBuo y Tymaderny npasuia koja oxpebyjy marym kao ”3 naxa
npe mpa3uuka’. Y moba mucama Taamyna muje 6mao yrBpheHo ma su ce y u3paszy & AaHA Mpe MPA3HUKA U caMm
[aH Ipa3HrKa padyHa Kao Je0 TUX & AaHa. Tymademe je ma ako 6u 3 maHa yKBYUYWBAJIN U U NPA3HUK NOCIUOU IO
AOBOCMUCIEHOCTU. VIHAYKTUBHU apryMeHT je kopuinhen na 6u mobwnm taj 3akmydak.OcHoBHEU ciyuaj je 1 nman. Hewma
cvmucaa pehwn ”1 mam npe mpas3smka’ kKamga muciaumMo Ha Taj npasauk. Crora, ”1 max npe npa3Huka’ He YKBYUyje U
npasuuk. Cana u ”2 gana npe npasHrka’ MOpa Ia He YRbYUyje U NPA3HUK, jep O Yy TPOTUBHOM MMAJIO UCTO 3HAUEHE
kao u 71 mam npe mpaszuura’. Ciuuso u ”3 maH npe npassHuka’ He ykbyudyje npasHuk. OBO je 0UMTO MHIYKTUBHA
aprymenramuja. Onx ucrtopuje na UCTaKHEMO 1a je noka3 HejemHakocTu apuTMETHUYKE U T€OMETPHUjCKe CPEIUHE Ia0
Komu (Cauchy, Augustin Louis, 1789-1857) u Tako yTpO IyT PErpEeCUBHO]j WHIYKIUjU.

Kon mpuanuna mMareMaTryke MHIAYKOUje MOPaMO BOIUTHU PavyHa Oa CMO IIOKa3aju U 0a3y ¥ UHIYKTUBHU KOPAaK.
Hapenua nBa npuMepa uiycTpyjy MOrPENHo KOpUInneme IpuHIuIa MaTeMaTuuke naaykiuje. [Ipso hemo ”"nokazaru”
a CBe IJIAByIIEe MMAajy IJIaBe OUM, a 3aTUM heMo remepasucatu jenno Tepbhewme. Habure rpemke y pacybusamy!!!

IIpumep 1. Ykonuko Gap jeana miaBymia MMa IJIaBe OYM Tala CBE IJIABYIIE MMAjy IJIaBE OYM.
Baza: 3a n =1 yrkonuko 6ap jeqHa miaBymia MMa ILIaBE OYM TaAa U CBe IJIABYIIE MMajy ILIABE OYU.
Munykimmjcka npernocTaBgra: npermoctaBuMo na TtBpheme Basku 3a n = k (1j. ma axo meby k nnasyma Gap jexna
“Ma [JIaBe O4YM TaAa CBE UMAjy IJIaBE O4YM).
WMunyxrimmjcku kopak: Herka umamo n = k+1 nnasyma pq,pe, ..., Pk, Pk+1 OL KOJUX jenHa uMa Iiase oun (6e3 yMamema
OIIITOCTY MOYKEMO Y3€TH 1A je TO p1). YOunMo CKyl ox k mmasyma {p1,pa, ..., k. OH 3a10BOMABA YCIOBE MHIYKIN-
jCKe IpeTmocTaBKe, Ia CBE Te IUIaBYIIe UMAjy ILIABE OYM. 3aTUM y3MUMO CKyN ox k muaasyima {p1,pa,...,Pk—1,Pk+1}-
W taj ckyn 3amoBoJbaBa yCJI0Be MHAYKIVjCKE MIPETIOCTAaBKe, Ia W CBe Te IJIaByIle MMajy miaBe oun. Ha Taj Hauwmu
CMO IOKa3aJiM O3 CBe Te IIABYIIE MMAajy IJIaBe OUM.

IIpumep 2. Bpoj n je mpocT ako u camo ako n | 2" — 2.
Cmep = caemn uz Mase ®epmaose Teopeme. 3a cMep < mMamo ”jaky” 6aszy mumykmuje. 3a n = 2: 2|22 -2 =2
san=33|22-2=6,3an=4: 412 —2=14,3an=5:5|2°-2=30,3an=6: 6125 —2=62... Ilpupoxno je
MPEeTIOCTABATH [a U OBaj CMep BasKu, caMo joml Tpeba HEKAKO MOKA3aTH MHIyKTUBHU KOpak. Amau To Huje moryhe —
MOKE Ce TOKa3aT! Oa He Bayku 3a n = 341 =11 - 13.

3anamu

1. Ilokazaru ma je 6poj 5" + 2"+l memwus ca 3 3a cako n € N.
2. Jlar je HU3 a, = 32"+2 — 8n — 9. Ilokasaru na je HU3 Opojesa a, memuB ca 64 3a cBako n € N.
3. JlokasaTu ma 3a cBako n € N Baxu:

a) 94" 4+ 6n+5  6)9|n- 4" —(n4+1)-4"+1;  B)9|4"+15n—1; 1) 9|3.-47+2 410" — 4;
m) 133 1172 4 1227+ B) 17367 + 197 — 27+ ) 8| 11-3"+3-7T"—6; ) 49| 23" — Tn — 1;
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13 | 212n+3 _ 36n+2; -JL) 64 | 32n+3 + 40n — 27; M) 19 | 52n+12n+2 + 3n+222n+1.

Ilorazatu ga 3a cBako n € N Basu: 24 | n8 — 3n® + 6n* — T3 + 5n? — 2n.

. Ilokaszatu na je x™ — y™ nemuso ca r —y 3a cBe npuponHe 6pojese x, y (r #y) u n.

. Hokazaru a je Opom3BOJ CBAKUX N Y3aCTOIIHUX 6p0jeBa eJbUB Ca M.

Ilokazatu ma je 6poj (n+ 1)(n+2)...(2n) nemus ca 2", a muje ca 2"+1.

. Iokazaru 1a je 6poj a, = 22" — 1 memus ca 15 3a cBakm mpuposas 6poj n > 2.

Ilokazaru ma je 6poj a, = 32" — 1 memus ca 2”12, a muje ca 273,

T Heka je S mpomssoman moackym ca n + 1 ememenara ckyma Na, = {1,2,...,2n} (1j. |S| = n+ 1, S C Ny,).

Horazatu na mocroje a,b € S Taksu na a | b.
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12.

Ceaku npupogan 6poj n € N, n > 2, je mpoct 6poj wiu je mpousBoI npocTtux OpojeBa. Jlokazaru.

MaTemMaTuykoM MHIYKIM]jOM HOKa3aTH Oa Ccy cBu Opojesu (1 + \/5)", n € N, obauka a + bv/2, rae cy a u b Hekn

IpUPOTHU OPOjeBU.
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IHoxasaTu ma 3a cBako n € N Basku: 2" > n.

Wcnuratu 3a Koje n BaKy M OHIA HOKA3ATU HEjeTHAKOCT 2" > 2,

Bepryaujesa nejednarocm. Hexa je a € R, a > —1, a # 0. Ilokazatu na 3a cBako n > 2 Baxu (1 +a)” > 1+n-a.
ITokasaru HejeqHAKOCT /p7 + /" < \/W, roe jen > 2, p,qg € RT.

z+y n< "™ +y"
2 S22

Hera cy a,b € RT u n € N. IIpoBeputu na 11 Baxku HEjeTHAKOCT <

IlokasaTu HejeTHAKOCTU:
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IlokazaTu HejeTHAKOCTU:
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ar+ax+...4+a
! 2 "> vajaz ... -an, n €N, a; € RT.
n

" Heka cy a1, as,...,a, € RT taxsu na Basu a;-as-...-a, = 1. Jokasaru na je tama  (14ay)-(14+az)-...-(14a,) > 2"



25. Heka cy a1, as,...,a, € RT un > 2. Ilokasatu na je Tana (I+a1) - 14a2)-...-(1+an) > 14+a1tas+...+ay.

26. Herkacy 0<a; <1 (i=1,2...,n) un > 2. Horazatu na je (1—ay1)-(1—az2)-...-(1—ay) > 1—(a1+az+...4+an).

27.5 Hejeonarxocm Kowwu-Ileapy-Bymwaxosckoz. Iloxkazaru

(12 +zo® + .+ 2D i+ ) = (i F 2y + o 2ayn)?, nEN, 24,y €R.

28. IloraszaTu nma je \/a2 +Va?+...+Va? <|a| + 1, rue HA N€BOj cTpaHM UMa N KOPEHA.

29. Jlora3zaTu je AHAKOCTU:

a) 1+2+3+...+n:w;
6) P+2°+3°+... +n’= (n+1)(2n+1),
6
B) 13+23+33+...+n3:(f1)2,
) 1442t 43 bt = n(n+1)(2n+;())(3n2+3n—1);
n?(n+1)%2(2n +2n — 1)

m) 1°+2543+...+nd = 5
30. Hahwu BpennocTu 36mposa:
a) 1+34+5+...+(2n—1);
6)1-24+2-3+...+n(n+1);

1 1 1 1
B)2+4+8+ —|—2n

31. Iokasaru jemsakoct 1:2-34+2-3-4+...+nn+1)(n+2)=nn+1)(n+2)(n+3)/4.
32. Ilokazaru jemmaxoct 12 —22+4+32 —42 4 4 (=1)""n? = (-1)""In(n+1)/2.

33. Ilorka3zaTu je AHAKOCTU
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35." Ilokazaru ma 3a n > 1 Basu 1+§+g+1+...+7:—,rﬂeJekHeHapaH,amnapaanHpo;[aH opoj.
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36. ,HOKaBaTI/I jeAHAKOCTH!
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37. Heka je Hus npuponsux 6pojesa {a,} nedpunucan ma caemehu Haumu: ap = 0, a1 = 1 1 api2 = 3an41
Ioxra3aru ma 3a cBako n > 1 Baxku a, = 2" — 1.

— 2ay,.



38. Hera je mus npuponuux 6pojesa {a,} medunucan nHa ciaemehwu maumn: ag = 0, a1 = 1, ag = 4 u apy3 =
3ant2 — 3ap41 + an. OOgpenuTu onmTy YIAH HU3A.

39. Heka je vu3 npuponaux 6pojesa {a,} nedpunucan na caenehu vauuu: ag = 1 ¥ apy1 = ap—1+an—2o+...+a1+2ap.
IloxkazaTu na je 3a CBAKU €JIE€MEHT Husa a, = 2".

40. Hahw onmmty unam amsa mator ca 1 =1, 0 =2u x,, = (n — 1)(Tp_1 + Tp_2) 3a n > 3.

41. IHat je Hu3 a9 = 1, a1 = 1, a2 = 2, apy1 = 3ap-1 — 2a,—2 3a n > 2. Iloraszatu na 3a k > 2 Baxku agp, > 0 um
a2k41 < 0.

42 Hus {a,} onpeben je ca a; = 1 u apy1 = 3a, + V8a,2+1 3a n > 1. JlokasaTu ma Cy CBU UJIAHOBU TOT HU3A
IpPUPOIHI OpPOjeBN’.

431 Hera je ap TpoU3BOJbAH peasaH Opoj U Gpyi = an2(an — 1)2 3an > 0. Oogpenuru a,,.
44. Moaspoasa gopmysa. Horasaru: (cosz + isinz)™ = cosnze + isinnz.

45. Jupuzaeos npunuyun (enriaecku Pigeonhole principle). Axko je n+1 nontuna pacmnopebeno y n kytuja tamga nocroju
Oap jemma KyTuja y KOjOj Ce HAJIA3W BUIIE O jeqIHe JIOMTUIE.

46. Ilorka3arty ma je y CBAKOM APYIITBY OPOj /byIaU KOjU Ce IMO3HAjy Ca HemapHUM OpOjeM JbyIou M3 APYUITBA IapaH.

47. Y Hexkoj npykaBU MOCTOjU N r'panoBa. la am ce oHM MOTY IOBE3aTH IIyTEBUMA KOjU BOJE U3 jeTHOT I'pala y APYTU
u 00paTHO, TAKO Aa M3 CBAKOI I'paja WLy TAYHO TpU IyTa’l

48." Ojaeposa meopema 3a nosuedpe. KoHBekcam mommenmap ca n TeMeHA W M WBUNA UMa f = m — n + 2 cTpaHe.
HoxrazaTn.

49. lorazaTu ma n OpaBUX Y PABHU JAeJie Ty PaBaH Ha HajBume 2" mejaoBa.

50. Ilora3zaTu ma ce paBaH IOIEJ/LE€HA CA MPOU3BOJLHUX N MPABUX MOXe obojuTu ca msBe 6oje Tako ma Cy CBake ABE
cycente obisactu 000jeHe pasznuuuTuM Oojama.

51. Jlokazaru ma n IpaBUX y PABHU y OIIITEM IOJOKAjy Hese Ty pasad Ha Hajsume n(n + 1)/2 nenosa.
(3a HEKONMKO MpaBUX y PABHU KAKE CE Ha Cy y ONWMEM NOA0NCAJy aKO HUKOje nBe MeDy muma HUCy mapadjesHe u
HUKOj€ TPU OJf HbUX CE€ HE CEKY y UCTO] TAUKU.)

52. Jlato je n > 3 mpaBux y paBHHU, OJ KOjUX HUKOje OBEe HuUCY mapaJeine. Jlokazatu ma je 6ap jemHa obsact KOjy
OHe (OopMUpPAjy TPOyrao.

53. Ilato je n > 3 mpaBux y paBHu y onmreM mouoxkajy. [lokazarm ma ome ¢opmumpajy 6ap n — 2 TpoyraoHHX
obmactu.

54. JIlorazatu nma ce obyacTu y paBHU KOje Cy JMOOHMjeHEe Kao Ipecely n KPY:KHUIA MOTy obojuTty ca mBe 0oje Takro
Ia Cy CBake nIBe cycemHe obisactu obOojeHe pa3anyutuM OojaMma.

55. Iloraszatu ma ce obaacTy y paBHU KOje Cy mOOMjeHe Kao mpecenu N KPY>KHUIA Ca TeTUBOM MOTY O0DOjuTU ca Tpu
6oje Tako ma Ccy cBake aBe cycenHe obiacTtu 00OjeHe paznuduTuM Oojama.

56." Y pasmu je naro n mpasux y ommrem moaosajy. JlokazaTtu ma je moryhe y cBakoM o mesioBa, Ha KOje Te IpaBe
[ejie paBaH, YIMCATU II€0 OPOj Tako na:

1° 3a cBaku ynucanu 6poj a Baxku a # 0 u |a| < n;

2° ca cBake CTpaHe CBaKe OJ JATUX IpaBux je 30up OpojeBa jemnak 0.

57.7 Ha kpysuunu je maro n tauaka. Hukoje Tpu TeTmse Koje ce mobujajy CHajameM OBUX Taduaka Ce HE CEKYy Y
jemHoj Tauku yHyTap Kpyra. Ha rosmko obiacTu oBe TeTuBe neje Kpyr?

58.1 Teopema Iuxa (Pick). Heka je monmrom y paBHM TakaB Ja Cy My CBa TeMeHa menobpojma (Tj. mMajy obe
koopaunare neixobpojue). Hboerosa mospmuua je mara dpopmysnom S = §+ q — 1, rme je ¢ 6poj uBOpoBa yHyTap

HOJIUIOHA, a p 6POj YBOPOBA Ha IpaHMNMU IOJWroHa (padyHajyhin u TeMeHa IONUrOHA).
59. IlorkazaTu ma ce n KBaapaTa MOTY mcehNu Ha mejoBe TakOo Oa Ce O IUX MOJKE CACTABUTU HOBU KBAIPAT.

60. Ilar je mpasunan mectoyrao Aj;As...Ag. YBemumo nsa Hu3a Tavaka Ha ciaenehu mauuwn: A, ¢ = A, 3a cBaro
n € Nwu By = Ay, a B, je npecek nyxu B, 1A,11 n OA,. Onpemuru ny:xuny nyxu OB,.



61. Y rtpamnesy ABCD cy ocuosune AD = a u BC = b. Cpenumra ny:xxku AC u BD cy By u Cy. B, je cpemumre
majaronane AC,_1 u C, je cpemumre mujaronaie DB, , y yerBopoyray AB, 1C,_1D.

a) Oxpemutu ny:xuny nysxu B,C,.

6) [la nu KOHBeprupa Ta Hy:KUHA Kama 1 — 007

B) 3a koje Tpamese je my:kuHa nysxku B, C, xoncranTHA?

62. /lar je memapam 6poj Tauvaka Aj,...,Asx+1, kK = 1. Ilokazarum ma mocTOju 3aTOBPEHA WM3JIOMJLEHA JIMHUjA
Xi1,...,Xok+1 TagBa ma Baskm: Tauka A; je cpemumre my:xu X; Xo, Tauka A, je cpemmmre myxku XoXs, ..., TAuka
Ao je cpemumuite my:xu Xop Xopy1 u Tauka Aspy1 je cpemumre my:xu Xopi1X7.

63." IlokazaTu ma mOCTOjU N PA3NMUUTUX IPUPOIHUX OpOjeBa, TAKBUX A je CyMa HUXOBUX KyOoBa jenHaka KyOy
npupoaHor 6poja, rae je n Ipou3BOJbaH Hpupoman 6poj sehum oxm 2.



2 Iundepenmnse (peKypeHTHE; PEKypP3UBHE) jeqHAUNHE

Hudepennua jennauuna pena k je jemsauwmua obuuka F(n,an,dnt1,...,0n+k) = 0, TOe je n npuponan 6poj, a
Qpy Gyt 1y - - -, Gk j€ k+ 1 y3acTomanx unanosa Husa {a,}. Pememe mudepenune jennaumue je uu3 {a,}, koju mudep-
EHIHY jemHAUMHY npeBoau y unerturer. Ommre pememe qupepeHiHe jeanadnne pena k je OHO pelmeme Koje Camapyku
CBa pemema W OHO CaIp:Ku k MPOU3BOLHUX KOHCTAHTU (YKOJIUKO Cy OATU IIOYETHU UIAHOBU OBOI HM3A OHIAA je
morylhie oapeauTy BpeAHOCTU TUX KOHCTAHTU U OHZA ce HOo0Uuja jeMHO WM NapTUKYJIApHO pememe). Heka cy HU30BU
{ag)}, {ag)}7 el {agf)} pelema XOMOreHe audepeHnse jensauyvnue tana je u b, = Cy - a%l) + Cy - ag) +...+C,- agf)

(@)

pememe Te audepenHe jenHaumae. AKO je %

an
1 2 k :
Pemema {a% )}, {a% )}7 ce {a; )} mudepernte jemaaunue k—rtor pena F(n,an,dnii, ..., 0ntr) = 0 Cy He3aBUCHA aKO U

caMo ako je ciaeneha merepMuHaHTa PA3INUUTA OJ HYyJIE:

# const Taga cy al, u @), He3aBUCHA (HENIPONOPIMOHAIHA) PEIeHAa.

oV dP L d)
aél) a? al®
e .. # 0
agljl agl e aii)l
N O
U Tama je HU3 ca OmmTuM uianom b, = C ~ag) + Co -ag) +...4+C -a%k), roe cy C1,Cs,...,C) 1pou3BoJLHE KOHCTAHTE,

ONIITE PEIIeHhe narTe jeTHadnHe.

Juneapna madepenmua jennaumua je jemmaumna obmuka fi(n) - anir + fr—1(n) - apag—1 + ... + fo(n) - a, = F(n)
© oHa ce Hajuemle 3azaje y HOpMupasHoM obuuky, 1j. fr(n) = 1. Axro je F(n) = 0 To je xoMoreHa mudepeHIHA
jemmaumna, a axo je F(n) # 0 To je HexoMmorena mupepenira jeqnaunna. Ako cy Gpyuruuje f;(n) KOHCTAHTE OHIA UMAMO
IUQPEPHIHY jeIHAYNHY Ca KOHCTAHTHUM KOE(UIMjEeHTVMa, y IPOTUBHOM IOBOPUMO O jeTHAUWHU Ca (YHKIMOHAJIHUM
KOe (UM jeHTMA.

Ommre pereme HEXOMOreHe AU(EPEHIHE jeAHAYWHE jeOHAKO je 30upy OIIITer pelema XOMOreHe audepeHIHe
jemHAUMHE M HAPTUKYJIAPHOT (IPOM3BOJLHOT) DEllemha pellema HeXOMoreHe nupepeHuHe jemHadunHe. Hexomorene
oupepeHnHa jeHAUNHA Ce pellaBa Ha Heku of cienehux nHaywmHa: 1° HAKOH MCIMCHUBAKHA IPBUX HEKOJIWKO YJIaHOBA
HI3a YyOUMMO HEKO IPABUIIO (MJIM CAMO PEMIEHme) U TO AOKAKEMO MATEMATHYKOM WHIYKIN]OM;
2° pemnMo oarosapajyhy xoMoreHy audepeHIHy jeIHAUYMHY U IOIOAMMO HapPTUKYJIAPHO PEUIEH:E;
3° pemnmMo oarosapajyhy xoMoreHy audepeHIHy jeIHAUYMHY U NPUMEHNMO METOLy BapHjalije KOHCTAHTU.

Cana hemo mocmarpaTu nuHEAPHY XOMOTeHY AU(EPEHIHY jeIHAUMHY Ca KOHCTAHTHUM KOE(UIMjEeHTUMA:

(*) fr s @ngr + fo—1 - Gngp—1+ ...+ fo-a, =0,

roe cy fi, ¢ = 0,1,...,k xoucraure u fy, fr #* 0. AKO mOTpa:KUMO HEHO pellewme y obJauky a, = t", mobujamo
t(fet® + fo_1t* "4+ 4 fit + fo) = 0. Ocum TpuBmjasHOr pemema a, = 0 CBa OCTaja PENIeHa MPeTIOCTABHAHOT
0o0JIMKA Jaje jeqHadnHa

St + fooat T L+ fit+ fo=0.

OsBa asrebapcka jeqHaunHa ce Ha3WBa KAPAKTEPUCTUYHA jenHaumHa mudpepennne jemmaumue (). Cama pasmukyjemo
HEKOJIMKO CJIydYajeBa y 3aBUCHOCTU OJ TOTa KaKBU CY KOpeHU ti,t2,...,t; KAPpAKTEPUCTUYHE jeTHAYUNHE.

1° cBa pemema t1,ta,...,t; (KapakTepuCTUYHA jeqHaunHa creneHa k mma tauno k pemema Hanx nomeM C) cy meby-
COOHO PAa3/IMYNTa U TAAA je OIIITE PEeIemhe AaTO Ca

b, =C1 - t;"+Cy-ta" +...+C} - t,".

2° Axo meby pememnmMa KapakKTEpUCTUYHE jeIHAUYNHE MMa BUIIECTPYKUX, YOUNMO KODe€H t,, pena s, s > 1. Tana ce
MOsKe IOKa3aTU Ja Cy HU30BU ca ciaenelum ommruM ynanoBuMa tl,, niy,, . .. ,ns_ltﬁI CBU pelllena IoJIa3He AupepeHIHe
jemHauYWHE W Oa je OeO OWIITEr pellelma KOjU ONroBapa KOpeHy i, m3pas

Con - tm™ 4 Cgr -1ty + o4 Crgs—1 -1 17,

rae cy Cn, Coi1y - oy Conts—1 TPOU3BOJBHO OnabpaHe KOHCTAHTE.

3° Heka je xommiekcan 6poj t; = a + (i mpocTa Hyjla KapaKTEpUCTUUHE jemHaduHe. Tama je m t;41 = t; = o — i
npocra Hyaa. Ako je a £ i = p-(cosf £1i-sinf) onma mmamo ma Cy UIAHOBU KOJU OATrOBApPAjy pememuMa t; U i1
(Taj meo je Takobe peasan 6poj) jenHaru:

Ci (a+Bi)"+Cip1 - (a—=Bi))" =D; - p" -cosnf + D;iq - p" - sinnd,



rae cy C; n C;11 KOoMIekcHe koHCcTaHTe, a D; u D;y1 peasne.
4° Ykouuko je koMiekcan Opoj t; = a + (i Hyna pena s KapakTepUCTHUHE jenHaudunse (Tazna je u tipq =1, = a — fi
HyJla pela §), CJIMYHO KAa0 y IPEeTXOMHA ABa CIIyJaja, BUMa OAroBapajy MapTUKYyJIapHA PelleHa

s—1

p" - cosnb, pt - sinnb;n - p" - cosnb,n - p" -sinn;...;n "t p" - cosnB,n® Tt - p" - sinnd.

ITpmep 1. Heka je mara pexkypeHTHA jeqHAYNHA Tp43 + aZpyo + bTpi1 + cxy =0, a,b,c € R. Kapakrepucruuna
jemmaunna je t3 + at? + bt + ¢ = 0 u weHe HyICE Cy t1, tg U t3.
1° YKOoJMKO cy CBe TpU HyJie PA3JIWUUTU PeaiHu OpojeBu ommre pemewme je x, = Cp - 11" + Cy - t5™ 4+ C3 - t3™.
2° YKOJNUKO Cy CBe TpU HyJe peajHu OpojeBu u t) = ty # t3, ommre pemewme je x, = C1-t1" + Cy-n-t1"™ + C5 - t3™.
3° YKOJIUKO je pemreme TPOCTPYKO U PEAJHO, Tj. t; = to = t3, ommre je x, = C1 -t;" + Cy -n -t + C3 - n? - t;™.
4° YROIMKO HUCY CBa pemema peasHa, Tj. t1 ER, to =a+ i =p-(cosf+i-sinf), t3=a— Fi=p-(cosf —i-sinf),
ommTe pememe je T, = C1-t1" + Cy - p™ - cosnf + C3 - p™ - sinnd.

IIpumep 2. IlaT je cucreM AUPEPEHIHUX JEAHAYUHA Tpi1 = DTy + QYn, Yntl = TTn + SYn, D, q, 7,5 € R. Ako je
q = r = 0 mmaMoO OBe reoMeTpujcke mporpecuje. Rana je ¢ # 0 cucreM cBOOUMO Ha jeqHy IU(PEPEHIHY jeIHAYNHY
. xn+1 — PTp xn+2 - pxn+1 ..
ApPYror pefa: K3 OpBE jeIHaUuHe UMAMO Y, = — ———— Yp41 = ———————— (CBAKO N y IPETXOJHO] jeNHAUNHU
q q

. xn+2 - pxn+1 anrl — PTn
CMO 3aMEHUJIu ca n + ].) 1 Kal OBO 3aMCEHUMO Yy OpPYyry ,I[O6I/IJaMO —_— = r¥, + S———, OJOHOCHO

q
Ty + (p+ 8)Tny1 + (sp—qr)z, = 0.

3amam

Hahwu onmry unan caenehinx umsosa (1-19):
1. ap =1, apty1 =2a, 3an = 0.

2. a0 =2, a1 =3, Gny1 =3ay, —2ap—1 3an = 1.

3. ap =2, apy1 =2a, —13an2=0.

4. dy = -2, dy =10, d, =5d,,_1 — 6d,,_2 3a n > 3.

5. a9 =5, a; =6, ax =10, ap+1 =6a, —1lay_1 + 6a,—2 3a n > 2.
6. ap=1, ap =ap_1+apn_—o+...+a1 +2a9 3an=>1.

7. Qubonauujes Hu3. a1 = ag =1, Gpio = Apy1 + Q.

8. zg=1, 21 =2, xpt2 =32p41 — 22, 32 n = 0.

9. a1 =3, a2 =5, any2 —3any1 +2a, =03an 2> 1.

10. ag =0, a1 =1, a2 =4, apy3 = 3ap4+2 — 3an4+1 +a, 32 n = 3.

11. do=1, dy=x+vy, dy, =(x+y)dp_1 —2ydp_o3an>2ux,ycR.
12. dy =1, dy =10, d, =10d,,_1 — 25d,,_5 3a n > 2.

13. ap =1, a1 =3, any2 =4an4+1 —4a, 3an =2 0.

14. 2o =1, 21 =4, zpyo =424 — 4z, 32 n 2 0.

15. ag =1, apy1 =a, +2n3an > 0.

16. ap =1, a1 =1, aa =2, apy1 =3an_1 —2an,—2 32 n > 2.

17. 29 =1, 21 =3, Tp42 —ZTn+1 + 2o =03an = 0.

18. 29 =2, z1 =1, Tpt2 =Tp+1 — Tn 3an 2 0.

19 dy=1, di=b, dy=b-dp_1—0a%-dp_23an>2muabckR, b <4d?.

Tn—1 + Tp—2

20. Tar je uu3 ca x1 = a, T2 = b, x, = 3

3a n > 3. Hahu rpannuny Bpeguoctr lim z,.
n—oo



3
. Tn+1
21." Iar jemmz ca xg =1, 1 =2, Tpyo = +2 3an > 0. Hahu onmru unag.
T

22." Pemmtu cucreM pekypeHTHUX jeIHAUUHA  Tpil = 3Tp — Yn,  Ynil = Tn + Yn, To =5 4o = 1.

ax b
23." Ompemurn z,, axo je maTo To U Tpi1 = "7—’_
cxy, +d

. 4

24." Pemmtu pekypeHTHY jeMHAYMUHY Ty i1 - Tp 4+ 3Tpy1 + Tp +4 =0, 9 =0, 1 = —3



3 PuboHaumjeBU OpOjeBU

Jleonapmo on Iluse ca mamuvrom Pubomaun (Pubonauyu je cpalieno 00 "duasuyc Bowayyu”, mj. Bowawujes cum;
acugeo je 1180 — 1240 wau 1175 — 1250; najnoswamuja dena cy my Jubep adayu, 1202, y xojoj ce noped mHo200pojHuL
npobaema 6opuo 3a rurdo—apancky 6pojuu cucmem u Jubep wyadpamopym, 1225. — xmwuea xeadpama bpojesa Koja npeod-
cmaswa npeu nomak apummemure nocae Juogarma) je y cBojoj "Kmusn o abakycy” nocrasuo ”IIpobiem 3eueBa”:
Csaku map 3en—3eunna (crapux 6apem 2 Mecena) nobujy TokoM cBakor ciaenelier Mecena map MIAAUX: 3€La U 3€YULY.
Axo je Ha moueTKy romuHe OMO jemaH HOBOPODEH map, KOJMKO he OUTH yKyIHO IapoBa 3euyeBa IOoueTKoM cienehe
romuae? (IIpermocraBibamMo 1a 3eUeBU He yMUDY.)

Heka je f, 6poj mapoBa 3en—3eduna mocjie n mecenu, Tj. TOKOM (n + 1)-Bor mecema on modeTka roauue. Ilpema
npernoctasuu je fo =1 u f; =1 (jep Taj nap jom Huje 3peo 3a pa3MHOKaBame), a fnp, N = 2 ce mobuja kama 6pojy
mapoBa f,_1 KOjU Cy :KUBEJIU MPOIIJIOr Mecena mona O0poj HoopoDhenux mapoBa 3eueBa kKoju ce mobujajy om fn_o
mapoBa KUBUX IIpe OBa Mecena. 3aTo je 3a cBe n = 2 f, = fn_1 + fn_2. Tarko nobujamo uu3

n |01 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
fm|1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987 1597 2584 4181
F,10 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987 1597 2584

na he makon romuny nana Outwu fi2 = 233 mapoBa 3eueBa.
Hajuemhe ce PubonaunjeB Hu3 meduHMIe TAKO KA je

F(1)=1 F(2)=1 i Fnyyy=Fn41+Fy.

[Torekax ce YBOMM W TPOMUPEHe TaKO Aa WHAEKCH MOTY aa Oymxy menu Gpojesw: Fy=0wu F_, = (=1)*"1F,, na wus
usraena  ...,—21,13,-8,5,-3,2,-1,1,0,1,1,2,3,5,8,... W3 F41o =F,41+ F, umamo F,, 1o — F,11 — F, =0, na je
1+5

5 ma je OmIITU YJaH

KapaKTepPUCTUYHA jefHaunHA t2 —t — 1 = 0 U KeHNM KOPEHU Cy PEajHU U Pa3IUUIUTH t1,2 =

145\ 1-v5\ "
Fn201-< +2\f> +02'< 2\[) . Kakocy Fy=0u Fy, =1, 3amesom n =0 u n =1 y ommre pememe n106mjamo

1 -1
cuctem o Cy u Cy, unja cy pemewma C; = — u C; = %,

V5

1 ((1+v5) [(1-5)"
F,=— - .
V5 2 2
1 1 5
YerBapu, F, je Tauno jenmax —( +2\/

V5
S AN I RS AN S BN ST AN
"5 2 sl 2 ) 2 ) L 2

n
1—+5 . .
—5 MOsKe OUTH ¥ MO3UTWBAH W HEraTWBaH, Te ce moMohy mesor mena PubomauumjeBu OpojeBu

onakje mobmjaMo GopMyIy:

)" 3a0KpPYsKEHOM Ha HajOIwEM meo 6poj, jep je

1-v5]" |15
2 2 V-1

1
5 V. 25 2

Kako uspas
MOTYy U3Da3uTU Kao:

n =2k

V5

1 (145
2

Fn = \f )

1 (1 5

— i +1, n=2k+1

s\ 2
rie [xz] o3HauaBa meo meo 6poja z (HOp. (7] =3, a [-7] = —4).

Omroc nBa y3acrtonna wiana PubGOHAUM]EBOr HU3a MOKE Ce IPEACTABUTU MPEKO BEPUKHOD PA3JIOMKA
Fn+17 . . Fn—i—lil'*‘\/g . .
=1+ ————— u Kaa IyCcTUMO ma N TeRM OEeCKOHAUYHOCTH mobumjamo lim = , Tj. Taj OmTHOC
F, n—oo F}, 2

1+

' 1
14 =
+ 1

n
TEKU 3JIATHOM IIPECEKY.
3aamnu npecex je 6uo nonyaapar y pernecancroj aprumexmypu. Tadawmwu zpahesurnapu cy no yeaedy na Cmape I'pre
emampany udeasrum kad je "o0woc sehiee deaa mpema mamem jeoHar o0nocy yeae Oyxmcune npema sehem deay”



1 1 5
a1+t 5 aa-1-0 = a= 255 615033088,
o 2
. Fn—',—l . . . Fl 1
a je jemHaKO DATOM BEPILKHOM PAa3JOMKY IOKa3yje Cce MHAYKIWjOM: 3a n = 1 mMaMo — = 1= 1. Ilper-
n 1

F F F

mocraBuMoO na TBpheme Baku 3a Heko n = k. 3an=k+ 1 je B2 Jktlt e 1+ ——, ma 360r npuHOUIA
Fk+1 Fk+1 Fn+1

F,

) . . Fro
MaTeMaTHUuKe MHAyKIUje TBpheme Bamy 3a cBaxko npupoaHo n. Jlako ce mokasyje ma je 1 < —at

< 2, nma je oBaj HU3
n
OTPAHMYEH U MOKE ce pa30bnT! Ha jemaH IMOJHM3 KOju je pacTyhm m jeman nmonum3 kKoju je omanajyhwu. Crora raj Hu3

1+5
2

. 1. .
KOHBEprupa Ka HeKoM z. Tana je x =14 —, Tj. mobujamo z =
T

TEXKU U HU3 \/1+,/1+,/1+1/... .

Ocrane ocobune n nnenturere ca PubonauujeBum OpojeBuma nahemo Kpo3 3amaTke.

. Moske ce mokazaTu ma Ka 3JaTHOM Ipecery

3amamnu

1. Pubonauujes 6poj F, je:

a) mapaH ako U caMmo ako je n = 3k;

6) memuB ca 3 ako u camo ako je n = 4k;
B) mesmuB ca 4 ako 1 caMo ako je n = 6k;
r) mesuB ca b aKO W caMO ako je n = 5k;
n) memus ca 10 ako u camo ako je n = 15k.

1
2. Horazatu nma je E(Fn%o — F,) neo 6poj.
. . n—2
3. Bpoj mudapa F,, je sehu ox .

Hokazaru cnenehe nnenturere (4-28):

4. Fi+ Fo+ ...+ F, =F iy — 1.

5. Fy+ Fy+ ...+ Fop 1 = Foy,.

6. Fo+Fyi+...+ Foy=Foppq — 1.

7. Fi—F+F—.. .+ (-)""F, = (-1)""E,_ +1.
8 F’+F*+ .. . +F2=F,F,.

9. Foyrn=F,_1Fp+F,Fpiy (n>1).

10. (Fn, ) = Fyun, vae je (a,b) majsehu 3ajensumuku nemunan 6pojesa a u b.
11. Fy, = Fp 12 — F,_ %

12. Foy 1= F2+ F, %

13. Fr1bF — FinaF2 = Foy 1.

14. F 1 Fp1 — F2 = (-1)™.

15. Fy 1 Fpyo — FyFpys = (1),

16. Iy, = F, 1>+ F,> — F,_.>.

17. BBy + FoFs + ...+ Fop_1Fy, = Fo, 2.

18. I\ Fy + FoFs+ .. 4 FopFopyy = Fopi? — 1.

19. 2" 1R, = (1) +5(5) +52(3) + - -

20. Fo = (5) + ("7 + (37 + o+ ('), vae je k= | 7] meo aeo.

10



21. Fs+ Fg+ ...+ F3, = (F3,40 — 1)/2.

22. F1+2F + ...+ nF, =nFp 40— Fhy3+2.
23. FyixFpp = FuFp + (=1)"Fp_p_ 1 Fr.
24. F,* — Fy_oF, 1Fyi1Fpio=1.

25. F.> = (Fyp — 3(=1)"F},)/5.

26. I+ B2+ ...+ F,% = (F3np0 4 6(—1)"t'F,_; 4+ 5)/10.

n n
27. ) ik = Foion.
2 <k> +k +2

28. S (—n)k (" = (—=1)"F,.
k=0
k'Fn+2+Fn

29. 3a npoussosue k,n € N pazmomag ——————
k- Fn+3 + Fn+1

je meckparus. [lokazaTu.

30. Jlokazatu ma 3a cBako mpupomao m MeDhy npsBux m? — 1 unanoBa ®PubGomaunjeBor HU3a uMa Gap jeiaH HesbUB ca
m.

31. loka3zatu ma ce CBAKM NPUPOAAH OPOj MO:KE IMPENCTABUTU Kao 30up Herkoamko PubonaumjeBux OpojeBa uuju ce
WHIEKCU Pa3iuKyjy 6ap 3a 2.

32. lokazartu ma cymMa ocaM y3acTOmHUX dinaHoBa PubonHaumjeBor HM3a HuKana Huje yinan PubomHaumjeBOr HU3A.

33. Iokasartu na ce mehy mpsux 100 000 001 PubonaumjeBux OpojeBa Hada3u OAp jelaH KOjU ce 3aBpIIaBa ca YeTUPHU
HyJIe.

34.! lokazaru ma je mpupoman 6poj n umax PuboHauMjeBOr HM3a ako U caMo ako je Sn’ + 4 unu 5n? — 4 moTmyn
KBaIpAaT.

35." Jlokazatu na mocroju jeauHCTBEHA TpPOjKa IPUPOIHUX OpPOjeBa a,b, ¢ KOja 3a10BOmABA YCIOBE: b < a, ¢ < a U 3a
cBako mpupomuo n 6poj F, —nbc™ je memus ca a.

36.1 [, 1 =0 (mod p) 3a p=>5k+1mmm F,y; =0 (mod p) 3a p=>5k+2, p> 1 BaskM ako U caMo akKo je p IpocT 6Poj.
Iloka3zaTu.

37. I ez " _[Forr P
. HlokaszaTu ma 3a CBaKo n BaKM || 0 FooF

1 1 0 O 0 0
-1 1 1 0 0 O
o -1 1 1 0 0

38. Hokasaru na Vn € N Basku 0 0O -1 1 ... 0 0= n+1, TO€ je IeTepMUHAHTA pena n.
0 0 0o 0 ... 1 1
0 0 o o0 ... -1 1

39. Iokazaru xa 6pojesu (Fj,F,is,2F, 1 Fnya, Fup1? + Fnyo?) npencrasmajy Iuraropumy Tpojky.

11



4 Pemema, ynyTcTrBa, pe3yJTaTu

1.1. OBaj 3amarak hiemo ypamuru Ha 3 HaUYMHA.
I maunn (ITomohy mMaTeMaTuuke MHIYKIMjE):

Osmaunmo ca a, = 5" + 2" u nokasxumo Tepheme ma 3 | a, 3a cBako n € N.

1° Basa undyxuuje. 3a n = 1 umamo na je a; = 5 + 22 = 9 mro je memuso ca 3. v

2° Hnoyxyujcka npemnocmasxa. IIpernocraBumo na tBpheme Baku 3a Heko n = k: 3 | ag.
3° Uwnoyxuujcru xopax. Iloxkasxumo na tBpbheme Bazku u 3a n =k + 1:

Qppr = BFt 4282 — 5.5k p 9. okl — 3.5k 4 9.5k 4 2.9kt = 3.5k 4 9g,

a Taj O6poj je memuB ca 3 jep je mpBu cabupak yMHOXKaK Opoja 3, a 3a APYTY IO MHIYKINjCKOj MPETIOCTABIM UMaMO
3 | Qg . v
Crora mo IpUHNUITY MaTeMaTHYKe MHAYKIUje je 6poj a, = 5" + 2"t! nemus ca 3 3a cBako n € N.

II sauun (ITomohy pexypenTHUX HU30BA):

Axo je ap, = 5" +2"t1 =1.5"% +2.2" ommre pememe peKypeHTHe jeIHAUMHE, OHIA CY 5 U 2 HyJle KapaKTePUCTUUIHE
jenmmaumme, Tj. KapakTepucTUuHa jemHaumHa je (t — 5)(t — 2) = 0, ommocHO t2 — 7t + 10 = 0. Omarae mobujamo ma je
PEKYPEHTHA jeMHAYUUHA Gpi1 — (Ap+10a,—1 = 0, omHOCHO afp41 = Ta, —10a,—1. JORaKMMO MaTEMaTUYKOM WHIYKIHjOM
tvna k — 1,k +— k+ 1 na cy omma cBu unanosu Hu3a {a,} memusu ca 3.
1°3an=1un=2uvamo 1a je a; =5+ 22 =9 u ay = 52 + 23 = 33, mTo je memuso ca 3. v
2° TIpermoctasumo na tBpheme Baxm 3a Heko n =k — 1 un=Fk: 3| ak_1, 3| ax.
3° 3an=Fk+1 umamo ga je un arq1 = 7ap — 10ai_1 memuBo ca 3 jep cy oba uiaHa IO MHAYKIWjCKO] IPETIOCTABIM
IeJbUBU ca 3. v
Crora 1o IPUHNUIY MaTeMaTUdKe WHAYKIUje Cy CBU WIAHOBM HU3a a, = 5" + 2"t nemusu ca 3.

III sauwnn (ITomohy roHrpyeHuMja O MOLYILY):

5" 42l =9m 1 9.9" = (14+2)2" =0 (mod 3).

1.2. U oBaj 3amarark hemo ypanutu Ha 3 HAUYMHA.
I maunn (ITomohy maremaruuke ungyRIMjE):

Osmaumvo ca a, = 3?2 — 8n — 9 u nokawumo TBpheme na 64 | a, 3a csako n € N.

1° Basa undykyuje. 3a n =0 (Moskemo y3etu n = 1, anu Ou MMasu BUIIE Na PAUYYHAMO, a Ca OBAKBOM 0a3oM hemo
nokasaTtu TBpbeme 3a cBako n € Ng) umamo na je ag =32 —8-0—9 = 0 mro je memuso ca 64. v

2° Hnoyxyujcka npemnocmaska. IIpernocrasuMo na tepheme Baku 3a Heko n = k: 64 | a.

3° Unoyxyujexu xopak. Iloraskumo ma tBpheme Baskum m 3a n =k + 1:

apyr =3 8k +1)—9=9-3%2 8k — 17 =9 (3212 — 8k — 9) + 64k + 64 = 9 - ay, + 64k + 64,

a taj 6poj je memwus ca 64. v/
Crora mo IpUHIMITY MaTeMaTHYKe MHIYKIUje je 6poj a, = 3°"12 — 8n — 9 memus ca 64 3a caxo n € Np.
IT mauun (ITomohy pexypenTHUX HU30BA):

Axo je a, = 3"1t2 -8 -9 =9-9" —9.1" —8.n - 1" ommTe pemene PEKypPEHTHE jeiHAUMHE, OHAA je 9 Hysa, a
1 mBOCTpyKa Hysla KapaKTePUCTUUHE jefHauWHe, Tj. KapakTepucTudna jemsaumsa je (t — 9)(t — 1)2 = 0, ommocuo
t3 — 112 + 19t — 9 = 0. Opmatne mobujaMo Ja je PEKypEHTHA jeIHAUMHA Gn+1 — 1la, +19a,-1 — 9a,—2 = 0, oxgHOCHO
ant1 = 1lay, — 19a,—1 + 9a,—2. Horakumo maremarndyrkoM mHOYKuujoMm tuna k — 2.k — 1,k — k+ 1 ma cy onma cBu
wiaHoBU Hu3a {a,} NemuBu ca 64.
1°3an=0,n=1lun=2umamo na jeag=0,a1=3*-8-1-9=64uma;=3-8-2—-9=704=64-11. v
2° TIpermocraBuMo na tBpheme Baxku 3a Heko n =k —2, n=k—1un=Fk: 64| a2, 64 | ax_1, 64| ai.
3° 3an=k+1 umamo na je u ax+1 = 1lax — 19ax—1 + 9ax_2 memumBo ca 64 jep cy cBa Tpu UNaHa 110 WHIYKIM]CKO]
mpernocTaBnu aesbpuBu ca 64. v
Crora 1o TIPUHIUIY MaTeMaTUYKe MHAYKIUje Cy CBU WIAHOBU HU3A @, = 3°"T2 —8n — 9 nemusu ca 64.

III sauwnn (ITomohy roHrpyeHUMja O MOLYILY):
ap, =32"12 —8n -9 =971 _8n—9. Karo je 9' =9
9% =25.9 =225 = 33 (mod 64), 9° =33-9 =297 =

(mod 64), 92 = 81 = 17 (mod 64), 9° = 17-9 = 153 = 25 (mod 64),
41 (mod 64), 9° = 41 -9 = 369 = 49 (mod 64), 97 = 49 - 9 = 441 =

12



57 (mod 64) m 98 =57-9 =513 =1 (mod 64) mobujamo na je

1 3a n =28k

9 3a. n=8k+1
17 3a n=8k+2
25 3a n=8k+3
33 3a n=8k+4
41 3a n=8k+5
49 3a n=8k+6
57 3a n=8k+7

©
3
Il

(mod 64).

Omnarne ciuenu na je

9-0—-9 =0 3a n=28k
17—-8—-9 =0 3a n=8k+1
25—16—9 =0 3a n=8k+2

el ) 3-24—-9 =0 3a n=8k+3

an =9 =8 —9=0 1 % 9 —0 sa n—skia (mod64)

49—-40—9 =0 3a n=8k+5
57 —-48—-9 =0 3a n=8k+6
1-56—9 =0 3a n=8k+7

0MHOCHO 6pOj a, = 9" —8n — 9 =0 (mod 64) 3a cako n € N.

1.3. Csaku neo OBOr 3aJaTKa MOKE Cce ypaauTy Ha 3 HauuHa (moMoNly MaTeMaTudke MHAYKIUje, PEKYDEHTHUX HU30BA
¥ KOHIDYEHIMja [0 MOIYJY) CIMYHO KAO W IPETXOAHA ABA 3aJATKA.

1.4. I mauun (ITomohy maremaruuke uHIYKOUjE):

Osmaunmo ca a, = nb — 3n® + 6n* — ™3 + 5n? — 2n u nokaskumo TBpheme ma 24 | a, 3a cBako n € Ny.
1° Basa undyxuuje. 3a n =0 umamo na je ag = 0 mrro je memuso ca 24. v
2° Hnoyxyujcka npemnocmaska. [IpernocrasuMo na tepheme Baku 3a Heko n = k: 24 | ay.
3° Unoyxyujexu xopak. Iloraxkumo ma tBpheme Baskm m 3a n =k + 1:
art1 = (k+1)°=3k+1)°+6(k+1)*—7(k+1)°+5(k+1)>-2(k+1)
(k® + 6k° + 15k + 20k + 15k% 4 6k + 1) — 3(k° + 5k* + 10k> + 10k? + 5k + 1) + 6(k* + 4k® 4+ 6k% + 4k + 1) —
~T(k* 4+ 3k + 3k +1) + 5(k* + 2k + 1) — 2(k + 1)

kS + 3k° + 6k* + Tk® + 5k* + 2k
(kS — 3K° + 6k* — Tk3 + 5k% — 2k) + 2(3k5 + Tk + 2k)
npBu cabupak je messus ca 24 mo MHIYKIWjCKOj MIPETIOCTABIN, & 3a APYTM NeMO MaTeMaTUYKOM WHIYKIM]OM IIOKA3ATHI
na je b, = 3n® + 7n® 4 2n memus ca 12:
1° 3a n =0 umamo ma je by = 0 mro je memuso ca 12. v

2° TIpernocrasuMo ma TBpheme Basku 3a Hero n = k: 12 | by.

3° INoraxkumo na tBpbheme Baskn u 3a n =k + 1:
birr = 3(k+1)°+7(k+1)°+2(k+1)
= 3(k° + 5k + 10k + 10k* + 5k + 1) + 7(k* + 3k* + 3k + 1) + 2(k + 1)
= 3k° + 15k* + 37k% + 51k* + 38k + 12
= (3K5 + TK® + 2k) + 12(k* + 2k% + 4k® + 3k + 1) + 3(k* + 2k% + k?)
npBu cabupak je mespuB ca 12 M0 MHIYKIM]CKOj IPETIOCTABIM, APYTU jé OYWUIJIEAHO OeshuB ca 12, a 3a tpehwu
hemo MaTeMaTUYKOM WHAYKIMjOM MOKA3aTHU A4 je Cp = n* 4+ 2n3 + n? newus ca 4:
1° 3a n =0 umamo na je ¢y = 0 mro je memuso ca 4. v
2° Ilpernocrasumo na TBpheme Basku 3a mexo n = k: 4 | ¢x.
3° Ioraxkumo ma tBpheme Basku u 3a n =k + 1:
1 = (k+D*+2(k+ 1)+ (k+1)?
(k* +4k3 + 6k + 4k + 1) + 2(k® + 3k% + 3k + 1) + (k* + 2k + 1)
= k' 46k +13k* + 12k + 4
(* 4+ 23 + k%) + 4(k® + 3k* + 3k + 1)

IIpBu cabupaxk je memuB ca 4 IO MHAYKIW]CKO] NPETIOCTABIU, APYTY je OUUTJIETHO AEJLUB ca 4.
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OBuM CMO TOKa3aju Ja je ¢, yBek mesbuB ca 4, a camMuM TuM je b, yBek HesbuB ca 12, a caMuM TUM je U d, YBEK
nemuB ca 24, mTo je u Tpebasio MOKa3aTHU.
(YmMecro oBor maremarnuapu crasmajy u camo “q.e.d.”, mro je ckpalienuna natunckor ”quod erat demonstrantum”
Koje Oamr 3Haum ”mTo je u Tpebasio mokaszatu’ . OBa peuvenuna, uiau camo ’q.e.d.”, ce HaJIa3u Ha KPajy BEJIUKOr Opoja
moKasa.) v’

II sauun (ITomohy Teopuje Gpojesa):
Y oBoMm pemeny HajBehwu npobineMm je kako mohu mo ciaenehe ¢daxropuzamnuje:

an =15 =30 +6n* =3+ 50 —2n=nn-1)n*—n+1)n*-—n+2)=nn—-1)(n(n—1)+1) (n(n —1) +2).

OBo je mpomsson tpu y3sacronHa 6poja, n(n —1), n(n — 1)+ 1 u n(n — 1) + 2, ma je memwus ca 3. Bpoj n(n — 1) je
napas (Kao IpPOM3BOX OBa y3acTomHa Opoja), ma cy n(n — 1) u n(n — 1) + 2 nBa y3acronHa napra Opoja ma je jeman
oI BUX nessuB u ca 4, Te je BUXOB npom3Bon nebuB ca 8. Ilakme, Tpaskenu 6poj je meswuB ca 24, q.e.d.

1.5. Purcupajmo Gpojese z,y € N (z # y) u tBpheme 2™ — y™ je mebUBO ca T — Y MOKA3yjeMO UHAYKIUjOM IO 1.
1° 3a n =1 uvamo ma je 2' —y' =z —y memusBo ca . —y. v

2° IlpermocraBumo na TBpbheme Baku 3a cBe mpupoaue n < k: =" — y" memuBo ca x — y.

3° Iloraskumo nma TBpheme Basku u 3a n = k + 1:

" -y = p(@F — M) + oy —yF) oyt -y 2 = (@b - )y - ) ey -y,

a CBU OBU OPOjeBU Cy HEJHUBU Ca & — Y N0 MHAYKIM]CKO] IPETIOCTABIUA. v
Crora mo npuHIUIy MareMaTUUKe MHAyKNuje je £ — y™ nesbuBo ca x — y 3a cBe mpupoaHe 6pojese x, y (r # y) u n.
Hanmomena: tBpheme oBor 3amaTka cCMO MOIJIM U OAMaX Aa nKoOujeMo u3 Gopmylie

=yt =(r—y) @ " Py ey Ry,

aJu CMO BeXOAJIM NOKA3UBAKE MATEMATUYKOM WHIYKIjOM.

1.6. Tspbewe n | m(m+1)...(m +n — 1) = a,, nokazyjemo MHAYKIUjOM 1O m (HAJMAKLU OJ TUX Y3aCTONHUX N
6pojesa):

1° 3a m =0 umamo na n|ap=0. v

2° TIpermoctasumo na tepheme Bakm 3a m=k: n | k(k+1)...(k4+n—1) = a;.

3° Ilokaskmmo na tBpheme Baku u 3a m =k + 1:

ary1 = Ek+D)Ek+2)...(k+n-1k+n)=Fk+1)(k+2)...(k+n—-1)-k+k+Dk+2)...(k+n—-1)-n
= ag+n-(k+1)(k+2)...(k+n—-1),

aj je memuB ca n MO WHIYKIM]CKOj IPETIOCTaBIM, a APYyru cabupak mMma (axTop n, 0a je U ai1 AeHUBO ca n. v
Crora je mo IpUHIUIY MaTeMaTWYKe WHIYKIMje MPOMU3BOL CBAKUX N y3aCTOIHUX PUPOIHUX OpPOjeBa HEJbUB Ca M.

1.7. Ozraunmo ca a, = (n+1)(n+2)...(2n).
I mauun (ITomohy maremaruuke nnIyRnMje):

Ilokazyjemo tBpheme 2" | a, u 2" { a,, 3a cBako n € N unmyKIHIjOM.
1°3an=1wumamo na 2! |[ay =2u 2?ta; =2. v

2° TIpernoctaBumo ma TBpbeme Bawu 3a n = k: 28 | a;, m 211§ qy.
3° IlokasxkmMo na tBpbeme Baku u 3a n =k + 1:

apsr = (k+2)(k+3)...(2k) 2k + 1) (2k +2) =2- 2k +1) - (k+ 1)(k+2)...(2k) =2+ (2k + 1) - az

na mobujamo ma 281 | apq w262 fap, . v
Crora je Mo TPUHNUTY MaTeMaTUJKe WHIyKIUje TPOU3BOL d, = (n+ 1)(n+2)...(2n) memus ca 2", a muje ca 2"+1.
IT sauvn (dupekrHo):

. =

1.8. I mauun (ITomohy maremMaTuuke WHIYKOUjE):
1°3an=2nuamo na 22 —1=24—1=151ma 152 - 1. v
2° TIpermocrasumo na tepheme Baxm 3a n = k: 15 | 92",

3° IMokasxkumo ma TBpbheme Basku u 3a n = k + 1:

LU R, L (22’“)2 —1= (2 —1) (2 +1)
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na nobujamo ma 15 | 22" jep je upBu (akTop meBUB ca 15 MO MHAYKIMjCKO] IPETHOCTABIU. v
Crora je mo ONpUHIUIY MaTeMaTUUYKe UHIYKIUje OPoj 22" — 1 memus ca 15 3a CBaKM IPUPOIAH 6poj n.
IT sauun (ITomohy rourpyenuuja):
ap =22 —1=222"_1=42" _1=422"" _1-162" " —1. Karo je 16 =1 (mod 15) u n —2 > 2—2 = 0 mobujamo
na je u 162" =1 (mod 15), mro maje a, =0 (mod 15).

1.9. Oszmaunmo ca a, = 32 —1

1°3an=1nvuamo naa; =32 —1=32-1=8,na2|a, =8u2'ta; =8 v
2° Tlpernocrasumo na tBpheme Bamu 3a n = k: 2842 | ap u 243 f .

3° IMokasxumo ma TBpheme Basku u 3a n = k + 1:

2
a1 =32 —1=3"2 1= (32k) 1= (32’“ - 1) (32k + 1) .

Io wEAyKDUjcKOj mpermocTaBmu mpBu (akrop je memus ca 282 a mwmje ca 2F+3. pyrm ¢daxrop je, taxobe mo
WHAYKTUBHO] XUIIOTE3M, jeIHAK (32k + 1) = (32k — 1) +2=2F2.N4+2 (rae je N menapan 6poj), ma mobujamo xa je

oH memus ca 2, a muje ca 4. To mam 3ajemmo (242 .2 = 2+3) naje ma 2843 | apyq w 2P fap . v
Crora je o IPUHNMITY MaTeMaTHUKe nHAyKNuje 6poj 32 —1 memus ca 2772, a Huje memus ca 23, 3a cBaku npupoman
opoj n.

1.10. T maunn (ITomohy maTeMaTuuke MHIAyKIMjE):
1° 3a n =1 u3 ckyna {1,2} 6bupamo 2 6poja, tj. u S = {1,2}, na umamo raa=1|2=»>. v
2° IIpermoctaBuMo na TBpheme Basku 3a n = k: y cBakoMm nonckymy S C {1,2,...,2k} ca k + 1 enemenara nocroje 2
esemenTa a u b Taksu ma a | b.
3° IMoraxkumo na tBpheme Basku u 3a n =k + 1: u3 crkyna {1,2,...,2k, 2k + 1,2k + 2} Gupamo k + 2 6poja y ckyn S.
Cana mmamo 2 cnyuaja: 1) ako 6ap jemanm ox 6pojesa 2k+1 u 2k+2 muje y S m 2) ako cy oba 6poja 2k+ 1 un 2k + 2
y S. Y cayuajy 1) mmamo na jey S k+1 (unu k + 2 ako aujenan auje uzabpan y S) 6poj u3 cryna {1,2,...,2k}, ma
[0 MHAYKTUBHO] XUIOTE3M UMAMO HIa MOCToje a,b € S TakBu na a | b. Y cayuajy 2) ykoaurko je u 6poj k+1 € S ouna
MoxkeMo y3etun ¢ = k+1ub=2k+2, naa|b. Yronuko k+1 ¢ S onna manpasumo ckyn S’ = S\{2k+1,2k+2}U{k+1}.
Cryn S’ mma k + 1 emement, ma mo WMHAYKIMjCKO] XUIIOTE3N y HmeMy moctoje 2 6poja tako ma o | b'. He moxke Ourm
a' =k+1 jep 6u onma 6uio b’ > 2(k+ 1), a Ttaksu Gpojesu nucy y S’. Aro je b’ # k+1 onma ysumamo a=a’ mb =10,
a aro je b = k+ 1 omma ysumamo a = o’ u b = 2k + 2. Ha Taj maumn cMo mobuam mBa Gpoja a u b u3 ckyna S Koju
nma k + 2 esemenrta Tako ma a | b. v’
Crora je mo nmpumHIUIY MaTeMaTU4ke MHIyKnuje yBek Moryhe m3abparu u3 S C Ng, nBa paszanuura 6poja, Tako ga
jemaH om BmUX e APYTOT.

IT sauun (Kombunaropuu): Paszbujmo ckyn Ns, #a caenehiux n noxckynosa:

Ny, ={1,2,4,...} U{3,6,...}U{5,10,...} U...U{2n — 3} U {2n — 1}

(y cBakOM oI TUX IOACKYIOBa IPBO uae Henapad 6poj N, ma 3atum 2- N, ma 4- N u rako no majselier 6poja obuauka
2™ . N koju je mamu uiu jenHak ca 2n). Kako y ckyn S 6upamo n+ 1 esxement, no HupuxieoBom npuHuumy (Braetu
samarak 1.45) umahemo na cmo u3 6ap jemHor on TWMX n CKymoBa m3abpasu nsa eneMenta (miau Bume ox 2). Ta msa
enementa he 6utw obmuka a = N -2% u b= N -2° rxe je N menapam 6poj u a < 3, ma mobujamo na a | b.

1.11. 1° 3a n =2 umamo ma je n mpoct. v

2° IlpernocraBumo ma tBpbheme Bawku 3a cBe n, 2 < n < k: ma cy cBu T OPOjE€BU MU MIPOCTU UK TPOU3BOI MPOCTUX
Opojesa.

3° Ilokaxumo na tBpbheme Basku u 3a n =k + 1. Vimamo 2 cayuaja: 1) n=k+1 je npoct u 2) n =k + 1 je cuoken.
Yronuko je n = k + 1 mpoct TBpbheme 3amarka Baku. YKOIUKO je n = k + 1 clOKEeH OH ce MOKe MPEACTABUTHU Y
obJIMKYy M = M - no, TAe 3a 6pojeBe nmy U ng Baku 1 < ny,no < n =k + 1. [lo uMHAYKIUjCKO] XUIIOTE3U UMAMO 12
je cBaku ox OpojeBa nmi U N9 MWW TPOCT UM TPOU3BOJI MPOCTUX OpojeBa, ma mobujamo na jeumun =k + 1 =nq - no
npousBon npoctux opojea. Twume cmo y oba ciyuaja mokasanu na tBpbheme Baxu m3an=~k+ 1. v

Crora je mo IpUHIUIY MaTeMATUYKe WHIYKIMje CBAKU NPUpPOIaH O0poj Behu miau jenuak 2 uiau nmpocT WU TPOU3BOL
npoctux 6pojesa.

1.12. 1° 3a n =1 umamo ma je (1+\/§)1:1+1~ﬁ, Tj.a=b=1. v
2° TMpernocrasumo aa tBpheme Bawu 3a n = k: (1+/2)F = ay, + bpv/2, e cy ag, by, € N.
3° Ilokasxkumo ma TBpheme Basku u 3a n =k + 1:

(1+ V2 = (1 4+ V2)F - (14 V2) = (ar + 0k V2) - (1 + V2) = (ar + 20) + (ar + br)V2,
OJHOCHO nobmjaMo ma je agy1 = a + 2bg m b1 = ai + by, ma cy u apy1,bp41 € NV

CTora je O IPUHNUIY MaTeMATHUYKE MHIYKIUje 3a CBAKMA IPUPOIAH 6poj n ucmymeno aa je (1++/2)" = a+by/2, roe
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cy a,beN.
Hamowmena: [TornyHo aHaJorao ce morkasyje u aa je (\/5—1)” = b\/2—a. Kazma mOMHOKIMO OBY U IPETXOIHY j€IHAKOCT
nooujamMo

1= (v2' - 12))” = (V2+ (V2 - 1))" = (VZ+1)"(V2—1)" = (0V2 + a)(bV2 — a) = 26% — a®.

360r Tora je 1+ a? = 2b%, ma je moryhe mpercrasmame kao 36up (pa3iuka) KOpeHa ABa y3aCTOMHA TPUPOIHA Opoja:

(V2+1)" =Va2+ Va2 +1= 202 -1+ V22

1.13. 1° 3a n =1 umamo nxa je 20=2>1. v
2° IIpernocraBumo na tBpheme Basu 3a n = k: 2F > k.
3° Tlokasxkmmo na tBpbheme Basku u 3a n =k + 1:
2kl =2.9%" > 2. k=k+k > k+1.V
(2°) (k>1)
Crora je mo NpUHIUILY MaTeMaTUYKe UHAYKIM]e 38 CBAKU NPUPOAAH OPOj n mcmymeHo na je 2" > n.
Hanmomena: Ha ucTtu HaUMH CMO MOTIJIM fa MOKAKEMO U CTPOKUjY HejemHarocT 2" > n.

1.14. IIpso hemo mampasuTu Tabuaumy BpexHocTH on 2" u n’ 3a pasHe BPEIHOCTH N

n|0]1{2[3]4]5]|6 7 8
2" 111214 |8(16|32|64 | 128 | 256
n?|0|1[4]9]16|25[36] 49 | 64

3uaun TBpheme Basku 3a n = 0 u n = 1, a MOKEMO NPETIOCTABUTUA Oa Basku 3a cBe OpojeBe n > 5 — mro hemo
MTOKA3aTU MATEMAaTUUYKOM WHIYKIV]OM.

1° 3a n =5 umamo ga je 2° =32 > 25 =52,

2° IIpernocraBumo na TBpheme Basu 3a n =k > 5: 2F > k2.

3° Tlokaskmmo na tBpbheme Baku u 3a n = k + 1:

R =2 ok S o0 B2 =2 4 2> K2+ 3k > K242k + 1= (k+1)% v
(2°) (k>3) (k>1)

Crora mo IpUHIMITY MaTeMATHYKe MHIYKIWje 38 CBAKM IPUPOAaH Gpoj n > 5 Baxm 2" > n’.

1.15. 1° Ba n =2 mvamo ma je (1+a)2 =1+2a+a?>1+2a jep je a# 0 ma je a> > 0. v
2° TIpernocraBumo na tBpheme Baxu 3a n = k: (1+a)f > 1+ ka.
3° Ilokasxkumo ma TBpheme Basku u 3a n =k + 1:

1+a)*"'=0+4a) - 0+a)* > 1+a) - A1+ka)=1+(k+1Da+kd®> > 1+(k+1a v
(2°) (k>2,a2>0)

Crora je 1o OpUHOMANY MaTEMATUYKE MHAYKIU]Ee 32 CBAKU NPUPOAAH Opoj n ucoymeno ga je (1+a)™ > 1+ na.

1.16. 1° 3a n =2 umamo aa je \/p? ++/¢2 =p+q=+/(p + q)? (oBme Hema ancosyTHUX BpemHOCTHU jep cy p,q € RT),

omOCHO \/P? + v/ < /(p+q)? Vv

2° TIpermoctaBumo na Tepheme Baku 3a n = k: /pF + /¢ < /(p + q)F.

3° Moraxmmo nma tepbheme Bawm u 3a n = k4 1: Kako je /p < \/p+q u /g < /p+q mmamo /pFtl + \/gh+l =
VPE B+ VA< VPE Vgt VbV E =(\/p’“+\/q’“)\/p+q(2§) Viet+ak - Vpta=Vp+ort v

Crora je mo IprHIUIY MaTeMaTHYKe MHAYKIVje 3a CBAKA IPUPOJAH OPOj N UCIYHEHO ma je /p" ++/¢" = /(p + q)".

1 1 1
1.17. 1° 3a n =1 umamo ga je TrYy Tty _ 2 —l—y'\/
2 2 2
k k k
2° IlpernocraBumo na TBpheme Bawn 3a n = k: z ; y) < %
3° Tlokaskmmo ma tBpbheme Baku u 3a n = k + 1:
T4y k+1 B T4y . T4y k< T+y xk+yk7xk+1+yk+1+xyk+y$k
2 N 2 2 S\ 2 2 4
B ghHl gkl gk gk gkl ket B gh L fygktl () (2k — k)
B 2 * 4 B 2 * 4
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Kaxko je mocimemsu uman yBek HemosuTusaH, Tj. (y — z)(xF — y*) < 0 (3a x = y Taj unan je jemmax 0; 3a = > y UMamo
y—x<0wuzk—yF>0;3az<yumamo y —2>0u 2k —yF < 0) moGujamo na je

($+y)k+1 _ $k+1_~_yk+1

5 5 -V

9 .

. . . . T+
Crora je mo IPUHIUIY MaTeMaTUYKe WHIYKIMje 338 CBAKW NPUPOAAH OpOj n UCIyHEHO ma je ( 5 y) <

1
1.18. a) 1° 3an=1umvamo ma je — =1=+1. v
) e 7
1 1
2° TIpermocTasuMo na TBpheme Baxku 3a n=k: — + ...+ — > Vk.
p pb 7T T
3° Iloraskumo na TBpbheme Basku u 3a n =k + 1: Kako je /k(k+ 1) > VEk? = k umamo

1++/ 1
1 1 1 1+ k(k+)>1+k Vit v

_|_ =

1
— it —F —— > Vk+ —
V1 Vi VE+T (20 VEk+1 VE+1 VE+1

1 1 1
-
n

Crora je mo NpUHIUIY MaTeMaTUYKe UHIYKIW]e

6) OBaj meo ce He Moke mokaszary MHAyKNXjoM. HejemHakocT je TauHa, 4ak Ce MO:Ke U IMOCTPOKUTH:

2
1 1 1 1
(n T + s + e + ...+ Qn) < (In2)? ~ 0.480453, amu To hemo MOKa3MBATU TPEKO pa3Boja GyHKIHAje y pe.

(rpamuso IV paspena).

1
1° 3 =1]j ==V
B) an jeTI1=3 1 1 1 1
2° IlpermocTtaBuMmo na TBpbheme Basku 3a n = k: Pl + ) +...+ o < 3

3° IMokasxkumo ma TBpheme Basku u 3a n = k + 1:

L+L++i+l+l—1+1++il+1+l—
k+2 k43 T 9% T 2%k+1  2%+2 \k+1  Ek+2 T ok k+1 2k+1 2k+2

B 1 . 1 . +1 L 1 1 >1+O—1/
C\k+1 k42T 2%)  2k+1 2k+27 20 2
C j j ! + ! + +1>1
ora je 1mo aTeMa e e ===
TOTa je MO MPUHIUAILY MAaTEeMaTUYKe WHIYKIIN] e 5 Z 3
r) OBaj meo ce UCTO MOKa3yje KAo U MPETXOHU CaMO je pa3aumuyura 6a3a WHIyKIuje.
1 1
1° 3 =2je —— 4+ —=—>—.
an=2je s gt e a Y , ) L5
2° TlpernoctaBumo na TBpbheme Baku 3a n = k: m+m+...+ﬁ<ﬂ.
3° Ilokasxkumo ma TBpheme Basku u 3a n =k + 1:
1+1++1+1+1_1+1++1 1+1+1_
E+2  k+3 " T 2% "2%k+1 "2%+2 \k+1 " E+2 T 2%k k+1 2k+1 2k+2
B 1 L 1 L +1 n 1 1 >13+O—13\/
S \k+1 k+2 2%k 2k+1 2k+2 7 24 24
C j j ! + +...+ >13
ora je 1mo aTeMma e e et = > —.
TOTa je MO TPUHIAILY MlT M ’iI/ILIK m;ﬂyl{unj ”"1'1 s o~ 22
10 :2 ! 2:7 — - = — ]..
3an nmamo na je f(2) 2+3+4 i /1 1
2° 11 =k -+ —+ —+ ...+ 5> 1.
PEeTIOCTABUMO 1a TBpDheme BajKy 3a N k+k+1+k+2+ +k2 >
3° Tlokasxkmmo na tBpheme Basku u 3a n =k + 1:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
k+)—flk)=——-+——+.. 4+ —5—— > it ———=02k+1) — ——.
JEAD=I0 = gt et Y e R Gy TG T e kT Y G R

2k+1
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K2 k-1
k(k+1)2

Crora je mo IPpUHIUIY MaTEeMaTUUKE WHIYKIW]e

Omuocuo nobujamo f(k+1) — f(k) = >0, maje f(k+1)> f(k)>1. v
1

1
oo+ —=>1.
n—|—1+n—|—2Jr +nQ

1.19. a) 1° 3a n =4 umamo ma je 4! =24 > 16 =2*. v

2° TIpernocraBumo aa tBpheme Bamu 3a n = k: k! > 2F.

3° Moraskumo na tepbeme Baswum muzan=k+1: (k+ 1) =k!-(k+1) (2>) 2F . (k+1) ( > : 2k .2 > ok+l
° k>4

Crora je mo IPUHIUIY MaTEeMATUYKE UHIAYKIM]E 34 CBAKUA Npupomad Opoj n > 4 ucnymeno ga je n! > 2.

6) 1° 3an =3 mmamo ma je 3! =6 < 9 =32 v

2° IIpernocraBumo na TBpheme Basu 3a n = k: k! < kF~L.

3° Iokaskumo na tBpbeme Baskn uzan=k+1: (k+ 1) =k!-(k+1) (< Eerlo(k+1) < (k+ D1 (k+1) = (k+1)F. v
20)
Crora je mo IPUHIMIY MaTeMATHUKe MHIVKIM]E 32 CBAKU IPUPOTAH Opoj n > 3 ucmymeHno xa je nl < n™ L.

1 1
1.20. a) 1° 3a n =1 umamo 5=\ v

1-3:5-...-(2k—1 [ 1
2° IlpermocraBumo ma tBpbheme Baku 3a n = k: 23' 45. 5 ( %) ) < Sl

1-3-5-...-(2k—1)- (2k+1) T 2k+1 |
° 11 — k41 < : < .
3° Horazanio na Tepheme paxnu u 3a n =k + 2.4-6-...-(2k) - (2k +2) k+1 2k+t2 3(k+1)+1

IIpBa HejemHAKOCT BasKKU MO WHIAYKIWjCKO] IPETIOCTABIM, & APYra jep Kald KBaIpupaMo MMaMo cjienenu Hu3 eKBUBA-
JIEHITWj &

1 2k+1 1 1 2% + 1> 1
: < & : o
E+1 2k+2 3k+1)+1 3k+1 \2k+2 3(k+1)+1

1 1 2k + 1\ k
N _ . >0 < >0.v
3k+4 3k+1 <2k+2) (3k 4+ 4)(3k + 1)(2k + 2)2

. . 1-3-5-...-(2n—1) 1
Crora 1o IpUHIUIY MaTeMaTUYKe MHIAYKIMje 3a CBAKA NPpUPOAaH OpOj n Baku < Il
n

2.4-6-...-(2n)
3 9 3
6) 1° —1 S_ 2 )2
) 1° Ban uManMo - 55 < \/; v

2° IIpermocra, o 1a Beme pamu 3a n = k 3-7.11._,_.(416_1)<\/T
TIIOCTaBUM TBpHeme Basku — L |
’ e 5-9-13-... - (dk+1) 4k + 3
3-7-11-...-(4dk—-1)

(4k—|—3)< /3 .4k+3< [ 3
5-9-13-...- (dk+ 1)(4k +5) 4k +3 4k+5 4k + 7’
a MoCJIeIlkha HEjeTHAKOCT jé €KBUBAJICHTHA Ca 3 . Ak + 3 < 3 & 1 > 0.
Vak+3 4k+5 ~\4k+7 (4k +5)2(4k +7)

- . o 3:.7-11-..-(4n—-1) _ [ 3
O IPpUHIIIY MaTeMaTUYKEe UH, KII1]€ 3a CBAaKU IIPpUPOOdaH O] N BaXKN .
UL AVHIE] PUPOAat Bbo) 5.9-13-...-(4n+1) Vin+3

3° 3an =k+1 ananorso kao y meiy mop a) nobmjamo:

1.21. T mauun (YucToM MATEMATHYKOM WHIYKIUjOM):

1
1° SanzlnMaMo§<1. v

2° IlpernocraBumo na tBpheme Basku 3a n = k: % + (%)2 +...+ (%)k < 1.

3° Tlokasxkumo na tBpbheme Basku u 3a n = k+1. Axo BucMo caMO [0OaaU HOBU YJaH HE OMCMO MOIJIN 18 MCKOPUCTUMO
VHIYKTUBHY MPETIOCTABKY, jép HOJaBameM jOll jeIHOT uiaHa HOBa cyMa Ou moria na npebe 1! Asxm rtaj mspas
MOXKEMO na IPYIHUIIEMO Ha cienehu HauwmH:

@ (e @) e

. . 2
Crora mo TpUHIUIY MaTeMaTUJYKe WHIAYKIMje 338 CBAKA NpUpPOAaH OpOj n Baku % + (%) +...+ (%)n < 1.
IT maunn (ITomohy maenTHrTETA KOjU NOKA3YjEMO MATEMATHYKOM WHIYKIN]OM):

1 _ AN
ITokazahemo ma 3a cyMy IPBUX N UJTaHOBA TeOMeTpHjcke Tporpecuje (rae je ¢ # 1) Bawu: ¢+q¢°+...+q" = M
—q
1—
1° 3an:1MMaMoq:M. v
—q

18



1— k
2° IIpernocrasumo na tBpheme Basm 3a n=Fk: ¢+ ¢ +...+¢" = M
—q

i RPN T A A A [l ML
l1—q I l—q
1— g™
Ilo npuHIMIY MaTeMaTHUKe MHIYKIWje 33 CBAKKM IPUPOAAH OpOj n Baku ¢+ ¢°> +...+¢" = M
—q

3° 3an=k+1 nobujamo: g+ ¢>+ ...+ ¢" + ¢t =

1
Y HameMm 3amaTKy je ¢ = 2 ma gobumjamo ga je
11\ n\"_ 11-(3" 1"
= = - =—=—=1—-(=- | <1
2+<2)+ +(2> 1-3 2

1.22. OsBo je mormyno uctu 3axatak kao 20. a)

1.23. OBge uMamMoO [qBa TUIA MaTeMaTHUUYKe MHIAYKLOUje: Ca N Ha 2n U perpecuBHy ca n Ha 7 — 1 (0MHOCHO MMaMO IBa
pa3nIuunTa UHIAYKTUBHA KODaKA).

1° 3a n = 1 umamMo % =q; = Ya;. v
2
a + ag (Vai + /az) S0 v
2 -

B = JJaias =
ay+ag+...+ag
2° IlpermocraBumo ma TBpbheme Baku 3a n = k: A = ¥aras - ... ag.

3a n = 2 uMaMo

3° IlokaxmMo na TBpbheme Baku u 3a n = 2k:

ay+ ...+ ag Ag4+1+ ...+ az
a1 t+ax+...+ap+ak1+...+ayg L + k \k‘/al-...-ak—i-{C/akH-...-agk
Qk 2 (20) 2

(}) \/\"‘/al-...-ak~\"/akﬂ-..uagk:2\’7a1~...-ak-...~a2k. v
10

3° Tlorkaskumo na TBpbheme Basku u 3a n = k—1: Kako cy ay,...,a, OIPOU3BOJ/HN MO3UTUBHI PEAJHU OPOjEeBU MOKEMO
y3eTu na je

bi+ba+ ...+ b1

ap =by, ag=bg, ... , ap_1 =by_1, a = -

bi +ba+ ... +br_1

Tana je ay +as + ... +ark = = aj. Kama To 3aMeHUMO y HEjeIHAKOCT U3 YHAYKTUBHE XUIIOTE3€

k—1
. ar+ag+ ...+ ag &
nobujamMo ap = ? > ¥aias - ... ay, OOMHOCHO, aKO CBE IMOAUTHEMO Ha k-TU CTENEH, aip"” > aias - ... - ag,
. . b1+b2+...+bk,1

Tj. a* ' > ajaz- ... ap_1 =biby-... - bp_1. Canma ussyuemo (k — 1)-Bu Koper u mobujemo ap = - >
ki\I/ b1b2 et bkfl. v

ITo npuHIMIY MaTeMATUUYKE UHIYKINUje 38 CBAKU NPUPOIAH OpOj N U IPOU3BOJLHE PEaJiHe IIO3UTUBHE OPOjeBE a1, . . . , Gy

ay+ag+...+ag
BaYKU 5% = ¥aias - ... ag.
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2.1. a, =2". 2.2, a, =2"+1.

2.3. a, =2"+1.

24.d,=5-2"—-3-4".

2.5. a, = 3" — 2" + 5.

2.6. a, = 2".
- 1 1 #
_ 1 14vE " 1-vE T
2.7. ap = = 5 - 5 BUIETU CTPaHy 9.
2.8. z, =2".
2.9. a, =2" + 1.
2.10. a, = n>.
xn-&-l _ yn+1
2.11. Bax#yjed, = ,azax=yjed,=(n+1)a"
r—y

2.12. d, = (n+1)5".

1
2.13. a, =2" + 5712”.
2.14. z, = (1 + n)2".
2.15. a, =n®+n—+1.
2.16. a, — 3+ (="

9

2.17. zer =1, Tep+1 = 3, Ter+2 = 2, Tek+s = —1, Tek+a = —3, Tekts = —2.

2.18. z,, =2 cos %

i 1
o sin(n + 1)0

2.19. 3a b? < 4a® ce mobuja d, = , e je 0 takBo ma Basku b = 2acosf. 3a b = +2a ce mobuja

sin 0
b n
dy=mn+1)(2) .
(n+ )<2>
2b+a 4 1 . . 2b+a
2.20. z, = 3 +§(b—a)(§)", ma je nlin;ox": 3

2.21. MareMaTUUKOM WMHAYKIMjOM MPBO MOKAKEMO na je X, > 0. 3aTuM JOrapuTMyjeMo ca OCHOBOM 2 U yBeIeMO
Yn = logy z,. Tana ce nobuja nudepeHnHA jeTHAUNHA yn+2 = 3yn+1 — 2y, ca moueTHUM ycigoBuMa Yo =0 u y; =1 —
mro je samarak 1.37. Crora je y, = 2" — 1, na je x, = 22"~

2.22. U3 ngpyre jemaumHe no0ujaMo T, = Yp4+1 — Yn U KaX TO YBPCTUMO Y NPBY jeTHAUMHY NOOMjaMO JIMHEAPHY
PEKYPEHTHY jemHAYUHY Yn+2 — 4Ynt1 + 4y, = 0 ca mouyeTHHMM ycnoBuMa y; = Tog + Yo = 6 1 Yo = 1 yujum pemaBameM
noburjaMo pelema IoNa3Hor cucreMa Y, = 2"(2n + 1) u z,, = 2"(2n + 5).

Y .
2.23. CmenoM x,, = —", z0 =1 yo = xp mTOJIA3HA jeOHAUMHA CE€ CBOAU HA CUCTEM ¥Ypi1 = Yn + b2pn, Zni1 = CYn + dzp.
Zn

3n
Yntl 5 nobujaMo Yp+2 + 2yn+1 + yn = 0. Komauno pememne je x, = —

2.24. C = .
MEHOM Xy, " Txon




