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1. Ako za polinom P (x) sa pozitivnim realnim koeficijentima va�i P ( 1
x ) ≥ 1

P (x) za
x = 1, dokazati da onda va�i i za svako x > 0.

2. Neka za polinom P (x) stepena n va�i P (k) = 2k za k = 0, 1, 2, . . . , n, Odrediti P (n+1).

3. Ako je P (x) polinom stepena n za koji va�i P (k) = k
k+1 za k = 0, 1, . . . , n na�i P (m),

gde je m > n.

4. Neka Fn oznaqava n-ti Fibonaqijev broj (F1 = F2 = 1) i neka za polinom P (x) stepena
1001 va�i P (k) = Fk za k = 1003, 1004, . . . , 2004. Dokazati da je P (2005) = F2005 − 1.

5. Neka je p prost broj i neka je f(x) polinom stepena d takav da je:

(a) f(0) = 0, f(1) = 1;

(b) za svaki pozitivan broj n je f(n) je kongruentno sa 0 ili 1 po modulu p.

Dokazati da je d ≥ p− 1.

6. Neka je polinom f(x) sa celobrojnim koeficijentima i vode�im koeficijentom a
stepena n > 1. Dokazati da ako f(x) ima n realnih korena (koji nisu svi jednaki) u
intervalu (0, 1), onda va�i |a| ≥ 2n + 1.

7. Polinom f(x) = xn +a1x
n−1 + · · ·+an−1x+1 sa nenegativnim realnim koeficijentima

ima n realnih nula. Dokazati:

(a) f(x) ≥ (x + 1)n za x ≥ 0;

(b) ak ≥
(
n
k

)
.

8. Ako za niz a0, a1, . . . za neko p va�i Si = Sj za sve 0 ≥ i, j < p gde je Si =
∑

k=0 akp+i,
za ǌega ka�emo da je p-balansiran. Neka je niz a0, a1, . . . , a49 p-balansiran za p =
3, 5, 7, 11, 13, 17, dokazati da je a0 = a1 = · · · = a49 = 0.

9. Ako je α realan broj tako da su cos α
π i cosα racionalni, dokazati da onda va�i

cos α ∈ {0,± 1
2 ,±1}.

10. Neka je za n ≥ 2 taqke x1, x2, . . . , xn u [−1, 1]. Neka je tk proizvod rastojaǌa od taqke
xk do ostalih taqaka. Dokazati da je onda

∑n
k=1

1
tk
≥ 2n−2.

11. Neka je P (x) polinom sa celobrojnim koeficijentima. Pretpostavimo da brojevi
a1, a2, . . . , an imaju slede�u osobinu: Za svaki ceo broj x postoji i tako da ai|P (x).
Dokazati da onda postoji i0 tako da ai0 deli P (x) za svako x.

12. Neka je P (x) polinom sa realnim koeficijentima tako da je P (x) ≥ 0 za svako x.
Dokazati da postoje postoje realni Q1(x) i Q2(x) takvi da je P (x) = Q2

1(x) + Q2
2(x).

Da li sliqno tvr�eǌe va�i za P (x, y)?

13. Da li postoji beskonaqan niz a0, a1, a2, . . . , nenula realnih brojeva takav da za svako
n polinom pn(x) = a0 +a1x+a2x

2 + · · ·+anxn ima taqno n razliqitih realnih korena?
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14. Dokazati da za prost p > 2 va�i

p∑
j=0

(
p

j

)(
p + j

j

)
≡ 2p + 1 (mod p).

Tako�e dokazati (
2pn

pn

)
≡

(
2pn−1

pn−1

)
(mod p3n)

15. Za prirodan broj n i realan c, definiximo niz xk sa x0 = 0, x1 = 1 i za k ≥ 0

xk+2 =
cxk+1 − (n− k)xk

k + 1
.

Fiksirajmo n i uzmimo za c najve�u mogu�u vrednost tako da va�i xn+1 = 0. Na�i
xk.

16. Neka je f(x) polinom sa celobrojnim koeficijentima. Definiximo niz a0, a1, . . . sa
a0 = 0 i an+1 = f(an) za n ≥ 0. Dokazati da ako za neko m va�i am = 0, onda je
a1a2 = 0.

17. Dokazati da zn+1 − zn − 1 = 0 ima koren modula 1 akko 6|n + 2.

18. Neka je 0 < a0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ an−1 ≤ 1 i λ kompleksan koren xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0

takav da je |λ| ≥ 1. Dokazati da je λn+1 = 1.

19. Neka su x1, x2, . . . , xn razliqiti realni brojevi i neka je

P (x) = (x− x1)(x− x2) · · · (x− xn).

Neka je

Q(x) = P (x)
(

1
x− x1

+
1

x− x2
+ · · ·+ 1

x− xn

)
.

Ako su y1, y2, . . . , yn−1 koreni polinoma Q(x) dokazati da je

min
i 6=j

|xi − xj | < min
i 6=j

|yi − yj |

20. Neka su dati polinomi sa kompleksnim koeficijentima P (x) = xn + a1x
n−1 + · · ·+ an

i Q(x) = xn + b1x
n−1 + · · ·+ bn qiji su koreni redom x1, x2, . . . , xn i x2

1, x
2
2, . . . , x

2
n. Ako

su a1 + a3 + a5 + . . . i a2 + a4 + a6 + . . . reallni brojevi dokazati da je onda realan i
b1 + b2 + b3 + . . . .

21. Neka za kompleksan polinom P (x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an za neko m va�i∣∣∣∣am

an

∣∣∣∣ >

(
n

m

)
.

Dokazati da P ima nulu modula maǌeg od 1.

22. Dokazati da ako polinom P (x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an sa realnim koeficijentima
ima sve realne korene, onda je (n− 1)a2

1 ≥ 2na0a2. Da li va�i obrnuto?

23. Rexiti x2n + a1x
2n−1 + · · ·+ a2n−2x

2 − 2nx + 1 = 0, ako su svi koreni realni.

24. Neka je p(x) moniqan polinom stepena n sa realnim koeficijentima. Dokazati da
postoje q(x) i r(x), oba moniqna stepena n sa realnim koeficijentima i svim realnim
korenima takvi da je 2p(x) = q(x) + r(x).

25. Polinom stepena 3n ima vrednost 2 u taqkama 0, 3, 6, . . . , 3n, vrednost 1 u taqkama
1, 4, 7, . . . , 3n − 2 i 0 u 2, 5, 8, . . . , 3n − 1. ǋegova vrednost za 3n + 1 je 730. Na�i bar
jedno mogu�e n.
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26. Neka je X najmaǌi skup polinoma p(x) takav da:

(a) p(x) = x pripada X;

(b) ako r(x) pripada X, tada pripadaju i xr(x) i x + (1− x)r(x).

Dokazati da ako su r(x) i s(x) razliqiti elementi skupa X, onda je r(x) 6= s(x) za
sve x ∈ (0, 1).

27. Neka za pollinom p(x) sa realnim koeficijentima va�i |p(i)| < 1. Dokazati da
postoji z = u + iv takav da je p(z) = 0 i (u2 + v2 + 1)2 < 4v2 + 1.

28. Polinom q(z) sa kompleksnim koeficijentima stepena 2004 ima sve razliqite nule.
Dokazati da mo�emo da izaberemo niz zi kompleksnih brojeva takav da ako je p1(z) =
z − z1 i pn(z) = pn−1(z)2 − zn, onda q(z) deli p2004(x).

29. Neka je a0, a1, a2, . . . beskonaqan niz celih brojeva takav da je an−am deǉivo sa n−m
za n > m. Ako postoji neki polinom p(x) takav da je p(n) > |an| za svako n, dokazati
da onda postoji i polinom q(x) takav da je q(n) = an za svako n.

30. Neka je p(x) = ax3 + bx2 + cx + d polinom sa celobrojnim koeficijentima. Ako je
xp(x) = yp(y) za beskonaqno mnogo parova x, y (x 6= y), dokazati da onda p(x) ima
celobrojan koren.

31. Neka su P i Q polinomi qiji su koeficijenti iz skupa {1, 2004}. Dokazati da ako P
deli Q onda i deg P + 1 deli deg Q + 1.

32. Neka je P ∈ Z[X] moniqan ireducibilan polinom takav da P (0) nije potpun kvadrat.
Dokazati da je P (x2) tako�e ireducibilan u Z[X].

33. Na�i sve prirodne brojeve a, b, m, n takve da m > n > 0 i da f(x) = xn + ax + b deli
g(x) = xm + ax + b.

34. Dokazati da polinom xn +a1x
n−1 + · · ·+am−1x

n−m+1− bmxn−m−· · ·− bn gde su ai, bj > 0
ima taqno jedan koren ve�i od 1.

35. Ako je 2m uzastopnih koeficijenata realnog polinoma stepena n jednako 0, onda on
ima najvixe n− 2m realnih korena.

36. Ako su koreni uzajamno prostih polinoma f(x) i g(x) realni i me�usobno se razdva-
jaju, onda su realni i svi koreni polinoma λf(x) + µg(x) za λ, µ > 0.
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