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Pamupema mosma
Muaueoje JIyxuh

1. Teopujckmu yBoOI

Hera je K mome. Basayayuja moma K je cBako mpeciukaBame | | : K — [0, +00) TakBo ma:
(1) |z|=0 <z=0,
(1) |yl = || - |y| 3a cBe z,y € K,
(ii1) | +y| < max {ja], |y}

Axo je | |1 Bamyamuja nmoma K, omma je Bamyammja u | |2 = | [{, 32 Omio Koju mo3UTUBAH
peaJsian 6poj ¢. AKO jemHy BaJyanujy MOMKEMO OOOWUTM OX APyre Ha OBaj HAUYMH, Tala KasKeMo
ma Cy Te IBe BaJlyalllje eKBUBAJICHTHE.

IIpumep: 3a cBaku npoct 6poj p, RepuummuMo Baxyamujy | |, moma Q ca [0], =0 u

1
=—, 3a gcd(u,p) = ged(v,p) = 1. (1)

p(l

Hamomernumo ma je mpema Tteopemu OCTPOBCKOT CBaka BaJsyanuja mosba () eKBUBAJIEHTHA HEKO]
ox Basxyanuja | |p.
IIpumerumo na je
Z={zeQ||z|, <13a cse p}. (2)

Motusucanu popmymnom (2), 3a koHauno pamwupeme K moma Q, nepunumumo npceren ”nenux”
opojesa y momy K kKao

Ok = {z € K | |z| €1 3a cBe axyammje | | moma K }. (3)

Henocpenno ce npoBepasa na je Ok 3aucrta morupcre on K.

OcepuaumMo ce Ha jom jeman moryh mpuctyn mnepunucamy npcresa Ok: Kako je K koHauHO
pamwupewme on Q, K je m amrebapcko pamwupewme Han Q. I[larme, 3a cBaku a € K mocroju
nosnuuoM p(x) € Q[z] rakas ma p(a) = 0. pyrum peduma, HoCTOje ag, a1, - - ., G, € Q TakBu na

ag+ara+ -+ aya”™ =0. (4)

Anrepuatusuo ce Ok MOke mepUHUCATU KAO CKyln cBuX « € K TakBux ma mocroje ag, af,. . .,
QUp—1 € Z TakBU Oa
ap +ara+---+a" =0. (5)

OBa mepuHMIU]a je eKBUBAJIECHTHA €A Ae(YUHULNJOM HATOM jenHadmsHoM (3).

2. KBanparHa pamupema modba Q
Caako kBangpaTHO pamwupemne nosba Q je obiaura

Q[Vd] = {a + bVd|a,b € Q}, (6)

rzae je d meo 6poj pasmuuur ox 0 u 1 KOju HUje He/bUB KBAAPATOM HUjeTHOr npoctor Opoja. Kao
CHEINMVjaJIHU CJIy4Yaj paHujer pa3Marpamba,

a € Oqg = (3ag, a1 € Z)ag + ara + o* = 0. -



W3 nperxonHe ¢popMmyJiie ce HEIOCPETHO U3BOIU

Z+7ZVd 3a d=2,3 (mod4)

O = 1 8
Qlval Z+1Z +2\/a sa d=1 (mod 4) ®)

Iakne, cynporao ”ounraemunoMm” m3b0py ma 3a neie OpojeBe pammpema Q[\/&] onabepeMo
opojese obsuka a + bvd, rme cy a,b € Z, 3a d =1 (mod 4) ckyn meamux 6pojesa je HEMTO MmMUpH
U canpxEu u 6pojese obmuka a + bv/d + 1+72\/37 a,beZ.

3. Hopma y kBagpaTHUM pamwupemuMa modba Q

Y Q[Vd], ne¢urmminvo mopmy N : Q[Vd] — Q ca

N(a+bVd) = a® — db?. (9)

IIpumeTumo ma Basku
(Va,y € Q[Vd]) N(zy) = N(z)N(y), (10)
N(z)=0 < z=0. (11)

Y majbeM TEKCTY MPCTEH IeJux OpojeBa OQ[\/E} kpahe hemo o3zmauaBatu ca R. Hemocpenzo ce
IpoOBepaBa a BaxKu
r€R = N(z)€Z, (12)

Ia HOPMY MOYKEMO IIOCMATPAaTU W KaO IpeciukaBame us Ry Z.

Jedunuya y upcreny R je cBakm 6poj € € R 3a koju mocroju § € R rtakBo ma €§ = 1.
Hopmupamem o6e crpase 3akbydyjeMo na je € jemununa y R ako u camo ako je N(e) = 1. Ha
npumep, y npcreny Z jemune jemuuune cy opojesu 1 m —1. 3arum, ako je N(w) = p, vme je p
mpocT Opoj y IPCTeHy Z, OHOa je m mpOocCT Opoj y mpcreny R.

Penamuja nemusoctu ce yBoau Ha yobuuajenu mauwuu: 3a o, € R, o # 0,

alf = (Iy e R)B=ay. (13)

Bpojesu a u 3 cy acoyupanu ako «|f m [|a, OQHOCHO aKO IOCTOjU jeIUHULA € TAKBa Ia
a = ef.

Hanmomenumo na mpcreHu OQ[\/E] HeMajy yBEK CBOjCTBO jeNWHCTBEHe (akTopu3aluje: Ha

npumep, 3a d = —13,
49 =72 = (6 + v/—13)(6 — v/—~13),

npu uemy cy 7, 6 ++/—13, 6 — \/—13 HepacraBmuBu y OQ[\/—T?,y
Teopema: Cpako Eykaumcko pammpen.e uMa CBOjCTBO jeIUHCTBEHE (AKTOPU3ALL]E.
Teopema: 3ad=—11, -7, =3, =2, —1, 2, 3, 5, nosme Q[\/E] je Eyxmuncko. (Basku u onmruje
epheme: mome Q[vd] je Eykmuacko ako u camo ako je d jemam om 6pojea —11, —7, —3, —2,
-1,2,3,5,6,7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57 u 73.)

4. IIpocTtu OpojeBu y KBaApaTHUM pallvpemBUMa I0oJbha Q

Onumumo cama mpocte OpojeBe y KBaIpaTHUM pamnpemuMa mosba (: Heka je R = OQ[\/E]
Eyraunckm npcren. Kopucruhemo o3naky p 3a npocre OpojeBe mpcTeHa Z U 03HAKY T 33 IIPOCTE
6pojese mpcrena R. On 3umauaja he 6utu duckpumurnanma pamupema §, mpu yemy je d = 4d 3a
d=2,3 (mod4) ud =dszad=1 (mod 4). Pasmarpamem parkropusauuje 6poja p y upcreny R,
KCIOCTaB/ba ce na cy moryha tpu ciaydaja:

1. p|6: Y oBom caiydajy p = en?, rae je € jeqmEuna, a m mpoct 6poj y R.

2. ptom (%) = —13ap > 2, omocuo d =5 (mod 8) 3a p = 2: Y oBOoM cayuajy p = T, TO

ject p ocraje mpoct 6poj y R.
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.ptdm (%) =13ap>2, omocuo d =1 (mod 8) 3a p=2: Y oBOM ciIyuajy p = mTa, IpK

YyeMmy je o = 71 U T U Mo HUCY ACOIUPAHU.

O6parHo, cBaku npoct 6poj m npcrena R mobuja ce y GarTopu3anmju TavyHO jeTHOT P.

. 3amanm

® N o e

10.
11.
12.

. Onwmcaru jemuuune u nmpocte 6pojese npcrena Z[i].
. Koju mpoctu 6pojesu p ce mory mpeancrasutu y obmuky p = x2 + 2y2?

360r uera uaentuteru 62 = (5++/—11)(5 —/—11) u 32 = (2+/=5)(2 — v/—5) He moKasyjy

na nperern Ogp/=17) 1 Og| /=5 HeMajy jeIuHCTBeHY (arTopusanujy’

Hahwu norpe6an u noBomaH ycJyoB 3a &,y € Z na y Z[i] sasxn ged(2,x + yi) = 1.
Pemuru jemnaunny x2 + 2 = 3 y cxymy mesmx 6pojesa.

Pemutu jemnaunny x2 +4 = y3 y cxymy mesmx 6pojesa.

Pemutu jemnaunny z2 + 11 = 3® y ckymy nesux 6pojesa.

Hexa cy a, b, ¢ npuponuu 6pojesu Taxsu na ab = c?+1. Ioka3aru ga mocToje m,n,p,q € N
TaKBU Ia a:m2+n2, b:p2+q2, c=mp—+ng.

Iokazatu: Ako cy x, y, 2z nemu Gpojesu Taku ma x2 + 3y? = 23, ged(z,y) = 1, 31z, onna
nocToje nenu Gpojesu a u b Taksu ma je a? + 3b% = z.

Pemuru jemnaunny x? = y° — 1 y ckymy mesmx 6pojesa.
(BMO1998.4) Ilokazatu na jemnaumsa y? = z° — 4 HeMa pemIema y CKyIy mesimx 6pojesa.

(Benuka ®epmaosa Teopema, ciydaj n = 3) Pemmrn jemmaunmy 3 + y2 + 22 = 0 y crymy
neaux Opojesa.



