TEOPMNJA BPOJEBA
IIpunpeme 3a JEMO, 11. jyu 2004.
Baamuvup Baaruh

1 JlesmuBocT OpojeBa

Jom on aHTMYKUX BpeMeHa JbyI€ CY 3aHMMaJia HeKa cBojcTBa OpojeBa. Ha mpumep, y Basumnony, xumany roauaa
npe Ilurarope, matemaruyapu cy 3HaJU Kako cucremarcku na Habhy I[luraropume 6pojeBe, Tj. mese OGpojeBe KoOju
YMHE CTPAaHUIE IPABOYIJIOT TPOYIJIa.

I[Ipeo hemo yBecTm OCHOBHE MOjMOBe U3 Teopuje OpOjeBa Kao IITO Cy NEBUBOCT, HajBelu 3ajeqHUYKM meauTedd,
NPOCTHU U CJIOKEHU OpojeBu, a 3aruMm hemo npehwu Ha KOHrpyeHIUje u BuxoBe ocobune. CBe TeopeMe HABOIUMO Oe3
norxaza. OCHOBHU CKYNIOBU KOjU Ce pa3marpajy cy ckyl npupoznuux 6pojesa N = {1,2/3,...} u ckyn neaux 6pojesa
Z={...,-2,-1,0,1,2,...}, a ocHOBHa peianmja je NEHLUBOCT.

Iepunumnuja 1. Ileo 6poj a je memus menum Gpojem b # 0, ako mocToju 1eo Opoj g Takas ma je a = bq.

Axko 6poj b menu 6poj a, To ce o3Hauasa ca b | a (Pycu ropucre n o3Haky a : b 3a a je memus BGpojem b). Tanma
jomr kaskeMmo na je b memunan Gpoja a. Aro b He menm a, To ce mume b{a. Tako, Ha npumep, Baxku na 3| 15 u 6 1 15.
Beh ma ocHOBy 0Be ngepumHHnUje MOXKEMO Oa HOKAKEMO HEKOJIMKO OCOOMHA Ie/bMBOCTU IeanX Opojena:

Teopema 1. Heka cy n,m,a,b n d mpousBo/sHU 1eau OpoOjeBU, Taga BaKUd

a) n|n. (ocobuna pediekcuje)
6) d|n un|m nosaaun d | m. (ocobrHA TPAH3UTUBHOCTN)
B) d|n u d|m nosnaun d | (an + bm). (ocobuna aMHEAPHOCTN)
r) d | n nmosmauu ad | an. (ocobuHa MyJITUIIUKATUBHOCTH )
) ad | an u a # 0 nonauu d | n. (ocobuna ckpahusama)
b) 1|n. (1 menu cBaku Gpoj)
e)n|o0. (cBaku 6poj memnu 0)

%) d | n noBnaun —d |nu d| —n.
3) d|n un+#0 nosraun |d| < |n|.
u) d|nun|duoosrauu |d| = |n|, Tj. d =n umu d = —n.

j) d| n moBmaun % | n.

IIpumep 1. Cana hemo marw Heke o4 KPUTEPHUjyMa OEJBUBOCTU MPUPOITHMUX OPOjeBa ca HEKUM on OpojeBa.

e 2: Bpoj n je memwus ca 2 (uau gpyraduje pedeHo, 6POj 1 je HapaH) < ce 3aBpLIaBa IaPHOM HU(GPOM, OJHOCHO
HexoM on nmudapa 0, 2, 4, 6 nanm 8.

: Bpoj n je memus ca 3 & je 36up mudapa O0poja n mesus ca 3.
: Bpoj n je memuB ca 4 & ce 3aBpmaBa gBonupeHrM OpojeM Koju je nebuB ca 4.

: Bpoj n je memuB ca 5 < ce 3aBpmana HexkoM on mudapa 0 uam 5.
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e 6: Bpoj n je memus ca 6 < je memuB u ca 2 u ca 3.
7: Bpoj n =aiar_1..-0a302a1 je 0edUB ca 7 < je u Opoj m = A3020] — AgA504 + A9AgA7 — ... MEJHUB Ca 7.
7

: Bpoj n je memuB ca 7 < je u 6poj m, Koju ce mobuja Taxko mTO M3OpUmeEMO MUPPY jeauHuna 6poja n U oxn
Tor 6poja oxy3MeMO ABOCTPYKY Iudpy jemuuwnia Gpoja n, gebuB ca 7.

e 8: Bpoj n je mewuB ca 8 < ce 3aBpmaBa TponuppeHuM OpPojeM Koju je mesmuB ca 8.
e 9: Bpoj n je nemus ca 9 < je 30up mupapa 6poja n gemwus ca 9.

e 10: Dpoj n je memwus ca 10 < ce 3aspmasa mudpom 0.

e 11: Bpoj n =agar_1...asaza; je memus ca 11 < je mw 6poj m =a; —as +az —aq + ... 0epUB ca 7.

e 13: Bpoj n =axar_1...asa207 je memuB ca 13 < je u 6poj m = Gzaza; — GgGsa4 + Ggagdy — ... NeJbUB ca 13.

e 25: Bpoj n je memus ca 25 < ce 3appmasBa gsounppeHrM OpPOjeM Koju je mespuB ca 25.

e 27: Bpoj n =axar_1...a30207 je memuB ca 27 < je u 6poj m = azasaj + Ggasa4 + Ggagdy + ... nebuB ca 27.

e 37: Bpoj n =axax_1...asa207 je memuB ca 37 < je u 6PoOj m = azasaj + GgGsa4 + Ggagdy + ... nebuB ca 37.

e 100: Bpoj n je nemus ca 100 < ce 3aBpmasa ca nse mudpe 0 (Tj. ca 00).



Caeneha Teopema roBopu 0 TOME Aa aKO MOCMAaTPaMO ABa neda 6poja a u b u u3spmuMo nemene a/b (a # 0), onga
OCTOJU caMo jenaH 1eo 6poj ¢ (deaumuuny KoAuwHUK) U caMO jeaH HEeHeraTUBaH 1eo 0poj r Mamu ox |b| (ocmamar)
TaKo 1a je

a=bq+r, 0<r <. (1)

Y 6p30 hiemMo BumeTH KOJUKO je je IMHCTBEHOCT OBOI 3AIMCA BarKHA.

Teopema 2. (Aaropuram nessema) Axo je a € Z u b € N, ouna a MOKe Ha jeAMHCTBEH HAUWH O& Ce IIPEICTABU
Kao
a=bq+r, (¢,7€Z,0<r<D).

THedpuuunuja 2. Ileo 6poj d 3a xoju Baxku d | a u d | b HasuBa ce sajednuuru deaunay 6pojesa a u b. Ileo 6poj s
3a KOju BaxkM @ | § u b | s HA3UBa ce sajednuuru cadpacanray, Gpojesa a u b.

Kako menuman 6pojeBa me Moxke Outu Behim o1 amcosyTHe BPEeTHOCTH TOr Opoja, BUOMMO na MeDy 3ajenHumyurmM
nenuonuMa 6pojesa a m b mocroju HajBehu. Cnuuno meDy camgp:kaonmma mOCTOjU HAJMALU.

Hedwmuunuja 3. Hajsehu Opoj y cryny menunana OpojeBa a u b ce Ha3uBa HajBehu 3ajeTHUUKN OEIUIaIl TA IBA
6poja u obenexasa ce ca H3(a,b) nau (a,b). Hajmamu (mosurusam) 6poj y ckymy caap:kajana 6pojesa a u b ce
HA3MBa HAJMAKU 3ajeIHUYKA Caap:Kasal Ta msa 0poja u obenexkasa ce ca H3C(a,b) unm [a, b].

Aro cy mBa Opoja y3ajaMHO mpoCTa, Tj. aKO HeEMajy 3ajeIHUUYKUX (aKTopa, OHAAa UM je HajBehm 3ajenHudkn
memunan 1, tj. (a,b) = 1. 36or Tora ce dumeHuna na cy a 1 b y3ajaMHO OPOCTM CUMOOJMYKM NHIIe Oall Tako,

(a,b) =1.

Teopema 3. Iloctoje nmenu 6pojeBu T U Yo TAKO a4 je
(a,b) = axo + byo,

ako OapeM jeman ox 6pojeBa a u b HUje HyIA.
YcrBapu gako ce sumu ma je (a,b) HajMama NO3UTUBHA BPEAHOCT GyHKOUje ax + by Kanm x u y nposasze CKynoMm Z.

Teopema 4. a) (ma, mb) = m(a,b), 3a m € N.

. a 1
6) Axo d | a,bd |bud>0, onna je (E,E) = E(a,b).
a
LR —"
B) ((a7b)7(a,b))
r) Axo je (a,m) = (b,m) =1, ouna je (ab,m) = 1.
n) Ako c¢|abu (b,c) =1, onna c| a.

Besy u3ameby najsehier 3ajeqauukor mesmora u HajMAamer 3aje IHUYKOT caap:kaora OpojeBa a u b naje mam caeneha
TeopeMa:

Teopema 5. a) Ako a1 | b,az | b,...,a, | b, oHEA [aq,...,a,] | b.
6) Axko je m < 1, ouzna je [ma, mb] = mla,b].
B) (a,b)-[a,b] =la-b|.

2 IIpoctu; OpojeBU M OCHOBHU CTAaB apUTMETUKE

Hepunuumnuja 4. (IIpoctu u cimosxenu 6pojeBm) IIpuponuu Gpojesu p € N kKoju umajy TAUHO OBA IEIUOLA
Ha3uBajy ce npocmu Opojeeu. Ilpupomuu 6pojeBu (# 1) KOju HUCY TPOCTU CY CA0HCEHU OPOjesu.

Hapasro ta nBa menuona cy 1 m p. Hamomernumo na 6poj 1 Huje mpoct Opoj.

Hwus nmpoctux OpojeBa moumme oBako: 2,3,5,7,11,13,17,19,... Hajmakmm HauwH ma ce OBaj HU3 HACTABU JECTE
MeTOI HO3HAT Kao Epamocmenoso cumo: ako skenumo na Halemo cBe mpocte OpojeBe Mame on n, npBo Tpeba na
UCIUIIEMO CBe IpUpoaHe 6pojese ox 2 mo n—1 u ma penaoM U3 CIUCKA eJIMMUHAIIEMO CBe MapHe OpojeBe m3y3eB Opoja
2, 3aTUM CBe IeJbUBe ca 3, M3y3€eB caMor Opoja 3, 3aTUM CJIWYHO 3a 5, 7 WUTA. CBE OO MOCJEIHer IPUPOTHOr Opoja
Mamer on y/n. IlpuMeTuMo Ja mocie equMUHAL]e NapHUX OpojeBa HUje BUIIE IOTPEOHO TPAKUTH OpOjeBe IebUBE
ca 4, 6 urn. jep cy tu cBu OpojeBu mapHu, na cy Beh uzbauenu. CiuyHo, mocie eauMuHAIje OPOjeBa MEHLUBUX



ca 3, Bume Huje mMOTpeOHO TpaxkuTu OpojeBe messuBe ca 6, 9 mra. Ilakme, ma Ou ompemunm mpocrte OpojeBe < m.
KOPUCTUMO TIPOCTE BPOjeBe Mame On /7.

IIpumep 2. Ila dumcmo momohy EparocrenoBor cura ompemmnum cee mpocre OpojeBe < 100, tpeba pemom na
eJIIMUHIIIEMO CBe 6pojeBe nmessuBe ca 2, 3, 5 u 7 (To cy mpocty OpOjeBU Mamy O V100 = 10). Ha Taj maumn
nooujamo:

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,41, 43,47,53,59,61,67,71,73,79, 83,89, 97.

Yrynao uma 25 npoctux 6pojeBa mamux ox 100.
Teopema 6. Csaku npuponasn 6poj n > 1 je wiau mpocT uiam je Tpomu3BoJ MPOCTUX OpojeBa.
Teopema 7. Axo mpoct 6poj p1 a omna je (a,p) = 1.

Teopema 8. Axo p | ab, ounma p | a unm p | b. Onmruje, ako p | ajas...a,, Tana p neau Gapem jeman ox Gpojesa
a1,a2,...,0n.

Teopema 9. (OcuoBuu craB apurmeruke) Cpaku npupoman 6poj n > 1 MoOke ce IPEeICTABUTUA KAO NPOU3BOIL
npoctux 6pojeBa Ha jeAMHCTBEH HaurH (ca TauyHo7ly IO HUXOBOI IIOPETKA).

OBa TeopeMa je KbYUYHM CTAB T3B. MYJITUIIMKATUBHE Teopuje O6pojeBa. Y darropmsanuju Gpoja n HEKU TPOCT
6poj ce MoOke mOjaBUTH Kao (pakTOp Buile myTa, peummo 24 = 2-2-2-3. Ako cy pi,...,pr CBU PA3IUYUTU IPOCTU
¢darTopu Opoja n, OHZA Ce N MOXKE NMPEACTABUTU Kao

k
— Q1 Q2 ap __ £
n_pl .p2 .....pk _Hpj’
j=1
rue cy o, aa,. .., jenHo3nauno ogpebhenu npuponau 6pojesu. OBO ce HA3UBA KGHOHCKA Penpesenmayuja Uian (KahoH-

uyko pasaazame) mpupomHor 6poja n. OHA ce BPIO YECTO KOPUCTU y TEOPUju Opojesa.

IIpumep 3. Dpoj deaunraya Gpoja n ce o3nauaBa ca 7(n). Aro 6poOj n MMa KAHOHCKY DeNpe3eHTalu]y OHIA je

cBaku menmialn 6poja n obianka
n:p?l .ng .....pfk’
rae cy 6pojesu (;(i = 1,2,...,k) rakBu na Basku 0 < §; < (1 = 1,2,...,k). 36o0r jemuHcTBeHOCTH (haKkTOpU3aLU]eE,
KOja ce omHOCH W Ha d, CBaKM nenmsan Opoja m je Ha jemuHcTBeH HauuH onpeben msGopom ekcmomenara [;(i =
1,2,...,k). Kako 3; moskemo na msabepemo Ha «; + 1 HAumMHA, BUAMMO Oa je ykKynaH Opoj u3Gopa, OJHOCHO YKYIaH
Opoj menmnana O0poja n jenHAK
T(n):(a1+1)o(a2+1)~~~~(ak+1).

Y teopuju 6pojeBa je Beoma butHa u Ojaeposa gu—Pynryuja, p(n) Koja mIpercraBba 6POj IPUPOIHUX OPOjeBa MABUX

omnu y3ajaMHO IPOCTUX Ca MN:
1 1 1
p(n) (=20 (=) (1=

dyuruuje 7(n) u p(n) cy MyaTuminkaTuBHEe QYHKIUjE, Tj. BAXKUA: aKO Cy OpOjeBu m u n y3ajamuo npoctu, (m,n) = 1,
Tana je
T(m-n)=7(m)-7(n)  @(m-n)=ep(m)-en).

OBa ocobuna ce Moxke mcropuctu 3a pauyHame Ojaepose dyurmuje jep je 3a mpoct 6poj p u k € Ny ucnymeno
p(*) =p" —p
Tako 6poj 24 = 23-3 mma 7(24) = (3+1)-(1+1) = 8 memurana u To cy: 1, 2, 4, 8, 3, 6, 12 u 24. IIpupoasn Gpojesn

1 1
< 24 n ysajamso mpocru ca 24 cy: 1, 5, 7, 11, 13, 17, 19 u 23 u mux uMa ¢(24) =24 - (1 - 5) -(1- §) = 8. Cana

jOII ma MpOBEPUMO MYJITHUIUIMKATABHOCT OBuX (yHrmuja. 7(8) = (3+ 1) =4 (memmoumn cy 1,2,4,8), 7(3) = (1+1) =2
(memuomu cy 1,3) u 7(24) = 7(8) - 7(3) =4-2=8. ¢(8) = p(23) = 23 — 22 = 8 — 4 = 4 (y3ajamno mpoctu cy 1,3,5,7),
0(3) = p(3') =3 =39 =3 -1 =2 (yzajammo npoctu cy 1,2), p(24) = p(8) - ¢(3) =4-2 =38.

OaroBop Ha MUTaKkE KOJUKO MMa MPOCTUX OpOjeBa 3HAJM Cy jouml cTaporpuku maremarudapu. Eykann y IX kmusu
ceojux ' Emxemenara” maje ciemehm moka3 YMELEHUIE 1A j€ CKYIN MPOCTUX OpojeBa OECKOHAUAH:

Teopema 10. (EyxammoBa teopema) He nocroju majsehwm mpoct 6poj.



3 Koarpyenmnuje

BpojeBu koju majy mctu ocraTak mpu OebeHny OpojeM m mMajy MHOTO 3ajeIHUUYKUX ocobumHa. 3060r Tora ce u
yBogze cieneha nepmHunuja m o3HaKa:

THe¢puuunuja 5. (KourpyenTrHocrt) 3a nene 6pojese a u b Koju npu gememy ca m # 0 gajy ucre ocratke (Tj. ako
neo 6poj m meau a — b; oBa mBa MCKa3a Cy exkBuBaJsieHTHa 300r Teopeme 2) Kame ce ma Cy KOWHZDYEHMHU NO MOOYAY
m. CuMOoIUYKM ce TO muime

a=b (mod m).

Axo m me menu a — b, kaske ce ma a Huje Konzpyenmmo b no mModyay m m OUIIE ce

azb (mod m).

OBy HoTanujy yBeo je I'ayc y xmwm3u ” Disquisitiones arithmeticae”, koja je 6una ob6jaBmena 1801. roaune, kana je
T'aycy ©Oumo cBera 24 ronusne.

Kako je a—b mesuBO ca m aKo U CaMO aKo je OeJBUBO Ca —M, MOKEMO 0€3 OrPaHNUEHa ONIITOCTY Y KOHI'DYEHIINjaMa
OPETHOCTABATH na Cy Monmyiawm m npuponuu OpojeBu. Crora hemo on can ma Haza/se HPETIOCTABBATHA Ia je M
npupoaaH 6poj.

Kourpyennuje nMajy MHOTe 3ajemHuuke ocoOuMHE ca jeqHakocTuMa. Heke om TMX 0COOMHA Cilelle HEIOCPETHO U3
nedUHUIMje KOHIDYEHIje U canp:Ku ux ciemeha reopema.

Teopema 11. Heka cy a,b,c,d,x n y npon3BossHI neau GPOjeBU, TAAa BAKU

a) a =a (mod m). (ocobuHa pegekcuBHOCTH)
6) a=b (mod m), b=a (mod m) u a —b =0 (mod m) cy exkBuBasenTna TBpbhema. (ocobuHA CHMETPUIHOCTH)
B) Ako je a =b (mod m) u b= ¢ (mod m) ouzna je u a = ¢ (mod m). (ocobrHA TPAH3UTUBHOCTN)
r) Ako je a =b (mod m) u ¢ =d (mod m) onga je u ax + cy = bx + dy (mod m). (ocobuHa TMHEAPHOCTH)

1) Ako je a =b (mod m), onna HOCTOJI/I meo 6poj ¢ TakaB ma je a = mq + b.

b) Ako je a=b (mod m) u ¢ =d (mod m) ouzna je u ac = bd (mod m). (ocobrHa MyJITUNINKATABHOCTHY )
e) Ako je a =b (mod m) u f(x) monmuom ca menum roepunujentuma, ouga je f(a) = f(b).

&) Aro je a =b (mod m) u d | m, onna je a =b (mod d).

3a peasne OGpojeBe Baskum ocobuua ckpahuBama: ako je ax = ay u a # 0, owma je x = y. Kon ckpahuBama
KOHI'pYeHIja moTpebHO je Buime ompesa, Kao IITO mokasyje ciaeneha Tteopema.

Teopema 12. a) ax = ay (mod m) ako u camo ako je z =y (mod L) (a #0).

(a,m)
6) Axo je ax = ay (mod m) u (a,m) =1, ouma je a =b (mod m).
B) a=0b (mod m;) 3ai=1,2...,k ako n camo ako je a =b (mod [my,ma,...,mg]). [m1,...,my| npencrasma Hajsehn
3ajeTHUYKN Caap:KaJjall CBUX OpojeBa myq, ..., M.

Ha ocumoBy ocobuma a, 6 u B Teopeme 11 ciemu ma je KOHIpyeHIja MO MOIYJY M peJaluja eKk8UBaACHUUJE.
Knace exkBuBasennuje cy 6pojeBu Koju mpu Oeibemy ca m Jajy UCTU OCTaTak. ¥y pany ca 6pojeBuMa Mo MOAYIY My
CYLIITVHU BPIIMMO yoOuWUajeHe omepalyje apuTMETUKe + U -, ajud 3aHeMapyjeMo yMHOIKe Opoja m. 3a cBako a > 1
HEKa je

a=gqm-+r (0<r<m)

o axropurMy nemsema (Teopema 2). Tana je a =r (mod m), u Bumu ce na je cBaku 1eo 6pOj KOHIPYEHTAH 110 MOLYJILY
m HexoM on Opojesa 0,1,...,m — 1. Takobe je jacmo nma mehy mocienmum OpojeBuMa HUKOja OBA HUCY KOHIDYEHTHA
mo Monyny m. Kase ce ma tmx m GpojeBa obpasyje nomnyku cucmem ocmamara no mooyay m. Y ONIITEM CIydajy
6pojeBu Ty, T2, ... Ty 00pa3yjy HOTIYHM CUCTEM OCTATAKA IO MOLYIY m ako &; Z «; (mod m) 3a ¢ # j. Tana je omer
cBaku OpOj @ KOHrpyeHTaH jequoM (M caMoO jemHoM) ox OpojeBa x; MO MOLYJIy m. JacHO je Ja MOTIyHUX CUCTEMA
ocrataka uMa OECKOHAUYHO MHOTO, jep Ce PEeryMO JOJABAKmEM KCTOT OpOoja CBAKOM €JIEMEHTY U3 IOTIYHOT CUCTEMa
ocraTaka mobujajy 6pojeBu KOju OMET YWHE MOTIYHU CUCTEM OCTATAKA.

Teopema 13. a) Ako je a=b (mod m), a =b (mod n) u (m,n) =1 onna je a =b (mod mn.
6) Axo je a =b (mod m), ouzna je (a,m) = (b,m).

Kaske ce ma 6pojeBu r1,79,...,t, 00pa3yjy pedykosanu (MIn ceedenu) Cucmem OCMAMAKA NO MOOYAY T aKO je
(rspym)=13ai=1,2,...,t ur, #r; 3a i # j, ¥ ak0 CBaKo ¥ 3a Koje je (x,m)1l 3amoBomaBa = = r; (mod m) 3a HeKo

JacHo je ma ce pegyKOBaHU CHCTEM OCTAaTaKa IO MOLYIY 1M MO:KE TOOUTH aKO Ce M3 MOTIYHOr CUCTEMAa OCTATaKAa
[0 MOIYJIy M OJCTPaHe CBU OHM OpojeBu x; 3a Koje je (x;,m) > 1, Tj. 3anpske onu 6pojesu x; 3a koje je (x;,m) = 1.



Jennosnauno onpebenu 6poj ¢t mpeacrasma OjmepoBy ¢ymrnujy, Tj. t = p(m). Jacumo je ma je p(1) = 1. Axo je p
npoct 6poj u k > 1, ouma je
p(*) =p* =",
1

jep cy 6pojesu n < p 3a koje je (n,p*) > 1 Gpojesu p,2p,3p,...,p", a wux je yrymmo pF1.

IIpumep 4. Arxo mocmarpamo ocrarke o Moxyiay 8 (tj. m = 8), rana 6pojesu 0,1,2,3,4,5,6,7 unne normyHu, a
1,3,5, 7 penykoBanu cuctem ocraraka no moxyiay 8. CBaku neo 6poj je KOHIpyeHTAaH 10 MOLYJy 8 HEKOM O GpojeBa u3
MOTIIYHOI CUCTEMAa OCTATaKa MO MOIYJIY 8, a CBaku OPOj y3ajaMHO MPOCT ca 8 je KOHIPYEHTAH MO0 MOAYJIY 8 HEKOM O
OpojeBa 13 PeayKOBAHOT CHCTEMA OCTATAKA [0 MOAYJIY 8, Tj. HeKoM onx 6pojea 1, 3, 5uin 7. t =4 = ¢(8) = 8-(1— %)

4 IluraropuHu O6pojeBuU

Hedunnannuja 5. ITumazopuny mpojry (x,y,z) uyuHe npupomau OpojeBu z,y,z € N Koju 3am0BObABA]Y jeTHAUUHY
2?4+ 9% = 22, YKOIMKO Cy OHM y3ajaMHO IIPOCTH TaIa Ka:KeMO Ia OHU UuHEe ocHosny Iumazopuny mpojxy. Ilpasoyriu
TPOyrao KOju MMa KaTeTe T U Y W XUIOTEHy3y z HasuBa ce [lumazopun mpoyezao.

Jom cy Ermnhamu kopuctuam mpasoyram tpoyrao ca crpamunama (3,4,5) 3a mepeme npasux yriosa. Cpaku
Hemapan 6poj je meo Here Iuraropume Tpojre: x =2a+1, y =202 +2au 2z =y+1 =20 +2a + 1. OBa pemena je
mamao jom I[Muraropa. IlaaTon je y3eo ma My pasnuka z—y Oyzne jennaka 2 (ymecto 1 kao xoxn Ilutarope) u mobuo je
pemema: x =283,y =p2—1u z= 3%2+1. Taxobe cy u Munycu, mezasucuo oxn I'pra, mammu exe [luTaropure Tpojke:
(3,4,5), (5,12,13), (7,24,25), roju cy cuenumjanuu ciayudajesu Iluraropusnor pemema u (8,15,17), (12,35,37), xoju cy
crnenujanau cayuajesu [lnaronosor pemewma. duopant u Munujan Gpamerynra (He3aBUCHO jemaH Ox APYIOr) NOLLIN

cy mo pemema z = 2mn, y =m? —n? u z = m? + n?.

Crnenehe nBe Teopeme majy HEKa Ol OCHOBHUX CBOjcTaBa lluTaropmHux TPOjKU:

Teopema 14. a) Ykouuko je (x,y,z) luraropuna tpojka, tana je u (y,x,z) [luraropuna Tpojra.
0) Yronuko je (z,y, z) lluraropuna tpojka, tana je u (kz, ky, kz) uraropuna tpojra (k € N).

Teopema 15. Axo je (z,y,z) ocuoBHa IluraroprHa Tpojka, OHZA HOCTOje y3ajMHO IPOCTU IPUPOIHU OPOjeBU m

nn, (mmn)=1,m>n, rakBu ga je x =2mn, y=m? —nuz=m?+n? um x=m? —n?, y=2mn u z = m? +n>

5 OcHoBHe TeopeMe Teopuje OpojeBa

Y oBom morunasmy hemo camo Hasectu (6e3 nOKa3a) OCHOBHE TeopeMe Teopuje 6pojesa.

Teopema 16. (OjinepoBa Teopema) Axo je (a,m) =1, ouna je

a®™ =1 (mod m).

Y mocebrom cayuajy Ojmeposa Teopema, kazxa je m = p nupoct 6poj (tana je p(p) =p—1), je
a’~' =1 (mod p) (a,p) =1,

a MHOKEHmeM ca a nobuja ce caenehu pesysnrar, KOju je y IuTepaTypu MO3HAT Ka0 Maaa Pepmaosa meopema u3 1640.
(eeaura Pepmaosa meopema je tBpheme na jennaumna z” + y" = 2" Hema pemema y CKyIy IPUPOAHUX OpOjeBa akKo
je n >3 u oHa je Ouia BEeKOBMMa M3a30B 3a MareMarumyape, a pemena je 1997. romquue).

Teopema 17. (mana $epmaoBa Teopema) Axo je p mpoct 6poj u a meo GpPoj KOju HUje NEbUB Ca p, OHOA je

a?” ' =1 (mod p).

OBa teopema ce decto 3aznaje u 'y obnury af = a (mod p), rme je p npoct Gpoj, a a IPOU3BOLAH BPOj.

Mausa ®epmaoBa TeopeMa HaJIa3W TPAKTUYHY IPUMEHY y PaAUyHAPCTBY: 3a moTpebe Koaupama moTpebHo je oapen-
ntu Benuke npocrte Gpojese (jenuum 100% epuracan HAUMH 3a yCTAHOBJLABAH€ CIOKEHOCTU HEKOT Gpoja n je Epa-
TOCTEHOBO CHUTO, OJHOCHO NMOTEOHO je MCIMTATU Aa JU je HEe/bUB Ca HEKUMM IPOCTUM OpOjeM MAmUM WIN jeTHAKUM
On /N, aju Taj MOCTyTNaK TPaKM BEOMa MHOTO BPEMEHa) W Tala ako HaM Heku mceynonpoct’ 6poj ma pesysTar
mase Pepmaose Teopeme 3a HekoJauko (mTo Bume TO Gosbe — Belia je BepoBaTHola ma je Taj 6poj 3amcra npocr)
Pa3InYnUTAX BPENHOCTUA @ OHIA T'd MOKEMO CMATPATH KAO IPOCT 33 I'€HEPUCAhE HEKOD KOJa.



IIpumep 5. ITomohy OjmepoBe TeopeMe MOKEMO & PEMIMMO KOHI'DYEHI]Y
ax =b (mod m) ((a,m) =1), (2)

rIe je T Hemo3HaTa, a Beauwdumue a, b m m cy mare. OBa jeqHAUMHA HE MOMKE Na MMAa BUINE O jJeJHOT PEIIeHa IO
monyny m. Hawume, ako x1 u x5 3anoBomanajy (2), onga cienu

az1 = axe (mod m),
a o Teopemu 12 6) noGuja ce na je x1 = xo (mod m). C gpyre crpane
T = a?(m—1p
je ounrsenHo pememe jenHauune (2), jep je
azy = a?™b=1-b (mod m)

no Ojaeposoj teopemu. pyrum peunmma jemHauusa (2) MMa je [IMHCTBEHO DEIIEHe [0 MOLYIY M.

[To amamoruju ca mpobiaeMuMma pemaBama aaredapCcKuX jeqHAUNHA TOCTAaBJBA CE€ MPUPOAHO U MPOBIIeM pelraBama
KOHIpYeHIja. Y OIIITEM CIIy4Yajy Ce pemraBa KOHIPYEHI)a

f(x) =0 (mod m),

rae je f monmHOM n—Tor cremeHa (3Gor Tora je morpebHO ma je a, Z 0 (mod m) jep ce y mporuBHOM znobuja
KOHIDYEHIIja ca MOJIMHOMOM CTeTleHa MamuM of 1) f(z) = ana™ + ap 12" 1 + -+ + a12 + ap uuju cy roedunujenTtu
a; nemu 6pojeBu. Ako je ckynm {Z1,Z2,..., Ty} HOTIYHA CUCTEM OCTATAKA IO MOLYILY M, OPOj pellema KOHIDYyeHNuje
f(x) =0 (mod m) ce nedpunume kao 6poj ouux x; 3a xoje je f(x;) =0 (mod m). o Teopemu 11 €) jacHo je ma je
6poj pemema f(z) =0 (mod m) mezaBucran ox u3GOpa MOTIYHOT CUCTEMA OCTATAKA IO MOIYJY M, Ka0 U Aa Taj Opoj
pelema HUKa1a He Ipetasu m. Ha npumep

23 — 2 =0 (mod 3) uma Tpu, Tj. MakcuMaIaH OPOj pememna,

22+ 1=0 (mod 7) mema pemema,

2?2 +1=0 (mod 5) uma nBa pemema,

2?2 —1 =0 (mod 8) uma ueTupu pemema.

Teopema 18. (JIarpamsxoBa Teopema) Heka je p mpoct 6poj u p{a, u meka je f(x) = anz™ + ap_12" 1+ +
1T + ap ATV IOJMHOM Ca IeJUM KoepuuujeHTmMa. 1ana KOHIDYeHIja

f(x) =0 (mod p)

uMa HajBUIIE 7 pelelna IO MOLYIY p.

Tepbeme me Mopa GUTH TAYHO AKO p HUje IPOCT 6POj, KAO IITO PEIUMO IOKA3yje IpuMep KOHrpyeHmmje x2 — 1 =
0 (mod 8), koja uma verupu pemema: 1, 3, 5 u 7.

Iocaemuma. Heka je p mpoct 6poj u mera je f(x) = apa™ + ap_12" 1 + -+ + a1 + ag AATU TOJUHOM Ca TEIAM
roepunujeHTUMAa. AKO KOHIPYEHIUja

f(x) =0 (mod p)

“Ma BUIIE OX N Pellemha MO MOIYJIY P, OHIA je CBakM KoedunujeHT monuHoMma f(z) memus ca p.

Nmajyhu y Buay JlarpamkoBy TeopeMy U HEHY MOCJIEIUILY, Cala MOKEMO JAaKO Ia JOKAKEMO jelaH O KIACUYIHUX
CTaBOBAa €JIEMEHTAPHE Teopuje OpojeBa, KOju je y auTepaTypu mo3Har kao Buimconoa teopema. Caeneha teopema je
3aHUMJBVBA, jep maje GopMyJy KOja BayK! 3a CBe ImpocTe OpojeBe u HU 3a jeman apyru 6poj. Ha skamoct, kopumhemne
Te (OopMyJie 3a UCIUTUBAKE CIOKEHOCTU OpojeBa, OqHOCHO onpebuBame mpocTux OpojeBa, HUje HUMAJIO IPAKTUYHO.
OBy Teopemy je mpsu orkpuo Jlajoumn 1682. rommme, amu mamac Hocu Buiconoso mme. (p — 1)! mpencrasma
Ipom3BOX NpBUX p — 1 mpupoanux Gpojesa, tj. (p—1)!=1-2-...-(p—1).

Teopema 19. (BusconoBa teopema) Kourpyennuja

(p—1)!'=-1 (mod p)

BayKM aKO U CaMO aKoO je p mpocT Opoj.

CucreMm oJ nBe WM BUIIE KOHIDYEHNUja HE MOpa Ia WUMa pellelma, MpPeMaa CBaka MOjeIMHAYHA KOHIDYEHIUja

rMa pelema. Penmmo He IOCTOju  Koje MCTOBpeMeHO 3amoBosaBa ¢ = 1 (mod 2) m z = 0 (mod 4), Mana cBaka



O MOjeNIVHAYHUX KOHIDYEHIWja MMa pelmema. Pa3izor TtoMe je mMTO MOIYIM KOHIpyeHnuja 2 m 4 HUCY y3ajaMHO
npoctu. Cneneha teopema, mo3Hara y aureparypu kao Kunecka meopema o ocmayuma aje yCIOBe MOL KOjJUMa BUIILE
JVMHEAPHUX KOHTPYEHIMja MMa 3ajeIHUYKO pellelmhe aKO Cy MOOYJM KOHI'DYEHIMja y3ajaMHO TPOCTU Yy HapOBUMA.
Mana je mpBo ommTe pememe 3a mpobieme oBor tuma gao Ojiaep, ciaemnehia Teopema ce Ha3uBa KMHECKOM jep je
kmHecku Marematndap Cyu-Ile y I Bery pemwmo 3amartak KOju ce CBOIM Ha HaJa:KeHe NeJIUX OpojeBa & KOju mIpu
neswewmy ca 3, b u 7 majy pemom ocratke 2, 3 u 2. Taj nmpobGiem je ekBuBajeHTaH ciaenehieM cUCTEMY KOHIDYEHIUja:

x = 2 (mod 3)
z = 3 (mod5) = x =23 (mod 105).
x = 2 (mod?7)
105 je jemmako 105 =3-5-7.
Teopema 20. (Kunecka teopema o ocramuma) Heka cy mi,ma,...,m, OIpUpOIHU OPOjEBU KOJU 3a0BOJLABAJY
(mi,mj) =1 3ai# j, u Hera cy by, ba,...,b, npousBomun neau 6pojesu. Tama cucreM KOHIDYEHIMja
x = by (mod mq)
x = by (mod my)
x = b, (mod m,)
VMa, TAYHO jEeIHO PEIIeHme Ty MO MOLYIY M = My - Mg ... M.

Baykn u caemehe moomnmreme MpeTxonHe TeopeMe.

Teopema 21. Heka cy mi,mo, ..., m, npuponsn 6pojeBn Koju Cy y3ajaMHO mpoctu y maposuma ((m;,m;) =1 3a
1 # j) 4 HEKA CY G1,0a3,...,G, ¥ by, bo, ... b, npousBomH nenn 6pojeBu. Tana cucreM KOHIDYEHIMja
apx = by (mod my)
asr = by (mod mgy)
arx = b, (mod m,)
MMa TAYHO jEHO PEIIEHE Ty MO MOIYJIY Tl = My Mg ... M.

IIpumep 6. Cana hiemo ma npumepy Cyn-IleoBor 3amaTka Oa WIyCTPYjeMO Kako ce KopucTu Kuoecka Teopema o
ocranmuMa. M3 cucrema

x = 2 (mod 3)
x = 3 (mod 5)
x = 2 (mod 7)
HAJIA3UMO 13 je mi = 3, mg = b, m3=7,mzml-mg-m3=105mﬂ=35, ﬂ=21, ﬁ:151/117122, by = 3,
mq mo ms

by = 2. Canma Tpeba na pemmMo Tpu KOHrpyeHnuje (CBaky MOHAOCOD) MO HEMO3HATUM €1, Co U C3:

35¢; = 1 (mod 3) —c; = 1 (mod 3)
2lca = 1 (mod 5) = ¢ = 1 (mod5) .
15¢3 = 1 (mod 7) cs = 1 (modT7)

Onmmax mobujamo pemema ¢p =2, co =1 1 ¢3 = 1, mTO HAM Iaje OCHOBHO PeIIeHe
20=35-2-24+21-1-34+15-1-2=233 =23 (mod 105),

a OJaTJ/ie HaJa3MMO M KOHAaYHO pPEUICH€

z =105k +23, keZ

ITomohy Kunecke Teopeme o ocrammMa MO:Ke Ce MOKa3aTH A& Ce pellaBame MOJWHOMHe KoHrpyenmuje f(x) =
0 (mod m) Moxe cBecTH Ha pemasame jemHocTaBHUje Konrpyenmmje f(z) =0 (mod p*), a 3atum ce Moxe uhu u name
¥ NOKA3aTU 14 je HOBOJLHO OrPAHUYUTU ce Ha koHrpyenmuje tuna f(z) =0 (mod p).

Kao mTo cMo Bumenau KOHrpyeHIMje Urpajy BeoMa OWUTHY yJaory y Teopuju OpojeBa. Heke on majsmauajumjux
TeopeMa y OIIINTOj Teopuju OpojeBa ce moka3yjy moMohy amapara Koju KOpucTu KoHTrpyeHiuje. Jlame y usyuasamy
ommTe Teopuje OpojeBa ciene KBaIpaTHU OCTAIM Koje je yBeo Jlexxannp pamu pemmaBama KBaApaTHE KOHI'DYEHIU]e,
a OCHOBHE cTaB je mao I'ayc u mo memy ce 30Be ['aycoB 3aKOH KBaJpPATHOI PENUIPONUTETA.



6 3amamu

1. Ma s je 6poj 77...7 memus ca: a) 189; 6) 333; B) 777; r) 5677
27

2. Jlokazatu na cy caenehu 6pojesu ciomerm: — a) 233 +1;  6) (3299° +6)'8 —1; B) 3105 44105, 1) 5.2298 4 3299,
m) 5591 4502 4 3503, p) 22225955 4 55552222; e) 15% 4 415; k) 9722 4 2352 = 1000009;

2 7’7/3

3. Jlokazaru ma je 3a cBaku mpUpomaH O0pPoj n 6poj g + o + 3 IPUPOTAH.

4. JlokazaTu Aa 3a CBAKU TPUPOJAAH Gpoj n Bazkw a) 27 | 10" +18n—1;  ©6) 9| 4" +15n — 1; B) 64 | 323 + 40n — 27.
5. Hera je p mpocrt 6poj u p > 5. Ilokasaru 24 | p? — 1.

6. Hahu cBe npupomuae GpojeBe p 3a roje cy opojesu p+ 1, p+ 2 u p+ 4 mpocru.

7. Hahu cBe mpupomue 6pojeBe p 3a Koje cy 6pojesu p, p+ 10 u p + 14 npoctu.

8. Bpojesu p u 8p? + 1 cy npoctu. Ilokazatu ma je 6poj 8p? + 2p + 1 rakobe mpocr.

9. [lorkazaTu ma He OCTOju TPOCT OPOj p, TakaB ma cy u 6pojesu p+ 5 u p + 10 mpocrtu.

12000 + 22000 +32000 +42000 NeJLUB Ca 57

10. ITa snu je 6poj
11. Haliu cBe npuponne Gpojese n 3a koje Basku: a) 72" —1; ©6) 7|2" + 1.
12. Hera je mar 6poj n = 144!. Ca roauko Hysna ce 3aBpmasa n?

13. Ilokasatu ma 36up KBagpaTa TPU Ieja Opoja mpu mebemy ca 8 He Jaje ocTaTak 7.

14. TokasaTu na KBaApaT OIPUPOITHOr Opoja He MOXKe na ce 3aBpiiaBa ca 4 jenHake mudpe pa3amduTe 01 HyJIE.

1 1 1
15. Hahwu cBe z,y € Z 3a koje Baxm: a) v +y=ay; ©) v —3zy+2y>=3; B) —+-+—=1; 1) 3°—y>=1
r Yy zy

16. Koju ce mpupomgau 6pojeBu MOTY NPEACTABUTUA y ODJIMKY pa3jivKe KBaapara 2 IpupoaHa opoja?
17. Konuko tpeba ynorpeburu nudpapa 5 u 2 ga 6m 6poj 5252... 6uo memus ca 99.

18. Koauko menunana umajy 6pojesu a) 1984; 6) 2000; B) 20047

19. Axo npupoman O6poj mMa HenmapaH Opoj meauiana OHOA je OH MOTIYH KBamgpatT. Jlokaszarwu.

20. Ogpenuru mpupogan 6poj Koju je mesuB ca 12 m mva 14 menunarna.

21. Akxo je (16a + 17b)(17a + 16b) nemuso ca 11 ouna je mesuso u ca 121.

22. Jokasaru ma jemsaumua 2 + 19992 + 2001 = 0 mHeMa meIO6GPOJHUX pelIema.

23. Koauko je n, ako je n — 1 memuBo ca 15, a n+ 1 cagpsxano y 10017

24. Axo je 6x + 11y memuso ca 31 ouma je u x + Ty memuso ca 31. Tokazaru.

25. Hahwu majBehu m HajMamu npupogas Opoj xKoju je memus ca 225 u 36up mudapa My je 225.

26. IIpsux 2000 mudapa mexor Opoja cy meojke, apyrux 2000 mudapa cy jemuruie, a ocrano cy myiae. Jlorazaru
na Taj Opoj HUje TavaH KyO.

27. Hahwu cBe Tpojke y3acTOMHUX MPOCTUX OpoOjeBa, TAKO Ha je 30Mp HBUXOBUX KBAApaTa MCTO MPOCT OpOj.
28. Axko je 11...1 mpocr oHOa je m 30mp mudpapa Tor 6Gpoja mpocCT.

29. Hoxrazatu na 2" — 1 u 2" + 1 He MOry OUTU MCTOBPEMEHO MPOCTU.

30. Pemmru y menum 6pojesuma: zy — 22 =1,z +y = 2.

31. Iloxazaru ma 6poj n? + 9n + 12 Huje mewus ca 121 Hu 3a jemam mpupozan 6poj n.

32. Hahwu ocrarak npu nememy 2p2 ca 13, rme je p mpoct 6poj.

33. Hahu cBe npupomme 6pojese k 3a koje je 6poj k3*~1 4+ k 4 1 mpocr.

34. Hahu cBe mpupomue 6pojese n 3a koje je 6poj 28 + 211 4+ 2" kpanpar mpupommor 6poja.

35. Axo je 6poj x obmura x = 3n + 1, n € Ny nokazaru na je uzpaz P =1+ 3* + 9% memus ca 13.

36. Oxmpemutu octatak mpu mememy Gpoja: a) 32! ca 11; 6) 1135 ca 13; B) 8130 ca 131; 1) 3190 ca 13.



37. Koja je mocnenma nugppa 6poja (99)97 a Koja 99”7
38. Koje cy mociemme mse madpe Gpoja ((77)%)%?
39. Pemutu jemmaumny 1!+ 2!+ 3! +...+ 2! =y? y N.

40. Y3zera cy aBa IpOM3BOJbHA IPUPOAHA Opoja, Ia Cy CacTaB/bEeHU HBUXOB 30up, pa3nuka u npom3Bond. Jlokazartum
na je 6ap jemaH om BUX AEJLUB ca 3.

41. Koju je majmamu npuponan 6poj koju moMHOxkeH ca 8316 maje Tauan KBaapar?

42. 3a xoje Bpennoctu n je 3" + 1 memuBo ca 87

43. Jlokazatu na je 10!+ 1 memus ca 11.

44. Oppemutu octatak mpu menemy 6poja: a) 239 ca 13; 6) 317%%9 ca 15.

45. Kojom mudpowm ce zaspmasa 6poj: a) 72993 6) 777777; 8) ((77)7)"; r) 777

46. Iloxasaru na je 6poj 3'%° + 4195 nemus ca 91, a mHuje memus ca 11.

47. JlokazaTu 1a je 3a CBAKU IPUPOIAH 6poj n, 6poj 72" — 4" nemus ca 33.

48. Ilokazaru ma jemmaumsa 1522 — Ty? = 9 HeMa meTOOPOjHUX pemema.

49. Koauko vMa mpaBoOyrJux TPOYIJIOBa Yuje Cy CBe CTpaHuIEe mejobpojHe, a jenHa karera 67
50. Oxpenuru npuponse 6pojese x u y Tako ga je p(x + y) = xy rae je p JaTu npoct Opoj.
51. Oxpenutu mpupomas 6poj n u mpocT 6poj p Tako ma je nt 4+ 4 = p.

52. Ilocroju mu mpocT 6poj p KOju ce Mo:ke Ipukazaru y obmuky 8n 4+ 10n + 3, rme je n € Z? Axo je oxrosop
MOTBPOAH KOJMKO MMa TAKBUX OpojeBa?

53. OapenuTu mese Gpojese KOju 3a10BobaBajy jennaunne: a) x2—7 = 2zy; 6) xyz —ry = v+x2+3; B) 2* —y* = 15.
54. Axo je n € N u p mpoct pemmru caenehe jemmaumme: a) 3p+1=n3;6) n* +n?+1=p;B) n® —3n=p—2.

55. Ao cy x,y,2 € Z pemutu jemnaunay (z —y)® + (y — 2)° + (2 — x)3 = 6.

56. Pemutu y Z jemmaumme: a) x2y =y° +10; 6) vy — T =2y —4; B) y* + 2 = 2y + 9.

57. Onpemurtu nene 6pojeBe T 1 y Tako Aa je x2 + 5y = 98765432.

58. Ilokaszaru na jenmaumsa z* + y* = 333...33 Hema pemema y Z.
100

59. Pemntu y Z jemmauuny z!+ 8y = 5555.

60. OapeauTy cBe IPUPOIHE N U MPOCTe OpojeBe p Tako Aa je n! + 2 = p2.

61. Ilokasatu ma jemmaumua 2 + y2 + 22 = 2007 mema pemema y Z.

62. Pemmutu y Z jemnaunny x! + y? = 987654.

63. Permmutu y Z jemmaumnme: a) x? — 5y = 10z + 3; 6) 222 + 5y = 1001; B) 22 + y* = 10032.

64. Penmmtu y Z jemmauune: a) x! + 3y = 5555; 6) 1-1!14+2-214+3-3!+... + -2l =y* B) 2! +y! =102 +9.
1 1

1
65. Ako cy T, Y U z PA3IUYUTU OPUPOIHU OPOjEBU, PEIIUTU jeqHauuny — + — + — = 1.
Ty =z

" n € N "Hema pemema y CKylly IpUpoAHUX OpojeBa, rae je z < n.

66. lorazaru na jemmaumsa ' 4+ y" = 2
67. Iloraszatu ma 1999 memm 1997!! + 1998!!.

68. Ilorazartu ma je 6poj a =22...2 memuB ca 1982 - 1983.
=
1980
69. Pemmuru jenmauuny y Z: a’ + b% + 2 = a?b?.
70. Hahu majmamy Bpennoct Gpoja: a) [12™ —5",m,n € N; 6) |36™ — 5"|,m,n € N.
71. Pemutu y ckymy mesnux Gpojesa: a) 22 +x=y*+y3+92+y; 6) vy =1+ax+22+ 23+t

72. Ipuvernvo ma je 8% — 72 = (22 + 3%)2 u 1053 — 1043 = (92 + 10%)2. TlokazaTu ma ako je pa3iuKa ABA Y3aCTOIHA
KyOa KBaJpaT, OHZA je TO KBaJApaT CyMe MIBa y3aCTOIHA KBagpaTa.



73. Ila nu jemmauwmna z!-y! = 2! uma pememwa seha om 57
74. Pemnu a! + y! = 21

75. He mocroju mpoct 6poj obuuka p = 4k + 3 xoju je 30up mBa KBamgpara, aau OIpoctu OpojeBu obsmka p = 4k + 1
MOT'Y Ce jeIMHCTBEHO MPEeACTABUTU Kao 30up aBa kBampara. JlokaszaTu.

76. Muoru 6pojeBU KOju ce€ MOy 3aIMCATH KaO aJTeDHATWBAH HU3 HyJa W jeAUHUNA Cy cioxkeHu, Hop. 101010101 =
41-271-9091. Ia au mopen 6poja 101 mma jomr nmpoctux 6pojeBa TAKBOr 0OIUKAT

77. Pemuru jemmauuny (p — 1)! + 1 = p™, npu ueMmy je p mpocT, a M IPUPOAAH.

78. Pemutu jemnaunny z2 +ay +y2> =0y Z.

79. Pemmuru jemmaunny 222 + 3y? = 22 y Z.

80. Pemutu jemmaumny x2 + y? = 222 y N.

81. Iloxasaru na jenmaumua x* + y* = 2* v Z Hema pemema koja HHCY TpUBHjaIHA.
82. Ilokazaru ma jemmaumua z* + y* = u? y Z mema pemema Koja HUCY TPUBUjaJIHA.

83. Ilokazaru ma 4y —x —y = 22

“Ma CaMO TPUBUjAJHO PEIICHE.

84. Ompemutu cBe Tpojke (z,y,z) neanx GpojeBa 3a Koje Bakn x¥ — 2% = 1.

85. Ilokazary ma mocToju GECKOHAYHO MHOI'O IPOCTUX OpojeBa obmnuka 4n — 1.

86. Heka cy (a,b) =1, a,b € N. Ilokazatu na ako je a-b Tadyan KBaapar, Taja Cy U a U b KBaIpaTu.

87. Koje ocratke mo momyny 19 majy 6pojesu 7" + 11", n € N.

88. Pemwmru rourpyenuujy 2" =n  (mod 7).

2
89. Hahu ocrarak mpu genemy ca 7 6poja 22 |, rme ce 6pojesu 2 jaBmajy n myTa.

90. [la nu nmoctoju geBerormdpeH Ipuposan 6poj uuje cy cBe nudppe MehycobHO pazniuyuTe On HyJIE, KOjU je OeJbUB
ca b 1 NOTIYH je KBaApaT?!

91. Ilpuponuu 6pojeBn a, b u ¢ cy TakBu ma cy 6pojesu p=b°+a, g=a’ +c u r = c* + b npoctu. Jlokazaru ma cy
nBa onm 6pojeBa p, q, r MmehycobHO jenHaru.

92. Jlorazaru ma je Opoj n'™ —n memuB ca 24 3a cBe HemapHe IpuUpoIHE OpOojeBe n.
93. Hahu cse 6pojese b € N 3a koje moctoju a € N tako na b |a?>+1ub|a— 1.

94. Jlorazatu na je 6poj 1000...001 CTIOK€EH.
—_—

22004 1 21000 _1

95. Kouuko mma Tpojku npuponuux 6pojesa (a,b,c) TakBux na je 2a + 1 memuso ca b, 2b+ 1 memwuso ca ¢, u 2c+ 1
IeJbUBO ca af

96. Hahwu cBa pemema jemnaumne x2 + y? + 22 =2004 -z -y -2 y ckyny Z.
97. Ilokazatu ma jemmaumua ° + 3 + 23 = 2003 mema pemema y CKymy meamx Gpojesa.

98. Hexka cy m u n paznuuutu 14—1mudpenu nprponsu OpojeBU UMjU AeKATHU 3aMUCKU CAAPKE TAYHO IO OBa IIyTa
cBary on mudapa 1, 2, 3,4, 5, 6 u 7. Ila qu je moryhe na 6poj ™ Oyne neo?

99. Jlora3aTu; ma ce CBakKU 1ie0 OpOj MOske MPUKA3aTU Kao 306up mer kyOoBa mesnux Opojesa.
100. Ilokasaru ma 6poj (n + 2)* — n* mu 3a jemanm npupoman 6poj n HUje MOTIYH Ky6 TPUPOIHOT GpOja.
101. [JoxazaTum nma mocToju mpuponaH O0poj n Ttaxko ga Opoj 3" mma 2004 y3acTomHUX HyJIa.

102. Heka je p > 3 mpoct 6poj. lokazaru mga ce 6poj 4p? + 1 Moske IpeICcTaBUTH Kao 36Up KBAIpaTa TPU PA3JIUUNATA
npuponsa 6poja (mamomena: 0 & N).

103. Heka je a upuponaun 6poj sehin ox 1. Hokazaru ma je 6poj n(2n+ 1)(3n+1)...(an + 1) memwmus cBuM npoctum
OpojeBuMa MAmUM O @, 338 CBAKU MPUPOTAH OPOj n.

104. Axo je p memapan nmpoct 6poj u a u b uz N. Pemmru jemmaunny: (p+ 1)¢ — pb = 1.
105. Hahu cse mapose mpupomaux 6pojesa (a,b) 3a koje Bamu: 5a’ — b = 2004.

a

b ¢ . .
5 + - + — mpupoman 6poj, AOKa3aTu ma je abc MOTIYyH KyO.
c a

106. Axo cy a, b, ¢ npupoaHu GpPOjeBU TaKBU A4 je U



