
Kongruencije vixeg stepena po modulu pk

U preostalom delu ove glave navodimo neke osobine kongruencija qiji su
dokazi nexto slo¼eniji, te predla¼emo qitaocima da ih prilikom prvog upo-
znavaǌa sa ovim predmetom preskoqe i vrate se na ǌih kasnije. U ovom odeǉku
navex²emo neka tvr±eǌa o kongruencijama po modulu pk , gde je p prost broj, a
u narednom dokaz egzistencije primitivnog korena po prostom modulu koji smo
najavili ranije.

Neka je m > 1 prirodan i a ceo broj, pri qemu je (a,m) = 1 . Neka je n
poredak broja a po modulu m , tj. najmaǌi prirodan broj za koji m | an − 1 .
Podsetimo se da, na osnovu teoreme 10, za svako s ∈ N , m | as − 1 ako i samo
ako n | s .

Ako je a proizvoǉan ceo broj i p prost broj, p - a , tada postoji n ∈ N
takvo da pk | an − 1 . Xtavixe, kako pk | aϕ(pk) − 1 = apk−1(p−1) − 1 , najmaǌe
takvo n (tj. poredak broja a po modulu pk ) je delilac broja pk−1(p− 1) .

TEOREMA 14. Neka je a 6= 1 ceo broj, n prirodan broj i p neparan prost
delilac broja a − 1 . Ako pα | a − 1 i pα+1 - a − 1 , tada pα+β | an − 1 ako i
samo ako pβ | n (gde α ∈ N i β ∈ N0 ).

Dokaz. Neka je a = 1 + pαa1 , gde p - a1 , i neka je pβ najve²i stepen broja
p koji deli n . Tada je

an − 1 = (1 + pαa1)n − 1 = npαa1 +
n(n− 1)

2
p2αa2

1 + · · ·+ pnαan
1 .

Kako su svi sabirci u ovoj sumi osim prvog deǉivi sa pα+β+1 , dok je prvi deǉiv
sa pα+β i nije sa pα+β+1 , tvr±eǌe sledi.

Slede²e tvr±eǌe je direktna posledica prethodnog.

TEOREMA 15. Neka je δ poredak celog broja a po modulu neparnog pro-
stog broja p (pri qemu je (a, p) = 1), i neka je pα najve�i stepen broja p
koji deli aδ−1 . Tada je poredak broja a po modulu pα+β jednak pβδ za svako
β ∈ N0 .

Analogno tvr±eǌe za stepene dvojke je malo drugaqije.

TEOREMA 16. Neka je a 6= 1 neparan i n prirodan broj. Ako 2α | a2 − 1
i 2α+1 - a2 − 1 , tada 2α+β | an − 1 ako i samo ako 2β+1 | n (gde α ∈ N i
β ∈ N0 ).

Dokaz. Lako se vidi da mora biti α > 3 . Neka je n = 2β+1n1 , gde je n1

neparan broj. Oznaqimo b = a2β+1
. Va¼i jednakost

an − 1 = bn1 − 1 = (b− 1)(bn1−1 + · · ·+ b + 1).

Primetimo da je bn1−1 + · · · + b + 1 neparan broj za svako b . S druge strane,
va¼i b−1 = (a2− 1)(a2 +1)(a4 +1) · · · (a2β

+1) , pri qemu su a2 +1 , a4 +1 , . . . ,
a2β

+ 1 svi deǉivi sa 2, a nisu sa 4. Prema tome, an − 1 je deǉivo sa 2α+β , a
nije sa 2α+β+1 .
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ZADATAK 10. Dokazati da je 23n

+ 1 deǉivo sa 3n+1 , a nije sa 3n+2 .

Rexeǌe. Kako je 23n ≡ 2 (mod 3) , najve²i stepen trojke koji deli 23n

+ 1
jednak je najve²em stepenu trojke koji deli 22·3n − 1 = (23n

+ 1)(23n − 1) . S
obzirom da 3 | 22 − 1 i 32 - 22 − 1 , na osnovu teoreme 14, najve²i stepen trojke
koji deli 22·3n − 1 je jednak 3n+1 . 4

ZADATAK 11. Na²i sve prirodne brojeve n takve da n2 | 2n + 1 .

Rexeǌe. Trivijalno rexeǌe je n = 1 . Pretpostavimo da neko n > 1
zadovoǉava n2 | 2n + 1 . Jasno je da je n neparno. Neka je p > 2 najmaǌi prost
delilac broja n . Tada p | 2n+1 povlaqi p | 22n−1 , a po maloj Fermaovoj teoremi
p | 2p−1−1 . Prema tome, p | (22n−1, 2p−1−1) = 2d−1 , gde je d = (2n, p−1) = 2
jer n nema prostih delilaca maǌih od p . Dakle, p | 22 − 1 = 3 pa je p = 3 .

Napiximo n u obliku n = 3kn1 , gde je k > 1 i n1 prirodan broj koji nije
deǉiv sa 3. Na osnovu teoreme 14, najve²i stepen trojke koji deli 22n − 1 je
3k+1 . Me±utim, iz n2 | 22n − 1 sledi 32k | 22n − 1 . Zakǉuqujemo da je k = 1 .

Pretpostavimo da je n1 > 1 , i neka je q najmaǌi prost delilac broja n1 .
Kako q | 22n−1 = 26n1−1 i q | 2q−1−1 , sledi da q | 2d−1 , gde je d = (6n1, p−1) .
Kako su n1 i p− 1 uzajamno prosti na osnovu izbora broja p , va¼i d | 6 . Sada
q | 26 − 1 = 63 = 32 · 7 , pa mora biti q = 7 . Me±utim 7 | 2n − 1 ne va¼i ni za
jedan prirodan broj n , xto je kontradikcija. Dakle, jedino rexeǌe n ve²e od 1
je n = 3 . 4

Dokaz egzistencije primitivnog korena po prostom modulu

LEMA 2. Ako je rm(x) = ab , onda je rm(xa) = b .

Dokaz. Oznaqimo rm(xa) = γ . Tada je (xa)γ ≡ 1 (mod m) , tj. xaγ ≡ 1
(mod m) , pa rm(x) = ab | aγ , odakle sledi b | γ .

Obratno, iz xab ≡ 1 (mod m) sledi (xa)b ≡ 1 (mod m) , odakle rm(xa) =
γ | b . Znaqi, γ = b .

LEMA 3. Ako je rm(x) = a , rm(y) = b i (a, b) = 1 , onda je rm(xy) = ab .

Dokaz. Oznaqimo rm(xy) = γ . Tada je (xy)γ ≡ 1 (mod m) , pa i xbγybγ ≡ 1
(mod m) . Zbog rm(y) = b (dakle, yb ≡ 1 (mod m)) odavde sledi da je xbγ ≡ 1
(mod m) , a kako je rm(x) = a , i a | bγ . Iz (a, b) = 1 odavde sledi i da a | γ .
Sliqno se dokazuje i da b | γ , dakle ab | γ .

S druge strane, iz xa ≡ 1 (mod m) i yb ≡ 1 (mod m) sledi (xy)ab ≡ 1
(mod m) , pa γ = rm(xy) | ab . Znaqi, γ = ab .
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LEMA 4. Neka je p prost broj, n ∈ N i

f(x) = anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0

polinom s celobrojnim koeficijentima. Ako kongruencija

(1) f(x) ≡ 0 (mod p)

ima vixe od n rexeǌa (razliqitih po modulu p), onda p | ak za svako k =
0, 1, . . . , n .

Dokaz. Neka su x1 , x2 , . . . , xn+1 ostaci po modulu p razliqitih rexeǌa
kongruencije (1). Polinom f(x) se mo¼e predstaviti u obliku

f(x) = bn(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn−1)(x− xn)(2)

+ bn−1(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn−1)
+ · · ·
+ b1(x− x1)
+ b0.

Zaista, izaberimo najpre bn = an . Zatim biramo koeficijent bn−1 tako da zbir
koeficijenata uz xn−1 polinoma na desnoj strani (ustvari, polinoma koji se
dobija kada se izmno¼e zagrade u prva dva ǌegova sabirka) bude jednak an−1 .
Nastavǉaju²i ovaj postupak odre±uju se ostali koeficijenti bn−2 , . . . , b1 , b0 .

Zameǌuju²i u relaciji (2), redom, x = x1 , x = x2 , . . . , x = xn+1 ,
zakǉuqujemo da p | b0 , p | b1 , . . . , p | bn , odakle neposredno sledi da su i
svi koeficijenti an , an−1 , . . . , a0 polaznog polinoma deǉivi sa p , kao sume
brojeva deǉivih sa p .

TEOREMA 17. Za svaki prost broj p postoji primitivni koren po mo-
dulu p .

Dokaz. Za p = 2 tvr±eǌe je trivijalno. Pretpostavimo da je p neparan.

Neka je
{rp(1), rp(2), . . . , rp(p− 1)} = {γ1, γ2, . . . , γr},

tj. neka su γ1 , γ2 , . . . , γr svi mogu²i razliqiti poretci brojeva 1, 2, . . . , p− 1
po modulu p . Oznaqimo sa S = [γ1, γ2, . . . , γr] najmaǌi zajedniqki sadr¼alac
tih brojeva i neka je S = qα1

1 qα2
2 · · · qαk

k ǌegova kanonska faktorizacija. Svaki
faktor qαi

i tog razlagaǌa je delilac bar jednog od brojeva γj , tj. va¼i γj = βqαi
i .

Neka je sada cj bilo koji od brojeva 1, 2, . . . , p − 1 za koji je rp(cj) = γj .
Na osnovu leme 2, za dj = cβ

j je rp(dj) = qαi
i , pa iz leme 3 sledi da za broj

g = d1d2 · · · dk va¼i rp(g) = qα1
1 qα2

2 · · · qαk

k = S . No, to znaqi da S | p−1 = ϕ(p) .
Sada, me±utim, imamo da svi brojevi γ1 , γ2 , . . . , γr dele S , xto znaqi da

je za svako x ∈ {1, 2, . . . , p − 1} zadovoǉena kongruencija xS ≡ 1 (mod p) . No,
prema lemi 4, onda mora biti p − 1 6 S , pa iz dokazanog S | p − 1 sledi da je
S = p− 1 i g je primitivni koren po modulu p .
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Iskoristimo jox lemu 4 za novi dokaz teoreme 12.

Drugi dokaz Vilsonove teoreme. Za p = 2 tvr±eǌe je oqigledno. Neka je
p > 2 i posmatrajmo kongruenciju

(x− 1)(x− 2) · · · (x− (p− 1))− (xp−1 − 1) ≡ 0 (mod p).

Ona je stepena ne ve²eg od p−2 , a ima p−1 razliqito rexeǌe (brojeve 1, 2, . . . ,
p−1 , na osnovu male Fermaove teoreme). Iz leme 4 sledi da su svi koeficijenti
polinoma na levoj strani deǉivi sa p , specijalno sa p je deǉiv ǌegov slobodni
qlan (p− 1)! + 1 , xto je i trebalo dokazati.


