Konrpyenmnuje Burier cremena mo momyiay p~

Y mpeocrasoM [geny OBe IJiaBe HABOAUMO HEKe OCOOWHE KOHI'DYEHIMja YMju Cy
MOKA3M HEIITO CJIOKEHUjU, Te MPEeIakeMO UATAONMMA Oa WX MPUIAKOM TPBOT YIO-
3HABAmA Ca OBUM MPEIMETOM IIPECKOUE U BpaTe ce Ha HUX KacHUje. ¥ OBOM ONCJHKY
nasemhemo Hexa TBphema o KOHrpyenmujama mo Momyay p¥, rme je p mpoct 6poj, a
y HApEeIHOM IOKA3 er3WCTEHIVje NPUMUTUBHOI KOPEHA II0 MPOCTOM MOXYJY KOJU CMO
HAjaBUIN PaHUje.

Hera je m > 1 npupoman u a meo 6poj, upu uemy je (a,m) = 1. Hera je n
nopesak 6poja @ mO MOAYXY M, Tj. HajMamU OPUPOJaH Opoj 3a koju m | a™ — 1.
Moncermmo ce ma, ma ocroBy Teopeme 10, 3a cBako s € N, m | a® — 1 ako u camo
aKo n | s.

Axo je a mpomssoman 1eo 6poj u p mpoct 6poj, p 1 a, taxa nocroju n € N
takso ma p* | " — 1. Illraume, karo p* | a?®) — 1 = p" ) HajMame
takBo 1 (Tj. mopenax 6poja a mo mMomyry p¥) je memmman Gpoja pFTl(p —1).

TEOPEMA 14. Hexa je a # 1 yeo 6poj, n npupodar 6poj u p nenapak npocm
deaunay bpoja a—1. Axo p* |a—1 u p*ta—1, mada p**P | a” — 1 axo u
camo axo p? | n (20e a € N u € Ny).

Jokas. Heka je a =1+ p®ay, rme ptay, u HeKa je p® majsehin cremen Gpoja
p xoju nenu n. Tana je

n(n—1
a"—1=(1 —&—p“al)"—l:np”‘al—i—i( 5 )pzaaf—i—u-—i—p"aa’f.

Kaxko ¢y cBu cabupiu v 0BOj cymMu ocuM IpBor aesmusy ca p® TPl | nok je mpsu memus
y pun y 0BOj Cy p p ) Je up
ca p®t# u muje ca p*tFA+L mepheme cremu. m

Cauenehe tBpheme je mupekTHa MOCITEqUIA TPETXOIHOT.

TeoPEMA 15. Hexa je 0 nopedax yenoz 6poja a no modysy HENapHroz npo-
cmoz bpoja p (npu wemy je (a,p) = 1), u nexa je p* najeehiu cmenen 6poja p
xoju deau a® —1. Tada je nopedax 6poja a no modyay p*+7° jeonax p®s s3a ceaxo
BENy. m

Awnanorno tBpheme 3a cTenene ABOjKe je MaJO Apyraduje.

TEOPEMA 16. Hexa je a # 1 nenapan u n npupodan bpoj. Axo 2% | a? — 1
u 29§ a? — 1, mada 2°FP | @™ — 1 axo u camo axo 2°T | n (20e @ € N u
8 € Nyg).

Jlokas. Jlako ce Bumm ma mopa Gutu a > 3. Heka je n = 20%In;, rue je ny

26+

. 1 .
Henapad 6poj. O3maummo b =a . Baxu jemmaroct

A" —1=b"—1=0b-1)0" 4 +b+1).
Hpumerumo ma je b™ ! 4 ... 4+ b+ 1 memapam 6poj 3a cearo b. C mpyre crpame,
Bak b—1 = (a2—1)(a2—|—1)(a4+1)---(a2ﬁ+1), mpu uemy cy a®+1, at+1, ...,
a?’ + 1 cBu nmemusu ca 2, a mucy ca 4. Ilpema Tome, a™ — 1 je memmso ca 2917 a
muje ca 2010+ m
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3ANATAK 10. Jlokasaru na je 2" + 1 memuso ca 3"T!, a mnje ca 312,

Pewewe. Kako je 2°" = 2 (mod 3), majselin cremen tpojke koju memn 23" + 1
jemnar je majsehem crememy Tpojke koju memn 223" —1 = (23" 4+ 1)(23" —1). C
obsupom na 3 | 22 — 1 u 32122 — 1, ma ocHoBy Teopeme 14, majsehu crenen Tpojke
koju memn 223" — 1 je jemmax 3"t1. A

3AmATAK 11. Hahu cse mpupomme 6pojese n Takse ma n? | 2" + 1.

Pewewe. Tpusujanno pememe je n = 1. IlpernocraBumo na Heko n > 1
sagososmasa n? | 2" + 1. Jacuo je ma je m memapmo. Hexka je p > 2 majMamu mpocT
nemuan 6poja n. Tama p | 2"+1 mosaaun p | 22" —1, a mo mamnoj Pepmaosoj Teopemu
p |27t —1. Ilpema Tome, p | (22" 1,271 —1) =27~ 1 rpeje d = (2n,p—1) = 2
jep m Hema mpocTHX menmiana Mamux ox p. larte, p |22 —1=3 maje p=3.

Hamummvo n y obmuky n = 3¥ny, tae je k > 1 u ny mpupomas 6poj koju Huje
nemus ca 3. Ha ocmoBy Teopeme 14, majsehu cremen Tpojke koju memu 227 — 1 je
3F+L. Mebyrum, u3 n? | 22" — 1 cnemn 3%F | 22" — 1. 3armyuyjemo ma je k = 1.

[TpermocraBumo na je mq > 1, u HEKA je ¢ HajMamU mpoCT aenunarn Opoja ni.
Kako ¢ | 22" —1=26" 1 q | 297 1, cemm na ¢q | 2% —1, rme je d = (6n1,p—1).
Kako cy ny u p— 1 y3ajamuo npoctu Ha ocHOBY u3bopa Opoja p, Baxu d | 6. Cana
q|2°—1=63=32.7, ma vopa 6utn ¢ = 7. MebyTtimm 7 | 2" — 1 He Baxw HE 32
jenmar mpuponar 6poj m, mtTo je KoHTpagukimja. Jlaxmne, jenuuo pememe n Behe ox 1
jen=3. A

Jloka3 er3ucTeHnyje IPUMUTHUBHOT KOPEHA II0 IPOCTOM MOy JLy
JIEMA 2. Axo je rp(x) = ab, onda je (%) =D.

Joxas. Osmaumvo 7, (z%) = 7. Tama je (%)Y = 1 (mod m), Tj. 2 = 1
(mod m), ma 7, (z) = ab | ay, omarue cremn b | 7.

O6parno, w3 % =1 (mod m) caemu (z%)” = 1 (mod m), onmakne 7, (%) =
~v|b. 3uaun, y=>b.m

JIEMA 3. Axo je rp(x) =a, rm(y) =b u (a,b) =1, onda je ry(xy) = ab.

Jokas. Osrawmio r,,(zy) =v. Taza je (zy)” =1 (mod m), mau 2"y =1
(mod m). 360r 7,,(y) = b (marre, y* =1 (mod m)) omasne ciemm na je 2% =1
(mod m), a kako je rp(z) =a, u a|by. U3 (a,b) =1 omasme cnemu u na a | 7.
Crnmuno ce nokasyje u ma b | v, marae ab | 7.

C mpyre crpame, u3 % = 1 (mod m) u y* = 1 (mod m) cremn (zy)®® =1
(mod m), ma v =7y, (zy) | ab. 3naun, vy =ab. m
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JIEMA 4. Hexa je p npocm 6poj, n € N u
f(x) = apz™ + an_12" ' 4+ + a1z +ag
NOAUHOM C Uenobpojrum Koeduyujenmuma. Axo Konepyenyuja
(1) f@)=0 (mod p)

uUMa suwe 00 N pewena (Pasruumur no Mooyay p), onda p | ai 3a ceaxo k =
0,1,...,n.

Joxas. Heka cy x1, T2, ..., Tp41 OCTALU IO MOLYIY P PA3IUUUTUX PENIEHA
kourpyenmuje (1). Mommrom f(z) ce mMoske mpencrasutu y oOmuKy
(2) f(@) =bn(z —21)(x —22) - (¥ — p1) (7 — )
Fop_1(z—z)(x—22) (T — Tpe1)
+bi(x —x1)
+ bo.

3aucra, nzabepumo Hajupe b, = a, . 3arum Oupamo KoedpuuujeHt b,_1 Tako ma 30up
Koe(UUUjeHATa V3 Tp_1 NOJIMHOMA HA HECHO] cTpaHu (yCTBApH, MOJMHOMA KOjU Ce
nobuja Kaga ce M3MHOMKE 3arpaje y IpBa [Ba Heroba cabupka) Oyxe jeqHAK Gp_1 .

Hacrasmajyhu osaj mocrynak oxpebyjy ce ocranu roeduimjentu b, o, ..., by, bg.

Samewyjyhu y penamuju (2), pemoM, * = 1, T = Za, ..., T = Tpi1,
3akmpyuyjemMo ma p | by, p | b1, ..., p | by, omarie HemocpemHo ciemu Ha Cy U
CBU KOe(UIUjeHTU Gy, Gp_1, ..., Gp HOJA3HOT IOJMHOMA IEJLUBU Ca P, KaO CyMe

OpojeBa nemUBUX ca p. W

TEOPEMA 17. 3a ceakxu npocm 6poj p nocmoju npumMumusHy Kopek no Mo-
0yay p.

Loxas. 3a p =2 mBpheme je TpuBujasuo. IIpermocraBumo na je p Hemapa.

Hexa je
{T:D(l)a rp(2>7 e 7rp(p - 1)} = {’717'727 e a’7r}’

Tj. HEKA CY Y1, Y2, ... , Yr CBU MOTYyNu pasaumuuTu noperiu 6pojesa 1, 2, ..., p—1

no monyny p. Osmaummo ca S = [y1,72,...,7] HajMABU 3ajeTHUYKA CAIPKAIAL

tux GpojeBa u Heka je S = ¢i''q¢5” ---¢," merosa kaHOHCKa (arropusanuja. CBakn

(arTop ¢;" TOr paznarama je geauian 6ap jeaHor on 6pojesa v, , Tj. Baku v; = Bq;" .

Hera je cama c¢; Gmiao kxoju ox Gpojea 1, 2, ..., p — 1 3a koju je r,(c;) = ;.

Ha ocuoBy neme 2, 3a d; = cf je rp(d;) = ¢, ma u3 meme 3 cirems na 3a 6poj
[N D)

g =didy---dy Baxu 17,(9) = ¢7"¢5* ---qp* = S. Ho, ro smaum na S | p—1 = p(p).

Cana, mehyTum, mvmamo ma cBu 6pojeBu v1, Y2, ..., Y Aeqae S, WTO 3HAYM 4
je 3a cBako z € {1,2,...,p — 1} 3amoBosmena xomrpyenmuja z° = 1 (mod p). Ho,
npema Jemu 4, onga Mopa 6utu p — 1 < S, na u3 mokazasor S | p — 1 cuemu na je
S=p—1u g je IPUMUTUBHU KOPEH IO MOAYJIy p. M
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Ucropuctumo jorn semy 4 3a HOBU IOKa3 teopeme 12.

Lpyeu doxas Buaconose meopeme. 3a p = 2 tBpheme je ounrmenno. Hera je
p > 2 ¥ mocMaTpajMo KOHIDYEHIW)y

(z—)(x—-2)(z—(pP-1)—(@"'=1)=0 (mod p).

Omna je crenena ue sehier on p—2, a uma p— 1 paszauuuto pememe (6pojese 1, 2, ... ,
p—1, na ocaoBy mane Pepmaose teopeme). V3 seme 4 cienu xa cy CBU KOeUIU]eHTH
TMOJMHOMA HA JIEBOj CTPAHU MEJHUBU CA P, CIENUjaJHO Ca P je MeJbUB HEeroB CI000IHN
yiad (p— 1)!+ 1, wro je u Tpebano nokasaTu. W



