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1. JImHeapHe KOMOMHAIMIje BEKTOPA

Bekrop ¥ je nuneapHa koMOuHanuja BekTopa Ui, Us,...,U, aKO HOCTOje cKajapu (OmH. pe-
anHu GpojeBm) A1, Ag,...,\, TAKBU Ja je
U= AU + Aoy + - -+ + Ap . (1)
Bexkropu v, ¥s,...,U, Cy JUHEAPHO HE3ABUCHU AKO j& jeTHAKOCT
MT1+ Aala + -+ + AT =0 (2)
UCIYEHEHA CaMO 38 A\] = Ag = --- = A\, = 0. Y cynpoTHOM, OHU Cy JMHEAPHO 3aBUCHU.

CBaku BEKTOD y PaBHU Ce MOKe OPEICTABUTU Kao JIMHeapHA KOMOWHAIUja ITPOU3BOJLHA
IBa JMHEAPHO HE3aBUCHA BEKTOPA, & CBAKU BEKTOD y IIPOCTOPY KAO JWHEapHA KOMOWHAIM]A
[POU3BOJLHA TPU JUHEAPHO HE3ABUCHA BEKTOPA.

Ako cy @ u b # 0 KonuHeapHU BEKTOpHU, OHIA ca G/b o3HauaBaMo peasad Opoj A, Takas na
je @ = M\b.

Hera cy A u B pasnuuure tauke, u M u O mpousBosmHe Tauke. Tana M mpumama mpasoj

j .
AB ako u camo ako je OM = aOA + (1 — a)OB, 3a serko a € R. IIpu Tome je « = BM/BA.

Hera cy A, B u C uexkonuneapue tauke, u M u O npousBospHe Tauke. Tana M npunana

. — — — —
paBuu ABC axo u camo ako je OM = aOA + OB + (1 — a — 8)OC, 3a ueke a, g € R.

YEBUHA U MEHEJIAJEBA TEOPEMA: Heka je ABC Tpoyrao u mexa cy Aj, By u C Tauke Ha
npasama BC, AC u AB, penom. ITocmaTpajMo omaoc
—_— — ——
AC, BA, CB;

R=— — —.
CiB AC B1A

3)

I[Mpase AA;, BB; u CC ce ceky y jeqHOj Tauku ako m camo ako je R =1, a tauke Ay, By u C
Cy KOJMHEeapHe aKo M caMo ako je R = —1.

BAH OBEJIOBA U LPOKAPOBA PEJIAIIMJA: Heka je ABC tpoyrao, P Ttauka y paBHU TOD
Tpoyriaa, u Ay, By, Cy npecemu npasux BC u AP, AC u BP, AB u CP, pemom. Hexka je
e —_— — _— .

BA,/AC =z/y, CB1/B1A=x/z, AC;/C1B =y/z. Tana je

—_— ——
AP/PA; = (y+ 2)/x. (4)
Hera je mame tauka ) npecek mpasux B1C; u AP. Tana je
—_— —— —_— ——
2AQ/QA, = AP/PA;. (5)
2. CraJjlapHU IIPOU3BOI,
CraJsiapHu TpOU3BOJ je omepanuja Koja CBAKOM mapy BEKTOpa d, gnpnnpymyje cKaJap
@-b=|a-|b|-cosZ(a,b). (6)

Wcrakaumo cneneha cBojcTBa CKaJapHOr TPOU3BOAA:



—

(1) 3a cBaku Bekrop d@ Bawku |d@|*> = a - @,

(2) Bexrropu @, b +£ () cy HOpMAJIHU AKO M CaMO aKo je - b=0,
(3) @a-b=b-a,

(4) @-(b+&)=a-b+a-c

(5) (A@)-b=A\@-b).

HaBenmnmo cana HEKOMMKO BAKHUX TE€OMETPUjCKUX TeOoPeMa KOje ce je THOCTABHO MOKA3yjy V3
oMo ckaJlapHOT IPOM3BOJA.
CTJYAPTOBA TEOPEMA: Hera je D tauka ma crpamutu BC tpoyraa ABC. Tana je

D
AD? = B—CACQ gCAB2 —~BD-CD. (7)

Jloxaz: Moskemo 3amucaTu A—D> — aAB +(1- a)A—C>’. IIpu Tome, Kako je Tauka D Ha cTpaHunu
BC, a me camo Ha mpasoj BC, nmamo momatan ycnos 0 < o < 1. Takobe, o = CD/BC. 3arto
je
—_— — —_— — —_— —
AD?*=AD-AD = (aAB+ (1-a)AC)-(aAB + (1 —«a)AC)
_ 24p2 2 42 AD . AL
= a“°AB°+ (1 —a)*AC* +2a(1 —a)AB - AC
?AB% + (1 — a)?AC? + a1 — a)(AB? + AC? — BC?)
= aAB*+ (1 —a)AC? — a(l — a)BC?,

mTo je exksuBasieHTHO CtrjyapToBoj Teopemu. [
XAMUJITOHOBA TEOPEMA: Hera je O menrap omnucanor kpyra, a H opromenrap tpoyraa ABC.
Tana je

— — — —

OH =0A+ 0B+ 0OC. (8)

Zoxasz: Tloctoju jenuuactBena tauka H' 3a kojy Basku OH' = OA+OB+0C. YKOIUKO JOKAKEMO
na 3a oBy Tauky Baxku AH' I BC u BH' 1 AC, cnemuhe ma je H' = H, uume he Tteopema Gurtnm
nokazana. okasxumo na je AH' 1L BC:

AH' .BC = (OH —0A4).(0C - 0B)
— (0B+0C)-(0C - OB)
- 0C-0C—-0B-OB+0B-0C—0C 0B
= R*-R>=0

Amnasorno ce norasyje u BH' L AC. O

OJJIEPOBA TIPABA: Y mupousBosmHOM Tpoyriay ABC oprouentap H, tesumre M u menTap
onucanor kpyra O cy xkoamueapuu, u tauka M memm nyxx HO y ommocy 2 : 1.

" LA S — ——

Hoxaz: Oszmaunmmo ca A; cpemumre crpamune BC. Tama je OA; = 5(0B + 0C) u OM =
= 9= — 1,7 — —
30A + £04;, na je OM = 3(0OA + OB + OC). Tlopebemem ca XaMUITOHOBOM TEOPEMOM
HEMOCPEeIHO 3aKbyuyjeMo na je OM = %5?[, onakie ciaenu TBpheme Teopeme. [
JIAJBHMIIOBA TEOPEMA: Hera je M reskumre tpoyraa ABC. Tana 3a cBaky tauky P y paBHuU
tpoyrana ABC Baxu

PA? + PB? + PC?* = MA? + MB? + MC? + 3PM?. (9)

Lloxasz: TlpumeTumo TpBO 1a je

PA? = (MA — MP) - (MA — MP) = MA? + PM? — 2MA - MP. (10)



3ato je

PA2 4+ PB2+ PC? = MA?+ MB?+ MC?+3PM?—2(MA + MB + MC) - MP
= MA?>+ MB? + MC? + 3PM?,

—_— —  — o
jep je MA+MB+ MC =0. O
3. BeKTOpCKM 1 MEMOBUTH IIPOMU3BO

BerTopckn mpomspof je omepanmja KOja CBAKOM Iapy BEKTOpa d, b € R3 npunpyxyje Bek-
Top @ X b us R3 qMJM je uHTeH3UTET |d| |b| sin Z(a, b) mpaBall je HopMaJiaH Ha paBaH onpebheny
BekTOpUMA @ 1 b, & CMep je TakaB Aa je Tpojka (a,b a x 5) HO3UTUBHO OPUjEHTUCAHA.

VHTEH3UTeT BEKTOPCKOI IPOM3BOLA BEKTOpa @ 1 b jelHAK je NMOBPIIMHM IapajesorpaMa
onpebenor BekTopuMa a u b.

Bexrropcku npousBon uma ciaeneha csojcrsa:

(3) (@+b)xT=axXC+bxé
Henya BeKTOpY @ 1 b Cy KOMMHeapHHM (IApaJIelHI) aKo M CaMo ako je @ X b = 0.
MEIIOBUTY TPOU3BOJL je omepaimja Koja CBakoj Tpojuu BexTopa d, b, ¢ y mpoctopy R3
OPUAPY:KYje CKaxap [d, b, d = (ax b) ¢. MemoBuTy Tpou3BOI BeKTOopa d, b u ¢ je 3ampem-

S

VHa HapaJesenunena yuje cy usuie onpebene BekropuMma @, b u ¢. MemoBuTu nIpou3BOI UMa
caeneha cBojcTBa:

(2) [d@,b,d = [b,¢ ) = [¢,d,b],
(3) [AG,b,d = \[@,b,d,

(4) [@+0b,ed =[aéd +[b,éd
4. 3anamu

1. Hokazatu [Aa Ce OO TCHRUIMHUX OYRU TPOYyIrJjaa MOKE CaCTaBUTU TPOYTaAOo.

2. Heka cy A;, By u C; tauke ma crpauunama BC, AC u AB tpoyraa ABC. Iloka3zatu
—_—
na ce rexumra Tpoyraosa ABC u A;B;C; noknanajy ako u camo ako je AC;/C1B =
BA;/A,C=CB;/B,A

3. Heka je ABCD mnapamesnorpam, n S Tauka y BeroBoj yayrpammoctu. Herka F € AB n
F € AD rarxo ma je AESF napasesnorpam. Hera je M mpecek DE u BF. Ilokazatu na
cy C, S u M ronuueapue.

4. TlpaBa menu Tpoyrao Ha maBa Oeja UCTUX obOuMa m moBprmumHa. JlokazaTtu ma neHrap yi-
MCAHOT KPyra TOT TPOYTJIA JICKU Ha TOj MPaBo)j.

5. Heka je ABCD rerusnu uerBopoyrao, u H,, Hy,, H., Hy opronearpu tpoyriaosa BCD,
ACD, ABD, ABC, pemom. Ilokazatu na ce nysku AH,, BH,, CH., DHy cery y jemHoj

TaYKU.

—_— = = ——
6. I—B&a cy A, B, C'u D npousBosmue Tauke y pasuu. llokazatu na je AB-CD+ BC - AD +
CA-BD =0.

7. Hare cy taure A, B, C, D. Iokasatu nma je AC?+ BD? < AB? + BC?+ CD? + DA?, upu
yeMy jeTHAKOCT Bakud ako u camo ako je ABCD mapanenorpam.
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. IlokazaTu nma cy aujaroHalie mapaJiesiorpaMa HOPMAaJlHE aKO M CaMO aKO Cy My CyCemHe

CTpaHUIE jeTHAKe.

. Hox cpemmum muuujama dersopoyria ABCD moapasymeBamo ay:xxu MP u NQ, rme cy

M, N, P, Q cpemumra penom nysku AB, BC, CD, DA. Ilokasaru na:

(a) Ako cy cpenme JiMHUje YETBOPOYIJa HOAYIJAPHE, TAXa Cy AUjarOHAJE TOL YETBOD-
oyrJja HOpMaJIHEe.

(6) Ako cy cpenme JUHMjE YeTBOPOYTJIa HOPMAJHE, Tala Cy AUjaroHale TOT YeTBOPOYTIIa
oy napHe.

(BMO1985.1) Heka je O uenrap kpyra onucasor oko rpoyraa ABC, D cpemumre nysxu
AB, u E rexxumre tpoyrna ACD. Ilokazaru na je OELCD ako u camo ako je AB = AC.

Heka cy P u Q cpeaumra mujaronana gersopoyriaa ABCD. Ilokasatu na je AB?2+BC?+
CD? + DA? = AC? + BD? + 4PQ?.

Heka je ABCD kouBekcan yerBopoyrao takas na je ABLBC, AD1DC u AC1LBD. Hexka
cy E u F tauke na crpanunama BC u CD rtakse na je DELAF. Ilokaszatu na je AELBF.

Kpos Taurky O nponasu y pasuu 1999 npaBux pi, pa,. . ., P1gog MeDy KOjuMa HEMA yIIPaBHUX.
IlorazaTu ma MOKEMO Ha CBAKOj OJ MpaBuX p; m3abpartu no jemny taury A; # O, Tako na
Baku A1 Az lps, AsAylps, AzAsLpa, ..., A1997A1999-LP199s, A1998A1Lp1999, A1999A2Lp1.

IBe mpage y pasau, AB u XY, cy HOpMaJjHe ako u caMo ako je AX? — BX?2 = AY? — BY?

Heka je ABCDE womsekcuu meroyrao u AB | CE, BC || AD, CD || BE, DE | AC.
Hoxrazaru na je AE || BD.

OABC je terpaemap y xome je OA = OB = OC. Hera je S uenrap jgonrte ynucase y
— —
raj Terpaenap. lokazaru ga je Bekrop OS ronumeapan ca BekropoM sin(ZBOC) - OA +
— —
sin(ZCOA) - OB +sin(LAOB) - OC.

(IMO1994.2) Heka je ABC jemmakokparu tpoyrao ca AB = AC. Heka je M cpenumre
nysxku BC un O tauka npaBe AM 3a xojy je OB nopmaiuuo sa AB. Heka je () mpousBosmHa
tauka crpanule BC pasmuuura on B u C, u E € AB, F € AC rtako ma cy taure E, @,
F pazmuunre u rosuneapue. Jlokazartu na je OQ mopmasuo Ha FF ako u caMo ako je

QE = QF.



