MuHuUCTAapCTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IlpymTBo maremaruuapa Cpbuje

NP KABHO TARKMUWYEILE 13 MATEMATUVRKE
YUEHUKA CPEIIHLUX IMIKOJIA

10. mapt 2018.

IlpBu pa3pen — A rareropuja

3a mpupoman Opoj n 03HAUMMO Ca T, OpOj KOju ce mobuje y3aCTONHUM 3alUCUBAEEM
CBUX IpuUpoaHUX Opojesa ox 1 mo n jeman uza apyror (Hup. x4 = 1234567891011121314).
Heka je ¢ymruuja f: N — Ny neduuucana ma cienehu mauvs: f(n) je majmamu Gpoj
nudapa xoje rpeba n3banury u3 3anuca o6poja x, Ja O6u HOBOIOOUjeHU OpPOj Omo nemuB
ca 8 (mo3BobeHO je u3bamuTu u cBe MUdPpe 6poja T, IpU YeMy Tama CMATPaAMO Oa je
HoBOmOGUjenu GOpoj jemuak myau). a snu mocroje npuponuu Opojesu t U ng TAKBU Oa
3a cBe n € N, n > ng, Baxu f(n+t) = f(n)?

ITar je mpuponan 6poj k u ckynosu A, B u C TakBu na BaxKu
|AAB| = |[BAC| = |CAA| = 2k.

Hokazaru na mocToju jemmHCTBEH CKyn D 3a KOju BaxKu
|AAD| = |BAD| = |CAD| =k.

(3a ckymose X u Y osnaumau cmo XAY = (X \Y)U(Y'\ X), mro ce HasuBa cumempuuna
paszauka ckynosa X n Y.)

Y mnpasoyriom AABC tauka D je cpemumre xumnorenysze AB. Heka je k kpy:kHuna
onucana oko ABCD, n Heka je F mpom3BosbHa Tauka Ha kpahem nyky BD. Ha mpaBoj
BC youena je tauka F TakBa na je B usmebhy C u F u na npurom Baxku £ BEF =
24 BAF'. Heka je ky xpysxuuna omucana oko ACEF. JTorkazatu na jeqHa o 3aje THUYKAX
TaHreHaTa KpyskHUNA k u ki mposia3u Kpo3 Ttaury D.

Hoxrazatu na kpyr nmoaynpeunmka 100 ¢ meHTPOM Yy KOOPAMHATHOM TOUETKY CaAP:KU
Mame o1 31600 Tauaka umje cy obe koopmummate neaobpojue. (Cmarpamo ma Kpyr
CaIpyKV HEKy TadKy YKOJIUKO Ce€ OHa HAJAa3W Ha HEeroBOM pyOy WM Y HEroBOj YHY-
TPALIKOCTH. )

Bpewme 3a pax 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merassHO 00pPA3IOKUTH.



MuHuUCTAapCTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IlpymTBo maremaruuapa Cpbuje

NP KABHO TARKMUWYEILE 13 MATEMATUVRKE
YUEHUKA CPEIIHLUX IMIKOJIA

10. mapt 2018.

Ipyru pa3pen — A kareropuja

Hukona je 3amucamo 4 paznuuura peanHa 6poja m Ha Tabau je 3ammcao IPOM3BOL
cBaka IBa on mux (umMe ce Ha Tabuau Hamio 6 6Gpojesa). lyie je uzbpucao jeman ox
Trx OpojeBa, HAKOH Yera je Ha Tabuu OCTAJO D Yy3aCTOMHUX HPUPOIHUX OpojeBa. Koju
je 6poj Iyne uszbpucao?

3a mpupogse Opojese k, m u n KOju UCHymaBajy HejemHakocTu k > 2 m m < n BaxKu

mA K
(E) = 07331172 . L9T1T2 .. . XY9X1X2 .. . X9 . . .
rue cy i,Ts,...,T9 HeKe mudpe (He HYsKHO Da3auuuTe), U OIOK TiZ3...ZTy CE HEePU-

k

m

OAWYHO MOHABJBA OeckoHauHO MHOro myrta. Hahu cBe moryhe Bpemuoctu 3a (—) .
n

ITar je AABC y koM je yrao ron temena A tynm u AB # AC. Cumerpana yriaa KO
temena A ceue crpamuny BC u onucany kpyskHunmy y tauykama D u E, pemom. Hera
ce kpyskuune nan npevnuiuMa BC u DE cery y taukama K u L. Jlokazatu na tadra
cuMmerpruHa Tayku A y omHocy Ha mnpaBy BC' sexu mHa npasoj K L.

3a mare mpuponse 6pojeBe b u n, Anuca u Boba urpajy caenehiy urpy. ¥ mpocropy
je maro n Tadaka y ONINITEM MOJOkKa]y (HUKOje TPU HUCY KOJUHEADHE, HUKOje YeTUDU
HUCY KOMIUIAHADHE), U CBaKe IBE Cy HoBe3aHe jeqHoM nysku. OHM HAU3MEHUYHO 0Oje
Heobojene nmysku — Hajupe Ajauca oboju jemny oy:k LPBEHO, a 3aTuM boba oGoju b
OysKU IJIaBO, M TAKO NOK uMa HeobojeHmux my:ku. Anmca mobebhyje ako kpeupa upsenu
Tpoyrao, mok Boba moGebhyje ako ce urpa 3apmu, a Ajguca Huje Kpeupasa IPBEHU
Tpoyrao.

a) Axko Basku b < /2n —2 — %, nokazaru na Asnmca nMa mOOeIHUYKY CTPATEru]y.

b) Axo Bazkm b > 2¢/n, nokazatu na Boba mMa moGeTHUYKY CTpATETHU]y.

Bpewme 3a pax 240 munyTa.
Pemema 3anaraka merassHO 00pPA3IOKUTH.
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Tpehu paspen — A kareropuja

Hexka cy a, b u ¢ peannu 6pojeBu 3a koje Baxku b < 0 u ab = 9c. oraszaru na jenHaumua
24 ar? +br+c=0

UMa TPU PeajiHa U PA3INUUTA Dellenha.

Y omrpoyriom AABC, tauke D u E cy penoMm MOAHO:K]ja HOPMAJa U3 OPTOLEHTPA Ha
cuMeTpalie YHYTpallbher U CIoJsallmer yriaa kon remena A. Jlokazaru:

A£BDC + £BEC = 180°.
Hahwu cse mapose npupomaux 6Gpojesa (z,y) Ttaxse ma xy? + 1| 22 + 33,

IHaTo je n mpaBux y paBHU, n > 2, TAaKBUX Oa HUKOje OBE HUCY MapaJjejHe W HUKOje
Tpu ce He ceky y ucrtoj taukn. OBe mpaBe meje paBaH Ha AnCjyHKTHe obuactu (Mmeby
KOjUMa MMa KOHAUHUX U Oeckonaunux ). Kazaliemo nma je ped meke oGaactu Gpoj npaBux
KOje camp:ke HeKu neo pyba te obnacru. Ilokasaru ma je 6poj obaactu pema 3 6ap 3a
4 Behu onm 6poja obmactu pena crporo Beher on 4.

Bpewme 3a pax 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merassHO 00pPA3IOKUATH.
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YerBpTHu paspen — A kareropuja

OnpenuTu cBe BPEOHOCTU PEAJHOr IapaMerpa ¢ 3a KOje jeIHadurmHa
a20" — 204" = 39

Yy CKyIy peaJiHUX OpojeBa MMa TadvHO IBa PENIeHa W Aa Ce OHa PAa3iUKyjy 3a 2.

3a OKpYIJUM CTOJIOM cele 1 urpada u urpajy ciemehy wrpy. CBako on BUX IPKHU
o jeJaH Manmup Ha KOM Tpeda na HANWIIe jedHy PEYEHUIYy, U IIOTOM MPOCIEIU CBOj
manup wurpady Koju ce HaJjgasm k; Mecra ynecuo. Caku urpad Ha OOOMjeHM mammp
moToM Tpeba HEemTO Ja HAUPTA, W IPOCIeNU IAIUp Urpady KOju Ce HaJa3! ks MecTa
ynecuo. Irpaun moroM Ha mobujery mamup Tpeba ma HANUINY IO jeIHy PEUYEHUILy U
npociesie Tanup Urpady Koju ce Hasxasu k3 MecTa ymecHoO uTh. (Y i-TOM KOPDaKy CBaKW
urpad Tpeba na HAIUIIE jeIHY PEUYCHUIY aKO je ¢ HeIapHO, OMHOCHO Ja HENITO HaIlpTa
aKO je i MapHO, U MOTOM Ja IIPOCJIEAN NAIUD UrPady KOjU ce HaJa3u k; MecTa ymecHO.)
Jenman kpyr urpe ce 3aBpiraBa HAKOH N2 KOPAKA, IPU UYeMy Yy [IOCJIEIHEeM KOPAKYy U DAdn
e npociaebyjy manup game (Hero camo Hamuiry OZHOCHO Halnprajy HewmtTo). Kpyr ce
cMaTpa BAJUIHUM aKO je Ha Kpajy Urpe CBaKU Urpad IMCa0 WK IMPTA0 TAYHO IO jeTHOM
Ha CBakOM o mocrtojehux n mammpa.

a) Urpaum sxesme ma omurpajy jeman BaauiaH KPYT WIDE, HA TAKAB HAYWH OA TOKOM
TOT KpPyTa CBAKM UI'pad TadHo IO jeJHOM IIpocielyje manup cBakoM o1 IpeoCcTaIux
urpava. 3a Koje BpemHocTu n je moryhe omabparu (n — 1)-opky mapamerapa
(k1,k2,...,kn—1) ma 0BO Oyme UCIYyHEHO?

b) Urpaum sxene ma omurpajy ABa BaJuIHA KPyTa UTPe, HA TAKAB HAUMH 14 yKYIHO
TOKOM Ta IBa KPyra CBAKM UIPad TAUHO MO jemaHoM mpocsebyje CBOjy pedeHuIry
CBAKOM O]l MPEOCTAJINX UT'pava, U TAUHO M0 je fHOM mpociehyje ¢Boj uprex cBakoM
OI IPEeoCTAJNUX Wrpadva. 3a Koje BpenHoctu n je moryhie omaGparu (n — 1)-opke
napamerapa (ki,ka,...,k,—1) 38 IpBU 1 Apyru Kpyr (He HY3KHO ucTe 3a 06a Kpyra)
na oBO Oye UCIYyHEHO?

Y YyHYTpammOCTH 3a0aTOr MpaBuJaHOr n-toyraa AjAs...A, ompemutu reoMeTpujcko
MecTo Tayaka M 3a Koje Baxku

(n—2)ﬂ'.

AMA Ay + AMAAs + -+ AMA, 1A, + AMA A = 5

JokaszaTu na mocToju caMo KOHauaH OpOj cTemeHa OBOjke ca 30UpoM Iudapa MamUM

on 2018.

Bpewme 3a pax 240 munyTa.
Pemema 3anaraka merassHO 00pa3IOKUTH.
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Ilpeu pa3pen — B kareropuja

Ilat je AABC 3a koju Basku AB = AC = 18 u BC = 4. Youena je KpyskHUIa k mO-
JynpevHuka 7 Koja mpoiasu kpo3 tauke B m C, a mputoMm ce meH mneHTtap, tauka O,
wasa3u yayrap AABC. V3 rauke A cy moByuene TanresTe Ha k Koje je HOOUpYjy y
raukama N u M. Hahu nospmuny uerBopoyria OMAN.

Pemuru cucrem:
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=W OOy Wi

Ha ronuko Haumsa je tabmumy 3 X 3 moryhie nomysuTtu esementuMma ckyna {10, 3,2018}
akKo 30mp OpojeBa y CBakOj BPCTU, CBAKO] KOJOHM W Ha 00e aujaroHasie Mopa Ouru
nespus ca 37

Onpenutu cBe Tpojre (z,y,2) nenux GpojeBa 3a KOje BaKu:

2+ ay+yz =y? +yz+ zx = 2% + zx + xy = 2017 + 20182018,

ITocToju nu Tpoyrao KoMe je mosympedyHuk omnucane kpyskaume 2018, a Koju ce Morke
CMECTUTU y KpyT moiyupeunuka 607

Bpewme 3a pax 240 munyTa.
Pemema 3anaraka merassHO 00pPa3IOKUTH.
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Ipyru paspen — B kareropuja

Ha pacnoaaramy cy mam mranuhn nysxuna 1, 2, ..., 12, npu yeMy oI CBAKOT mTamuha
“MaMO HOBoJbaH Opoj komaza. IlorpeGuo je omabparu uverupu mranuiia (He HY:KHO
Pa3IMUUTUX AY:KUHA) OJ KOJUX CE MOMKE CACTABUTU TAHMEHTHU YeTBOPOYTao UujU je
obum 24. Ha xonuko HauwmHa je oBO Moryhe ypamuru?

Teruse rpyskuune AB u CD ce ceky nmon npasuMm yriowm. [lo3nare cy ny:KUHE TETHUBA
AD =60 u BC = 25. VI3pauyHaTu NOJYIPEYHUK T€ KPYKHUIE.

Pemuru jennauumy:

Vi—3+V7—xz=2>—10z + 23.

AKO KOMIIEKCHU OpPOjEBU 21 U 2y UCIYHABajy jeQHAKOCTHU |z1 +2i| =2 u |29+ 1—1i] = 1,
onpenuru Hajsehy moryhy BpemsocT uspasa |z1 + za|.

Onpemutu cBe mpupomse GpojeBe n u mpocTe GpojeBe p 3a Koje je p? + 7" moTmyH
KBaJpart.

Bpewme 3a pax 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merassHO 00pPA3IOKUTH.
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Tpehu paspen — B kareropuja

Pemurn Hejennaunny:

5
logg, 3z + logs,2 92° < 3

Pemmru jennaunny:

sinx =/ sin? 3z — sin? 2z.

a nmm mocroju 6poj obnmka
200...0018

(rme ce Hyse mojaBibyjy HPOU3BOJLAH OPOj IyTa) KOjU CE€ MOMKE IPEICTABUTU KaO MPO-
M3BOJ HEKOJUKO (Ba WM BUIIE) y3aCTOIHUX NPUPOMHUX OpojeBa?

Y paBHm Oupamo n Tavyaka TaKBUX A4 jeé CKyI CBUX pacrojama uaMmehy mapoBa OBUX

—1 . . .
rtavaka {1,2,3,..., %} (makne, cBaka oI OBUX BPEAHOCTU C€ TOjaBIbYje TAUHO je-
IHOM Kao pacrojame u3MeDy Heke mBe onm youenux tavaka). Ila au je oo moryhe

noctuhu 3a:

a) n = 4;
b) n =57

Hat je AABC, u youeHa je Kpy:KHUIA 7 KOja cagp:ku Tauky A, moaupyje Kpy:KHUILY
onucany oko ANABC, u momupyje npaBy BC y tauku D, npu uemy je B usmebhy C u

D. Axo Baxu £BAC = m — arcsin 37 BC =70 u BD = 10, oapeuTu MOJIYIPEYHUK
KPYJKHUIE 7.

Bpewme 3a pax 240 munyTa.
Pemema 3anaraka merassHO 00pPA3IOKUTH.
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YerBpTHu paspen — b kareropuja

Pemmtu cucrem:
z2 —y? = 16;

3zy? + 2® = 260.

Hlat je mpasoyrau AABC, £C = 90°, 3a uuje crpanune a = BC, b= CA u c = AB
BaKU

c*(3a +b) = 4a>.
Onmpemutu yranose y AABC. (Pememe mn3pasutu y o0IUKY EKCIUIMIMTHAX OpPOjeBHUX

BPEAHOCTH. )

Onpemutn ronuko uma ¢ysrnuja f : {1,2,3,4,5,6,7} — {1,2,3,4,5,6,7} Taksux na 3a
cee x € {1,2,3,4,5,6,7} Baxku
f(f (@) ==

Onpenutu cse ypebene Tpojke (a, b, ¢) peanaux GpojeBa Taxksux na Gpysrnuja f: R — R,
3amara ca
f(z) = sin(az? + bz + ¢),

Oyne napra. (3a ¢yurnujy f raskeMo na je napna akko 3a cse x Baxku f(z) = f(—x).)
OnpemuTu KOJIUKO jeqHaYnHAa
3., .2 2, 2 2 _
Yty + 2y  +a” + 3y + 2y +3r+y+2=0

nMma 1esobpojHux pemema (r,y) 3a koja Basku |x| < 20 u |y| < 18.

Bpewme 3a pax 240 munyTa.
Pemema 3anaraka merassHO 00PA3IOKUTH.



