
Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

10. mart 2018.

Prvi razred – A kategorija

1. Za prirodan broj n oznaqimo sa xn broj koji se dobije uzastopnim zapisivaǌem
svih prirodnih brojeva od 1 do n jedan iza drugog (npr. x14 = 1234567891011121314).
Neka je funkcija f : N → N0 definisana na slede�i naqin: f(n) je najmaǌi broj
cifara koje treba izbaciti iz zapisa broja xn da bi novodobijeni broj bio deǉiv
sa 8 (dozvoǉeno je izbaciti i sve cifre broja xn, pri qemu tada smatramo da je
novodobijeni broj jednak nuli). Da li postoje prirodni brojevi t i n0 takvi da
za sve n ∈ N, n > n0, va�i f(n+ t) = f(n)?

2. Dat je prirodan broj k i skupovi A, B i C takvi da va�i

|A4B| = |B4C| = |C4A| = 2k.

Dokazati da postoji jedinstven skup D za koji va�i

|A4D| = |B4D| = |C4D| = k.

(Za skupove X i Y oznaqili smo X4Y = (X\Y )∪(Y \X), xto se naziva simetriqna
razlika skupova X i Y .)

3. U pravouglom 4ABC taqka D je sredixte hipotenuze AB. Neka je k kru�nica
opisana oko 4BCD, i neka je E proizvoǉna taqka na kra�em luku ÷BD. Na pravoj
BC uoqena je taqka F takva da je B izme�u C i F i da pritom va�i ]BEF =
2]BAF . Neka je k1 kru�nica opisana oko 4CEF . Dokazati da jedna od zajedniqkih
tangenata kru�nica k i k1 prolazi kroz taqku D.

4. Dokazati da krug polupreqnika 100 s centrom u koordinatnom poqetku sadr�i
maǌe od 31600 taqaka qije su obe koordinate celobrojne. (Smatramo da krug
sadr�i neku taqku ukoliko se ona nalazi na ǌegovom rubu ili u ǌegovoj unu-
traxǌosti.)

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

10. mart 2018.

Drugi razred – A kategorija

1. Nikola je zamislio 4 razliqita realna broja i na tabli je zapisao proizvod
svaka dva od ǌih (qime se na tabli naxlo 6 brojeva). Dule je izbrisao jedan od
tih brojeva, nakon qega je na tabli ostalo 5 uzastopnih prirodnih brojeva. Koji
je broj Dule izbrisao?

2. Za prirodne brojeve k, m i n koji ispuǌavaju nejednakosti k > 2 i m < n va�i

�m
n

�k

= 0,x1x2 . . . x9x1x2 . . . x9x1x2 . . . x9 . . .

gde su x1, x2, . . . , x9 neke cifre (ne nu�no razliqite), i blok x1x2 . . . x9 se peri-

odiqno ponavǉa beskonaqno mnogo puta. Na�i sve mogu�e vrednosti za
�m
n

�k

.

3. Dat je 4ABC u kom je ugao kod temena A tup i AB 6= AC. Simetrala ugla kod
temena A seqe stranicu BC i opisanu kru�nicu u taqkama D i E, redom. Neka
se kru�nice nad preqnicima BC i DE seku u taqkama K i L. Dokazati da taqka
simetriqna taqki A u odnosu na pravu BC le�i na pravoj KL.

4. Za date prirodne brojeve b i n, Alisa i Boba igraju slede�u igru. U prostoru
je dato n taqaka u opxtem polo�aju (nikoje tri nisu kolinearne, nikoje qetiri
nisu komplanarne), i svake dve su povezane jednom du�i. Oni naizmeniqno boje
neobojene du�i – najpre Alisa oboji jednu du� crveno, a zatim Boba oboji b
du�i plavo, i tako dok ima neobojenih du�i. Alisa pobe�uje ako kreira crveni
trougao, dok Boba pobe�uje ako se igra zavrxi, a Alisa nije kreirala crveni
trougao.

a) Ako va�i b <
√

2n− 2− 3
2 , dokazati da Alisa ima pobedniqku strategiju.

b) Ako va�i b > 2
√
n, dokazati da Boba ima pobedniqku strategiju.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – A kategorija

1. Neka su a, b i c realni brojevi za koje va�i b < 0 i ab = 9c. Dokazati da jednaqina

x3 + ax2 + bx+ c = 0

ima tri realna i razliqita rexeǌa.

2. U oxtrouglom 4ABC, taqke D i E su redom podno�ja normala iz ortocentra na
simetrale unutraxǌeg i spoǉaxǌeg ugla kod temena A. Dokazati:

]BDC + ]BEC = 180◦.

3. Na�i sve parove prirodnih brojeva (x, y) takve da xy2 + 1 | x2 + y3.

4. Dato je n pravih u ravni, n > 2, takvih da nikoje dve nisu paralelne i nikoje
tri se ne seku u istoj taqki. Ove prave dele ravan na disjunktne oblasti (me�u
kojima ima konaqnih i beskonaqnih). Kaza�emo da je red neke oblasti broj pravih
koje sadr�e neki deo ruba te oblasti. Dokazati da je broj oblasti reda 3 bar za
4 ve�i od broja oblasti reda strogo ve�eg od 4.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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10. mart 2018.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Odrediti sve vrednosti realnog parametra a za koje jednaqina

a2ax2
− 2a+x2

= 32

u skupu realnih brojeva ima taqno dva rexeǌa i da se ona razlikuju za 2.

2. Za okruglim stolom sede n igraqa i igraju slede�u igru. Svako od ǌih dr�i
po jedan papir na kom treba da napixe jednu reqenicu, i potom prosledi svoj
papir igraqu koji se nalazi k1 mesta udesno. Svaki igraq na dobijeni papir
potom treba nexto da nacrta, i prosledi papir igraqu koji se nalazi k2 mesta
udesno. Igraqi potom na dobijeni papir treba da napixu po jednu reqenicu i
proslede papir igraqu koji se nalazi k3 mesta udesno itd. (U i-tom koraku svaki
igraq treba da napixe jednu reqenicu ako je i neparno, odnosno da nexto nacrta
ako je i parno, i potom da prosledi papir igraqu koji se nalazi ki mesta udesno.)
Jedan krug igre se zavrxava nakon n koraka, pri qemu u posledǌem koraku igraqi
ne prosle�uju papir daǉe (nego samo napixu odnosno nacrtaju nexto). Krug se
smatra validnim ako je na kraju igre svaki igraq pisao ili crtao taqno po jednom
na svakom od postoje�ih n papira.

a) Igraqi �ele da odigraju jedan validan krug igre, na takav naqin da tokom
tog kruga svaki igraq taqno po jednom prosle�uje papir svakom od preostalih
igraqa. Za koje vrednosti n je mogu�e odabrati (n − 1)-orku parametara
(k1, k2, . . . , kn−1) da ovo bude ispuǌeno?

b) Igraqi �ele da odigraju dva validna kruga igre, na takav naqin da ukupno
tokom ta dva kruga svaki igraq taqno po jednom prosle�uje svoju reqenicu
svakom od preostalih igraqa, i taqno po jednom prosle�uje svoj crte� svakom
od preostalih igraqa. Za koje vrednosti n je mogu�e odabrati (n − 1)-orke
parametara (k1, k2, . . . , kn−1) za prvi i drugi krug (ne nu�no iste za oba kruga)
da ovo bude ispuǌeno?

3. U unutraxǌosti zadatog pravilnog n-tougla A1A2 . . . An odrediti geometrijsko
mesto taqaka M za koje va�i

]MA1A2 + ]MA2A3 + · · ·+ ]MAn−1An + ]MAnA1 =
(n− 2)π

2
.

4. Dokazati da postoji samo konaqan broj stepena dvojke sa zbirom cifara maǌim
od 2018.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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10. mart 2018.

Prvi razred – B kategorija

1. Dat je 4ABC za koji va�i AB = AC = 18 i BC = 4. Uoqena je kru�nica k po-
lupreqnika 7 koja prolazi kroz taqke B i C, a pritom se ǌen centar, taqka O,
nalazi unutar 4ABC. Iz taqke A su povuqene tangente na k koje je dodiruju u
taqkama N i M . Na�i povrxinu qetvorougla OMAN .

2. Rexiti sistem:

xy

x+ y
=

2
3
;

yz

y + z
=

6
5
;

zx

z + x
=

3
4
.

3. Na koliko naqina je tablicu 3× 3 mogu�e popuniti elementima skupa {10, 3, 2018}
ako zbir brojeva u svakoj vrsti, svakoj koloni i na obe dijagonale mora biti
deǉiv sa 3?

4. Odrediti sve trojke (x, y, z) celih brojeva za koje va�i:

x2 + xy + yz = y2 + yz + zx = z2 + zx+ xy = 2017 + 20182018.

5. Postoji li trougao kome je polupreqnik opisane kru�nice 2018, a koji se mo�e
smestiti u krug polupreqnika 60?

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred – B kategorija

1. Na raspolagaǌu su nam xtapi�i du�ina 1, 2, . . . , 12, pri qemu od svakog xtapi�a
imamo dovoǉan broj komada. Potrebno je odabrati qetiri xtapi�a (ne nu�no
razliqitih du�ina) od kojih se mo�e sastaviti tangentni qetvorougao qiji je
obim 24. Na koliko naqina je ovo mogu�e uraditi?

2. Tetive kru�nice AB i CD se seku pod pravim uglom. Poznate su du�ine tetiva
AD = 60 i BC = 25. Izraqunati polupreqnik te kru�nice.

3. Rexiti jednaqinu: √
x− 3 +

√
7− x = x2 − 10x+ 23.

4. Ako kompleksni brojevi z1 i z2 ispuǌavaju jednakosti |z1 +2i| = 2 i |z2 +1− i| = 1,
odrediti najve�u mogu�u vrednost izraza |z1 + z2|.

5. Odrediti sve prirodne brojeve n i proste brojeve p za koje je p2 + 7n potpun
kvadrat.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – B kategorija

1. Rexiti nejednaqinu:

log9x 3x+ log3x2 9x2 <
5
2
.

2. Rexiti jednaqinu:

sinx =
È

sin2 3x− sin2 2x.

3. Da li postoji broj oblika
200 . . . 0018

(gde se nule pojavǉuju proizvoǉan broj puta) koji se mo�e predstaviti kao pro-
izvod nekoliko (dva ili vixe) uzastopnih prirodnih brojeva?

4. U ravni biramo n taqaka takvih da je skup svih rastojaǌa izme�u parova ovih
taqaka {1, 2, 3, . . . , n(n−1)

2 } (dakle, svaka od ovih vrednosti se pojavǉuje taqno je-
dnom kao rastojaǌe izme�u neke dve od uoqenih taqaka). Da li je ovo mogu�e
posti�i za:

a) n = 4;

b) n = 5?

5. Dat je 4ABC, i uoqena je kru�nica γ koja sadr�i taqku A, dodiruje kru�nicu
opisanu oko 4ABC, i dodiruje pravu BC u taqki D, pri qemu je B izme�u C i

D. Ako va�i ]BAC = π − arcsin
35
37

, BC = 70 i BD = 10, odrediti polupreqnik
kru�nice γ.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – B kategorija

1. Rexiti sistem:
x2 − y2 = 16;

3xy2 + x3 = 260.

2. Dat je pravougli 4ABC, ]C = 90◦, za qije stranice a = BC, b = CA i c = AB
va�i

c2(3a+ b) = 4a3.

Odrediti uglove u 4ABC. (Rexeǌe izraziti u obliku eksplicitnih brojevnih
vrednosti.)

3. Odrediti koliko ima funkcija f : {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} → {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} takvih da za
sve x ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} va�i

f(f(x)) = x.

4. Odrediti sve ure�ene trojke (a, b, c) realnih brojeva takvih da funkcija f : R→ R,
zadata sa

f(x) = sin(ax2 + bx+ c),

bude parna. (Za funkciju f ka�emo da je parna akko za sve x va�i f(x) = f(−x).)

5. Odrediti koliko jednaqina

y3 + x2y + 2xy2 + x2 + 3xy + 2y2 + 3x+ y + 2 = 0

ima celobrojnih rexeǌa (x, y) za koja va�i |x| 6 20 i |y| 6 18.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


